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Acerca de OpenStax 

OpensStax forma parte de la Universidad de Rice, una empresa benéfica sin ánimo de lucro 501(c)(3). Como iniciativa 
educativa, nuestra misión es transformar el aprendizaje para que la educación funcione para todos los estudiantes. A 
través de nuestras asociaciones con organizaciones filantrópicas y nuestra alianza con otras empresas de recursos 
educativos, estamos derribando las barreras más comunes para el aprendizaje, ya que creemos que todo el mundo debe 
y puede tener acceso al conocimiento. 


Acerca de OpenStax Resources 

Personalización 

Precálculo 2ed cuenta con una licencia internacional de Creative Commons Atribución 4.0 (CC BY 4.0)., lo que significa 
que puede distribuir remezclar y construir sobre el contenido, siempre y cuando proporcione la atribución a OpenStax y 
sus colaboradores de contenido. 


Dado que nuestros libros tienen licencia abierta, usted es libre de utilizar todo el libro o de elegir las secciones que sean 
más relevantes para las necesidades de su curso. Siéntase libre de remezclar el contenido asignando a sus estudiantes 
determinados capítulos y secciones de su programa de estudios, en el orden que usted prefiera. Incluso puede 
proporcionar un enlace directo en su programa de estudios a las secciones en la vista web de su libro. 


Los instructores también tienen la opción de crear una versión personalizada de su libro de OpenStax. La versión 
personalizada se puede poner a disposición de los estudiantes en formato impreso o digital de bajo costo a través de la 
librería de su campus. Visite la página de su libro en openstax.org para obtener más información. 


Atribución del contenido de arte 

En Precálculo 2ed, la mayoría de las fotos e ilustraciones de terceros contienen la atribución a su creador, al titular de los 
derechos, a la plataforma anfitriona o a la licencia dentro del pie de foto. Dado que el arte tiene una licencia abierta, 
cualquiera puede reutilizarlo siempre que proporcione la misma atribución a su fuente original. Para mayor legibilidad y 
fluidez del contenido, las expresiones matemáticas que se representan como arte no incluyen la atribución en el texto. 
Se asume OpensStax desarrolló este arte, el cual puede reutilizarse con la licencia CC-BY con atribución. 


Errata 

Todos los libros de texto de OpenStax se someten a un riguroso proceso de revisión. Sin embargo, al igual que cualquier 
libro de texto de nivel profesional, a veces se producen errores. Dado que nuestros libros están en línea, podemos hacer 
actualizaciones periódicas cuando se considere pedagógicamente necesario. Si tiene una corrección que sugerir, envíela 
a través del enlace de la página de su libro en openstax.org. Los expertos en la materia revisan todas las sugerencias de 
erratas. OpenStax se compromete a ser transparente en todas las actualizaciones, por lo que también encontrará una 
lista de los cambios de erratas anteriores en la página de su libro en openstax.org. 


Formato 
Usted puede acceder a este libro de texto de forma gratuita en vista web o en PDF a través de openstax.org, y por un 
bajo costo en versión impresa. 


Acerca de Precálculo 2ed 

Precálculo 2ed es adaptable y se ajusta a las necesidades de una variedad de cursos de precálculo. Se trata de un texto 
completo que cubre más terreno que un curso típico de precálculo de nivel universitario de uno o dos semestres. El 
contenido está organizado por objetivos de aprendizaje claramente definidos, e incluye ejemplos trabajados que 
demuestran enfoques de resolución de problemas de forma accesible. 


Cobertura y alcance 
Precálculo 2ed contiene doce capítulos, divididos a grandes rasgos en tres grupos. 


Los capítulos 1 a 4 analizan varios tipos de funciones que proporcionan una base para el resto del curso. 


+ Capítulo 1: Funciones 

+ Capítulo 2: Funciones lineales 

+ Capítulo 3: Funciones polinómicas y racionales 

+ Capítulo 4: Funciones exponenciales y logarítmicas 


Los capítulos 5 a 8 se centran en la Trigonometría. En Precálculo 2ed nos acercamos a la trigonometría al introducir los 
ángulos y el círculo unitario, a diferencia del enfoque del triángulo rectángulo, que se utiliza más comúnmente en los 
cursos de álgebra y trigonometría de la universidad. 


e Capítulo 5: Funciones trigonométricas 
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+ Capítulo 6: Funciones periódicas 
+ Capítulo 7: Identidades trigonométricas y ecuaciones 
+ Capítulo 8: Otras aplicaciones de la Trigonometría 


Los capítulos 9-12 presentan algunos temas avanzados de precálculo que se basan en los temas presentados en los 
capítulos 1-8. La mayoría de los programas de estudios de precálculo comprenden algunos de los temas de estos 
capítulos, pero pocos los incluyen todos. Los instructores pueden seleccionar el material que necesiten de este grupo de 
capítulos, ya que no son acumulativos. 


+ Capítulo 9: Sistemas de ecuaciones e іпесиасіопеѕ 

+ Capítulo 10: Geometría analítica 

e Capítulo 11: Secuencia, probabilidad y teoría del recuento 
e Capítulo 12: Introducción a Cálculo 


Todos los capítulos están divididos en varias secciones, cuyos títulos se aprecian en el índice. 


Visión general del desarrollo 

Precálculo 2ed es el producto de un esfuerzo de colaboración de un grupo de autores, editores e instructores dedicados, 
cuya pasión colectiva por este proyecto ha dado lugar a un texto notablemente unificado en el propósito y la voz. 
Agradecemos especialmente a nuestro autor principal, Jay Abramson, de la Universidad Estatal de Arizona, quien aportó 
la visión general del libro y supervisó el desarrollo de todos y cada uno de los capítulos. Asimismo, elaboró el proyecto 
inicial, leyó numerosos borradores y asimiló las revisiones de campo en planes de revisión procesables para nuestros 
autores y editores. 


Los primeros ocho capítulos están construidos sobre la base de Precálculo: una investigación de las funciones que es 
obra de David Lippman y Melonie Rasmussen. La redacción y el desarrollo de los capítulos 9-12 estuvieron a cargo de 
nuestro experto y experimentado equipo de autores. Los doce capítulos siguen un diseño instructivo novedoso e 
innovador, y se ha tenido mucho cuidado en mantener una voz coherente de principio a fin. Se introdujeron nuevas 
características para dar cuerpo a la instrucción, todos los gráficos se rehicieron con un estilo más contemporáneo y gran 
parte del contenido se revisó, sustituyó o complementó para que el texto esté más en consonancia con los enfoques 
principales de la enseñanza del precálculo. 


Exactitud del contenido 

Entendemos que la precisión y la exactitud son imperativos en matemáticas, y emprendimos un programa dedicado a la 
exactitud dirigido por profesores experimentados. Los ejemplos, el arte, los problemas y las soluciones fueron objeto de 
revisión por el cuerpo docente, mientras que otro equipo evaluó la clave de respuestas y las soluciones. 


El texto también se beneficia de años de uso por parte de miles de profesores y estudiantes. Un aspecto fundamental en 
la revisión de la segunda edición fue consolidar y garantizar la coherencia con respecto a las erratas y correcciones que 
se han aplicado durante el amplio uso de la serie y su incorporación a los sistemas de tareas. 


Cambios a la segunda edición 

La revisión de Precálculo 2ed se centró en la claridad y la precisión matemática, así como en la inclusión. Varios expertos 
de la facultad revisaron los ejemplos, los ejercicios y las soluciones. Se tuvieron en cuenta todas las sugerencias de 
mejora y las actualizaciones de las erratas, impulsadas por el cuerpo docente y los estudiantes de varios miles de 
universidades. Todo esto se ha unificado en los distintos formatos del texto. 


OpenStax y nuestros autores son conscientes de las dificultades que plantea el cambio de número de problemas y 
ejercicios cuando se revisan los libros de texto. Para que la transición a la segunda edición sea lo más fluida posible, 
hemos minimizado los cambios en los números de los ejercicios. 


La revisión también se centró en apoyar experiencias de aprendizaje inclusivas e invitadoras. Las narrativas 
introductorias, los ejemplos y los contextos de los problemas, e incluso muchos de los nombres utilizados para los 
personajes ficticios en el texto se revisaron dentro de un marco de diversidad, equidad e inclusión. Varios cientos de 
revisiones resultantes mejoran el equilibrio y la pertinencia para los estudiantes que utilizan el texto, al tiempo que 
mantienen una variedad de aplicaciones a diversas carreras y campos académicos. En particular, las explicaciones sobre 
los aspectos científicos e históricos de las matemáticas se han ampliado para incluir a más colaboradores. Por ejemplo, 
los autores añadieron un contexto histórico y multicultural adicional en relación con lo que se conoce ampliamente 
como el triángulo de Pascal, y también incorporaron detalles sobre el proceso internacional de descifrado de la máquina 
Enigma (incluso el papel de los estudiantes universitarios polacos). Varias de las narraciones de apertura de los capítulos 
y sus referencias son completamente nuevas. Asimismo, se han revisado específicamente los contextos de todos los 
capítulos en busca de la equidad en la representación y la connotación de género. 
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Fundamentos y características pedagógicas 

Objetivos de aprendizaje 

Cada capítulo está dividido en varias secciones (o módulos), cada una de las cuales está organizada en torno a un 
conjunto de objetivos de aprendizaje. Los objetivos de aprendizaje se enumeran explícitamente al principio de cada 
sección y son el punto focal de cada elemento didáctico. 


Texto narrativo 

El texto narrativo se utiliza para introducir conceptos, términos y definiciones clave a fin de proporcionar el contexto del 
mundo real y para proporcionar transiciones entre temas y ejemplos. A lo largo de este libro, nos basamos en algunas 
convenciones básicas para destacar las ideas más importantes: 


• Los términos clave aparecen en negrita, normalmente cuando se introducen por primera vez o cuando se definen 
formalmente. 
• Los conceptos y definiciones clave se indican en un recuadro azul para facilitar su consulta. 


Ejemplos 

Cada objetivo de aprendizaje se apoya en uno o más ejemplos trabajados, los cuales demuestran los enfoques de 
resolución de problemas que los estudiantes deben dominar. Por lo general, incluimos varios ejemplos para cada 
objetivo de aprendizaje con el fin de modelar diferentes enfoques para el mismo tipo de problema, o para introducir 
problemas similares de complejidad creciente. En total, hay más de 650 ejemplos, es decir, un promedio de unos 55 por 
capítulo. 


Todos los ejemplos siguen un formato sencillo de dos o tres partes. En primer lugar, planteamos un problema o una 
pregunta. A continuación, demostramos la solución, al explicar los pasos a lo largo del camino. Por último (en el caso de 
algunos ejemplos), concluimos con un análisis en el que se reflexiona sobre las implicaciones más amplias de la solución 
que acabamos de mostrar. 


Figuras 

Precálculo 2ed contiene más de 2.000 figuras e ilustraciones, la gran mayoría de las cuales son gráficos y diagramas. El 
arte en todo el texto se adhiere a un estilo claro y sobrio, atrayendo la mirada hacia la información más importante de 
cada figura y minimizando las distracciones visuales. El contraste de colores se emplea con discreción para distinguir las 
diferentes funciones o características de un gráfico. 
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Características de apoyo 
Varios elementos, cada uno de ellos marcado por un ícono distintivo, sirven de apoyo a los ejemplos. 


• El elemento Cómo es una lista de pasos necesarios para resolver un determinado tipo de problema. El "cómo" 
precede a un ejemplo, que pasa a demostrar los pasos en acción. 

+ El elemento Ejercicio sigue inmediatamente a uno o varios ejemplos relacionados, de manera tal que el estudiante 
tenga la oportunidad inmediata de resolver un problema similar. En la versión del texto en PDF y en la versión de la 
vista web, las respuestas a los ejercicios se encuentran en la clave de respuestas. 

+ Las preguntas y respuestas aparecen en cualquier parte del texto. Sin embarglo, lo más frecuente es que sigan a 
un ejemplo. Esta función se adelanta a los conceptos erróneos al plantear una pregunta común de sí o no, seguida 
de una respuesta y una explicación detalladas. 
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+ Elícono Medios aparece en la conclusión de cada sección justo antes de los ejercicios de la sección. Este ícono 
marca una lista de enlaces a tutoriales de video en línea que refuerzan los conceptos y habilidades introducidos en 
la sección. 


Aunque hemos seleccionado tutoriales que se ajustan estrechamente a nuestros objetivos de aprendizaje, no los hemos 
producido, como tampoco se han producido ni adaptado específicamente para acompañar a Precálculo 2ed. 


Ejercicios de la sección 

Las secciones de cada capítulo concluyen con un conjunto de ejercicios muy completos que pueden asignarse como 
deberes o utilizarse selectivamente para la práctica guiada. Con más de 5.900 ejercicios a lo largo de los 12 capítulos, los 
profesores pueden tener mucho de donde elegir. 


Los ejercicios de la sección están organizados por tipo de pregunta, y generalmente aparecen en el siguiente orden: 


+ Las preguntas verbales evalúan la comprensión conceptual de los términos y conceptos clave. 

+ Los problemas algebraicos requieren que los estudiantes apliquen las manipulaciones algebraicas demostradas en 
la sección. 

• Los problemas gráficos evalúan la capacidad de los estudiantes para interpretar o producir un gráfico. 

+ Los problemas numéricos requieren que el estudiante realice cálculos о computaciones. 

• Los problemas tecnológicos fomentan la exploración mediante el uso de una herramienta gráfica, ya sea para 
visualizar o verificar los resultados algebraicos o para resolver los problemas mediante una alternativa a los 
métodos demostrados en la sección. 

+ Las extensiones plantean problemas más desafiantes que los ejemplos demostrados en la sección. Requieren que 
los estudiantes sinteticen múltiples objetivos de aprendizaje o apliquen el pensamiento crítico para resolver 
problemas complejos. 

+ Las aplicaciones en el mundo real presentan escenarios de problemas realistas de campos como la física, la 
geología, la biología, las finanzas y las ciencias sociales. 


Características del repaso del capítulo 
Cada capítulo concluye con un repaso de los aspectos más importantes, así como con problemas de práctica adicionales 
que los estudiantes pueden utilizar para preparar los exámenes. 


+ Los términos clave ofrecen una definición formal de cada término en negrita del capítulo. 

+ Las ecuaciones clave son una recopilación de fórmulas, teoremas y ecuaciones de forma estándar. 

• Los conceptos clave resumen las ideas más importantes introducidas en cada sección, y se enlazan con los 
correspondientes ejemplos, en caso de que los estudiantes necesiten repasar. 

• Los ejercicios de repaso del capítulo constan de 40 a 80 problemas prácticos que recuerdan los conceptos más 
importantes de cada sección. 

+ La prueba de práctica abarca entre 25 y 50 problemas que evalúan los objetivos de aprendizaje más importantes 
del capítulo. Tenga en cuenta que el examen práctico no está organizado por secciones, y puede estar más 
orientado a los objetivos acumulativos que a los objetivos fundamentales que se abordan en las secciones iniciales. 


Recursos adicionales 


Recursos para estudiantes e instructores 

Hemos recopilado recursos adicionales tanto para los estudiantes como para los instructores, incluso las Guías de inicio, 
el manual de soluciones del instructor y las diapositivas en PowerPoint. Los recursos para instructores requieren una 
cuenta de instructor verificada, que puede solicitarse en su inicio de sesión en openstax.org. Aproveche estos recursos 
para complementar su libro de OpenStax. 


Centros comunitarios 

OpenStax se asoció con el Instituto para el Estudio de la Gestión del Conocimiento еп la Educación (Institute for the 
Study of Knowledge Management in Education, ISKME) para ofrecer centros comunitarios en OER Commons, una 
plataforma para que los instructores compartan recursos creados por la comunidad que apoyan los libros de OpenStax 
de forma gratuita. A través de nuestros centros comunitarios, los instructores pueden cargar sus propios materiales o 
descargar recursos para utilizarlos en sus propios cursos, incluyendo auxiliares adicionales, material didáctico, 
multimedia y contenido relevante del curso. Animamos a los instructores a que se unan a los centros de los temas más 
relevantes para su docencia e investigación como una oportunidad tanto para enriquecer sus cursos como para 
relacionarse con otros profesores. Para llegar a los Community Hubs, visite www.oercommons.org/hubs/openstax. 


Socios tecnológicos 
Como aliados que facilitan la disponibilidad de materiales de aprendizaje de alta calidad, nuestros socios tecnológicos 
ofrecen herramientas opcionales de bajo costo que se integran con los libros de OpenStax. Para acceder a las opciones 


Acceso gratis en openstax.org 


Prefacio 
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FUNCIONES 


1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 201( 


Índice Standard and Poor's con dividendos reinvertidos (créditos "toro": modificación del trabajo de Prayitno Hadinata; 
créditos “gráfico”: modificación del trabajo de MeasuringWorth). 


Esquema del capítulo 


1.1 Funciones y notación de funciones 

1.2 Dominio y rango 

1.3 Tasas de variación y comportamiento de los gráficos 
1.4 Composición de las funciones 

1.5 Transformación de funciones 

1.6 Funciones de valor absoluto 

1.7 Funciones inversas 


Introducción 


Hacia el final del siglo XX, el valor de las acciones de las empresas de Internet y tecnología aumentó de forma 
espectacular. En consecuencia, el promedio bursátil de Standard and Poor's también subió. El gráfico anterior muestra el 
valor de esa inversión inicial de algo menos de 100 dólares a lo largo de 40 años. Muestra que una inversión que valía 
menos de 500 dólares hasta aproximadamente 1995 se disparó hasta unos 1.100 dólares a principios de 2000. Ese 
periodo de cinco años se conoció como la "burbuja de las puntocom" porque se formaron muchas empresas de Internet. 
Sin embargo, como suelen hacer las burbujas, la burbuja de las puntocom acabó por explotar. Muchas empresas 
crecieron demasiado deprisa y de repente quebraron. El resultado provocó el fuerte descenso representado en el gráfico 
a partir de finales de 2000. 


Observe que, al considerar este ejemplo, existe una relación definida entre el año y la media bursátil. Para cualquier año 
que elijamos, podemos determinar el valor correspondiente de la media bursátil. En este capítulo, exploraremos estos 
tipos de relaciones y sus propiedades. 


1.1 Funciones y notación de funciones 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Determinar si una relación representa una función. 
Hallar el valor de una función. 
Determinar si una función es biunívoca. 
Utilizar la prueba de la línea vertical para identificar las funciones. 
Graficar las funciones que aparecen en la biblioteca de funciones. 


Умм у 


Un avión de pasajeros cambia de altitud a medida que aumenta su distancia desde el punto de partida de un vuelo. El 
peso de un niño en crecimiento aumenta con el tiempo. En cada caso, una cantidad depende de otra. Existe una relación 
entre ambas cantidades que podemos describir, analizar y utilizar para hacer predicciones. En esta sección, analizaremos 
estas relaciones. 
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Determinar si una relación representa una función 


La relación es un conjunto de pares ordenados. El conjunto de las primeras componentes de cada par ordenado se 
llama dominio y el conjunto de las segundas componentes de cada par ordenado se llama rango. Considere el siguiente 
conjunto de pares ordenados. Los primeros números de cada par son los cinco primeros números naturales. El segundo 
número de cada par es el doble del primero. 


(а, 2), @, 4), (3, 6), (4, 8), (5, 10), 
El dominio es {1, 2, 3, 4, 5}. Е гапдоеѕ {2, 4, 6, 8, 10). 
Observe que cada valor еп el dominio también se conoce como un valor de entrada, o variable independiente, y se 


suele marcar con la letra minúscula x. Cada valor del rango se conoce también como valor de salida, o variable 
dependiente, y se suele marcar con letra minúscula y. 


Una función f es una relación que asigna un único valor del rango a cada valor del dominio. Es decir, no se repiten los 
valores x. Para nuestro ejemplo que relaciona los cinco primeros números naturales con los números del doble de sus 
valores, esta relación es una función porque cada elemento del dominio, [1, 2, 3, 4, 5), está emparejado con 
exactamente un elemento del rango, [2, 4, 6, 8, 10). 


Consideremos ahora el conjunto de pares ordenados que relaciona los términos "par" e "impar" con los cinco primeros 
números naturales. Aparecerían como 


[Gmpar, 1), (números, 2), (impar, 3), (números, 4), (impar, 5)) 


Observe que cada elemento en el dominio, { раг, impar] no está emparejado con exactamente un elemento en el rango, 
{1, 2, 3, 4, 5). Por ejemplo, el término "impar" corresponde a tres valores del rango, {1, 3, 5) y el término "par" 
corresponde a dos valores del rango, (2, 4). Esto viola la definición de una función, por lo que esta relación no es una 
función. 


La Figura 1 compara las relaciones que son funciones y las que no lo son. 
La relación es una función La relación es una función La relación NO es una función 
Entradas Salidas Entradas Salidas Entradas Salidas 


иш 
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(a) (b) (с) 
Figura 1 (а) Esta relación es una función porque cada entrada está asociada a una única salida. Observe que las 
entradas q y r producen una salida n. (b) Esta relación también es una función. En este caso, cada entrada está asociada 
a una única salida. (c) Esta relación no es una función porque la entrada q se asocia a dos salidas diferentes. 


Función 
Una función es una relación en la que cada valor de entrada posible conduce exactamente a un valor de salida. 


Decimos: "La salida es una función de la entrada". 


Los valores de entrada constituyen el dominio, y los de salida, el rango. 


(М cómo 


Dada una relación entre dos cantidades, determine si la relación es una función. 


1. Identifique los valores de entrada. 

2. Identifique los valores de salida. 

3. Si cada valor de entrada conduce a un solo valor de salida, clasifique la relación como una función. Si cualquier 
valor de entrada conduce a dos o más salidas, no clasifique la relación como una función. 
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Cómo determinar si las listas de precios de los menús son funciones 
El menú de la cafetería, que se muestra en la Figura 2, consta de artículos y sus precios. 


a. 0¿El precio está en función del artículo? 
b. 0 ¿El artículo está en función del precio? 


Artículo 


Rosquilla simple 
Rosquilla de тепте!айа:з 1,99 
Rosquilla de chocolate 


Figura 2 


© Solución 
(А) Empecemos por considerar la entrada como los elementos del menú. Los valores de salida son entonces los 
precios. Vea la Figura 3. 


Artículo Precio 
Rosquilla simple- --- 


Figura 3 
Cada artículo del menú tiene un solo precio, por lo que el precio está en función del artículo. 


Dos artículos del menú tienen el mismo precio. Si consideramos que los precios son los valores de entrada y los 
artículos son la salida, entonces el mismo valor de entrada podría tener más de una salida asociada. Vea la Figura 4. 


Artículo Precio 


Rosquilla simple < 
Rosquilla de mermelada < 
Rosquilla de chocolate = 


Figura 4 


Por lo tanto, el artículo no está en función del precio. 
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Cómo determinar si las reglas de calificación de Іа clase son funciones 

En una clase particular de Matemáticas, el porcentaje global de la calificación corresponde a un promedio de 
calificaciones. ¿El promedio de calificaciones está en función del porcentaje de calificaciones? ¿Es el porcentaje de 
calificación una función de la media de las calificaciones? La Tabla 1 muestra una posible regla para asignar puntos de 
calificación. 


Porcentaje de calificaciones 0a56 57a61 62a66 67a71 72a77 78а86 87а91 92а100 
Promedio de calificaciones 0,0 1,0 1,5 2,0 215, 3,0 35 4,0 
Tabla 1 


© Solución 

Para cualquier porcentaje de calificación obtenido, existe un promedio de calificación asociado, por lo que el promedio 
de calificación es una función del porcentaje de calificación. En otras palabras, si introducimos el porcentaje de 
calificación, la salida es un promedio de calificaciones específico. 


En el sistema de calificaciones dado, hay un rango de porcentajes que corresponden al mismo promedio de 
calificaciones. Por ejemplo, los estudiantes que reciben un promedio de 3,0 pueden tener una variedad de porcentajes 
de calificaciones que van desde 78 hasta 86. Por lo tanto, el porcentaje de calificaciones no está en función del promedio 
de calificaciones. 


[>] INTÉNTELO #1 La Tabla 21 enumera los cinco mejores jugadores de béisbol de todos los tiempos por orden 


de clasificación. 
Jugador Clasificación 


Babe Ruth 1 

Willie Mays 2 

Ty Cobb 3 

Walter Johnson 4 

Hank Aaron 5 
Tabla 2 


(А) ¿La clasificación está en función del nombre del jugador? 
¿El nombre del jugador está en función de la clasificación? 


Uso de la notación de función 

Una vez que determinamos que una relación es una función, necesitamos mostrar y definir las relaciones funcionales 
para poder entenderlas y utilizarlas, y a veces también para poder programarlas en las computadoras. Hay varias formas 
de representar las funciones. La notación de función estándar es una representación que facilita el trabajo con las 
funciones. 


Para representar "la altura es una función de la edad", empezamos por identificar las variables descriptivas h para la 
altura y a para la edad. Las letras f, g, y h se utilizan a menudo para representar funciones al igual que utilizamos x, y, y 
c para representar números y А, В, y С para representar conjuntos. 


1  http://www.baseball-almanac.com/legendary/lisn100.shtml. Consultado el 24 mar 2014. 
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hes f dea Llamamos a la función f; la altura es una función de la edad. 
h= f(a) Utilizamos paréntesis para indicar la entrada de la función. 
fía) Llamamos a la función f; la expresión se lee como "/ de a.” 


Recuerde que podemos utilizar cualquier letra para designar la función; la notación h (a) nos muestra que h depende de 
a. El valor a debe introducirse en la función Л para obtener un resultado. Los paréntesis indican que la edad es la 
entrada en la función; no indican la multiplicación. 


También podemos dar una expresión algebraica como entrada a una función. Por ejemplo f (a + b) significa “primero se 
suman a y b, y el resultado es la entrada рага la función f”. Las operaciones deben realizarse en este orden para obtener 
el resultado correcto. 


Notación de función 


La notación y = f (x) define una función llamada f. Esto se lee como “y es una función de x”. La letra x representa el 
valor de entrada, o variable independiente. La letra y, o f (x), representa el valor de salida, o variable dependiente. 


ЕИ 


Uso de la notación de función рага los días de un mes 
Utilice la notación de función para representar una función cuya entrada es el nombre de un mes y la salida es el 
número de días de ese mes. Supongamos que el dominio no incluye los años bisiestos. 


© Solución 

El número de días de un mes es una función del nombre del mes, por lo que si nombramos la función f, escribimos 
días = f(mes) o d = f(m). El nombre del mes es la entrada de una "regla" que asocia un número específico (la salida) 
con cada entrada. 


31 = f (enero) 


/ \ 


salida entrada 
regla 
Figura 5 


Por ejemplo, f (marzo) = 31, porque marzo tiene 31 días. La notación d = f (т) nos recuerda que el número de días, d 
(la salida), depende del nombre del mes, m (la entrada). 

©) Análisis 

Observe que las entradas de una función no tienen por qué ser números; las entradas de la función pueden ser nombres 


de personas, etiquetas de objetos geométricos o cualquier otro elemento que determine algún tipo de salida. Sin 
embargo, la mayoría de las funciones con las que trabajaremos en este libro tendrán números como entradas y salidas. 


Шш a 


Interpretación de la notación de función 
Una función N = f (y) da el número de oficiales de policía, N, en una ciudad en el año y. ¿Qué representa 
/ (2005) = 300? 


© Solución 
Cuando leemos / (2005) = 300, vemos que el año de entrada es 2005. El valor de la salida, el número de policías (N), es 
300. Recuerde, N = f (у). El enunciado f (2005) = 300 nos dice que en el año 2005 había 300 policías en la ciudad. 


[>] INTÉNTELO #2 Utilice la notación de función para expresar el peso de un cerdo en libras en función de su 
edad en días d. 


п 
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3| PREGUNTAS Y En lugar de una notación como y = f(x ), podríamos utilizar el mismo símbolo para la 
RESPUESTAS salida que para la función, como por ejemplo y = y(x ), que significa “¿y es una función 
de x?" 


Sí, esto se hace a menudo, especialmente en las asignaturas aplicadas que utilizan 
matemáticas superiores, como la Física y la Ingeniería. Sin embargo, al explorar las 
matemáticas en sí nos gusta mantener una distinción entre una función como f, que es una 
regla o procedimiento, y la salida y que obtenemos al aplicar f a una entrada concreta x. Por 
eso solemos utilizar una notación como y = f (x), P = W (d) , y así sucesivamente. 


Representación de funciones mediante tablas 

Un método habitual para representar las funciones es en forma de tabla. Las filas o columnas de la tabla muestran los 
valores de entrada y salida correspondientes. En algunos casos, estos valores representan todo lo que sabemos sobre la 
relación; otras veces, la tabla ofrece algunos ejemplos seleccionados de una relación más completa. 


La Tabla 3 indica el número de entrada de cada mes (enero = 1, febrero = 2, y así sucesivamente) y el valor de salida del 
número de días de ese mes. Esta información representa todo lo que sabemos sobre los meses y días de un año 
determinado (que no es bisiesto). Observe que, en esta tabla, definimos una función de días al mes f donde D = f (т) 
identifica los meses por un número entero en lugar de por su nombre. 


Número de mes, (entrada) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 


Días del mes, D (salida) 31 | 28 | 31 | 30 | 31 | 30 | 31 | 31 | 30 | 31 | 30 | 31 
Tabla 3 


La Tabla 4 define una función O = g (n) . Recuerde que esta notación nos dice que g es el nombre de la función que 
toma la entrada n y da como salida O. 


Tabla 4 


La Tabla 5 muestra la edad de los niños en años y sus correspondientes alturas. Esta tabla muestra solo algunos de los 
datos disponibles sobre la altura y la edad de los niños. Observamos enseguida que esta tabla no representa una 
función porque el mismo valor de entrada, 5 años, tiene dos valores de salida diferentes, 40 in y 42 in. 


Edad en años, a (entrada) 5 5 6 7 8 9 10 


Altura en pulgadas, » (salida) 40 42 44 47 50 52 54 


Tabla 5 


(є cómo 


@ 
Dada una tabla de valores de entrada у salida, determine si la tabla representa una función. 


1. Identifique los valores de entrada y salida. 
2. Compruebe si cada valor de entrada está emparejado con un solo valor de salida. Si es así, la tabla representa 
una función. 
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Identificación de tablas que representan funciones 
¿Cuál tabla, la Tabla 6, la Tabla 7 o la Tabla 8, representa una función (si la hay)? 


Entrada Salida 


2 1 

5 3 

8 6 
Tabla 6 

-3 5) 

0 1 

4 5 
Tabla 7 

1 0 

5 2 

5 4 
Tabla 8 


© Solución 
La Tabla 6 y la Tabla 7 definen funciones. En ambas, cada valor de entrada corresponde exactamente a un valor de 
salida. La Tabla 8 no define una función porque el valor de entrada de 5 corresponde a dos valores de salida diferentes. 


Cuando una tabla representa una función, los valores de entrada y salida correspondientes también pueden 
especificarse utilizando la notación de función. 


La función representada por la Tabla 6 puede representarse escribiendo 
ЈО) = 1,765) =3, y f(8)=6 
Del mismo modo, los enunciados 
¿E3)=5, g(0)=1,y g8(4)=5 
representan la función en la Tabla 7. 


La Tabla 8 no puede expresarse de forma similar porque no representa una función. 


[>] INTÉNTELO #3 ¿La Tabla 9 representa una función? 


14 1-Funciones 


Entrada Salida 


1 10 

2 100 

3 1.000 
Tabla 9 


Hallar los valores de entrada y salida de una función 


Cuando conocemos un valor de entrada y queremos determinar el correspondiente valor de salida de una función, 
evaluamos la función. La evaluación siempre producirá un resultado porque cada valor de entrada de una función 
corresponde exactamente a un valor de salida. 


Cuando conocemos un valor de salida y queremos determinar los valores de entrada que producirían ese valor de salida, 
establecemos la salida igual a la fórmula de la función y resolvemos la entrada. La resolución puede producir más de una 
solución porque diferentes valores de entrada pueden producir el mismo valor de salida. 


Evaluación de funciones en formas algebraicas 

Cuando tenemos una función en forma de fórmula, suele ser sencillo evaluar la función. Por ejemplo, la función 

(х) = 5 – 3x2 se puede evaluar elevando al cuadrado el valor de entrada, multiplicando por 3 y restando el producto 
de 5. 


(є cómo 


Dada la fórmula de una función, evalúe. 


1. Sustituya la variable de entrada en la fórmula por el valor proporcionado. 
2. Calcule el resultado. 


9595 


Evaluación de funciones en valores específicos 
Evalúe f (x) = х2 + 3х — 4еп: 


22 Ва б a+h 0 Ahora evalúe 0-9 
© Solución 
Sustituya x en la función con cada valor especificado. 


(3) Como el valor de entrada es un número, el 2, podemos utilizar el álgebra simple para simplificar. 
f0)=2+3(2)-4 
=4+6-4 
=6 
En este caso, el valor de entrada es una letra, por lo que no podemos simplificar más la respuesta. 
/ (а) = а? +3а—4 
Соп un valor de entrada a + h, debemos utilizar la propiedad distributiva. 
fla+h)=(a+h? +3(a+h)-4 
= a? +2ah + h? +3a+3h-4 
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(Б) En este caso, aplicamos los valores de entrada a la función más de una vez, y luego realizamos operaciones 
algebraicas sobre el resultado. Ya hemos comprobado que 
/(а+ В) = а^ +2ah+h +3a+3h-4 


y sabemos que 
/ (а) = а +3а-4 


Ahora combinamos los resultados y los simplificamos. 


farh)=f(a) _ (a? +2ah+h243a+3h-4)-(a?43a-4) 


> h 
— 2ah+h?+3h 
= h 
= жыш Factorice Л. 
=2а+һ+3 Simplifique. 


АЭ 95 


Evaluación de funciones 
Dada la función А (р) = p? + 2p, evaluar А (4). 


© Solución 
Para evaluar h (4), sustituimos el valor 4 por la variable de entrada p en la función dada. 


hp) = р? + 2р 
а) = (4)? + 2(4) 
= 16+ 8 
= 24 


Por lo tanto, para una entrada de 4, tenemos una salida de 24. 


[>] INTÉNTELO #4  Dadala función g(m)= ym- 4, evaluar g (5). 


99353 


Resolución de funciones 
Dada la función А (р) = p? + 2p, resolver рага h (p) = 3. 


© Solución 


(р) = 3 
рі +2р= 3 Sustituya la función original А(р) = р? + 2р. 
pP +2р-3 = 0 Reste 3 de cada lado. 
(p+3Xp-1)=0 Factorice. 


Si los valores de (p + 3) (p — 1) = 0, o bien (p + 3) = 0 o (p — 1) = 0 (о ambos son iguales a 0). Estableceremos cada 
factor igual a 0 y resolveremos para p en cada caso. 


(p+3)=0, p=-3 
(р—1)=0, p=1 


Esto nos da dos soluciones. La salida h (р) = 3 cuando la entrada es р = 1 ор = -3. También podemos comprobarlo 
graficando como еп la Figura 6. El gráfico verifica que h(1) = h(-3) = 3 y Л (4) = 24. 
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h(p) 


Figura 6 


INTÉNTELO #5 Рада la función g(m)= ym-— 4, resuelva g (m) = 2. 


Evaluación de funciones expresadas en fórmulas 
Algunas funciones se definen mediante reglas o procedimientos matemáticos expresados en forma de ecuación. Si es 
posible expresar la salida de la función con una fórmula que implique la cantidad de entrada, entonces podemos definir 


una función en forma algebraica. Por ejemplo, la ecuación 2n + 6p = 12 expresa una relación funcional entre n y p. 
Podemos reescribirlo para decidir si p es una función de n. 


CÓMO 


Dada una función en forma de ecuación, escriba su fórmula algebraica. 


1. Resuelva la ecuación para aislar la variable de salida en un lado del signo igual, con el otro lado como una 
expresión que involucra solo la variable de entrada. 


2. Utilice todos los métodos algebraicos habituales para resolver ecuaciones, como sumar o restar la misma 
cantidad a o desde ambos lados, o multiplicar o dividir ambos lados de la ecuación por la misma cantidad. 


ААда Э 95 


Hallar la ecuación de una función 
Exprese la relación 2n + бр = 12 como una función p = f (п), si es posible. 
© Solución 


Para expresar la relación en esta forma, necesitamos poder escribir la relación donde p es una función de n, lo que 
significa escribirlo como р = [expresión que involucra п]. 


2n + бр = 12 

6p = 12-2n Reste 2n de ambos lados. 

p= de Divida ambos lados entre 6 y simplifique. 
_ 12 2п 

P= 676 

p=2- in 
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Por lo tanto, p en función de n se escribe como 


ре 0) =2-5 


©) Análisis 
Es importante tener en cuenta que no toda relación expresada por una ecuación puede expresarse también como una 
función con una fórmula. 


BB 


Expresión de la ecuación de un círculo como función 


¿La ecuación х^ + у? = 1 representan una función соп х como entrada у у como salida? Si es así, exprese la relación 
como una función y = f (x). 


© Solución 
Primero restamos x? de ambos lados. 


Obtenemos dos salidas correspondientes a la misma entrada, por lo que esta relación no puede representarse como 
una única función y = f (x). 


М 


INTÉNTELO #6 Si los valores de х — 8у3 = 0, exprese y en función de х. 


3| PREGUNTAS Y ¿Existen relaciones expresadas por una ecuación que sí representan una función pero 
RESPUESTAS que todavía no pueden ser representadas por una fórmula algebraica? 


Sí, esto puede ocurrir. Por ejemplo, dada la ecuación x = y + 2?, si queremos expresar y en 
función de x, no hay una fórmula algebraica simple que implique solo x que es igual a y. Sin 
embargo, cada x determina un valor único para y, y existen procedimientos matemáticos 
mediante los cuales y se puede hallar con la precisión deseada. En este caso, decimos que la 
ecuación da una regla implícita (tácita) para y en función de x, aunque la fórmula no pueda 
escribirse explícitamente. 


Evaluación de una función dada en forma de tabla 

Como hemos visto anteriormente, podemos representar funciones en tablas. A la inversa, podemos utilizar la 
información de las tablas para escribir funciones, y podemos evaluar funciones utilizando las tablas. Por ejemplo, ¿qué 
tan bien recuerdan nuestras mascotas los buenos recuerdos que compartimos con ellas? Hay una leyenda urbana que 
dice que un pez dorado tiene una memoria de 3 segundos, pero esto es solo un mito. El pez dorado puede recordar 
hasta 3 meses, mientras que el pez betta tiene una memoria de hasta 5 meses. Y mientras que la capacidad de memoria 
de un cachorro no supera los 30 segundos, el perro adulto puede recordar durante 5 minutos. Esto es escaso 
comparado con un gato, cuya memoria dura 16 horas. 


La función que relaciona el tipo de mascota con la duración de su memoria se visualiza más fácilmente con el uso de una 
tabla. Vea la Tabla 10.2 


2 http://www.kgbanswers.com/how-long-is-a-dogs-memory-span/4221590. Consultado el 24 mar 2014. 
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Mascota Duración de la memoria en horas 


Cachorro 0,008 
Perro adulto 0,083 
Gato 16 
Pez dorado 2.160 
Pez betta 3.600 
Tabla 10 


Aveces, evaluar una función en forma de tabla puede ser más útil que utilizar ecuaciones. Llamemos aquí a la función P. 
El dominio de la función es el tipo de mascota y el rango es un número real que representa el número de horas que dura 
la memoria de la mascota. Evaluamos la función P en el valor de entrada de “pez dorado”. Escribiríamos 

P(pez dorado) = 2.160. Observe que, para evaluar la función en forma de tabla, identificamos el valor de entrada y el 
correspondiente valor de salida de la fila pertinente de la tabla. La forma de tabla de la función P parece ideal para esta 
función, más que escribirla en forma de párrafo o función. 


(ә cómo 


@ 
Dada una función representada por una tabla, identifique los valores específicos de salida y entrada. 


1. Halle la entrada dada en la fila (o columna) de valores de entrada. 
2. Identifique el valor de salida correspondiente emparejado con ese valor de entrada. 


3. Halle los valores de salida dados en la fila (o columna) de valores de salida, anotando cada vez que aparece ese 
valor de salida. 


4. Identifique el valor o los valores de entrada que corresponden al valor de salida dado. 


O Э9 


Evaluación y resolución de una función de tabla 
Utilizando la Tabla 11 


(д) Evalúe g(3). Resuelva g (n) = 6. 


2#(и) |81617 |6 [8 
Tabla 11 


© Solución 

(д) Al evaluar g(3) significa determinar el valor de salida de la función g para el valor de entrada de n = 3. El valor de 
salida de la tabla correspondiente a п n= 3 es 7, así que g(3) = 7. 

Al resolver g(n) = 6 significa identificar los valores de entrada, n, que producen un valor de salida de 6. La tabla a 
continuación muestra dos soluciones: 2 y 4. 
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Cuando introducimos 2 en la función g, nuestra salida es de 6. Cuando introducimos 4 en la función g, nuestra salida 
también es de 6. 


INTÉNTELO #7 Con la tabla de Evaluación y resolución de una función tabular anterior, evalúe g (1). 


Hallar los valores de una función a partir de un gráfico 

Evaluar una función mediante un gráfico también requiere encontrar el valor de salida correspondiente para un valor de 
entrada dado, solo que en este caso, encontramos el valor de salida mirando el gráfico. La resolución de una ecuación 
de función mediante un gráfico requiere encontrar todos los casos del valor de salida dados en el gráfico y observar el 
valor o valores de entrada correspondientes. 


ашар 


Leer los valores de una función a partir de un gráfico 
Dado el gráfico en la Figura 7, 


(д) Evalúe f (2). Resuelva f (x) = 4. 


75 4 53 


-з] 


Figura 7 
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© Solución 
(А) Para evaluar f (2), ubique el punto de la curva donde x = 2, y luego lea la coordenada y de ese punto. El punto 
tiene coordenadas (2, 1), por lo que f (2) = 1. Vea la Figura 8. 


Figura 8 


Para resolver f (x) = 4, encontramos el valor de salida 4 en el eje vertical. Al moverse horizontalmente a lo largo 
de la línea y = 4, localizamos dos puntos de la curva con valor de salida 4: (—1, 4) y (3, 4). Estos puntos representan 


las dos soluciones де f (х) = 4: —1 о 3. Esto significa f (1) = 4 y f (3) = 4, o cuando la entrada es —1 о 3, la salida 
es 4. Vea la Figura 9. 


Ыы 132190 1234 5 
sel 


-924 


-94 
Y 


Figura 9 


[>] INTÉNTELO #8 Utilizando la Figura 7, resuelva f (x) = 1. 


Cómo determinar si una función es biunívoca 


Algunas funciones tienen un valor de salida determinado que corresponde a dos o más valores de entrada. Por ejemplo, 
en el gráfico de acciones que se muestra en la figura al principio de este capítulo, el precio de las acciones era de 1.000 
dólares en cinco fechas diferentes, lo que significa que había cinco valores de entrada diferentes que daban como 
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resultado el mismo valor de salida de 1.000 dólares. 


Sin embargo, algunas funciones solo tienen un valor de entrada para cada valor de salida, así como solo tienen una 
salida para cada entrada. A estas funciones las llamamos funciones biunívocas. А modo de ejemplo, considere una 
escuela que solo utiliza calificaciones con letras y equivalentes decimales, como se indica en la Tabla 12. 


Calificación en letras Promedio de calificaciones 


A 4,0 
B 3,0 
С 2,0 
р 1,0 


ТаЫа 12 


Este sistema de calificación representa una función biunívoca, ya que cada letra de entrada produce un promedio de 
calificación particular como salida y cada promedio de calificación corresponde a una letra de entrada. 


Para visualizar este concepto, veamos de nuevo las dos funciones simples esbozadas en la Figura 1(a) y la Figura 1(b). La 
función de la parte (a) muestra una relación que no es una función biunívoca porque las entradas q y r producen una 
salida n. La función de la parte (b) muestra una relación que es una función biunívoca porque cada entrada está asociada 
a una única salida. 


Función biunívoca 


Una función biunívoca es una función en la que cada valor de salida corresponde exactamente a un valor de 
entrada. 


RR 


Determinar si una relación es una función biunívoca 
¿El área de un círculo es una función de su radio? En caso afirmativo, ¿la función es biunívoca? 


© Solución 
Un círculo de radio r tiene una única medida de área dada por А = лг 
salida, A. El área es una función del radio r. 


2 así que para cualquier entrada, r, solo hay una 


Si la función es biunívoca, el valor de salida, el área, debe corresponder a un único valor de entrada, el radio. Cualquier 
medida de superficie A está dada por la fórmula A = zr?. Como las áreas y los radios son números positivos, hay 


exactamente una solución 4 / А. Así pues, el área de un círculo es una función biunívoca del radio del círculo. 


[>] INTÉNTELO #9 (А) ¿El saldo está en función del número de cuenta bancaria? 
¿El número de una cuenta bancaria está en función del saldo? 
O ¿El saldo es una función biunívoca del número de cuenta bancaria? 


INTÉNTELO #10 Calcule lo siguiente: 
(А) Si cada calificación porcentual obtenida en un curso se traduce en una calificación en 
letras, ¿es la calificación en letras una función de la calificación porcentual? 
En ese caso, ¿la función es biunívoca? 
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Uso де la prueba de la línea vertical 


Como hemos visto en algunos ejemplos anteriores, podemos representar una función mediante un gráfico. Los gráficos 
muestran un gran número de pares de entrada-salida en un espacio reducido. La información visual que proporcionan 
suele facilitar la comprensión de las relaciones. Por convención, los gráficos se construyen normalmente con los valores 
de entrada en el eje horizontal y los valores de salida en el eje vertical. 


Los gráficos más comunes nombran el valor de entrada x y el valor de salida y, y decimos y es una función de x, o 

y = f (x) cuando la función se llama f. El gráfico de la función es el conjunto de todos los puntos (x, y) en el plano que 
satisface la ecuación y = f (х). 51 la función está definida solo para unos pocos valores de entrada, entonces el gráfico 
de la función son solo unos pocos puntos, donde la coordenada x de cada punto es un valor de entrada y la coordenada 
y de cada punto es el valor de salida correspondiente. Por ejemplo, los puntos negros del gráfico de la Figura 10 nos 
indican que f (0) = 2 y f (6) = 1. Sin embargo, el conjunto de todos los puntos (x, y) lo que cumple con y = f (x) es una 
curva. La curva mostrada incluye (0, 2) y (6, 1) porque la curva pasa por esos puntos. 


y 
} 


Y 


Figura 10 


La prueba de la línea vertical puede utilizarse para determinar si un gráfico representa una función. Si podemos 
dibujar cualquier línea vertical que cruce un gráfico más de una vez, entonces el gráfico no define una función, porque 
una función solo tiene un valor de salida para cada valor de entrada. Vea la Figura 11. 


Función No es una función No es una función 


j 


4 4 


Y 
Figura 11 


(є cómo 


Dado un gráfico, utilice la prueba de la línea vertical para determinar si el gráfico representa una función. 


1. Inspeccione el gráfico para ver si alguna línea vertical dibujada interseca la curva más de una vez. 
2. Si hay alguna línea de este tipo, determine que el gráfico no representa una función. 
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Aplicación de la prueba de la línea vertical 
¿Cuál de los gráficos de la Figura 12 representa una función y = f (x)? 


f(x) y 


x 
YE 9 10 1 22 
(b) 


Figura 12 


© Solución 
Si alguna línea vertical cruza un gráfico más de una vez, la relación representada por el gráfico no es una función. 
Observe que cualquier línea vertical pasaría por un solo punto de los dos gráficos mostrados en las partes (a) y (b) de la 
Figura 12. De esto podemos concluir que estos dos gráficos representan funciones. El tercer gráfico no representa una 
función porque, en la mayoría de los valores de x, una línea vertical intersecaría el gráfico en más de un punto, como se 
muestra en la Figura 13. 

f(x) 

54 


44 


nr 


Figura 13 


INTÉNTELO #1 ¿El gráfico de la Figura 14 representa una función? 


24 1: Ғипсіопеѕ 


Figura 14 


Utilizar la prueba de la línea horizontal 


Una vez que hemos determinado que un gráfico define una función, una forma fácil de determinar si es una función 
biunívoca es utilizar la prueba de la línea horizontal. Dibuje líneas horizontales a través del gráfico. Si alguna línea 
horizontal lo cruza más de una vez, entonces el gráfico no representa una función biunívoca. 


(є cómo 


Dado un gráfico de una función, utilice la prueba de la línea horizontal para determinar si el gráfico representa 
una función biunívica. 


1. Inspeccione el gráfico para ver si alguna línea horizontal dibujada interseca la curva más de una vez. 
2. Si hay alguna línea de este tipo, determine que la función no es biunívoca. 


99 


Aplicación de la prueba de Іа línea horizontal 
Considere las funciones mostradas en la Figura 12(a) y la Figura 12(b). ¿Alguna de las funciones es biunívoca? 


© Solución 
La función en la Figura 12(a) no es biunívoca. La línea horizontal que se muestra en la Figura 15 interseca el gráfico de la 
función en dos puntos (e incluso podemos encontrar líneas horizontales que la intersecan en tres puntos). 
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Figura 15 


La función en la Figura 12(b) es biunívoca. Cualquier línea horizontal se cruzará con una línea diagonal como máximo 
una vez. 


м 


INTÉNTELO #12 ¿El gráfico que se muestra en Іа Figura 12 es biunívoco? 


Identificar las funciones básicas de la caja de herramientas 


En este texto, exploraremos las funciones: las formas de sus gráficos, sus características únicas, sus fórmulas algebraicas 
y cómo resolver problemas con ellas. Cuando aprendemos a leer, empezamos por el alfabeto. Cuando aprendemos a 
hacer aritmética, empezamos con los números. Cuando trabajamos con funciones, es igualmente útil tener un conjunto 
base de elementos de construcción. Los llamamos "funciones de la caja de herramientas", que forman un conjunto de 
funciones básicas que conocemos con los nombres de gráfico, fórmula y propiedades especiales. Algunas de estas 
funciones están programadas en botones individuales de muchas calculadoras. Para estas definiciones utilizaremos x 
como variable de entrada y y = f (x) como variable de salida. 


Alo largo de este libro veremos con frecuencia estas funciones de la caja de herramientas, sus combinaciones de 
funciones, sus gráficos y sus transformaciones. Será muy útil si podemos reconocer rápidamente estas funciones de la 
caja de herramientas y sus características por su nombre, fórmula, gráfico y propiedades básicas de la tabla. Los gráficos 
y los valores de la tabla de muestra se incluyen con cada función mostrada en la Tabla 13. 
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Funciones de la caja de herramientas 


Nombre Función Gráfico 
Constante f(x) = с, donde c es una f(x) 
constante 44 


Identidad POT) =: 
Valor absoluto FG) = |х| f(x) 
Tabla 13 
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Funciones de la caja de herramientas 


Nombre Función Gráfico 


Función о) = х2 
Cúbico ғо) = х3 
Recíproco Јо) = + 


Tabla 13 
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Funciones de la caja de herramientas 


Nombre Función Gráfico 


Recíproco al /(х) = = 
cuadrado х 
Raíz cuadrada ҒО) = yx 
Raíz del cubo fœ) = yx 
Tabla 13 
[>] MEDIA 


Acceda a los siguientes recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con las funciones. 


Determinar si una relación es una función (http://openstax.org/l/relationfunction) 
Prueba de la línea vertical (http://openstax.org/l/vertlinetest) 

Introducción a las funciones (http://openstax.org/l/introtofunction) 

Prueba de la línea vertical en el gráfico (http://openstax.org/l/vertlinegraph) 
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Gráficos como funciones biuníivocas (http://openstax.orq/l/graphonetoone) 


1.1 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. ¿Cuál es la diferencia entre 
una relación y una función? 


4. ¿Cómo se puede determinar 
si una relación es una 
función biunívoca? 


Algebraicos 


¿Cuál es la diferencia entre 
la entrada y la salida de una 
función? 


. ¿Por qué la prueba de la 


línea horizontal nos indica si 
el gráfico de una función es 
biunívoco? 


3. 


¿Por qué la prueba de la 
línea vertical nos indica si el 
gráfico de una relación 
representa una función? 


En los siguientes ejercicios, determine si la relación representa una función. 


6. {(а, Б), (c,d), (a,c)) 


7. 


{(а, b), (b, с), (с, c)) 


En los siguientes ejercicios, determine si la relación representa a y en función de x. 


8. 5x+2y=10 


11. 3х2 +у= 14 


14. у= 1 
Е 
20. х = y 


23. х=++\/1—у 


26. y = х? 


9. 


12. 


15. х 


18. 


21. 


у= х? 


2x+y? = 6 


_ Зу+5 
Т 7у-1 


10. 


13. 


16. 


19. 


22. 


25. 


хау 


y= —2x? + 40x 


En los siguientes ejercicios, evalúe f a los valores indicados f(—3), f (2), f(-a),-f (a), f(a + h). 


27. /(х)=2х—5 


6x-1 
5x+2 


30. f(x) = 


28. 


31. 


Р(х) = —5х? +2x-1 


Fx) = |х- Ц |х +1 


29. 


32. 


Оох) = 02-х +5 


Dada la función 
а(х) = 5 – х2, evaluar 


ыы аш) , h + 0. 
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33. Dada la función 
g(x) = x2 +2x, evaluar 


5982009 х фа. 


36. Dada Іа función 
plc) = +c: 


(A) Evalúe р(—3). 
Resuelva p(c) = 2. 


39. Considere la relación 
Зк + 21 = 18. 


© Escriba la relación 


como una función r = f(t). 


Evalúe f(—3). 
(© Resuelva f(t) = 2. 


Gráficos 


34. Dada la función 
k(t) = 21-1: 
(д) Evalúe k(2). 
Resuelva k(t) = 7. 


37. Dada la función 


f00)=x?-3x: 


(A) Evalúe f(5). 
Resuelva f(x) = 4. 


35. Dada la función 
f0)=8-3x: 


(д) Evalúe /(—2). 
Resuelva f(x) = —1. 


38. Dada la función 
Рх) = vyx+2: 


(a) Evalúe /(7). 
Resuelva f(x) = 4. 


En los siguientes ejercicios, utilice la prueba de la línea vertical para determinar qué gráficos muestran relaciones que 


son funciones. 


40. y 
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42. 


< 
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45. 


m 
ч 


1234 5 


об 
ч 
> 
ч NA ч 
к 
ч 
8648—46 а 
х + о A = 
© 
ч 


49. 
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52. Dado el siguiente gráfico, 53. Dado el siguiente gráfico, 54. Dado el siguiente gráfico, 
(a) Evalúe /(—1). (д) Evalúe f(0). (д) Evalúe f(4). 
Resuelva para f(x) = 3. Resuelva para f(x) = 3. Resuelva para f(x) = 1. 
y y y 


а 
3+ 
2+ 


х 
3.210123 45 6 т 890 


Еп los siguientes ejercicios, determine si el gráfico dado es una función biunívoca. 


55. 56. 57. 


f(x) 


58. 


Numéricos 


En los siguientes ejercicios, determine si la relación representa una función. 


60. {(—1,—1),(—2,—2),(—3,—3)} 61. {(3,4),(4,5),(5,6)} 62. {(2, 5), (7, 11), (15, 8), (7,9)) 
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En los siguientes ejercicios, determine si la relación representada en forma de tabla representa y en función de x. 


63. 64. 65. 
х{5 [10 12715 x15 |10 | 15 х|5 |10 | 10 


у|з| 8 |14 yla3ļeaļs у |3| 8 |14 


f) | 74 | 28 | 1 | 53 | 56 | 3 | 36 | 45 | 14 | 47 
Tabla 14 


66. Evalúe f(3). 67. Resuelva f(x)= 1. 


En los siguientes ejercicios, evalúe la función f en los valores f (2), f(—1), FO), fA), y 70). 
68. f(x) =4-2x 69. (х) = 8 – Зх 70. Р(х) = 8х2 – 7х +3 


71. (х) = 3+ ух +3 72. Ро) = 22 73. (х) = 3 


Еп los siguientes ejercicios, evalúe las expresiones, dadas las funciones ў, в, уһ : 
e f(x)=3x-2 
є gass 
6 h(x)=-2x? +3x-1 

74. 3f (1) – 42 (2) 75. (2) –һ—2) 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, grafique y = x? en el dominio dado. Determine el rango correspondiente. Muestre cada 
gráfico. 

76. [-0,1, 0,1] 77. [-10, 10] 78. [-100, 100] 

En los siguientes ejercicios, grafique y = x? 
gráfico. 


79. [—0,1, 00,1] 80. [-10, 10] 81. [-100, 100] 


en el dominio dado. Determine el rango correspondiente. Muestre cada 


En los siguientes ejercicios, grafique y = yx en el dominio dado. Determine el rango correspondiente. Muestre cada 
gráfico. 


82. [0, 00,01] 83. [0, 100] 84. [0, 10.000] 
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En los siguientes ejercicios, grafique y = х en el dominio dado. Determine el rango correspondiente. Muestre cada 
gráfico. 


85. [—0,001, 0,001] 86. [—1.000, 1.000] 87. [-1.000.000, 1.000.000] 


Aplicaciones en el mundo real 


88. La cantidad de basura, G, producida por una 89. El número de yardas cúbicas de tierra, D, 
ciudad con una población p viene dada por necesario para cubrir un jardín con un área de a 
G = f (р). G se mide en toneladas por semana, y pies cuadrados viene dado por D = g(a). 


id iles d я 
ЕИ ИИА (А) Un jardín con una superficie de 5.000 pies? 


(А) La ciudad de Tola tiene una población de requiere 50 yardas? de tierra. Exprese esta 
40.000 habitantes y produce 13 toneladas de información en términos de la función g. 
basura a la semana. Exprese esta información en Explique el significado de la afirmación 
términos de la función f. g (100) = 1. 
Explique el significado de la afirmación 
/ 6) =2. 

90. Supongamos que f (t) es 91. Supongamos que h (t)esla 92. Demuestre que la función 
el número de patos en un altura sobre el suelo, en f(x) = З(х – 5} +7 no es 
lago t años después de pies, de un cohete t biunívoca. 
1990. Explique el segundos después del 
significado de cada lanzamiento. Explique el 
afirmación: significado de cada 
O 765) = 30 afirmación: 
/ (10) = 40 h(1) = 200 А(2) = 350 


1.2 Dominio y rango 


Objetivos de aprendizaje 

En esta sección, podrá: 
> Hallar el dominio de una función definida por una ecuación. 
> Сгайсаг funciones definidas por partes. 


Las películas de terror y de suspenso son populares y, muy a menudo, muy rentables. Cuando se incluyen actores de 
gran presupuesto, lugares de rodaje y efectos especiales, los estudios cuentan con una audiencia aún mayor para tener 
éxito. Consideremos cinco grandes obras de suspenso/terror de principios del siglo ХХІ: Soy Leyenda, Hannibal, El Aro, 
La Maldición y El Conjuro. La Figura 1 muestra la cantidad en dólares que recaudó cada una de esas películas cuando se 
estrenaron, así como la venta de entradas para las películas de terror en general por año. Observe que podemos utilizar 
los datos para crear una función de la cantidad que ganó cada película o el total de ventas de entradas de todas las 
películas de terror por año. Al crear varias funciones utilizando los datos, podemos identificar diferentes variables 
dependientes e independientes, y podemos analizar los datos y las funciones para determinar el dominio y el rango. En 
esta sección, investigaremos métodos para determinar el dominio y el rango de funciones como estas. 
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Las cinco películas de terror más Participación en el mercado de las 
taquilleras de los años 2000 a 2013 películas de terror, por año 

5 350 8% 

© Y 300 7% 

E 

Е = 250 6% 

e 5% 

~g 200 

Om 4% 

ge 150 и 

9 © 3% 

gg 100 2% 

25 50 1% 

o 

e 0 0% 

Soy Hannibal Е! аго La El Ө с> Ус? с о о СФ О 0 ку му к 
leyenda (2001) (2002) maldición conjuro SOS SS PPP 
(2007) (2004) (2013) 


Figura 1 Basado en datos recopilados por www.the-numbers.com.? 


Hallar el dominio de una función definida por una ecuación 


En Funciones y notación de funciones, se introdujeron los conceptos de dominio y rango. En esta sección, practicaremos 
la determinación de dominios y rangos para funciones específicas. Tenga en cuenta que, al determinar los dominios y los 
rangos, tenemos que considerar lo que es físicamente posible o significativo en los ejemplos del mundo real, como la 
venta de entradas y el año en el ejemplo anterior de las películas de terror. También hay que tener en cuenta lo que está 
matemáticamente permitido. Por ejemplo, no podemos incluir ningún valor de entrada que nos lleve a tomar una raíz 
par de un número negativo si el dominio y el rango consisten en números reales. O en una función expresada como 
fórmula, no podemos incluir ningún valor de entrada en el dominio que nos lleve a dividir entre 0. 


Podemos visualizar el dominio como una "zona de espera" que contiene "materias primas" para una "máquina 
funcional" y el rango como otra "zona de espera" para los productos de la máquina. Vea la Figura 2. 


Dominio Rango 


Función de 
la máquina 


NN 
Ли 


Figura 2 


Podemos escribir el dominio y el rango en notación intervalo, que utiliza valores entre paréntesis рага describir un 
conjunto de números. En la notación intervalo, utilizamos un corchete “[“ cuando el conjunto incluye el punto final y un 
paréntesis “(“ para indicar que el punto final no está incluido o que el intervalo no está acotado. Por ejemplo, si una 
persona tiene 100 dólares para gastar, tendría que expresar el intervalo que es mayor que 0 y menor o igual que 100 y 
escribir (0, 100]. Más adelante hablaremos con más detalle de la notación intervalo. 


Vamos a centrar nuestra atención en encontrar el dominio de una función de la que se proporciona una ecuación. A 
menudo, encontrar el dominio de tales funciones implica recordar tres formas diferentes. En primer lugar, si la función 
no tiene denominador o tiene una raíz impar, considere si el dominio podrían ser todos los números reales. En segundo 
lugar, si hay un denominador en la ecuación de la función, excluya los valores en el dominio que obligan al denominador 
a ser cero. En tercer lugar, si hay una raíz par, considere la posibilidad de excluir los valores que harían que el radicando 
fuera negativo. 


Antes de empezar, repasemos las convenciones de la notación intervalo: 


+ Eltérmino más pequeño del intervalo se escribe primero. 
+ Eltérmino más grande del intervalo se escribe en segundo lugar, tras una coma. 


3 The Numbers: Where Data and the Movie Business Meet. “Box Office History for Horror Movies.” http://www.the-numbers.com/market/genre/ 


Horror. Consultado el 24 mar 2014. 
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• Los paréntesis, “(“ o “)", se utilizan para indicar que un punto final no está incluido, lo que se denomina exclusivo. 
• Los corchetes, “[“ o “]', se utilizan para indicar que un punto final está incluido, lo que se denomina inclusivo. 


Vea la Figura 3 para conocer un resumen de la notación intervalo. 


Notación de Gráfico en la recta ази 
= КОНИ 
—. —_ —_——_—_—_——_ 
=====ү— КИ 
x es mayor o 
igual que a 
х es menor o 
igual que a 


x está estrictamente 
entre ayb 


x está entre a y b, 
para incluir a 


x está entre a y b, 
para incluir b 


н A 
a 
—_ AR 
+ 
а b 
а b 
а b 
a b 


x está entre a y b, 
para incluir a y b 


Figura 3 


Hallar el dominio de una función como un conjunto de pares ordenados 
Halle el dominio de la siguiente función { (2, 10), (3, 10), (4, 20), (5, 30), (6, 40)). 


© Solución 

Primero identifique los valores de entrada. El valor de entrada es la primera coordenada de un par ordenado. No hay 
restricciones, ya que los pares ordenados simplemente se enumeran. El dominio es el conjunto de las primeras 
coordenadas de los pares ordenados. 


(2,3, 4,5, 6) 


[>] INTÉNTELO #l Halle el dominio de la función: 
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{(—5, 4), (0, 0), (5,4), (10, —8), (15, —12)} 


(є сомо 


Dada una función escrita en forma de ecuación, halle el dominio. 


1. Identifique los valores de entrada. 
2. Identifique cualquier restricción en la entrada y excluya esos valores del dominio. 
3. Escriba el dominio en forma de intervalo, si es posible. 


шышы aaa 


Hallar el dominio de una función 
Halle el dominio de la función f(x) = x-1. 


© Solución 

El valor de entrada, mostrado por la variable x en la ecuación, se eleva al cuadrado y luego el resultado se reduce en 
uno. Cualquier número real puede ser elevado al cuadrado y luego ser rebajado en uno, por lo que no hay restricciones 
en el dominio de esta función. El dominio es el conjunto de los números reales. 


En forma de intervalo, el dominio de f es (—°, ©) . 


e: 


INTÉNTELO #2 Halle el dominio de la función /(х)=5—х+х?. 


(ә cómo 


@ 
Dada una función escrita en forma de ecuación que incluye una fracción, halle el dominio. 


1. Identifique los valores de entrada. 

2. Identifique cualquier restricción en la entrada. Si hay un denominador en la fórmula de la función, ponga el 
denominador igual a cero y resuelva para x. Si la fórmula de la función contiene una raíz par, establezca el 
radicando mayor o igual a 0, y luego resuelva. 

3. Escriba el dominio en forma de intervalo, asegurándose de excluir cualquier valor restringido del dominio. 


ER 


Hallar el dominio de una función con denominador 


Halle el dominio de la función f(x) = хы. 


С) Solución 
Cuando hay un denominador, queremos incluir solo los valores de la entrada que no obligan al denominador a ser cero. 
Por lo tanto, pondremos el denominador igual a O y resolveremos para x. 

2-x=0 

=x =-=2 

x=2 
Ahora, excluiremos el 2 del dominio. Las respuestas son todos los números reales donde x < 2 о x > 2. Podemos utilizar 
un símbolo conocido como la unión, U, para combinar los dos conjuntos. En notación intervalo, escribimos la solución 


oo, 2 U (2,0). 
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y2 п 2 


Ho] 


E, 2) U (2, =) 
Figura 4 


En forma de intervalo, el dominio de f es (=,2) U (2 ©) E 


м 


INTÉNTELO #3 Halle el dominio de la función f(x) = 1 


2x-1 * 


(є cómo 


a 
Dada una función escrita en forma de ecuación que incluye una raíz par, halle el dominio. 
1. Identifique los valores de entrada. 
2. Como hay una raíz par, excluya cualquier número real que dé lugar a un número negativo en el radicando. 


Establezca el radicando mayor o igual a cero y resuelva para x. 
3. Las soluciones son el dominio de la función. Si es posible, escriba la respuesta en forma de intervalo. 


КЮ 


Hallar el dominio de una función con una raíz par 
Halle el dominio de la función f(x) = y7 — х. 


© Solución 


Cuando hay una raíz par en la fórmula, excluimos cualquier número real que dé lugar a un número negativo en el 
radicando. 


Establezca el radicando mayor o igual a cero y resuelva para x. 


T-x>0 
=x > -7 
х<7 


Ahora, excluiremos cualquier número mayor que 7 del dominio. Las respuestas son todos los números reales menores o 
iguales a 7, о (-0, 7]. 


[>] INTÉNTELO #4 Halle el dominio de la función f(x) = 4/5 + 2x. 
3| PREGUNTAS Y ¿Puede haber funciones en las que el dominio y el rango no se intersequen en absoluto? 
RESPUESTAS 
Sí. Por ejemplo, la función f(x) = e tiene como dominio el conjunto de todos los números 
х 


reales positivos, pero tiene como rango el conjunto de todos los números reales negativos. 
Como ejemplo más extremo, las entradas y salidas de una función pueden ser categorías 
completamente diferentes (por ejemplo, nombres de días de la semana como entradas y 
números como salidas, como en un gráfico de asistencia), en estos casos el dominio y el rango 
no tienen elementos en común. 
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Usar notaciones para especificar el dominio y el rango 


En los ejemplos anteriores, utilizamos inecuaciones y listas para describir el dominio de las funciones. También podemos 
utilizar desigualdades, u otros enunciados que puedan definir conjuntos de valores o datos, para describir el 
comportamiento de la variable en la notación del constructor de conjuntos. Por ejemplo, {x|10 < x < 30) describe el 
comportamiento de x en la notación del constructor de conjuntos. Las llaves { } se leen como "el conjunto de”, y la barra 
vertical | se lee como "tal дие", por lo que leeríamos {x|10 < х < 30} como "el conjunto de valores x tales que 10 es 
menor o igual que x, y x es menos de 30”. 


La Figura 5 compara la notación de inecuación, la notación del constructor de conjuntos y la notación intervalos. 


‚5 Notación del i5 
Notación de constructor de Notación de 
inecuación conjuntos intervalo 


IhI5<h= 101 (5, 10] 
IhI5=h< 101 [5, 10) 
IhI5<h< 101 (5, 10) 


и 
Ih | h = 101 [10, >) 


Para combinar dos intervalos utilizando la notación de inecuación о la notación del constructor de conjuntos, utilizamos 
la palabra “o”. Como hemos visto en los ejemplos anteriores, utilizamos el símbolo de unión, U, para combinar dos 
intervalos no conectados. Por ejemplo, la unión de los conjuntos (2, 3,5) y {4,6} es el conjunto (2, 3, 4, 5, 6). Es el 
conjunto de todos los elementos que pertenecen a uno и otro (o a ambos) de los dos conjuntos originales. En el caso de 
conjuntos con un número finito de elementos como este, no es necesario enumerar los elementos en orden ascendente 
de valor numérico. Si los dos conjuntos originales tienen algunos elementos en común, esos elementos deben figurar 
solo una vez en el conjunto de unión. Para conjuntos de números reales en intervalos, otro ejemplo de unión es 


{х| lx] >3)= (-=. 3] U [3, ©) 


Todos los 
números reales 


Figura 5 


Notación del constructor de conjuntos y notación intervalo 


La notación del constructor de conjuntos es un método para especificar un conjunto de elementos que satisfacen 
una determinada condición. Tiene la forma {x| enunciado de x} que se lee como "el conjunto de todos los x tales 
que el enunciado sobre x es cierto”. Por ejemplo, 


{х]4 < x < 12) 
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La notación intervalo es una forma de describir conjuntos que incluyen todos los números reales entre un límite 
inferior que puede o no incluirse y un límite superior que puede o no incluirse. Los valores de los puntos finales 
aparecen entre corchetes o paréntesis. Un corchete indica la inclusión en el conjunto, y un paréntesis indica la 
exclusión del conjunto. Por ejemplo, 


(4, 12] 


CÓMO 


Dado un gráfico de líneas, describa el conjunto de valores utilizando la notación intervalo. 


1. Identifique los intervalos que se incluirán en el conjunto determinando dónde se superpone la línea gruesa a la 
línea real. 

2. Enel extremo izquierdo de cada intervalo, utilice “[“ con cada valor final que deba incluirse en el conjunto (punto 
sólido) o “(* para cada valor final excluido (punto abierto). 

3. En el extremo derecho de cada intervalo, utilice “]" con cada valor final que deba incluirse en el conjunto (punto 
relleno) o “)” para cada valor final excluido (punto abierto). 

4. Utilice el símbolo de unión U para combinar todos los intervalos en un solo conjunto. 
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Describir conjuntos еп la línea de números reales 


Describa los intervalos de valores mostrados en la Figura 6 utilizando la notación de inecuación, la notación del 
constructor de conjuntos y la notación intervalo. 


"21 HL 0 1 2 3 4 5 6 f 
Figura 6 


© Solución 
Para describir los valores, x, incluidos en los intervalos indicados, diríamos que "x es un número real mayor o igual que 
1 y menor o igual que 3, o un número real mayor que 5". 

Inecuación 1<х<3ох>5 


Notación del constructor de conjuntos {х|1 < х <3 o x> 5} 


Notación intervalo [1,31U (5, w) 


Recuerde que, al escribir o leer la notación intervalo, el uso de un corchete significa que el límite está incluido en el 
conjunto. El uso de un paréntesis significa que el límite no está incluido en el conjunto. 


[>] INTÉNTELO #5 Dada la Figura 7, especifique el conjunto graficado en 


(АХ) palabras notación del constructor de conjuntos (©) notación de intervalos 


Figura 7 
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Hallar el dominio y el rango de los gráficos 


Otra forma de identificar el dominio y el rango de las funciones es mediante el uso de gráficos. Dado que el dominio se 
refiere al conjunto de posibles valores de entrada, el dominio de un gráfico consiste en todos los valores de entrada 
mostrados en el eje x. El rango es el conjunto de posibles valores de salida, que se muestran en el eje y. Tenga en cuenta 
que si el gráfico continúa más allá de la porción que podemos ver, el dominio y el rango pueden ser mayores que los 
valores visibles. Vea la Figura 8. 


y 


к 
Dominio 
E _ÉK—__ —_———— E _ __ __———— A 


Figura 8 


Podemos observar que el gráfico se extiende horizontalmente desde —5 a la derecha sin límite, por lo que el dominio es 
Е © . La extensión vertical del gráfico son todos los valores del rango 5 y por debajo, por lo que el rango es (-оо, 5]. 


Observe que el dominio y el rango se escriben siempre de menor a mayor valor, o de izquierda a derecha, para el 
dominio, y de la parte inferior del gráfico a la superior para el rango. 


Юа 993 


Encontrar el dominio y el rango de un gráfico 
Halle el dominio y el rango de la función f cuyo gráfico se muestra en la Figura 9. 
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Figura 9 


© Solución 
Podemos observar que la extensión horizontal del gráfico es de -3 a 1, por lo que el dominio de f es (-3, 1]. 


La extensión vertical del gráfico es de 0 a -4, por lo que el rango es [-4, 0]. Vea la Figura 10. 


2) 


Dominio 


Figura 10 
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Hallar el dominio y el rango a partir de un gráfico de Іа producción de petróleo 
Calcule el dominio y el rango de la función f cuyo gráfico se muestra en la Figura 11. 
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Producción de crudo en Alaska 


Miles de barriles por día 


1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 
Figura 11 (créditos: modificación del trabajo de la Administración de Información Energética de EE. 0и) 


© Solución 

La cantidad de entrada en el eje horizontal es "años", que representamos con la variable 7 para el tiempo. La cantidad de 
salida es "miles de barriles de petróleo al día", que representamos con la variable b para barriles. El gráfico puede 
continuar a la izquierda y a la derecha más allá de lo que se ve, pero basándonos en la parte que es visible, podemos 
determinar el dominio como 1973 < т < 2008 y el rango como aproximadamente 180 < b < 2010. 


En notación intervalo, el dominio es [1973, 2008], y el rango es aproximadamente [180, 2010]. Para el dominio y el rango, 
aproximamos los valores más pequeños y más grandes, ya que no caen exactamente en las líneas de la cuadrícula. 


[>] INTÉNTELO #6 Dada la Figura 12, identifique el dominio y el rango utilizando la notación intervalo. 


Aumento de la población mundial 


100 
90 
80 
70 
60 
50 
40 


Millones de personas 


1950 1960 1970 1980 1990 2000 
Año 
Figura 12 


[5] PREGUNTAS Y ¿El dominio y el rango de una función pueden coincidir? 


RESPUESTAS 
Sí. Por ejemplo, el dominio y el rango de la función de raíz cúbica son el conjunto de 


todos los números reales. 


Hallar dominios y rangos de las funciones de la caja de herramientas 


Ahora volveremos a nuestro conjunto de funciones de la caja de herramientas para determinar el dominio y el rango de 
cada una. 


4 http://www.eia.gov/dnav/pet/hist/LeafHandler.ashx?n=PET8:s=MCRFPAK284=A. 
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100) 


fo) =c 


Dominio: (—%, >) 
Rango: [с,с] 
Figura 13 Para la función constante f(x) = с, el dominio consiste en todos los números reales; no hay restricciones 
en la entrada. El único valor de salida es la constante с, por lo que el rango es el conjunto {с} que contiene este único 
elemento. En notación intervalo, esto se escribe como [c, c], el intervalo que comienza y termina con c. 


fx) 


Dominio: (—«e, 2) 
Rango: (—%, =) 


Figura 14 Para Іа función de identidad f(x) = х, no hay ninguna restricción en x. Tanto el dominio como el rango son 
el conjunto de todos los números reales. 
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Dominio: (—%, 2) 
Rango: [0, =) 


Figura 15 Рага la función de valor absoluto f(x) = |x|, по hay ninguna restricción en x. Sin embargo, como el valor 
absoluto se define como una distancia de 0, la salida solo puede ser mayor o igual a 0. 


f(x) 


Dominio: (— с, 2) 
Rango: [0, =) 


Figura 16 Рага la función cuadrática f(x) = x?, el dominio son todos los números reales, ya que la extensión 
horizontal del gráfico es toda la recta de números reales. Dado que el gráfico no incluye ningún valor negativo para el 
rango, este es solo números reales no negativos. 
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fœ) 


Dominio; (—%, х) 

Rango: (—%, =) 
Figura 17 Para la función cúbica f(x) = x3, el dominio son todos los números reales porque la extensión horizontal 
del gráfico es toda la recta de números reales. Lo mismo ocurre con la extensión vertical del gráfico, por lo que el 
dominio y el rango incluyen todos los números reales. 


f(x) 


Dominio: (—%, 0) U (0, ©) 
Rango: (—%, 0) (0, =) 


Figura 18 Para la función recíproca f(x) = 1, no podemos dividir entre 0, por lo que debemos excluir el O del 
dominio. Además, 1 dividido entre cualquier valor nunca puede ser 0, por lo que el rango tampoco incluirá 0. En la 
notación del constructor de conjuntos, también podríamos escribir {x| x + 0), el conjunto de todos los números reales 


que no son cero. 
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Dominio: (—«, 0) y (0, =) 
Rango: (0, =) 


Figura 19 Рага Іа función recíproca al cuadrado f(x) = L, no podemos dividir entre 0, por lo que debemos excluir O 
X 


del dominio. Tampoco hay x que puede dar una salida de 0, por lo que también se excluye el 0 del rango. Observe que la 
salida de esta función es siempre positiva debido al cuadrado en el denominador, por lo que el rango solo incluye 
números positivos. 


t(x) 


Dominio: [0, 2) 
Rango: [0, =) 


Figura 20 Рага la función де raíz cuadrada f(x) = ye no podemos sacar la raíz cuadrada de un número real 
negativo, por lo que el dominio debe ser O o mayor. El rango también excluye los números negativos porque la raíz 
cuadrada de un número positivo x se define como positivo, aunque el cuadrado del número negativo – yx también nos 


da x. 
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Dominio; (—%, х) 
Rango: (—x, х) 
Figura 21 Para la función de raíz cúbica f(x) = yx, el dominio y el rango incluyen todos los números reales. Observe 


que no hay problema en tomar una raíz cúbica, o cualquier raíz entera impar, de un número negativo, y la salida 
resultante es negativa (es una función impar). 


CÓMO 


Dada la fórmula de una función, determine el dominio y el rango. 


Excluya del dominio cualquier valor de entrada que resulte en una división entre cero. 

Excluya del dominio cualquier valor de entrada que tenga salidas numéricas no reales (o indefinidas). 

Utilice los valores de entrada válidos para determinar el rango de los valores de salida. 

Observe el gráfico de la función y los valores de la tabla para confirmar el comportamiento real de la función. 
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Encontrar el dominio у el rango usando las funciones de la caja de herramientas 
Halle el dominio y el rango de f(x) = 2х3 — x. 


a OIDE 


© Solución 


No hay restricciones en cuanto al dominio, ya que cualquier número real puede ser elevado al cubo y luego restado del 
resultado. 


El dominio es (—°, ©) y el rango también es (—°, ©) А 


ЕЛИ 


Hallar el dominio y el rango 
2 


Halle el dominio y el rango de f(x) = Ж 


© Solución 


No podemos evaluar la función en —1 porque la división entre cero es indefinida. El dominio es -00,-1) U E ©) a 


, 


Como la función nunca es cero, excluimos el O del rango. El rango es (—°, 0) U (o, ©) е 
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O 93 


Hallar el dominio y el rango 
Halle el dominio y el rango de f(x) = 2y/x + 4. 


© Solución 
No podemos sacar la raíz cuadrada de un número negativo, por lo que el valor dentro del radical debe ser no negativo. 


x + 4 > О cuando x > —4 
El dominio de f (x) es [-4, оо), 


A continuación, encontramos el rango. Sabemos que f (-4) = 0, y el valor de la función aumenta a medida que х 
aumenta sin límite superior. Concluimos que el rango de f es o, 00 ). 


©) Análisis 

La Figura 22 representa la función f. 
f(x) 
6t 


—— +— +x 
HA =g тӘ = 1 2 3 4 
dy 
Figura 22 
[>] INTÉNTELO +7 Halle el dominio y el rango de f (х) = —y2-— x. 


Graficar funciones definidas por partes 


A veces, nos encontramos con una función que requiere más de una fórmula para obtener la salida dada. Por ejemplo, 
en las funciones de la caja de herramientas, introducimos la función de valor absoluto f(x) = |х|. Con un dominio de 
todos los números reales y un rango de valores mayor o igual a O, el valor absoluto puede definirse como la magnitud, o 
módulo, de un valor de un número real sin importar el signo. Es la distancia desde el O en la línea numérica. Todas estas 
definiciones requieren que la salida sea mayor o igual a 0. 


Si introducimos 0, о un valor positivo, la salida es la misma que la entrada. 
fo)=xsix>0 

Si introducimos un valor negativo, la salida es la opuesta a la entrada. 
х) = -х si x<0 


Ya que esto requiere dos procesos o piezas diferentes, la función de valor absoluto es un ejemplo de función definida 
por partes. Una función definida por partes es una función en la que se utiliza más de una fórmula para definir la 
salida sobre diferentes partes del dominio. 


Utilizamos funciones definidas por partes para describir situaciones en las que una regla o relación cambia cuando el 
valor de entrada cruza ciertos "límites". Por ejemplo, a menudo nos encontramos con situaciones en las que el costo por 
pieza de un determinado artículo se descuenta una vez que el número de pedidos supera un determinado valor. Las 
categorías impositivas son otro ejemplo real de funciones definidas por partes. Por ejemplo, consideremos un sistema 
fiscal simple en el que los ingresos hasta 10.000 dólares se gravan al 10 %, y cualquier ingreso adicional se grava al 20 %. 
El impuesto sobre una renta total S sería 0,1,5 si,S < $10.000 y $1.000 + 0,2(,5 — $10.000) si S > $10. 000. 


50 1-Funciones 


Función definida por partes 


Una función definida por partes es una función en la que se utiliza más de una fórmula para definir la salida. Cada 
fórmula tiene su propio dominio, y el dominio de la función es la unión de todos estos dominios más pequeños. 
Anotamos esta idea así: 
fórmula 1 si x está en el dominio 1 
/(х) = 4 fórmula 2 six está en el dominio 2 


fórmula 3 si x está en el dominio 3 


En notación definida por partes, la función de valor absoluto es 


se ls 
|x] = 


=x six<0 


(ә cómo 


Dada una función definida por partes, escriba la fórmula e identifique el dominio de cada intervalo. 


1. Identifique los intervalos a los que se aplican las diferentes reglas. 
2. Determine las fórmulas que describan cómo calcular una salida a partir de una entrada en cada intervalo. 
3. Utilice llaves y enunciado “si” para escribir la función. 


BR 


Escribir una función definida por partes 
El museo cobra 5 dólares por persona por una visita guiada con un grupo de 1 a 9 personas o una tarifa fija de 50 
dólares por un grupo de 10 o más personas. Escriba una función que relacione el número de personas, п, al costo, С. 


© Solución 


Se necesitarán dos fórmulas diferentes. Para valores n inferiores a 10, С = 5n. Para los valores de п que son 10 o más, 
С = 50. 


Cn) = |. ŝi 0<n<10 
50 si n>10 
©) Análisis 
La función se representa en la Figura 23. El gráfico es una línea diagonal desde n = 0 a n = 10 y una constante después. 
En este ejemplo, las dos fórmulas coinciden en el punto de encuentro donde n = 10, pero no todas las funciones 
definidas por partes tienen esta propiedad. 


C(n) 
60 
50 

С(п) 
40 | 
30 
20 


10 


0 5 10 15 20 
Figura 23 
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E 


Trabajar con una función definida por partes 


Una empresa de telefonía móvil utiliza la siguiente función para determinar el costo, C, en dólares para g gigabytes de 
transferencia de datos. 


25 si 0<2<2 
C(e) = | 
25+10(8-2) si g>2 
Halle el costo de utilizar 1,5 gigabytes de datos y el costo de utilizar 4 gigabytes de datos. 
© Solución 


Para hallar el costo de utilizar 1,5 gigabytes de datos, C(1,5), buscamos primero en qué parte del dominio se encuentra 
nuestra entrada. Como 1,5 es menor que 2, utilizamos la primera fórmula. 


C(1,5) = $25 


Para hallar el costo de utilizar 4 gigabytes de datos, C(4), vemos que nuestra entrada de 4 es mayor que 2, así que 
utilizamos la segunda fórmula. 
C(4) = 25 + 10(4-2) = $45 
©) Análisis 
La función se representa en la Figura 24. Podemos ver dónde cambia la función de una constante a una identidad 


desplazada y estirada en g = 2. Trazamos los gráficos de las diferentes fórmulas en un conjunto común de ejes, 
asegurándonos de que cada fórmula se aplica en su propio dominio. 


С(9) 
60 


50 
40 

С(9) 
30 
20 


10 


0 05 1 15 2 25 3 35 4 Y 


Figura 24 


(є cómo 


a 
Dada una función definida por partes, dibuje un gráfico. 
1. Indique en el eje xlos límites definidos por los intervalos en cada parte del dominio. 


2. Para cada parte del dominio, grafique en ese intervalo usando la ecuación correspondiente a esa parte. No 
grafique dos funciones en un intervalo porque violaría el criterio de una función. 


O 93 


Graficar una función definida por partes 
Dibuje un gráfico de la función. 
x si x<l 
f)=3 3 si 1<x<2 


x si x>2 


51 


52 1*Еипсїопе<$ 


© Solución 

Cada una de las funciones de los componentes es de nuestra biblioteca de funciones de la caja de herramientas, por lo 
que conocemos sus formas. Podemos imaginarnos el gráfico de cada función y luego limitarlo al dominio indicado. En 
los puntos finales del dominio, dibujamos círculos abiertos para indicar que el punto final no está incluido debido a una 
desigualdad menor que o mayor que; dibujamos un círculo cerrado donde el punto final está incluido debido a una 
desigualdad menor que o igual que o mayor que. 


La Figura 25 muestra los tres componentes de la función definida por partes graficados en sistemas de coordenadas 


separados. 
f(x) f(x) f(x) 
54 5 
4+ 4 
34 о—® 3 
24 2 
1+ 1 
57 ГЫ ЖЕ Ж: к БЕ ЖЕ aiii” 
25 72 
(а) (b) (c) 


Figura 25 (а) / (х) = х2 si x < 1; (6) (х) = 351 1< x < 2; (0) /(х)=х six>2 


Ahora que hemos dibujado cada pieza individualmente, las combinamos еп el mismo plano de coordenadas. Vea la 
Figura 26. 


f(x) 


Figura 26 


©) Análisis 
Observe que el gráfico pasa la prueba de la línea vertical incluso en x = 1 y x = 2 porque los puntos (1, 3) y (2,2) no 
forman parte del gráfico de la función, aunque (1, 1) у (2, 3) sílo son. 


E 


INTÉNTELO +8 Grafique la siguiente función definida por partes. 


5 
3 


х? si x< -l1 
х) = 4 -2 si —1<х<4 


yx si x>4 


[5] PREGUNTAS Y ¿Se puede aplicar más de una fórmula de una función definida por partes a un 
RESPUESTAS valor del dominio? 
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No. Cada valor corresponde a una ecuación de una fórmula definida por partes. 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con el dominio y el rango. 


Dominio y rango de las funciones de raíz cuadrada (http://openstax.orqg/l/domainsqroot) 


Determinar el dominio y el rango (http://openstax.org/l/determinedomain) 


Hallar el dominio y el rango dado el gráfico (http://openstax.orq/l/drgraph) 


Hallar el dominio y el rango dada una tabla (http://openstax.orq/l/drtable) 


Hallar el dominio у el rango dados los puntos en un plano de coordenadas (http://openstax.org/l/drcoordinate) 


1.2 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. ¿Por qué el dominio difiere 
para las distintas funciones? 


4. Al describir conjuntos de 
números utilizando la 
notación intervalo, ¿cuándo 
se utiliza un paréntesis y 
cuándo un corchete? 


Algebraicos 


2. ¿Cómo se determina el 
dominio de una función 
definida por una ecuación? 


5. ¿Cómo se grafica una 
función definida por partes? 


3. 


Explique por qué el dominio 
de f(x) = 4/x es diferente 
del dominio de f(x) = yx. 


En los siguientes ejercicios, halle el dominio de cada función utilizando la notación intervalo. 


6. f(x) = -2x(x- 1)(х — 2) 


7. р(х) =5 – 2х2 


8. (х) = 3ух-– 2 


9. у(х =3- уб 2х 10. f(x) = /4—3х оа 
12. у(х) = 125 13. fœ) = Т 14. Јо) = 55 

15. / о) = 2801 16. у(х) = YE 17. әс. 
18. Л) = 31 19. го) = 222-20. 20. ->= 

Ре 2u 22. f(x)= vo 23. у(х) = = 


54 1*Еипсїопе<$ 


х x?-9x и 
24. (х) = 5 25. р(х) = == 26. Halle el dominio де la 
х .. 
función 


Рх) = ү2х3 — 50x al: 


(A) utilizar el álgebra. 
graficar la función en el 
radicando y determinar los 
intervalos en el eje x para 
los cuales el radicando es 
no negativo. 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, escriba el dominio y el rango de cada función utilizando la notación intervalo. 


7. y в у 29. # 
10 10 $ 
4 
a ONJ М s 
6 6 
4 4 1 
2 2 4321012345" 
xX xX 
0 246810 0 2 4 6 8 10 
30. o 31. y 32. 
1234567 
1 
2 
к Л6-5-2-3-110 1234" 
-1 
4 
5 
6 
7 
y 
33. ӯ 34. 
5 
4 
3 
я 
1 
х 
450276070 3 А 
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36. 37. 


H 
© 


e юм о > лп Фф ч со © 


En los siguientes ejercicios, dibuje un gráfico de la función definida por partes. Escriba el dominio en notación intervalo. 


x+1 si x<0 
х-1 six>0 


2x-1 si х<1 
1+х si x>1 


x+1 si x< —2 
—2х-3 si x>-2 


38. f(x)= ( 39. f(x)= ( 40. f(x)= { 


x?  six<0 х2 six<0 


i х<0 
41. го {5 р E ко {ахо 43. = { 5 Се 


х+1 si x<l 


м. РО) = { 3 


|x| si x< 2 
l six>2 


45. f(x)= ( 


Numéricos 


En los siguientes ejercicios, dada cada función f, evaluar f(—3), /(—2), /(—1) y /(О). 


х+1 si х<—2 
—2х-3 si x>-2 


1 six<-3 
0 six>-3 


212 +3 six<-—1 
5х-7 six>-—l 


46. f(x)= ( 47. f(x) = { 48. f(x) = | 


En los siguientes ejercicios, dada cada función f, evaluar f(—1), f(0), /(2)у FU). 


de . А 5х si х<0 

50. 109=4 х2 SEXLE q ку—/3 si 0<x<3 
4+|x-5| si x>2 Ж, 

хе si x>3 


7x+3 si x<0 


49. = 
f) |, si x>0 


En los siguientes ejercicios, escriba el dominio de la función definida por partes en notación intervalo. 


2 


х^—2 si x<l 2x-3six<0 


—3х2 six>2 


x+1l si x<-2 
—2x — 3si x>-2 


52. = { 53. 109=4 54. 109=4 


=х2 +2 si x>1 
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En tecnología 


55. Grafique y = L en la 
х 


ventana de visualización 
[—0,5, —0,1] y [0,1, 0,5]. 
Determine el rango 
correspondiente para la 
ventana de visualización. 
Muestre los gráficos. 


Extensión 


57. Supongamos que el rango 
de una función f es 
[=5, 8]. ¿Cuáles el rango 


de | fœ]? 


Aplicaciones en el mundo real 


60. La altura h de un proyectil 


es una función del tiempo t 


que está en el aire. La 
altura en pies para t 
segundos viene dada por 
la función 

h(t) = -16t + 96t. ¿Cuál 
es el dominio de la 
función? ¿Qué significa el 
dominio en el contexto del 
problema? 


56. Grafique y = 1 en la 


58. 


61. 


ventana de visualización 
[-0,5, —0,1] y [0,1, 0,5]. 
Determine el rango 
correspondiente para la 
ventana de visualización. 
Muestre los gráficos. 


Cree una función cuyo 59. 


rango sean todos los 
números reales no 
negativos. 


El costo en dólares de 
hacer x artículos viene 
dada por la función 
C(x) = 10x + 500. 


(А) El costo fijo se 
determina cuando se 
producen cero artículos. 
Halle el costo fijo de este 
artículo. 

¿Cuál es el costo de 
fabricación de 25 artículos? 
(© Supongamos que el 
costo máximo permitido es 
de 1.500 dólares. ¿Cuáles 
son el dominio y el rango 
de la función de costos, 
С(х)? 


Cree una función en la que 
el dominio sea x > 2. 


1.3 Tasas de variación y comportamiento de los gráficos 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 


> Calcular la tasa media de cambio de una función. 

> Utilizar un gráfico para determinar si una función es creciente, decreciente o constante. 
> Utilizar un gráfico para localizar los máximos y mínimos locales. 

> Utilizar un gráfico para localizar el máximo absoluto y el mínimo absoluto. 


Los costos de la gasolina han experimentado algunas fluctuaciones salvajes en las últimas décadas. La Tabla 1% muestra 
el costo promedio, en dólares, de un galón de gasolina entre los años 2005 a 2012. El costo de la gasolina puede 
considerarse en función del año. 


5  http://www.eia.gov/totalenergy/data/annual/showtext.cfm?t=ptb0524. Consultado el 5 mar 2014. 
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y 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 
С(у) | 2,31 2,62 2,84 3,30 2,41 2,84 3,58 3,68 
Tabla 1 


Si solo nos interesara la evolución de los precios de la gasolina entre 2005 y 2012, podríamos calcular que el costo por 
galón ha pasado de 2,31 a 3,68 dólares, lo que supone un aumento de 1,37 dólares. Aunque esto es interesante, podría 
ser más útil observar cuánto ha cambiado el precio por año. En esta sección, investigaremos cambios como estos. 


Hallar la tasa media de cambio de una función 


La variación del precio por año es una tasa de cambio porque describe cómo cambia una cantidad de salida en relación 
con el cambio de la cantidad de entrada. Observamos que el precio de la gasolina en la Tabla 1 no cambió en la misma 
cantidad cada año, por lo que la tasa de cambio no fue constante. Si utilizamos solo los datos iniciales y finales, 
estaríamos encontrando la tasa de cambio promedio durante el periodo especificado. Para calcular la intersección en 
tasa media de cambio, dividimos el cambio en la salida entre el cambio del valor en la entrada. 


Н >n — Cambio en la salida 
Tasa de cambio promedio = тъл en la entrada 
Ay 
2х 
= J2 X1 

22 Ml 
_ 6) A) 

241 


La letra griega А (delta) significa el cambio en una cantidad; leemos el cociente como “delta y sobre delta х" o "el cambio 
en y dividido entre el cambio en x. De vez en cuando escribimos A f en vez de Ay, que sigue representando el cambio 
en el valor de salida de la función resultante de un cambio en su valor de entrada. No significa que estemos cambiando 
la función por otra. 


En nuestro ejemplo, el precio de la gasolina aumentó 1,37 dólares de 2005 a 2012. A lo largo de 7 años, la tasa de 
cambio promedio fue 
Ay _ $1,37 
Ax 7айо$ 


= 0,196 dólares al año 


En promedio, el precio de la gasolina aumentó unos 19,6 céntimos cada año. 
Otros ejemplos de tasas de cambio son: 
+ Una población de ratas que aumenta en 40 ratas por semana 
* Un automóvil que viaja a 68 millas por hora (la distancia recorrida cambia en 68 millas cada hora a medida que pasa 
el tiempo) 
• Оп automóvil que recorre 27 millas por galón (la distancia recorrida cambia en 27 millas por cada galón) 


• La corriente que atraviesa un circuito eléctrico aumenta en 0,125 amperios por cada voltio de aumento de voltaje 
• La cantidad de dinero en una cuenta universitaria disminuye en 4.000 dólares por trimestre 


Tasa de cambio 
Una tasa de cambio describe cómo cambia una cantidad de salida en relación con el cambio de la cantidad de 


entrada. Las unidades de una tasa de cambio son "unidades de salida por unidades de entrada”. 


La tasa de cambio promedio entre dos valores de entrada es el cambio total de los valores de la función (valores de 
salida) dividido entre el cambio de los valores de entrada. 


Ay _ fœ)- f&a) 
Ax — хә — X1 
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CÓMO 


am 
Dado el valor de una función en diferentes puntos, calcule la tasa de cambio promedio de una función para el 


intervalo entre dos valores х] у хә. 


1. Calcule la diferencia y) — уу = Ду. 
2. Calcule la diferencia хо — ху = Ах. 


? А 
3. Halle el cociente т 
X 


BR 


Calcular la tasa de cambio promedio 
Utilizando los datos de la Tabla 1, halle la tasa de cambio promedio del precio de la gasolina entre 2007 y 2009. 


© Solución 
En 2007, el precio de la gasolina era de 2,84 dólares. En 2009, el costo fue de 2,41 dólares. La tasa de cambio promedio 


es 

АУ 2120-01 

Ах *X2x1 

_ $2,41-$2,84 

7 2009—2007 

_ -$0,43 

— 2 años 

= —$0,22 por año 
©) Análisis 


Observe que una disminución se expresa соп un cambio negativo о "aumento negativo”. Una tasa de cambio es negativa 
cuando la producción disminuye mientras que la entrada aumenta o cuando la producción aumenta mientras que la 
entrada disminuye. 


[>] INTÉNTELO #1 Utilizando los datos de la Tabla 1, halle la tasa de cambio promedio entre 2005 y 2010. 


E 


Calcular la tasa de cambio promedio a partir de un gráfico 
Dada la función g (7) que se muestra en la Figura 1, halle la tasa de cambio promedio еп el intervalo [—1, 2]. 


g(t) 


Figura 1 


© Solución 
A t = –1, la Figura 2 muestra g (—1) = 4. En t = 2, el gráfico muestra g (2) = 1. 
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Ag(t) = -3 
+ -=t 
2 "Д. 4 
Ағ = 3 
Figura 2 
El cambio horizontal Д; = 3 se muestra con la flecha roja, y el cambio vertical Ag(t) = —3 se muestra con la flecha 
turquesa. La salida cambia en -3 mientras que la entrada cambia en 3, lo que da una tasa de cambio promedio de 
1-4 -3 1 
2-(-) 3 
©) Апаііѕіѕ 
Observe que el orden que elegimos es muy importante. Si, por ejemplo, utilizamos 1 ‚ по obtendremos Іа respuesta 


correcta. Decida qué punto será el 1 y qué punto será el 2, y mantenga las coordenadas fijas сото (хі, y1) у (хо, уз). 


дда Э 95 


Calcular la tasa de cambio promedio а partir de una tabla 
Después de recoger a una amiga que vive a 10 millas de distancia, Anna registra la distancia que le separa de su casa a 
lo largo del tiempo. Los valores se muestran en la Tabla 2. Calcule la rapidez promedio durante las primeras 6 horas. 
t (horas) 0 1 2 3 4 5 6 7 
D(t) (millas) 10 55 90 153 214 240 292 300 


Tabla 2 


© Solución 
En este caso, la rapidez media es la tasa de cambio promedio. Recorrió 282 millas en 6 horas, para una rapidez media de 


292-10 _ 282 
60 “6 
=47 


La rapidez media es de 47 millas por hora. 

©) Análisis 

Como la rapidez no es constante, la rapidez media depende del intervalo elegido. Para el intervalo [2,3], la rapidez media 
es de 63 millas por hora. 


E 


Calcular la tasa de cambio promedio de una función expresada como fórmula 


Calcule la tasa de cambio promedio de f (x) = х?-+ en el intervalo [2, 4]. 


59 


60 1-Funciones 


© Solución 
Podemos empezar calculando los valores de la función en cada punto final del intervalo. 


fa) = 22-1 а) = 4-} 
-4 = 16-1 


na += 
с 
Ww 


Ahora calculamos la tasa de cambio promedio. 


Tasa de cambio promedio = 


у 


INTÉNTELO #2 Halle la tasa de cambio promedio de f (х) = x – 24/x en el intervalo [1, 9]. 


o 


Hallar la tasa promedio de cambio de una fuerza 
La fuerza electrostática F, medida en newtons, entre dos partículas cargadas puede relacionarse con la distancia entre 
las partículas d, en centímetros, mediante la fórmula F (d) = 2 Halle la tasa de cambio promedio de la fuerza si la 


distancia entre las partículas se incrementa de 2 cm a 6 cm. 


© Solución 


Estamos calculando la tasa de cambio promedio de F (d) = 2 en el intervalo [2, 6]. 
Tasa de cambio promedio = ке гэ 
2—2. о 
= 62 22 Simplifique. 
6-2 
2 _2 
= 364 
4 
_16 . . 
=> 36 Combine los términos del numerador. 
4 
= —$ Simplifique 


La tasa de cambio promedio es -4 newton por centímetro. 


MR 


Hallar una tasa de cambio promedio como expresión 
Halle la tasa media de cambio de g (t) = 12 + 31 + 1 en el intervalo [0, a]. La respuesta será una expresión que incluya 
a. 


© Solución 
Utilizamos la fórmula de la tasa de cambio promedio. 
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8(а)—8(0) 


Tasa de cambio promedio = == Evalúe. 
2 02 
5 (а Pe +3(0)+1) Simplifique. 
2 
— а©+3а+1-1 р fi е 
= HEEE Simplifique y factorice. 
_ а(а+3) Dividir entre el factor común a. 
= LE 
=а+3 


Este resultado nos indica la tasa de cambio promedio en términos de a entre т = 0 у cualquier otro punto f = а. Por 
ejemplo, en el intervalo [0, 5], la tasa de cambio promedio sería 5 + 3 = 8. 


INTÉNTELO #3 Halle la tasa de cambio promedio de f (x) = x? + 2x — 8 en el intervalo [5, al. 


Usar un gráfico para determinar si una función es creciente, decreciente o 
constante 


Como parte de la exploración de cómo cambian las funciones, podemos identificar los intervalos en los que la función 
cambia de forma específica. Decimos que una función es creciente en un intervalo si los valores de la función aumentan 
a medida que los valores de entrada aumentan dentro de ese intervalo. Del mismo modo, una función es decreciente en 
un intervalo si los valores de la función disminuyen a medida que los valores de entrada aumentan en ese intervalo. La 
tasa de cambio promedio de una función creciente es positiva, y la tasa de cambio promedio de una función decreciente 
es negativa. La Figura 3 muestra ejemplos de intervalos crecientes y decrecientes en una función. 


10 
20 і 


| Decreciente 
Creciente 


+ +=X 
“Б 4 5 
Creciente 


Рет 


f(b) > f(a) f(b) < f(a) f(b) > f(a) 
donde b > a donde b > a donde b > a 
e + Е— a 


Figura З La función f (x) = x? — 12x es creciente en (—°, — 2) U (2, ©} y decreciente en (-2, 2). 


Mientras que algunas funciones son crecientes (o decrecientes) en todo su dominio, muchas otras no lo son. Un valor de 
la entrada en el que una función pasa de ser creciente a decreciente (al ir de izquierda a derecha, es decir, al aumentar la 
variable de entrada) es la ubicación de un máximo local. El valor de la función en ese punto es el máximo local. Si una 
función tiene más de uno, decimos que tiene máximos locales. Del mismo modo, un valor de la entrada en el que una 
función cambia de decreciente a creciente a medida que la variable de entrada aumenta es la ubicación de un mínimo 
local. El valor de la función en ese punto es el mínimo local. La forma plural es "mínimos locales". En conjunto, los 
máximos y mínimos locales se denominan extremos locales, o valores extremos locales, de la función (la forma singular 
es “extremo”). A menudo, el término local se sustituye por el término relativo. En este texto, utilizaremos el término local. 
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Es evidente que una función no es creciente ni decreciente en un intervalo en el que es constante. Una función tampoco 
es creciente ni decreciente en los extremos. Observe que tenemos que hablar de extremos locales, porque cualquier 
extremo local dado, tal como se define aquí, no es necesariamente el máximo más alto o el mínimo más bajo en todo el 
dominio de la función. 


Para la función cuyo gráfico se muestra en la Figura 4, el máximo local es 16, y se produce en х = —2, El mínimo local es 
—16 y se produce en x = 2. 


máximo = 16 f(x) 
se produce en x= —2 20 


(—2, 16) 


16f Decreciente 


Creciente 


Creciente 


(2, -16) 


mínimo = — 16 
se produce en x = 2 


Figura 4 


Para ubicar los máximos y mínimos locales de un gráfico, tenemos que observar el gráfico para determinar dónde 
alcanza sus puntos más altos y más bajos, respectivamente, dentro de un intervalo abierto. Como la cima de una 
montaña rusa, el gráfico de una función es más alto en un máximo local que en los puntos cercanos de ambos lados. El 
gráfico también será más bajo en un mínimo local que en los puntos vecinos. La Figura 5 ilustra estas ideas para un 
máximo local. 


х) 
4 


Махіто 


f(b) 


Función Función 
decreciente creciente 


=X 


+ 


a b G 


Figura5 Definición de un máximo local 


Estas observaciones nos llevan a una definición formal de los extremos locales. 


Mínimos y máximos locales 


Una función f es una función creciente en un intervalo abierto si f (b) > f (a) para cada dos valores de entrada a y 
b en el intervalo donde b > a. 


Una función f es una función decreciente en un intervalo abierto si f (b) < f (a) para cada dos valores de entrada a 
y b en el intervalo donde b > a. 
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Una función f tiene un máximo local en un punto b en un intervalo abierto (а, с) si f(b) > f(x) para cada punto x (х 
no es igual a b ) en el intervalo. f tiene un mínimo local en un punto ben (a, с) si f(b) < f(x) para cada punto x ( x 
no es igual a b ) en el intervalo. 


Шын] 


Hallar intervalos crecientes y decrecientes en un gráfico 
Dada la función р (7) en la Figura 6, identifique los intervalos en los que la función parece ser creciente. 


р 


Figura 6 


© Solución 

Vemos que la función no es constante en ningún intervalo. La función es creciente cuando se inclina hacia arriba a 
medida que nos movemos hacia la derecha y decreciente cuando se inclina hacia abajo a medida que nos movemos 
hacia la derecha. La función parece aumentar de 7 = 1 con t = 3 y de t = 4 en adelante. 


En notación intervalo, diríamos que la función parece ser creciente en el intervalo (1, 3) y el intervalo (4, о). 


©) Análisis 
Observe que en este ejemplo hemos utilizado intervalos abiertos (intervalos que no incluyen los puntos finales), porque 
la función no es ni creciente ni decreciente еп т = 1, t = 3 y t = 4. Estos puntos son los extremos locales (dos mínimos у 
un máximo). 
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Hallar los extremos locales de un gráfico 
Grafique la función f (x) = 2 + ЕТ A continuación, utilice el gráfico para estimar los extremos locales de la función y 


para determinar los intervalos en los que la función es creciente. 


© Solución 

Utilizando la tecnología, encontramos que el gráfico de la función se parece al que aparece en la Figura 7. Parece que 
hay un punto bajo, o mínimo local, entre x = 2 y x = 3, y un punto alto reflejado, o máximo local, en algún lugar entre 
x=-3yx=-2. 
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Figura 7 
©) Análisis 
La mayoría de las calculadoras y utilidades para graficar pueden estimar la ubicación de los máximos y los mínimos. La 


Figura 8 proporciona imágenes de pantalla de dos tecnologías diferentes que muestran la estimación del máximo y el 
mínimo locales. 


6 
4 
2 


2,4494898, 1,6329932 


X=-—2,449491 | Y — —1,632993 


(a) (b) 
Figura 8 


Según estas estimaciones, la función es creciente en el intervalo (—0, — 2,449) у (2,449, о). Observe que, aunque se 


espera que los extremos sean simétricos, las dos tecnologías diferentes solo coinciden hasta cuatro decimales debido a 
los diferentes algoritmos de aproximación utilizados por cada una (la ubicación exacta de los extremos se encuentra en 


+v6, pero para determinarlo hay que hacer cálculos). 


[>] INTÉNTELO #4 Grafique la función f (x) = x? — 6x? — 15x + 20 para estimar los extremos locales de la 
función. Utilícelos para determinar los intervalos en los que la función es creciente y 
decreciente. 


BR 


Encontrar los máximos y mínimos locales de un gráfico 
Para la función f cuyo gráfico se muestra en la Figura 9, halle todos los máximos y mínimos locales. 
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Figura 9 


© Solución 
Observe el gráfico de f. El gráfico alcanza un máximo local en x = 1 porque es el punto más alto en un intervalo abierto 
alrededor de x = 1. El máximo local es la coordenada y en x = 1, que es 2. 


El gráfico alcanza un mínimo local en x = —1 porque es el punto más bajo de un intervalo abierto alrededor de x = —1. 
El mínimo local es la coordenada yen x = —1, que es —2. 


Analizar las funciones de la caja de herramientas para aumentar o disminuir los 
intervalos 


Ahora volveremos a nuestras funciones de la caja de herramientas y discutiremos su comportamiento gráfico en la 
Figura 10, la Figura 11 y la Figura 12. 


Función constante Ni es creciente ni es decreciente 


fx) = с 


Función de identidad Creciente 


f(X) = 


Función cuadrática Creciente еп (0, х) 


Decreciente en (—%, 0) 


Қх) =? Mínimo en x = 0 


Figura 10 
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Función Creciente/Decreciente 


Función cúbica 
х) = х? 
Reciprocidad 


109 = 2 


Reciprocidad al 
cuadrado 


Raíz cúbica 
f(x) = Nx 


Raíz cuadrada 


х) = Ух 


Valor absoluto 


f(x) = Ixl 


Creciente 


Decreciente (—%, 0)0(0, =) 


Creciente en (—%, 0) 


Decreciente en (0, =) 


Figura 11 


Creciente 


Creciente en (0, 0) 


Creciente en (0, =) 


Decreciente en (с , 0) 


Figura 12 


y 

à 
X 

y 

y 

à 
X 

y 

y 
х 


Utilizar un gráfico para localizar el máximo absoluto y el mínimo absoluto 


Hay una diferencia entre ubicar los puntos más altos y más bajos de un gráfico en una región alrededor de un intervalo 
abierto (localmente) y ubicar los puntos más altos y más bajos del gráfico para todo el dominio. Las coordenadas y 
(salida) en los puntos más altos y más bajos se denominan máximo absoluto y mínimo absoluto, respectivamente. 


Para localizar los máximos y mínimos absolutos de un gráfico, tenemos que observar el gráfico para determinar dónde 
alcanza sus puntos más altos y más bajos en el dominio de la función. Vea la Figura 13. 
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y El máximo absoluto es 
К 4 f(2) = 2 


\ 


ї El mínimo absoluto es 
f(0) = –2 


Figura 13 


No todas las funciones tienen un valor máximo o mínimo absoluto. La función de la caja de herramientas f (x) = x es 
una de esas funciones. 


Máximos y mínimos absolutos 


El máximo absoluto de f en x = ces f (с) donde f (с) > f (х) para todo x en el dominio de f. 


El mínimo absoluto de f en x = d es f (d) donde f (d) < f (x) para todo x en el dominio de f. 


O 


Encontrar los máximos y mínimos absolutos de un gráfico 
Para la función f que se muestra en la Figura 14, halle todos los máximos y mínimos absolutos. 


Figura 14 


© Solución 
Observe el gráfico de f. El gráfico alcanza un máximo absoluto en dos lugares, x = —2 y x = 2, porque en estos lugares, 


el gráfico alcanza su punto más alto en el dominio de la función. El máximo absoluto es la coordenada yen x = —2 y 
x = 2, que es 16. 


El gráfico alcanza un mínimo absoluto en x = 3, porque es el punto más bajo del dominio del gráfico de la función. El 
mínimo absoluto es la coordenada y en x = 3, que es —10. 
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[>] MEDIA 


Acceda a este recurso en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con las tasas de cambio. 


Tasa de cambio promedio (http://openstax.org/l/aroc) 


1.3 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. ¿La tasa de cambio 
promedio de una función 
puede ser constante? 


4. ¿Cómo se compara el 
gráfico de la función de 
valor absoluto con el gráfico 
de la función cuadrática 
y = х2, en términos de 
intervalos crecientes y 
decrecientes? 


Algebraicos 


2. Si una función f es 
creciente en (a, b) y 
decreciente en (b, c), 
entonces qué se puede decir 
del extremo local de f sobre 
(a, с)? 


3. ¿En qué se parecen y en qué 
se diferencian el máximo y 
el mínimo absolutos de los 
extremos locales? 


En los siguientes ejercicios, halle la tasa de cambio promedio de cada función en el intervalo especificado para los 


números reales b o h. 


5. /(х)=4х^—7еп[1, b] 


8. k(x)=4x-2en[3, 3+] 


11. a) = 73 en [9,9+h] 


14. r(t) = 413 en [2,2 + А] 
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6. g(x) = 2х2 —9 en [4, b] 


9. f(x)=2x2+1en 
[x,x + А] 


12. Ь(х) = = 15 еп [1,1 + А] 


15. f(x) = 2х2 — Зх еп 
[х,х + А] 


7. р(х) = Зх +4еп [2, 2 + А] 


10. g(x) = 3х2 – 2еп 
[х,х + А] 


13. ј(х) = Зх? еп [1,1 + А] 
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Gráficos 


En los siguientes ejercicios, considere el gráfico de f que se muestra en la Figura 15. 


y 


e N © тст O ч 0 


0 1 2 з 4 5 6 7 8 
Еїдига 15 
16. Estime la tasa de cambio 17. Estime la tasa promedio de 
promedio de x = 1 a cambio de x = 2 hasta 


x=4. x=5. 


En los siguientes ejercicios, utilice el gráfico de cada función para estimar los intervalos en los que la función es creciente 
o decreciente. 


18. 19. 20. 


21. 


' 
3 
т 
1 
' 
т 
' 
' 
© 
1 
' 
СЕ 5 
' 
1 
v 
' 
' 
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En los siguientes ejercicios, considere el gráfico mostrado en la Figura 16. 


Figura 16 
22. Estime los intervalos еп los 23. Estime el punto o puntos 
que la función es creciente en los que el gráfico de f 
o decreciente. tiene un máximo o un 
mínimo local. 


En los siguientes ejercicios, considere el gráfico en la Figura 17. 


y 
200 


Еїдига 17 
24. Si se muestra el gráfico 25. Si se muestra el gráfico 
completo de la función, completo de la función, 
estime los intervalos en los estime el máximo absoluto 
que la función es creciente y el mínimo absoluto. 


o decreciente. 
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Numéricos 

26. La Tabla 3 da las ventas anuales (en millones de 27. La Tabla 4 da la población de una ciudad (еп 
dólares) de un producto desde 1998 hasta 2006. miles) de 2000 a 2008. ¿Cuál fue la tasa promedio 
¿Cuál fue la tasa promedio de cambio de las de cambio de la población (a) entre 2002 y 2004, y 
ventas anuales (a) entre 2001 y 2002, y (b) entre (б) entre 2002 y 2006? 


2001 y 2004? 
Año Población (miles) 
Año Ventas (millones de dólares) 


2000 87 
1998 201 

2001 84 
1999 219 

2002 83 
2000 233 

2003 80 
2001 243 

2004 77 
2002 249 

2005 76 
2003 251 

2006 78 
2004 249 

2007 81 
2005 243 

2008 85 
2006 233 

Tabla 4 
Tabla 3 


En los siguientes ejercicios, halle la tasa de cambio promedio de cada función en el intervalo especificado. 


28. f(x)=x2en[1, 5] 29. h(x)=5-2x2en[-2,4] 30. q(x) = x? en[-4,2] 


А (2-4) 0+) 
31. g(x) = 3х — 1 en [-3, 3] 32. y= = еп [1, 3] 33. p(t) = ———— еп 


2+3 
[-3, 1] 


34. k(t) = 62 + 3 en [—1,3] 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice una herramienta gráfica para estimar los extremos locales de cada función y para 
estimar los intervalos en los que la función es creciente y decreciente. 


35. Рох) = xt — 4х9 +5 36. h(x) = х5 + 5х4 + 10х3 + 10х2-1 37. g(t =tyt+3 


2 
38. k(1)=313 -t 39. m(x) = xf + 2х3 — 12x? — 10x +4 


40. n(x) = х — 8x? + 18x? -6x +2 
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Extensión 


41. El gráfico de la función f se muestra en la Figura 18. 


42. 


=1,3333324 |Y=5,1851852 


Figura 18 


Según la captura de pantalla de la calculadora, el punto 
(1,333, 5,185) es ¿cuál de los siguientes? 


Ф un máximo relativo (local) de la función 


el vértice de la función 


O el máximo absoluto de la función 


O un cero de la función 


=] Г 
Supongamos que f(x) = 5. Halle un número с tal 
que la tasa de cambio promedio de la función f 
en el intervalo (1, c) es = 1, 


4 


Aplicaciones en el mundo real 


44. 


Al inicio de un viaje, el 
odómetro de un automóvil 
marcaba 21.395. Al final 
del viaje, 13,5 horas 
después, el odómetro 
marcaba 22.125. 
Supongamos que la escala 
del odómetro está en 
millas. ¿Cuál es la rapidez 
media a la que viajó el 
automóvil durante este 
viaje? 
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45. 


43. Supongamos que 
/(х) = 1. Halle el número 


b tal que la tasa de cambio 
promedio de f en el 


intervalo (2, b) es — = 


Un conductor de un 
automóvil se detuvo en 
una gasolinera para llenar 
el tanque de gasolina. Miró 
su reloj y la hora marcaba 
exactamente las 3:40 p. m. 
En ese momento, empezó 
a echar gasolina al tanque. 
A las 3:44 exactamente, el 
tanque estaba lleno y se 
dio cuenta de que bombeó 
10,7 galones. ¿Cuál es la 
tasa promedio de flujo de 
la gasolina en el tanque? 


1 
10” 


46. Cerca de la superficie de la 


luna, la distancia a la que 
cae un objeto es una 
función del tiempo. Viene 
dado por d (t) = 2,66671?, 
donde т está en segundos 
y d (t) está en pies. Si se 
deja caer un objeto desde 
cierta altura, halle la 
rapidez media del objeto 
desdef=1conf=2. 
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47. El gráfico de la Figura 19 ilustra la 
desintegración de una sustancia 
radiactiva а lo largo de f días. 


A 
4 


Cantidad (miligramos) 


5 10 % У 20 
Tiempo (dias) 


Figura 19 


Utilice el gráfico para estimar la tasa 
de cambio promedio de 
desintegración de т = 5 al ft = 15. 


1.4 Composición de las funciones 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Combinar funciones utilizando operaciones algebraicas. 
Crear una nueva función por composición de las funciones. 
Evaluar funciones compuestas. 
Hallar el dominio de una función compuesta. 
Descomponer una función compuesta en sus funciones componentes. 


Уу у у 


Supongamos que queremos calcular cuánto cuesta calentar una casa en un día particular del año. El costo de calentar 
una casa dependerá de la temperatura promedio diaria y, a su vez, la temperatura promedio diaria depende del día 
particular del año. Observe que acabamos de definir dos relaciones: el costo depende de la temperatura, y la 
temperatura depende del día. 


Utilizando variables descriptivas, podemos anotar estas dos funciones. La función С (T) da el costo С de calentar una 
casa para una determinada temperatura promedio diaria en T grados Celsius. La función T (d) da la temperatura 
promedio diaria en el día d del año. Para un día cualquiera, Costo = C (T (d)) significa que el costo depende de la 
temperatura, que a su vez depende del día del año. Así, podemos evaluar la función de costos a la temperatura T (d). 
Por ejemplo, podríamos evaluar T (5) para determinar la temperatura media diaria del 5.* día del año. Entonces, 
podríamos evaluar la función de costos a esa temperatura. Escribiríamos C (T (5)). 


Costo de la temperatura 


c(T(5)) 


| 


Temperatura en el día 5 


Al combinar estas dos relaciones en una sola función, hemos realizado la composición de las funciones, que es el 
objetivo de esta sección. 


Combinar funciones mediante operaciones algebraicas 


La composición de las funciones es solo una forma de combinar funciones existentes. Otra forma es realizar las 
operaciones algebraicas habituales sobre las funciones, como la suma, la resta, la multiplicación y la división. Para ello, 
realizamos las operaciones con las salidas de las funciones, definiendo el resultado como la salida de nuestra nueva 
función. 


Supongamos que tenemos que sumar dos columnas de números que representan los ingresos anuales por separado de 


una pareja durante un periodo de años, y el resultado es el total de los ingresos de la familia. Queremos hacer esto para 
cada año, añadiendo solo los ingresos de ese año y recogiendo luego todos los datos en una nueva columna. Si los 
valores de w(y) es el ingreso de la esposa y А(у) es el ingreso del esposo en el año y, y queremos que T represente los 
ingresos totales, entonces podemos definir una nueva función. 


Т (у) = һ(у) + ш (у) 
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Si esto es cierto para todos los años, entonces podemos centrarnos en la relación entre las funciones sin referencia a un 
año y escribir 

T=h+w 
Al igual que para esta suma de dos funciones, podemos definir funciones de diferencia, producto y cociente para 
cualquier par de funciones que tengan el mismo tipo de entradas (no necesariamente números) y también el mismo tipo 
de salidas (que sí tienen que ser números para que se les puedan aplicar las operaciones habituales del álgebra, y que 


además deben tener las mismas unidades o ninguna cuando sumamos y restamos). De este modo, podemos pensar en 
funciones de suma, resta, multiplicación y división. 


Para dos funciones f (х) y g (x) con salidas de números reales, definimos nuevas funciones f +g, f—g, ЎР, у 2 рог 
las relaciones 
(7+ 86) = fx) + а(х) 
(7 — 280) = FG) — а(х) 
FD) = fg) 
(Оо- 


g(x) 


cemos 93 


Realizar operaciones algebraicas con funciones 


Halle y simplifique las funciones (g — f)(x) y (2) (х), dado f(x) = х-1у ғ (х) = х2 —1. ¿Son estas Іа misma función? 


© Solución 

Comience escribiendo la forma general y luego sustituya las funciones dadas. 
B-N = ga- f(x) 
B-P = х?-1—(х—1) 
B-D = x2-x 
B-P = х(х-1) 


гь 
+ 
МУ 
І 
25 
2 


C+D) donde x + 1 


x-1 


‚ч ‚=ч. 
+ ES 
= = 
І І 


х +1 


LETS ATT ISA SS 
ajo log lo o 
A E E E 

an 

e 

Y 

11 

ы | 

UN E 

- 


No, las funciones по son las mismas. 


Nota: Para (2) (x), la condición х 4 1 es necesaria porque cuando х = 1, el denominador es igual a 0, lo que hace que 


la función sea indefinida. 


м 


INTÉNTELO #1 Halle y simplifique las funciones (fe) (х) у (f – 2) (х). 


Рх) = х-1 y #(х) = х2-1 


¿Son estas la misma función? 


Crear una función por composición de las funciones 


Realizar operaciones algebraicas sobre las funciones las combina en una nueva función, pero también podemos crear 
funciones componiéndolas. Cuando queremos calcular el costo de la calefacción a partir de un día del año, creamos una 
nueva función que toma un día como entrada y da un costo como salida. El proceso de la combinación de funciones para 
que la salida de una función se convierta en la entrada de otra se conoce como composición de las funciones. El 
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resultado se conoce como función compuesta. Representamos esta combinación mediante la siguiente notación: 
(7° &)(х) = / (86) 


Leemos el lado izquierdo como “f compuesto con ga las х”, y el lado derecho como “f de g de x”. Los dos lados de la 
ecuación tienen el mismo significado matemático y son iguales. El símbolo del círculo abierto o se denomina operador de 
composición. Utilizamos este operador principalmente cuando queremos destacar la relación entre las propias funciones 
sin referirnos a ningún valor de entrada en particular. La composición es una operación binaria que toma dos funciones 
y forma una nueva función, al igual que la suma o la multiplicación toma dos números y da un nuevo número. Sin 
embargo, es importante no confundir la composición de las funciones con la multiplicación porque, como hemos 
aprendido anteriormente, еп la mayoría de los casos f(g()) 4 /(х)г(х). 


También es importante entender el orden de las operaciones al evaluar una función compuesta. Seguimos la convención 
habitual con los paréntesis, comenzando por los más internos y luego trabajando hacia el exterior. En la ecuación 
anterior, la función g toma la entrada x primero y da una salida g (x) . Entonces la función f toma g (х) como entrada у 
produce una salida f (g (x)). 


g(x), la salida de g 
es la entrada de f 


/ 
(fe 9)(х) = (90) 
| 
x es la entrada de g 


En general, f + gy g ° f son funciones diferentes. En otras palabras, en muchos casos f (g (х)) 4 g(f (x)) para todo х. 
También veremos que a veces dos funciones solo pueden componerse en un orden concreto. 


Por ejemplo, si f (х) = х2 y g (x) = x +2, entonces 
FE = fx +2) 
= (x +2) 
=x +4х+4 
pero 
(70) = g?) 
=x +2 


Estas expresiones no son iguales para todos los valores de x, por lo que las dos funciones no son iguales. Es irrelevante 


que las expresiones sean iguales para el único valor de entrada x = -4, 


Observe que el rango de la función interior (la primera función a evaluar) tiene que estar dentro del dominio de la 
función exterior. De manera menos formal, la composición tiene que tener sentido en términos de entradas y salidas. 


Composición de las funciones 


Cuando la salida de una función se utiliza como entrada de otra, llamamos a la operación completa composición de 
las funciones. Para cualquier entrada x y funciones f y g, esta acción define una función compuesta, que escribimos 
сото f ° g tal que 


(о EDE E 
El dominio de la función compuesta f ° g es toda x tal que x está en el dominio де g y g (x) está en el dominio de f. 


Es importante observar que el producto de las funciones fg no es lo mismo que la composición de la función 
f (e (х)), porque, en general, f (x) в (х) 4 f (800). 


RR 


Determinar si la composición de las funciones es conmutativa 
Utilizando las funciones proporcionadas, halle f (g (х)) y g (f (х)). Determine si la composición de las funciones es 
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conmutativa. 

f0)=2x+1 g(x)=3-x 
© Solución 
Empecemos por sustituir g(x)en f (x). 

(200) = 2(3 – х) +1 
=6-2x+1 
=7—2х 

Ahora podemos sustituir f (x) en g(x). 

8070) = 3 — 2x + 1) 
3 – 2х-1 
= 2х +2 


Tenemos que 2(/(х)) # f(e(x)), por lo que la operación de composición de las funciones no es conmutativa. 


шышы 


Interpretar las funciones compuestas 
La función c(s) da el número de calorías quemadas completando s abdominales, y s(t) da el número de abdominales 
que una persona puede completar en t minutos. Interprete c(s(3)). 


© Solución 
La expresión interior de la composición es s(3). Ya que la entrada de la función s es el tiempo, t = 3 representa 3 
minutos, y s(3) es el número de sentadillas completadas en 3 minutos. 


Utilizando s(3) como entrada a la función c(s) nos da el número de calorías quemadas durante el número de sentadillas 
que se pueden completar en 3 minutos, o simplemente el número de calorías quemadas en 3 minutos (haciendo 
sentadillas). 


BR 


Investigar el orden de composición de las funciones 
Supongamos que f(x) da las millas que se pueden conducir en x horas y g(y) da los galones de gasolina utilizados al 
conducir y millas. ¿Cuál de estas expresiones tiene sentido f (g(y) o g (f(x))? 


© Solución 
La función y = f (x) es una función cuya salida es el número de millas recorridas correspondientes al número de horas 
recorridas. 


número de millas = f (número de horas) 


La función g (y) es una función cuya salida es el número de galones utilizados correspondientes al número de millas 
recorridas. Esto significa: 


número de galones = g (número de millas) 


La expresión g(y) toma las millas como entrada y un número de galones como salida. La función f(x) requiere un 
número de horas como entrada. Intentar introducir un número de galones no tiene sentido. La expresión f (g(y)) no 
tiene sentido. 


La expresión f(x) toma las horas como entrada y un número de millas recorridas como salida. La función g(y) requiere 
un número de millas como entrada. Utilizando f(x) (millas recorridas) como valor de entrada para g(y), en el que los 
galones de gasolina dependen de las millas recorridas, sí tiene sentido. La expresión g (/(х)) tiene sentido, y dará el 
número de galones de gasolina utilizados, g, al conducir un determinado número de millas, f(x), en x horas. 


3| PREGUNTAS Y ¿Existen situaciones en las que f(g(y)) y g(£(x)) serían ambas expresiones significativas о 
RESPUESTAS 
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útiles? 


Sí. Para muchas funciones matemáticas puras, ambas composiciones tienen sentido, aunque 
suelen producir nuevas funciones diferentes. En los problemas del mundo real, las funciones 
cuyas entradas y salidas tienen las mismas unidades también pueden dar composiciones que 
tienen sentido en cualquier orden. 


[>] INTÉNTELO #2 La fuerza gravitacional sobre un planeta a una distancia г del sol viene dada por la función 
G(r). La aceleración de un planeta sometido a una fuerza cualquiera F viene dada por la 
función a(F). Forme una composición significativa de estas dos funciones y explique su 
significado. 


Evaluar funciones compuestas 


Una vez que componemos una nueva función a partir de dos funciones existentes, tenemos que ser capaces de 
evaluarla para cualquier entrada en su dominio. Lo haremos con entradas numéricas específicas para funciones 
expresadas como tablas, gráficos y fórmulas, y con variables como entradas de funciones expresadas como fórmulas. En 
cada caso, evaluamos la función interna utilizando la entrada inicial y luego utilizamos la salida de la función interna 
como entrada para la función externa. 


Evaluar funciones compuestas mediante tablas 

Cuando se trabaja con funciones dadas como tablas, se leen los valores de entrada y salida de las entradas de la tabla y 
se trabaja siempre de adentro hacia fuera. Primero evaluamos la función interior y luego utilizamos la salida de la 
función interior como entrada de la función exterior. 


cemos 


Usar una tabla para evaluar una función compuesta 


Usando la Tabla 1, evalúe f(g(3)) y 2(7(3)). 


1 6 3 

2 8 5 

3 3 2 

4 1 7 
Tabla 1 


© Solución 
Para evaluar f(g(3) ), comenzamos desde el interior con el valor de entrada 3. A continuación, evaluamos la expresión 
interior g(3) utilizando la tabla que define la función g : g(3) = 2. Podemos entonces utilizar ese resultado como entrada 
а Іа función f, por lo que g(3) se sustituye por 2 y obtenemos f(2). Entonces, utilizando la tabla que define la función f, 
tenemos que f(2) = 8. 

83) = 2 

268) = ЈО) = 8 
Para evaluar 2(/(3) ), primero evaluamos la expresión interior /(3) utilizando la primera tabla: /(3) = 3. Entonces, 
utilizando la tabla para g, podemos evaluar 


807()) = 868) = 2 


La Tabla 2 muestra las funciones compuestas f + gy 2 • f como tablas. 


78 1*Еипсїопе<$ 


x ga fee) ЈО) F) 


Tabla 2 


м 


INTÉNTELO #3 Si utilizamos la Tabla 1, evalúe f(g(1)) y 2(7(4)). 


Evaluar funciones compuestas mediante gráficos 
Cuando se nos dan funciones individuales como gráficos, el procedimiento para evaluar las funciones compuestas es 


similar al proceso que utilizamos para evaluar las tablas. Leemos los valores de entrada y salida, pero esta vez, desde los 
ejes x y y de los gráficos. 


(ә cómo 


Dada una función compuesta y los gráficos de sus funciones individuales, evalúela utilizando la información 
proporcionada por los gráficos. 


Localice la entrada dada a la función interna en el eje x de su gráfico. 

Lea la salida de la función interna del eje y de su gráfico. 

Ubique la salida de la función interna en el eje x del gráfico de la función exterior. 

Lea la salida de la función externa del eje y de su gráfico. Esta es la salida de la función compuesta. 


RR 


Usar un gráfico para evaluar una función compuesta 
Usando la Figura 1, evalúe f(g(1)). 


DOIN E 


g(x) 


(b) 


Figura 1 


Acceso gratis en openstax.org 


1.4 • Composición de las funciones 79 


© Solución 
Para evaluar f(g(1)), comenzamos con la evaluación interna. Vea la Figura 2. 


9(х) f(x) 


e N ù A лт Q N 


g(1)=3 f(3) = 6 
Figura 2 


Evaluamos g(1) utilizando el gráfico de g(x), hallando la entrada de 1 en el eje x y hallando el valor de salida del gráfico 
en esa entrada. Aquí, g(1) = 3. Utilizamos este valor como entrada a la función f. 

Fe) = fG) 
Podemos entonces evaluar la función compuesta mirando el gráfico de f(x), hallando la entrada de 3 en el eje x y 
leyendo el valor de salida del gráfico en esta entrada. Aquí, f(3) = 6, por lo que f(g(1)) = 6. 
©) Análisis 
La Figura 3 muestra cómo podemos marcar los gráficos con flechas para trazar el camino desde el valor de entrada 
hasta el de salida. 
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Figura 3 


[>] INTÉNTELO #4 Si utilizamos la Figura 1, evalúe g(f(2)). 


Evaluar funciones compuestas mediante fórmulas 

Cuando se evalúa una función compuesta en la que hemos creado o nos han dado fórmulas, la regla de trabajar de 
adentro hacia afuera sigue siendo la misma. El valor de entrada a la función externa será la salida de la función interna, 
que puede ser un valor numérico, un nombre de variable o una expresión más complicada. 


Aunque podemos componer las funciones para cada valor de entrada individual, a veces es útil encontrar una única 
fórmula que calcule el resultado de una composición f (g (х)) . Para ello, ampliaremos nuestra idea de evaluación de 
funciones. Recordemos que, cuando evaluamos una función como f(t) = = 1, sustituimos el valor dentro de los 
paréntesis en la fórmula siempre que veamos la variable de entrada. 


CÓMO 


Dada la fórmula de una función compuesta, evalúe la función. 


1. Evalúe la función interior utilizando el valor de entrada o la variable proporcionada. 
2. Utilice la salida resultante como entrada a la función exterior. 
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Evaluar una composición de las funciones expresadas como fórmulas con una entrada numérica 
Dado que f(t) = ?— ty h(x) = Зх + 2, evaluar f(h(1)). 


© Solución 
Сото la expresión interior es Л(1), comenzamos evaluando h(x) en 1. 


AD = 300) +2 
А1) = 5 


Entonces /(А(1)) = (5), por lo que evaluamos /(7) a una entrada de 5. 


Acceso gratis en openstaxX.org 


1.4 • Composición de las funciones 


faQ) = fS) 

fa) = 5 -5 

FA) = 20 
©) Análisis 
No importa cuáles sean las variables de entrada, se llama a ѓу х en este problema porque evaluamos рага valores 
numéricos específicos. 


INTÉNTELO #5 Dados f(t) = 2 — t y h(x) = 3x + 2, evalúe 
O WO) й(/(—2)) 


Halle el dominio de una función compuesta 


Como hemos comentado anteriormente, el dominio de una función compuesta como f » g depende del dominio de g y 
el dominio de f. Esimportante saber cuándo podemos aplicar una función compuesta y cuándo no; es decir, conocer el 
dominio de una función como f + g. Supongamos que conocemos los dominios de las funciones f y g por separado. Si 
escribimos la función compuesta para una entrada x cuando f (g(x)), podemos ver de inmediato que x debe ser 
miembro del dominio de g para que la expresión tenga sentido, porque de lo contrario no podemos completar la 
evaluación de la función interna. Sin embargo, también vemos que g (x) debe ser miembro del dominio de f, de lo 
contrario la segunda evaluación de la función en f (g (x)) no se puede completar, y la expresión sigue siendo indefinida. 
Así, el dominio de f e g se compone únicamente de las entradas en el dominio de g que producen resultados de g 
pertenecientes al dominio de f. Observe que el dominio de f compuesto con g es el conjunto de todas las x tal que x 
está en el dominio de g y g (x) está en el dominio de f. 


Dominio de una función compuesta 


El dominio de una función compuesta f (2 (x)) es el conjunto de esas entradas x en el dominio de g para la cual g (x) 
está en el dominio de f. 


(М cómo 


@ 
Dada una composición de funciones f(g(x)), determine su dominio. 
Halle el dominio de g. 
2. Halle el dominio de f. 
3. Halle esas entradas x en el dominio de g para la cual g (x) está en el dominio de f. Es decir, excluya aquellas 


entradas x del dominio de g para la cual g(x) no es del dominio de f. El conjunto resultante es el dominio de 


Fo 


ЕИ 


Hallar el dominio de una función compuesta 
Halle el dominio de 


5 
(ев) (х) donde f()=-—7y 80) = 5 


© Solución 
El dominio de g (x) consiste en todos los números reales excepto x = 2, ya que ese valor de entrada nos haría dividir 


entre 0. Asimismo, el dominio de f consiste en todos los números reales excepto el 1. Así que tenemos que excluir del 
dominio de g (x) ese valor de x para los cuales g (x) = 1. 
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35 =1 
4=3x-2 
6 = Зх 
х= 2 


Así que el dominio де f » g es el conjunto de todos los números reales excepto Z y 2. Esto significa que 
2 
x£ 3 ох#2 


Podemos escribirlo en notación de intervalo como 


Hallar el dominio de una función compuesta con radicales 
Halle el dominio de 


(f° в) (х) donde (х) = yx+2y g(x)= y3-x 
© Solución 
Como no podemos sacar la raíz cuadrada de un número negativo, el dominio de g es (—°, 3] . Ahora comprobamos el 


dominio de la función compuesta 


ega) = y y3-x+2 
Para (f • 2)(х) = \/ V3 — x + 2, y3 — x +2 > 0, ya que el radicando de una raíz cuadrada debe ser positivo. Como las 


raíces cuadradas son positivas, y 3 — x > 0, 0,3 — x > 0, lo que da un dominio de (—oo, 3]. 
©) Análisis 
Este ejemplo muestra que el conocimiento del rango de las funciones (específicamente la función interna) también 


puede ser útil para encontrar el dominio de una función compuesta. También muestra que el dominio de f + g puede 
contener valores que no están en el dominio de f, aunque deben estar en el dominio de g. 


[>] INTÉNTELO #6 Halle el dominio de 


1 
(fe g)(x) donde f(x) = +3 y 800) = yx+4 


Descomponer una función compuesta en sus funciones componentes 


En algunos casos, es necesario descomponer una función complicada. En otras palabras, la escribimos como una 
composición de dos funciones más simples. Puede haber más de una forma de descomponer una función compuesta, 
por lo que podemos elegir la descomposición que nos parezca más conveniente. 


O 


Descomposición de una función 
Escriba f(x) = \/5 — х2 como la composición de dos funciones. 


© Solución 

Buscamos dos funciones, g y h, por lo que f(x) = g(h(x)). Para ello, buscamos una función dentro de otra en la fórmula 
de f(x). Como una posibilidad, podemos notar que la expresión 5 — x? es el interior de la raíz cuadrada. Podríamos 
entonces descomponer la función como 
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Вх) =5 x? y ga) = yx 
Podemos comprobar nuestra respuesta recomponiendo las funciones. 


gh) =g (5 – х2) = V5- х? 


>| INTÉNTELO #7 Escriba f(x) = ——__ comola composición de dos funciones. 


ES 3-V4+x2 


» | MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con las funciones compuestas. 


Funciones compuestas (http://openstax.org/l/compfunction) 

Aplicación de la notación de funciones compuestas (http://openstax.org/l/compfuncnot) 
Funciones compuestas mediante gráficos (http://openstax.org/l/compfuncgraph) 
Descomposición de funciones (http://openstax.orq/l/decompfunction) 

Valores de la función compuesta (http://openstax.orqg/l/compfuncvalue) 


1.4 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. ¿Cómo se calcula el dominio 2. ¿Cuáles la composición de 3. Si se invierte el orden al 
del cociente de dos dos funciones, f e g? componer dos funciones, ¿el 
funciones La resultado puede ser siempre 
ng 


el mismo que la respuesta 
en el orden original de la 
composición? En caso 
afirmativo, dé un ejemplo. Si 
no, explique por qué no. 


4. ¿Cómo se calcula el dominio 
para la composición de dos 
funciones, f ° 2? 


Algebraicos 


5. Dados f(x) = х2 +2х y 6. Dado que f(x) = 32 +x 7. Dados f(x) = 2х2 + 4xy 

g(x) = 6 — x?, calcule y g(x) = 5, calcule g(x) = +, calcule 

f _ ГА 
Р +8, f-8, Ey g f+g, T 8, ву т. / + е, f-g, feyt. 
Determine el dominio de Determine el dominio de Determine el dominio de 
cada función en notación cada función en notación de cada función en notación 
intervalo. intervalo. intervalo. 

8. Dado que f(x) = ЕЕ у 9. Dados f(x) = 3x2 y 10. Dado que f(x) = yxy 
g(x) = z calcule g(x) = yx — 5, calcule g(x) = |x — 3], calcule т 
fre f-8, feyt. F+8 f-8 Ду. Determine el dominio de la 
Determine el dominio de Determine el dominio de función en notación 
cada función en notación de cada función en notación intervalo. 

intervalo. 


intervalo. 
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11. Dados f(x) = 2х2 + 1 y 
g(x) = 3x — 5, calcule lo 
siguiente: 


O Se) O FE) 
O ¿U6) D (89 2) (0 
O (7262) 


En los siguientes ejercicios, utilice cada раг de funciones para calcular f (g(x)) y g (f (x)) . Simplifique sus respuestas. 


12. х) = х2 +1, #(х) = үх+2 13. Хх) = yx +2, (х) = х2 +3 14. Р(х) = |х|, 2) = 5х +1 


15. у(х) = 0х, g(x) = eN 16. /(х) = =, 8(х) = 1+6 17. œ= h, 80) = 2+4 


Еп los siguientes ejercicios, utilice cada conjunto de funciones para hallar f (g (А(х))) . Simplifique sus respuestas. 


18. /(х) = х* +6, 19. f)=x2+1,gx)=%,y 20. Dado que f(x) = Гу 
g(x) = x— 6, y h(x) = yx h(x)=x+3 g(x) = x — 3, calcule lo 
siguiente: 
(А) (7° в)(х) 


el dominio де (f • 2)(х) 


en notación intervalo 
O (8-6) 
(Б) el dominio de (g + /)(х) 


21. Dados f(x) = y 2 – 4x y 22. Dadas las funciones 23. Dadas las funciones 
==? = EX = 21 КӨКӨ Ой 
sœ) = ES calcule lo Jœ) = a Y gx) = ma р(х) = yA y 
siguiente: calcule lo siguiente: m(x) = х2 —4, indique el 
DO (8° Px) O (&° Р(х) (в ° f)0) dominio de cada una de las 
el dominio de (2 • f)(x) siguientes funciones 
en notación de intervalo utilizando la notación 
intervalo: 
р(х) 
o 29 ® ma) 
(© т(р(х)) 
24. Funciones dadas 25. Para f(x) = ly 
q(x) = a y g(x) = yx- 1, escriba el 


dominio de (f • g)(x) еп 


h(x) = x? — 9, indique el A 
notación de intervalo. 


dominio de cada una de las 
siguientes funciones 
utilizando la notación 
intervalo. 


o L ® a) 


Ao) 


© haU) 


En los siguientes ejercicios, halle las funciones f(x) y g(x) para que la función dada pueda expresarse como 
AG) = f (86). 


26. h(x) = (x +2)? 27. h(x) = (х – 5) 28. h(x)= 3% 
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29. h(x) = —— 
(х) y 
32. h(x) = ——— 
Gala" 


35. h(x)=V2x+6 


38. h(x) = |x? +7] 


41. Ао) = 4/ 21, 


Gráficos 
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30. h(x)=4+$/x 31. А(х) = 4 5-5 
4/3x-2 843 y 

зз. h(x)=/22 34. h(x) = ($) 

36. h(x) = (5х 1)3 37. һ(х) = {х1 
= i _(_1_\? 

39. ADS 23 0. H0= =] 


En los siguientes ejercicios, utilice los gráficos de f, que se muestra en la Figura 4, y g, que se muestra en la Figura 5, 


para evaluar las expresiones. 


42. f(86) 


45. 5&(/(0)) 


48. 5(2(2)) 


Xx 
43€ 1739450 


Figura 4 


Xx 
МЧ E EE A 6. 16 


Figura 5 
43. f(e) 44. g(f(1)) 


46. Р (7(5)) 47. FEA) 


49. g(g(0)) 
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En los siguientes ejercicios, utilice los gráficos de f(x), que se muestra en la Figura 6, g(x), que se muestra en la Figura 
Z, y h(x), que se muestra en la Figura 8, para evaluar las expresiones. 


y 


8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


х 
-74 -3 -2 -1 01 2 3 4 


Figura 6 
y 
6 
5 
4 
3 
3 go) 
1 
E 
Figura 7 
Y 
6 
5 
4 
h(x) 5 
2 
1 


6543210123456. 
Figura 8 
50. ¿(£0) 51. ¿(40) 52. fe) 
53. f(80) 54. (А (2)) 55. h) 


56. f(e A4) 57. fef CD) 
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En los siguientes ejercicios, utilice los valores de la función para f y g que se muestra la Tabla 3 para evaluar cada 


expresión. 


58. f(3(8)) 


61. ¿(£6) 


64. 3(80)) 


59. /(8 (5)) 


62. IAO) 


65. g(g(6)) 


х f(x) 
0 7 
1 6 
2 5 
3 8 
4 4 
5 0 
6 2 
7 1 
8 9 
9 3 
Tabla 3 


g(x) 


60. 8 (f (5)) 


63. /(7(1)) 


En los siguientes ejercicios, utilice los valores de la función para f y g que se muestra en la Tabla 4 para evaluar las 


expresiones. 


х fœ 
-3| 11 
-2| 9 
aj 7 
0 5 
1| 3 


Tabla 4 


g(x) 
-8 


-3 
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2 | 1 3 
з | ч -8 
Tabla 4 
66. (/°в)(1) 67. (7° 8)(2) 68. (22 /)(2) 
69. (в° PG) 70. (5° 8)(1) 71. (7° Ј)(3) 


En los siguientes ejercicios, utilice cada раг de funciones para calcular f (g (0)) y e (7(0)). 


72. f00)=4x+8, 20)=7-x2 73. f(x) = 5х+7, g(x) = 4-2х2 74. f0)=vyx+4, g(x)=12- x 


75. fœ = =15, 8) = 4х+3 


En los siguientes ejercicios, utilice las funciones f(x) = 2х? +1 y g(x) = 3x + 5 para evaluar o encontrar la función 
compuesta como se indica. 


76. 7 (8(2)) 77. f(8(x)) 78. 5(7(—3)) 


79. (82 8)(х) 


Extensiones 


En los siguientes ejercicios, utilice f(x) = x? + 1 y g(x) = y х—1. 


80. Halle (f + 2)(х) у (g° fx). 81. Calcule (f e 2)(2) y 82. ¿Cuál es el dominio de 
Compare las dos (в ° HQ). (в ° /)(х)? 
respuestas. 

83. ¿Cuál es el dominio de 84. Supongamos que 
(fe 20)? Хо) = +. 


(А) Halle (f + f)(x). 
¿Es (f • f)(x) para 
cualquier función f el 
mismo resultado que la 
respuesta a la parte (a) 
para cualquier función? 
Explique. 


En los siguientes ejercicios, supongamos que F(x) = (x + 1)?, f(x) = х5, y g(x) =х+1. 


85. Verdadero o falso: 86. Verdadero o falso: 


(в ° /)(х) = Р(х). (7 • 8) (х) = Р(х). 


Еп los siguientes ejercicios, halle la composición cuando f(x) = х2 para todas las х > 0 y g(x) = yx - 2. 


87. (f ° 816); (=° 6) 88. (go /)(а); (F > Xa) 89. (/°в)(11); (ge NAD 
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Aplicaciones еп el mundo real 


90. Lafunción D(p) da el 
número de artículos que se 
demandarán cuando el 
precio sea p. El costo de 
producción C(x) es el 
costo de producción de x 
artículos. Para determinar 
el costo de producción 
cuando el precio es de 6 
dólares, ¿cuál de las 
siguientes acciones 
realizaría? 


(a) Evalúe D(C(6)). 
Evalúe C(D(6)). 
(© Resuelva D(C(x)) = 6. 
(D) Resuelva C(D(p)) = 6. 


93. Una gota de lluvia que 
golpea un lago produce 
una onda circular. Si el 
radio, en pulgadas, crece 
en función del tiempo en 
minutos según 

r(t) = 254/t +2, halle el 
área de la onda en función 
del tiempo. Halle el área de 
la onda en = 2. 


96. El radio r, en pulgadas, de 
un globo esférico está 
relacionado con el 


volumen, V, entre 


rV) = y. 


aire en el globo, por lo que 
el volumen después de t 
segundos viene dado por 
V(t) = 10 + 20t. 


© Halle la función 
compuesta r (V (t)). 
Halle el momento 


exacto en que el radio 
alcanza las 10 pulgadas. 


Se bombea 


91. 


94. 


97. 


La función A(d) da el nivel 
de dolor en una escala de 0 
a 10 experimentado por un 
paciente con d miligramos 
de un analgésico en su 
organismo. Los miligramos 
del medicamento en el 
sistema del paciente 
después de ź minutos está 
modelado por m(t). ¿Cuál 
de las siguientes acciones 
realizaría para determinar 
cuándo el paciente estará 
en un nivel 4 de dolor? 


(А) Evalúe A (т(4)). 
Evalúe т (А(4)). 
(© Resuelva А (m(t)) = 4. 
(Б) Resuelva m (A(d)) = 4. 


Un incendio forestal deja a 
su paso una zona de 
hierba quemada en un 
patrón circular en 
expansión. Si el radio del 
círculo de hierba ardiente 
aumenta con el tiempo 
según la fórmula 

r(t) = 2t + 1, exprese la 
superficie quemada en 
función del tiempo, t 
(minutos). 


El número de bacterias en 
un producto alimenticio 
refrigerado viene dado por 
N(T) = 23T? – 56T +1, 
3 < T < 33, donde T es la 
temperatura del alimento. 
Cuando este se saca del 
refrigerador, la 
temperatura viene dada 
por T(t) = 5t + 1,5, donde 
t es el tiempo en horas. 


(А) Halle la función 
compuesta N (T(t)). 

Halle el momento 
(redondee a dos decimales) 
en que el recuento de 
bacterias llega a 6.752. 


92. 


95. 


1.4 • Composición de las funciones 


Una tienda ofrece a los 
clientes un descuento del 
30 % sobre el precio de x 
artículos seleccionados. 
Luego, la tienda descuenta 
un 15 % adicional en la caja 
registradora. Escriba una 
función de precio P(x) que 
calcula el precio final del 
artículo en función del 
precio original x. (Pista: 
Utilice la composición de 
funciones para encontrar 
la respuesta). 


Utilice la función que halló 
en el ejercicio anterior para 
calcular el área total 
quemada después de 5 
minutos. 
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1.5 Transformación de funciones 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 

> Graficar funciones utilizando desplazamientos verticales y horizontales. 
Graficar funciones con reflexiones en torno al eje de la x y el eje de la y. 
Determinar si una función es par, impar o ninguna de las dos, a partir de su gráfico. 
Graficar funciones con compresión y estiramiento. 
Combinar transformaciones. 


к Ж 


Figura 1 (créditos: "Misko"/Flickr) 


Todos sabemos que un espejo plano nos permite ver una imagen exacta de nosotros mismos y de lo que hay detrás. 
Cuando inclinamos el espejo, las imágenes que vemos pueden desplazarse horizontal o verticalmente. Sin embargo, 
¿qué ocurre cuando doblamos un espejo flexible? Como un espejo de feria, nos presenta una imagen distorsionada de 
nosotros mismos, estirada o comprimida horizontal o verticalmente. Del mismo modo, podemos distorsionar o 
transformar las funciones matemáticas para adaptarlas mejor a la descripción de objetos o procesos del mundo real. En 
esta sección, echaremos un vistazo a varios tipos de transformación. 


Graficar funciones con desplazamiento vertical y horizontal. 


A menudo, cuando se nos plantea un problema, intentamos modelar el escenario con las matemáticas en forma de 
palabras, tablas, gráficos y ecuaciones. Un método que podemos emplear es adaptar los gráficos básicos de las 
funciones del conjunto de herramientas para construir nuevos modelos en un escenario determinado. Hay formas 
sistemáticas de alterar las funciones para construir modelos adecuados a los problemas que intentamos resolver. 


Identificación del desplazamiento vertical 

Un tipo sencillo de transformación consiste en desplazar todo el gráfico de una función hacia arriba, hacia abajo, hacia la 
derecha o hacia la izquierda. El desplazamiento más sencillo es un desplazamiento vertical, moviendo el gráfico hacia 
arriba o hacia abajo, porque esta transformación implica añadir una constante positiva o negativa a la función. En otras 
palabras, sumamos la misma constante al valor de salida de la función, independientemente de la entrada. Para una 
función g(x) = f(x) + k, la función f (x) se desplaza verticalmente k unidades. Vea la Figura 2 a modo de ejemplo. 


f(x) 


Figura2 Desplazamiento vertical en k = 1 de la función de raíz cúbica f(x) = $. 


Para ayudarle con el concepto de desplazamiento vertical, considere que у = f (х). Por Іо tanto, f (х) + k equivale a 
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y + k. Cada unidad de y se sustituye por y + k, por lo que el valor y valor aumenta o disminuye, dependiendo del valor 
de k. El resultado es un desplazamiento hacia arriba o hacia abajo. 


Desplazamiento vertical 


Dada una función f (x), una nueva función g(x) = f(x) + k, donde k es una constante, es un desplazamiento 
vertical de la función f (х) . Todos los valores de salida cambian еп k unidades. Si los valores de k es positivo, el 
gráfico se desplazará hacia arriba. Si los valores de k es negativo, el gráfico se desplazará hacia abajo. 


RR 


Sumar una constante a una función 

Para regular la temperatura en un edificio ecológico, las rejillas de ventilación cercanas al tejado se abren y se cierran a 
lo largo del día. La Figura 3 muestra el área de las rejillas de ventilación abiertas V (en pies cuadrados) a lo largo del día 
en horas, pasada la medianoche, т. Durante el verano, el responsable de las instalaciones decide intentar regular mejor 
la temperatura al incrementar la cantidad de rejillas de ventilación abiertas en 20 pies cuadrados todo el día y toda la 
noche. Dibuje un gráfico de esta nueva función. 


V 


300 
250 
200 
150 
100 


t 
4 8 12 16 20 24 


Figura 3 


© Solución 
Podemos dibujar un gráfico de esta nueva función al sumar 20 a cada uno de los valores de salida de la función original. 
Esto tendrá el efecto de desplazar el gráfico verticalmente hacia arriba, como se muestra en la Figura 4. 


V 


Arriba 20 
t 
8 12 16 20 24 


Figura 4 


Observe que en la Figura 4, por cada valor de entrada, el valor de salida se ha incrementado en 20, por lo que, si 
llamamos la nueva función S (t) , podríamos escribir 


500) = V(t) + 20 


92 1-Funciones 


Esta notación nos indica que, para cualquier valor de т, S(t) puede hallarse al evaluar la función V a la misma entrada у 
luego sumar 20 hasta el resultado. Esto define ,5 como transformación de la función V, en este caso, un desplazamiento 
vertical hacia arriba en 20 unidades. Observe que, con un desplazamiento vertical, los valores de entrada permanecen 
iguales y solo cambian los de salida. Vea la Tabla 1. 


V(t) 0 0 | 220 | 220 | 0 0 


(є cómo 


Dada una función tabular, crear una nueva fila que represente el desplazamiento vertical. 


1. Identifique la fila o columna de salida. 

2. Determine la magnitud del desplazamiento. 

3. Añada el desplazamiento al valor de cada celda de salida. Sume un valor positivo hacia arriba o un valor negativo 
hacia abajo. 


ЭЭ 


Desplazar una función tabular verticalmente 
Una función f (х) se da en la Tabla 2. Cree una tabla para la función g(x) = f(x) — 3, 


fol1lalz7]|a1 
Tabla 2 
© Solución 


La fórmula g(x) = f(x) — 3 nos indica que podemos hallar los valores de salida de g al restar 3 de los valores de salida 
de f. Рог ejemplo: 


О) =1 Dado 

а(х) = f(x) — 3 Transformación dada 
g2) = fQ) -3 

=1-3 

= –2 


Al restar 3 de cada valor, f (х) podemos construir una tabla de valores рага g (х) como se muestra еп la Tabla 3. 
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х) 1 1 |з [у [л 
g(x) -2.0 4 8 
Tabla 3 
©) Análisis 


Al igual que con el desplazamiento vertical anterior, observe que los valores de entrada siguen siendo los mismos y solo 
cambian los valores de salida. 


[>] INTÉNTELO #1 La función A(t) = -4,91? + 30t da la altura h de una pelota (en metros) lanzada hacia arriba 
desde el suelo después de ź segundos. Supongamos que la pelota se lanzó desde la parte 
superior de un edificio de 10 m. Relacione esta nueva función de altura b(t) con A(t), y luego 
halle una fórmula para b(t). 


Identificar el desplazamiento horizontal 

Acabamos de ver que el desplazamiento vertical es un cambio en la salida, o fuera, de la función. Ahora veremos cómo 
los cambios en la entrada, en el interior de la función, cambian su gráfico y su significado. Un desplazamiento a la 
entrada provoca un movimiento del gráfico de la función a la izquierda o a la derecha, en lo que se conoce como 
desplazamiento horizontal, que se muestra en la Figura 5. 


f(x) 


Figura 5 Desplazamiento horizontal de la función f(x) = х. Observe дие (х + 1) significa л = 1 que desplaza el 
gráfico a la izquierda, esto es, hacia valores negativos de х. 


Por ejemplo, si f(x) = х2, entonces а(х) = (х— 2)2 es una nueva función. Cada entrada se reduce en 2 antes de elevar 
la función al cuadrado. El resultado es que el gráfico se desplaza 2 unidades a la derecha, porque tendríamos que 
aumentar la entrada anterior en 2 unidades para obtener el mismo valor de salida que se da en f. 


Desplazamiento horizontal 


Dada una función f, una nueva función g (х) = f (х — А), donde h es una constante, es un desplazamiento 
horizontal de la función f. Si h es positiva, el gráfico se desplazará a la derecha. Si los valores de h es negativa, el 
gráfico se desplazará a la izquierda. 


АДАД 


Sumar una constante а una función 
Volviendo a nuestro ejemplo del flujo de aire en el edificio desde la Figura 3, supongamos que en otoño el responsable 
de las instalaciones decide que el plan original de ventilación empieza demasiado tarde y quiere empezar todo el 
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programa de ventilación 2 horas antes. Dibuje un gráfico de la nueva función. 


© Solución 
Podemos ajustar V (t) para que sea el programa original, y F (t) para que sea el programa revisado. 


V (t) = el plan original de ventilación 


F (t) = comenzar 2 horas antes 


En el nuevo gráfico, en cada tiempo, el flujo de aire es el mismo, ya que la función original V era 2 horas más tarde. Por 
ejemplo, en la función original V, el flujo de aire comienza a cambiar a las 8 a. m., mientras que para la función F, el 
flujo de aire comienza a cambiar a las 6 a. m. Los valores comparables de la función son V(8) = F(6). Vea la Figura 6. 
Observe igualmente que las rejillas de ventilación se abrieron por primera vez a 220 pies? a las 10 a. m., conforme al 
plan original, mientras que, con el nuevo plan, las rejillas de ventilación alcanzan 220 pies? a las 8 a. m., por lo que 
V(10) = Е(8). 


Еп ambos casos, vemos que, porque F (t) empieza 2 horas antes, h = —2. Esto significa que se alcanzan los mismos 
valores de salida cuando F(t) = V(t — (2) = V (1+2). 


V 


300 
250 
200 
150 
100 


izquierda 2 


-4-20 
-4 


4 8 12 16 20 24 


Figura 6 
©) Análisis 
Observe que V(t + 2) tiene el efecto de desplazar el gráfico a la izquierda. 


Los cambios horizontales o "cambios interiores" afectan el dominio de una función (la entrada), en lugar del rango, y a 
menudo parecen contrarios a la intuición. La nueva función F (t) utiliza los mismos valores de entrada que И (7), pero 
equipara esos valores de salida a los valores de entrada 2 horas antes que los de V (7). Dicho de otro modo, debemos 
sumar 2 horas al valor de entrada de V para hallar el valor de salida correspondiente a F : F(t) = V(t +2). 


(є cómo 


a 
Dada una función tabular, cree una nueva fila que represente el desplazamiento horizontal. 


1. Identifique la fila o columna de entrada. 
2. Determine la magnitud del desplazamiento. 
3. Sume el desplazamiento al valor en cada celda de entrada. 


cemo a ЄЄД 


Desplazar una función tabular horizontalmente 
Una función f(x) se da еп la Tabla 4. Cree una tabla para la función g(x) = f(x — 3). 
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0х) 111317 |11 
Tabla 4 


© Solución 

La fórmula g(x) = f(x — 3) nos dice que los valores de salida de g son los mismos que el valor de salida de f cuando el 
valor de entrada es З menos que el valor original. Por ejemplo, sabemos que /(2) = 1. Para obtener la misma salida a 
partir de la función g, necesitaremos un valor de entrada que sea 3 unidades más. Introducimos un valor de entrada que 
sea 3 unidades más para g(x) porque la función resta 3 antes de evaluar la función f. 


865) = fS - 3) 
= f2) 
=1 


Continuamos con los demás valores para crear la Tabla 5. 


x-3 2 4 6 8 
х-3) 1 3 7 11 
g(x) 11317 11 
Tabla 5 
El resultado es que la función g(x) se ha desplazado a la derecha por 3. Observe que los valores de salida para g(x) 


siguen siendo los mismos que los valores de salida para f(x), pero los valores correspondientes de entrada, x, se han 
desplazado a la derecha por 3. En concreto, 2 pasóa5,4a7,6a9y8a11. 


©) Análisis 
La Figura 7 representa ambas funciones. Podemos ver el desplazamiento horizontal en cada punto. 
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Ө ea e oa ss E e a vi 
E 2.3 4 5 6 Y 8 9 10: 11 


e f(x) ә g(x) = f(x-3) 
Figura 7 


ЭЭ 


Identificar el desplazamiento horizontal de una función de Іа caja de herramientas 
La Figura 8 representa la transformación de la función de la caja de herramientas f(x) = x?. Relacione esta nueva 
función g(x) al f(x), y luego halle una fórmula para g(x). 


f(x) 


Figura 8 


© Solución 

Observe que la forma del gráfico es idéntica a la función f(x) = х?, pero los valores de xse han desplazado a la derecha 
en 2 unidades. El vértice estaba en (0,0), pero ahora está en (2,0). El gráfico es la función cuadrática básica, desplazada 
en 2 unidades a la derecha, por lo que 


800) = fœ- 2) 


Observe cómo ingresamos el valor х = 2 para obtener el valor де salida у = 0; los valores de х deberán ser 2 unidades 
más, debido al desplazamiento a la derecha en 2 unidades. Luego podemos utilizar la definición de la función f(x) para 
escribir una fórmula para g(x) evaluando f(x — 2). 
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о) = х? 

(х) = f(x — 2) 

(х) = рх 2) = (х – 2)? 
©) Análisis 
Рага determinar si el desplazamiento es +2 o —2, considere un solo punto de referencia еп el gráfico. En una cuadrática, 
es conveniente mirar el punto del vértice. En la función original, f(0) = 0. En nuestra función desplazada, g(2) = 0. Para 
obtener el valor de salida de 0 a partir de la función f, tenemos que decidir si un signo de más o menos funcionará para 


satisfacer g(2) = f(x — 2) = f(0) = 0. Para este trabajo (w), tendremos que restar 2 unidades de nuestros valores de 
entrada. 


Э Э9 


Interpretar el desplazamiento horizontal frente al desplazamiento vertical 
La función G(m) da como resultado el número de galones de gasolina que se necesitan para recorrer m millas. 
Interprete G(m) + 10 y G(m + 10). 


© Solución 
G(m) + 10 puede interpretarse como sumar 10 al valor de salida, galones. Esta es la cantidad de gasolina que se 
necesita para recorrer m millas, más otros 10 galones de gasolina. El gráfico indicaría un desplazamiento vertical. 


G(m + 10) puede interpretarse como sumar 10 al valor de entrada, millas. Por lo que esta es la cantidad de galones de 
gasolina que se necesitan para recorrer 10 millas más que m millas. El gráfico indicaría un desplazamiento horizontal. 


[>] INTÉNTELO #2 Dada la función f(x) = yx, represente gráficamente la función original f(x) y la 


transformación g(x) = f(x +2) en los mismos ejes. ¿Es un desplazamiento horizontal o 
vertical? ¿Hacia dónde se desplaza el gráfico y en cuántas unidades? 


Combinar el desplazamiento vertical y el desplazamiento horizontal 

Ahora que tenemos dos transformaciones, podemos combinarlas. El desplazamiento vertical es un cambio externo que 
incide en los valores del eje de salida ( y ) y desplaza la función hacia arriba o hacia abajo. El desplazamiento horizontal 
es un cambio interno que incide en los valores del eje de entrada ( x ) y desplaza la función hacia la izquierda o hacia la 
derecha. La combinación de los dos tipos de desplazamiento hará que el gráfico de una función se desplace hacia arriba 
O hacia abajo y hacia la derecha o la izquierda. 


(є cómo 


Dada una función y tanto el desplazamiento vertical como el horizontal, dibuje el gráfico. 


Identifique los desplazamientos verticales y horizontales de la fórmula. 

2. Eldesplazamiento vertical resulta de una constante sumada a la salida. Mueva el gráfico hacia arriba para una 
constante positiva y hacia abajo para una constante negativa. 

3. Eldesplazamiento horizontal resulta de una constante sumada a la entrada. Mueva el gráfico hacia la izquierda 
para una constante positiva y hacia la derecha para una constante negativa. 

4. Aplique los desplazamientos al gráfico en cualquier orden. 


cemo 


Graficar una combinación de desplazamiento vertical y horizontal 
Dados f(x) = |x|, dibuje un gráfico de A(x) = f(x +1) – 3. 


© Solución 
La función f es la función de valor absoluto de nuestra caja de herramientas. Sabemos que este gráfico tiene forma de 
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V, con el punto en el origen. El gráfico de h ha transformado f de dos maneras: f(x + 1) es un cambio en el interior de 
la función, lo que arroja un desplazamiento horizontal hacia la izquierda en 1, mientras que la sustracción por 3 en 
f(x + 1) – 3 es un cambio hacia afuera de la función, lo que arroja un desplazamiento vertical hacia abajo en 3. La 
transformación del gráfico se ilustra en la Figura 9. 


Sigamos un punto del gráfico de f(x) = |х|. 


+ El punto (0, 0) se transforma primero al desplazar 1 unidad hacia la izquierda (0, 0) > (E1, 0) 
* El punto (–1, 0) luego se transforma al desplazar 3 unidades hacia abajo (-1, 0) > (—1,—3) 


y 
4 у= |х+1 у= |х| 


Figura 9 
La Figura 10 muestra el gráfico de h. 
y 
54 
44 


у=|х+1|-3 


Еїдига 10 


[>] INTÉNTELO #3 Dados f(x) = |х|, dibuje un gráfico de A(x) = f(x — 2) +4. 


Identificar una combinación de desplazamiento vertical y horizontal 
Escriba una fórmula para el gráfico que se muestra en la Figura 11, que es una transformación de la función de raíz 
cuadrada de la caja de herramientas. 
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> KA A A A f 
11011 2 334 5 


Figura 11 


© Solución 
El gráfico de la función de la caja de herramientas comienza en el origen, por lo que se ha desplazado 1 unidad hacia la 
derecha y 2 unidades hacia arriba. En notación de funciones, podríamos escribirlo como 


ho) = /(х-1)+2 


Utilizando la fórmula para la función de raíz cuadrada, podemos escribir 


һ(х) =wyx-1+2 
©) Análisis 
Observe que esta transformación ha cambiado el dominio y el rango de la función. Este nuevo gráfico tiene dominio 


[1, œ) y rango [2, œ). 


[>] INTÉNTELO #4 Escriba una fórmula para una transformación de la función recíproca de la caja de 
herramientas f (x) = 1 que desplace el gráfico de la función una unidad hacia la derecha y 
una unidad hacia arriba. 


Graficar funciones mediante reflexiones alrededor de los ejes 


Otra transformación que puede aplicarse a una función es una reflexión alrededor de los ejes xo y. La reflexión vertical 
refleja un gráfico verticalmente a través del eje x, mientras que la reflexión horizontal refleja un gráfico 
horizontalmente a través del eje y. Las reflexiones se muestran en la Figura 12. 


y 
4 


Reflexión 100 


* 3 
«horizontal Función 


original 


“se, Reflexión 
“s, vertical 


%- f00 


4 


Y 
Figura 12 Reflexión vertical y horizontal de una función. 
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Observe que la reflexión vertical produce un nuevo gráfico, que es una imagen especular del gráfico base u original 
alrededor del eje x. La reflexión horizontal produce un nuevo gráfico, que es una imagen especular del gráfico base u 
original alrededor del eje y. 


Reflexiones 


Dada una función f(x ), una nueva función g(x) = — f(x) es la reflexión vertical de la función f(x), algunas veces 
denominada reflexión alrededor (por encima o a través) del eje x 


Dada una función f(x), una nueva función g(x) = f(=x) es la reflexión horizontal de la función f(x), a veces 
denominada reflexión alrededor del eje y. 


(є cómo 


Dada una función, reflejar el gráfico tanto vertical como horizontalmente. 


1. Multiplique todas las salidas por -1 para una reflexión vertical. El nuevo gráfico es una reflexión del gráfico 
original sobre el eje x. 

2. Multiplique todas las entradas por -1 para una reflexión horizontal. El nuevo gráfico es una reflexión del gráfico 
original sobre el eje y. 


cemo o 


Reflejar un gráfico horizontal y verticalmente 
Refleje el gráfico de s(t) = yt (a) verticalmente y (b) horizontalmente. 
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© Solución 


© 


Reflejar el gráfico verticalmente significa que cada valor de salida se reflejará sobre el eje horizontal t, como se muestra 
en la Figura 13. 
s(t) v(t) 


+e 


-54 
Figura 13 Reflexión vertical de la función de raíz cuadrada 
Dado que cada valor de salida es el opuesto al valor de salida original, podemos escribir 
VA) =-=s(0) о V(t) = – ү? 


Observe que esto es un cambio externo, o desplazamiento vertical, que incide en los valores de salida s(t), por lo que el 
signo negativo va por afuera de la función. 
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Reflejar horizontalmente significa que cada valor de entrada se reflejará sobre el eje vertical, como se muestra en Іа 
Figura 14. 


s(t) t) 


Figura 14 Reflexión horizontal de la función de raíz cuadrada 


Dado que cada valor de entrada es el opuesto al valor de entrada original, podemos escribir 
H(t) = s(—t) o H(t) = y —t 


Observe que este es un cambio interno u horizontal, que incide en los valores de entrada, por lo que el signo negativo 
está en el interior de la función. 


Observe que estas transformaciones pueden afectar el dominio y el rango de las funciones. Mientras que la función 
original de raíz cuadrada tiene el dominio [0, о) y rango [0, о), la reflexión vertical da a la función V(t) el rango 


(—®, o] y la reflexión horizontal da a la función H(t) el dominio (—®, o] : 


INTÉNTELO #5 Refleje el gráfico de f(x) = |x- 1| (a) verticalmente у (b) horizontalmente. 
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Reflejar una función tabular horizontalmente y verticalmente 
Una función f(x) viene dada como la Tabla 6. Cree una tabla para las funciones siguientes. 


O #0) =-—f(x) h(x) = f(x) 
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© Solución 


© 


Para g(x), el signo negativo fuera de la función indica una reflexión vertical, por lo que los valores de x siguen siendo 
los mismos y cada valor de salida será lo opuesto del valor original. Vea la Tabla 7. 


Para h(x), el signo negativo dentro de la función indica una reflexión horizontal, por lo que cada valor de entrada será 
lo opuesto del valor original, en tanto que los valores h(x) se mantienen los mismos valores que los valores f(x). Vea 
la Tabla 8. 


Мх) 1.03. 07 |11 


Tabla 8 


[>] INTÉNTELO #6 Una función f(x)viene dada como la Tabla 9. Cree una tabla para las funciones siguientes. 


O #0) =—/(х) h(x) = (х) 


fœ 5 10 15 20 


Aplicar una ecuación de modelo de aprendizaje 

Un modelo común para el aprendizaje tiene una ecuación similar a k(t) = —2™ + 1, donde k es el porcentaje de 
dominio que se puede alcanzar después de ї sesiones de práctica. Se trata de una transformación de la función f(t) = 2* 
que se muestra en la Figura 15. Dibuje un gráfico de k(t). 


104 
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- і +t 
з 4 5 

-2} 

-31 

-44 

=5 

' 
Figura 15 


© Solución 
Esta ecuación combina tres transformaciones en una sola ecuación. 


+ Una reflexión horizontal: f(=f) = 27* 

+ Una reflexión vertical: — f(=f) = -27* 

* Un desplazamiento vertical: — f(—t) + 1 = —2™ + 1 
Podemos dibujar un gráfico al aplicar estas transformaciones, una a la vez, a la función original. Sigamos dos puntos a 
través de cada una de las tres transformaciones. Elegiremos los puntos (0, 1) y (1, 2). 


1. Primero, aplicamos una reflexión horizontal: (0, 1) (-1, 2). 

2. Luego, aplicamos una reflexión vertical: (0, -1) (-1, -2). 

3. Por último, aplicamos un desplazamiento vertical: (0, 0) (-1, -1). 

Esto significa que los puntos originales, (0,1) y (1,2) se convierten en (0,0) y (-1,-1) después de que aplicamos las 
transformaciones. 

En la Figura 16, el primer gráfico resulta de una reflexión horizontal. El segundo resulta de una reflexión vertical. El 
tercero resulta del desplazamiento vertical hacia arriba en 1 unidad. 


k(t) 


(a) (b) (c) 
Figura 16 
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©) Análisis 
Como modelo para el aprendizaje, esta función se limitaría a un dominio de £ > 0, con el rango correspondiente [0, 1). 


[>] INTÉNTELO #7 Dada la función de la caja de herramientas f(x) = e, grafique g(x) = — f(x) y 
h(x) = f(-x). Tome nota de cualquier comportamiento sorprendente de estas funciones. 


Determinar las funciones pares e impares 


Algunas funciones presentan simetría, de modo que las reflexiones dan lugar al gráfico original. Por ejemplo, reflejar 
horizontalmente las funciones de la caja de herramientas f(x) = x20 f(x) = |x| dará lugar al gráfico original. Decimos 
que este tipo de gráficos es simétrico con respecto al eje y. Las funciones cuyos gráficos son simétricos respecto al eje y 
se denominan funciones pares. 


Si los gráficos de f(x) = х? о ДО) = 1 se reflejaran alrededor de ambos ejes, el resultado sería el gráfico original, como 
se muestra en la Figura 17. 


f(x) = x 


x (a Д 


f(x) 


е ю шо > A 
ч 


х 
Кт Жешзр= 


(а) (b) (c) 
Figura 17 (a) La función cúbica de la саја de herramientas. (b) La reflexión horizontal de la función cúbica de la caja de 
herramientas. (c) Las reflexiones horizontales y verticales reproducen la función cúbica original. 


Decimos que estos gráficos son simétricos respecto al origen. La función cuyo gráfico es simétrico con respecto al origen 
recibe el nombre de función impar. 


Nota: La función no puede ser ni par ni impar si no exhibe alguna simetría. Por ejemplo, f(x) = 2* no es ni par ni impar. 


También, la única función que es tanto par como impar es la función constante f(x) = 0. 


Funciones pares e impares 


Una función se define como función par si para cada entrada x 
IO) MEX) 

El gráfico de función par es simétrico respecto al eje y. 

Una función se define como función impar si para cada entrada x 
Јо) = =f=x) 


El gráfico de una función impar es simétrico respecto al origen. 
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CÓMO 


aS 
Dada la fórmula de una función, determinar si la función es par, impar o ninguna de las dos. 
1. Determine si la función satisface f(x) = f(—x). En caso afirmativo, es par. 


2. Determine si la función satisface f(x) = — f(=x). En caso afirmativo, es impar. 
3. Sila función no cumple ninguna de las dos reglas, no es ni par ni impar. 


Адда 99 


Determinar si una función es par, impar o ninguna de las dos 
¿La función f(x) = х3 +2xes par, impar, o ninguna de las dos? 


© Solución 
Sin mirar ningún gráfico, podemos determinar si la función es par o impar al hallar las fórmulas para las reflexiones y 
determinar si nos devuelven a la función original. Empecemos con la regla correspondiente a las funciones pares. 
/(=х) = E + 2(—=х) = -x° – 2x 
Esto no nos regresa a la función original, por lo que esta función es impar. Ahora podemos probar la regla para las 
funciones impares. 
—/(—х) = – (х? — 2x) =x +2х 
Dado que – f(=x) = f(x), esta es una función impar. 
©) Análisis 
Consideremos el gráfico de f en la Figura 18. Observe que el gráfico es simétrico respecto al origen. Para cada punto 


(x, y) en el gráfico, el punto correspondiente (—x, —y) también está en el gráfico. Por ejemplo, (1, 3) está en el gráfico de 
f, y el punto correspondiente (1, —3) también está еп el gráfico. 


Figura 18 


м 


INTÉNTELO #8 ¿La función f(s) = st 4352 + 7 еѕ раг, impar, o ninguna de las dos? 
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Graficar funciones mediante estiramiento y compresión 


Sumar una constante a las entradas o salidas de una función cambia la posición de un gráfico con respecto a los ejes, 
pero no afecta la forma de un gráfico. Ahora exploramos los efectos de multiplicar los valores de entrada o de salida por 
alguna cantidad. 


Podemos transformar el interior (valores de entrada) de una función o podemos transformar el exterior (valores de 
salida) de una función. Cada cambio tiene un efecto específico que puede verse gráficamente. 


Estiramiento y compresión vertical 

Cuando multiplicamos una función por una constante positiva, obtenemos una función cuyo gráfico se estira о 
comprime verticalmente en relación con el gráfico de la función original. Si la constante es mayor a 1, obtenemos un 
estiramiento vertical; si la constante está entre 0 y 1, obtenemos una compresión vertical. La Figura 19 muestra una 
función multiplicada por los factores constantes 2 y 0,5 y el estiramiento y la compresión vertical resultantes. 


Estiramiento 
vertical 


Compresión 
vertical 


Figura 19 Estiramiento y compresión vertical 


Estiramiento y compresión vertical 


Dada una función f(x), una nueva función g(x) = a f(x), donde a es una constante, es un estiramiento vertical о 
compresión vertical de la función f(x). 


• Silos valores de a > 1, entonces el gráfico se estirará. 

* Silos valores de O < a < 1, entonces el gráfico se comprimirá. 

• Si los valores de a < 0, entonces habrá la combinación de estiramiento o compresión vertical con reflexión 
vertical. 


CÓMO 


Dada una función, graficar su tramo vertical. 


1. Identifique el valor de a. 
2. Multiplique todos los valores del rango por a. 
3. Silos valores de a > 1, el gráfico se estira por un factor de a. 


Si los valores de O < a < 1, el gráfico se comprime por un factor de a. 


Si los valores de a < 0, el gráfico se estira o se comprime y también se refleja alrededor del eje х. 


O aa 


Graficar el estiramiento vertical 
Una función P (t) modela la población de moscas de la fruta. El gráfico se muestra en la Figura 20. 
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Еїдига 20 


Un científico compara esta población con otra, O, cuyo crecimiento sigue el mismo patrón, pero es el doble de tamaño. 
Dibuje un gráfico de esta población. 


© Solución 
Dado que la población siempre es el doble de grande, los valores de salida de la nueva población serán siempre el doble 
de los valores de salida de la función original. Gráficamente, esto se muestra en la Figura 21. 


Si elegimos cuatro puntos de referencia, (0, 1), (3, 3), (6, 2) y (7, 0) multiplicaremos por 2 todos los valores de salida. 


A continuación se muestra dónde se ubicarán los nuevos puntos del nuevo gráfico. 
(0, 1) > (0, 2) 
(3, 3) э (3, 6) 
(6, 2) э (6, 4) 
(7, 0) ә (7, 0) 


Еїдига 21 


Simbólicamente, Іа relación se escribe como 
О@) = 2P(t) 


Esto significa que para cualquier valor de entrada т, el valor de la función O es el doble del valor de la función P. 
Observe que el efecto en el gráfico es su estiramiento vertical, donde cada punto duplica su distancia desde el eje 
horizontal. Los valores de entrada, f, se mantienen iguales, mientras que los valores de salida son el doble de antes. 
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CÓMO 


Dada una función tabular, y asumiendo que la transformación sea un estiramiento o una compresión vertical, 
crear una tabla para la compresión vertical. 


1. Determine el valor de la a. 
2. Multiplique todos los valores de salida por a. 


RR 


Hallar la compresión vertical de una función tabular 
Una función f viene dada como la Tabla 10. Cree una tabla para la función g(x) = 2 О). 


х |2141 6| 8 


х) 111317 |11 
Tabla 10 


© Solución 
La fórmula g(x) = tf) nos dice que los valores de salida de g son la mitad de los valores de salida de f con los 
mismos valores de entrada. Por ejemplo, sabemos que f (4) = 3. Entonces 


1 1 3 
g4) = 571% = 38) = 2 


Hacemos lo mismo con los demás valores para obtener la Tabla 11. 


Ж 21416 8 


юре 
piu 
ia 
юк 


gx) 
Tabla 11 
Q Análisis 


El resultado es que la función g(x) se ha comprimido verticalmente por 1. Cada valor de salida se divide a la mitad, por 
lo que el gráfico tiene la mitad de la altura original. 


м 


INTÉNTELO #9 Una función f viene dada сото la Tabla 12. Cree una tabla para la función g(x) = З f. 


x 2 4 6 8 


fœ) 12 16 20 0 


Tabla 12 


BR 


Reconocer el estiramiento vertical 


El gráfico en la Figura 22 es la transformación de la función de caja de herramientas f(x) = х3. Relacione esta nueva 
función g(x) al f(x), y luego halle una fórmula para g(x). 
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Figura 22 


© Solución 

Al tratar de determinar el estiramiento o desplazamiento vertical, es útil buscar un punto en el gráfico que sea 
relativamente claro. En este gráfico, parece que g(2) = 2. Con la función cúbica básica en la misma entrada, 

70) = 23 = 8. En función de esto, parece que las salidas de g son 1 de los valores de salida de la función f porque 


g(2) = 1/0). De esto podemos concluir con bastante seguridad que g(x) = 1/09. 


Podemos escribir una fórmula рага g con la definición de la función /. 


_ 1 _ 1з 
80) = 7/0) = тх 


[>] INTÉNTELO #10 Escriba la fórmula para la función que obtenemos cuando estiramos la función de identidad 
de la caja de herramientas por un factor de 3, y luego la desplazamos hacia abajo en 2 
unidades. 


Estiramiento y compresión horizontal 

Ahora, consideramos los cambios en el interior de una función. Cuando multiplicamos la entrada de una función por una 
constante positiva, obtenemos una función cuyo gráfico se estira o comprime horizontalmente en relación con el gráfico 
de la función original. Si la constante se ubica entre 0 y 1, obtenemos un estiramiento horizontal; si la constante es 
mayor que 1, obtenemos una compresión horizontal de la función. 
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y = (0,5x)* 


Estiramiento 
horizontal 


Figura 23 


Dada una función y = f(x), la forma y = £(bx) da como resultado el estiramiento o compresión horizontal. Considere la 
función y = x?. Observe la Figura 23. El gráfico de y = (0,5x)? es el estiramiento horizontal del gráfico de la función 

у= х2 por un factor de 2. El gráfico de у = (2x)? es la compresión horizontal del gráfico de la función y = x? por un 
factor de 2. 

Estiramiento y compresión horizontal 


Dada una función f(x), una nueva función g(x) = f(bx), donde b es una constante, es un estiramiento horizontal о 
una compresión horizontal de la función f(x). 


• Si los valores de b > 1, entonces el gráfico se comprimirá por 1. 

Al 

Б 

e Sib < 0, entonces habrá una combinación de estiramiento o compresión horizontal con reflexión horizontal. 


* Si los valores de O < b < 1, entonces el gráfico se estirará por 


(є cómo 


Dada la descripción de una función, dibujar una compresión o estiramiento horizontal. 


1. Escriba una fórmula que represente la función. 
2. Establezca g(x) = f(bx) donde b > 1 para una compresión o 0 < b < 1 para un estiramiento. 


RR 


Graficar una compresión horizontal 

Supongamos que un científico compara una población de moscas de la fruta con una población que progresa a lo largo 
de su vida el doble de rápido que la población original. En otras palabras, esta nueva población, R, progresará en 1 hora 
lo mismo que la población original en 2 horas, y en 2 horas, progresará lo mismo que la población original en 4 horas. 
Dibuje un gráfico de esta población. 


© Solución 
Simbólicamente, podríamos escribir 
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К(1) = PQ), 
R(2) = P(4), y en general, 
Rt) = Pt). 


Consulte la Figura 24 con respecto a la comparación gráfica entre la población original y la población comprimida. 


y Y 
F 7 
6 6 
5 5 
4 Población 4 
original, P(t) 3 
3 Población 

2 2 ransformada, R(t) 

1 1 
х = 0 + + + + + + =x 

е1 t 2 3 4 5 6 7 

4 
(а) (b) 


Figura 24 (a) Gráfico de población original (b) Gráfico de población comprimida 
©) Análisis 
Observe que el efecto en el gráfico es la compresión horizontal, donde todos los valores de entrada son la mitad de la 
distancia original desde el eje vertical. 


RR 


Hallar el estiramiento horizontal de una función tabular 
Una función f(x) viene dada como la Tabla 13. Cree una tabla para la función g(x) = f (2х) . 


0х) 111317 |11 
Tabla 13 


© Solución 

La fórmula g(x) = f (2х) nos indica que los valores de salida рага g son los mismos que los de la función f a una 
entrada de la mitad de tamaño. Observe que no tenemos suficiente información para determinar g(2) porque 

&(2)=/ (2 : 2) = f(1), y no tenemos un valor para f(1) en nuestra tabla. Nuestros valores de entrada a g deberán ser 
el doble con el fin de obtener valores de entrada para f que podamos evaluar. Por ejemplo, podemos determinar g(4). 


1 
=s (3:4)=10=1 


Hacemos lo mismo con los demás valores para obtener la Tabla 14. 
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g(x) 1 3 7 11 
Tabla 14 


La Figura 25 muestra los gráficos de estos dos conjuntos de puntos. 


f(x) g(x) 
12} 12 
o е 
104 10 
8+ 8 
ө е 
6+ 6 
4+ 4 
° o 
2+ 2 
e ө 
0 + + + + +=х 0 + + + + H- 
4 8 12 16 20 4 8 12 16 20 
(a) (b) 
Figura 25 


Q Análisis 
Dado que cada valor de entrada se ha duplicado, el resultado es que la función g(x) se ha estirado horizontalmente por 
un factor de 2. 
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Reconocer la compresión horizontal en un gráfico 
Relacione la función g(x) al f(x) en la Figura 26. 


y 


Figura 26 


© Solución 

El gráfico de g(x) se parece al gráfico de f(x) comprimido horizontalmente. Dado que f(x) termina en (6, 4) y g(x) 
termina en (2, 4), podemos ver que los valores de x se han comprimido por 2, porque 6 (1) = 2. También podríamos 
observar дие g(2) = f (6) y 2(1) = f (3). En cualquier caso, podemos describir esta relación como g(x) = f (3х). Se 
trata de una compresión horizontal por +. 


©) Análisis 
Observe que el coeficiente necesario рага el estiramiento o compresión horizontal es la reciprocidad del estiramiento о 
compresión. Así, para estirar el gráfico horizontalmente en un factor de escala de 4, necesitamos un coeficiente de 1 en 
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nuestra función: f (1х) ‚ Esto significa que los valores de entrada deberán ser el cuádruple рага generar el mismo 
resultado, lo que exige que la entrada sea mayor, y lo que da como resultado el estiramiento horizontal. 


м 


INTÉNTELO #11 Escriba una fórmula para la función de raíz cuadrada de Іа caja de herramientas, estirada 
horizontalmente por un factor de 3. 


Realizar una secuencia de transformaciones 


Al combinar las transformaciones, es muy importante tener en cuenta el orden de las mismas. Por ejemplo, desplazar 
verticalmente en 3 y luego estirar verticalmente en 2 no crea el mismo gráfico que estirar verticalmente en 2 y luego 
desplazar verticalmente en 3, porque cuando desplazamos primero, tanto la función original como el desplazamiento se 
estiran, mientras que solo se estira la función original cuando estiramos primero. 


Cuando vemos una expresión como 2 f(x) + 3, ¿con cuál transformación deberíamos comenzar primero? La respuesta 
se desprende del orden de las operaciones. Dado el valor de salida de f(x), multiplicamos primero por 2, lo que causa el 
estiramiento vertical, y luego sumamos 3, lo que causa el desplazamiento vertical. Es decir, la multiplicación antes que la 
suma. 


Las transformaciones horizontales son un poco más complicadas. Cuando escribimos g(x) = f(2x + 3), por ejemplo, 
tenemos que pensar de qué manera las entradas a la función g se relacionan con las entradas a la función f. 
Supongamos que sabemos f(7) = 12. ¿Qué entrada a g produciría este valor de salida? En otras palabras, ¿qué valor de 
x permitirá g(x) = fQx + 3) = 12? Necesitaríamos 2x + 3 = 7. Para resolver x, primero restamos 3, lo que causa un 
desplazamiento horizontal, y luego dividimos entre 2, lo que causa una compresión horizontal. 


Este formato acaba siendo muy difícil de trabajar, porque suele ser mucho más fácil estirar horizontalmente un gráfico 
antes de desplazarlo. Podemos evitarlo al factorizar dentro de la función. 


/(фх + р) = г(ь (х+ 2)) 
Exploremos un ejemplo. 
fœ = Ох +4)? 
Podemos sacar un factor común 2. 


ГО) = @(х +2))* 


Ahora podemos observar con mayor claridad un desplazamiento horizontal hacia la izquierda en 2 unidades, así como 
una compresión horizontal. La factorización de este modo nos permite estirar primero en sentido horizontal y luego 
desplazar en sentido horizontal. 


Combinar transformaciones 
Al combinar las transformaciones verticales escritas en la forma a f(x) + k, primero se estira verticalmente por a y 
luego se desplaza verticalmente por k. 


Cuando se combinan las transformaciones horizontales escritas en la forma f(bxh), primero se desplaza 
horizontalmente por z y luego se estira horizontalmente por 1. 


Cuando se combinan las transformaciones horizontales escritas en la forma f(b(xh)), primero se estira 
horizontalmente por 1 y luego se desplaza horizontalmente por h. 


Las transformaciones horizontal y vertical son independientes. No importa si se realizan primero las 
transformaciones horizontales o las verticales. 
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E 


Hallar la triple transformación de una función tabular 
Dada la Tabla 15 para la función f(x), cree una tabla de valores para la función g(x) = 2 (3х) + 1. 


fœ | 10 | 14 | 15 | 17 
Tabla 15 
© Solución 


Hay tres pasos para esta transformación, y trabajaremos desde adentro hacia afuera. Empezando por las 
transformaciones horizontales, f(3x) es una compresión horizontal por +, lo que significa que multiplicamos cada valor 


de x por 3. Vea la Tabla 16. 


fx) | 10 | 14 | 15 | 17 
Tabla 16 


Al mirar ahora la transformación vertical, comenzamos con el estiramiento vertical, en el que multiplicaremos los valores 
de salida por 2. Aplicamos esto a la transformación anterior. Vea la Tabla 17. 


xX 2 4 6 8 
2f(3x) 20 28 30 34 
Tabla 17 
Por último, podemos aplicar el desplazamiento vertical, que sumará 1 a todos los valores de salida. Vea la Tabla 18. 
X 2 4 6 8 
g(x) =2/(3х)+1 21 29 31 35 


Tabla 18 


ашар 


Hallar la triple transformación de un gráfico 
Utilice el gráfico de f (x) en la Figura 27 para dibujar un gráfico de k(x) = f (2х + 1) – 3, 


15 


16 1-Funciones 


Figura 27 


© Solución 
Para simplificar, empecemos por factorizar el interior de la función. 


1 1 
(+1) зл (ево) =з 


Al factorizar el interior, primero podemos estirar horizontalmente рог 2, como indica el 1 en el interior de la función. 


Recuerde que el doble de 0 sigue siendo 0, por lo que el punto (0,2) se mantiene en (0,2) mientras que el punto (2,0) se 
estirará hasta (4,0). Vea la Figura 28. 


Figura 28 


A continuación, nos desplazamos horizontalmente hacia la izquierda 2 unidades, como se indica en x + 2. Vea la Figura 
29, 
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Figura 29 


Por último, nos desplazamos verticalmente en 3 unidades hacia abajo para completar nuestro dibujo, como indica el —3 
en el exterior de la función. Vea la Figura 30, 


Figura 30 


[>] MEDIA 


Acceda a este recurso en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar la transformación de funciones. 


Transformaciones de funciones (http://openstax.org/l/functrans) 


18 1-Funciones 


1.5 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


. Cuando se examina la 


fórmula de una función que 
es el resultado de varias 
transformaciones, ¿cómo se 
distingue el desplazamiento 
horizontal del 
desplazamiento vertical? 


Cuando se examina la 
fórmula de una función que 
es el resultado de varias 
transformaciones, ¿cómo se 
distingue una reflexión con 
respecto al eje xde una 
reflexión con respecto al eje 


y? 


Algebraicos 


2. Cuando se examina la 


fórmula de una función que 
es el resultado de varias 
transformaciones, ¿cómo se 
distingue el estiramiento 
horizontal del estiramiento 
vertical? 


. ¿Cómo se determina si una 


función es par o impar a 
partir de la fórmula de la 
función? 


3. Cuando se examina la 


fórmula de una función que 
es el resultado de varias 
transformaciones, ¿cómo se 
distingue la compresión 
horizontal de la compresión 
vertical? 


6. Escriba una fórmula para la . Escriba una fórmula para la . Escriba una fórmula para la 
función que se obtiene función que se obtiene función que se obtiene 
cuando el gráfico de cuando el gráfico de cuando el gráfico de 
Р(х) = yx se desplaza f(x) = |x| se desplaza hacia /(х) = 1 se desplaza hacia 
hacia arriba 1 unidad y hacia abajo en 3 unidades y a la abajo en 4 unidades y a la 
la izquierda 2 unidades. derecha en 1 unidad. derecha en 3 unidades. 

9. Escriba una fórmula para la 


función que se obtiene 

cuando el gráfico de 

Р(х) = -- se desplaza hacia 
X 


arriba en 2 unidades y a la 
izquierda en 4 unidades. 


En los siguientes ejercicios, describa en qué medida el gráfico de la función es la transformación del gráfico de la función 
original f. 


10. у= f(x – 49) 11. у= /(х + 43) 12. у= f(x+3) 


13. y=f(x-4) 14. у= (х) +5 15. у= (х) +8 


16. у= р(х) – 2 17. у= (х) –7 18. у= (х -– 2) +3 


19. у= х +4) 1 
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En los siguientes ejercicios, determine los intervalos en los que la función es creciente y decreciente. 


20. р(х) = 0х + 1)2 ~ 5 21. g(x) = 5(х + 3)2 – 2 22. а(х) = y-x +4 


23. k(x) =-3y/x-1 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, utilice el gráfico de f(x) = 2* que se muestra еп la Figura 31 para dibujar un gráfico de cada 
transformación de f(x). 


Figura 31 


24. g(x)=2"+1 25. h(x)=2* – 3 26. w(x) = 2%! 


Еп los siguientes ejercicios, dibuje un gráfico de Іа función como transformación del gráfico de una de las funciones де Іа 
caja de herramientas. 


27. f0)=(1+1?-3 28. h(x)=|x-1]+4 29. К(х) = (х – 2} – 1 


30. m(t) =3 + үі+2 
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Numéricos 


31. Las representaciones tabulares de las funciones 
f, g, y hse indican a continuación. Escriba g(x) y 
h(x) como transformaciones de f(x). 


32. Las representaciones tabulares de las funciones 
f, =, y hse indican a continuación. Escriba g(x) y 
h(x) como transformaciones de f(x). 


Мх) -2 4 3 1 0 


En los siguientes ejercicios, escriba una ecuación por cada función graficada mediante el empleo de las 
transformaciones de los gráficos de una de las funciones de la caja de herramientas. 


33. 34. 
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36. 


9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


39. 


En los siguientes ejercicios, utilice los gráficos de las transformaciones de la función de raíz cuadrada para hallar una 
fórmula por cada una de las funciones. 


41. 612348 42. 
х 


х 
=Б А80 201 A 
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Еп los siguientes ejercicios, utilice los gráficos de las funciones transformadas de Іа caja de herramientas para escribir 
una fórmula por cada una de las funciones resultantes. 


43. 44. 45. 


46. 


En los siguientes ejercicios, determine si la función es par, impar o ninguna de las dos. 


47. f(x) = 3х® 48. gx) = yx 49. Һ(х) = 1 + 3х 


50. f(x) = (х – 2)2 51. g(x) = 2х“ 52. h(x)=2x-x? 


En los siguientes ejercicios, describa de qué manera el gráfico de cada función es Іа transformación del gráfico de la 
función original f. 


53. g(x) = – f(x) 54. g(x) = f(-x) 55. g(x) = 4/(х) 
56. g(x) = 6/(х) 57. g(x) = (5х) 58. g(x) = /(2х) 
59. go) = f (4x) 60. gx) = f (4x) 61. g(x) = 3f (х) 


62. g(x) =-f(x) 
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En los siguientes ejercicios, escriba una fórmula para la función g que resulta cuando el gráfico de una determinada 
función de la caja de herramientas se transforma como se ha descrito. 


63. El gráfico de f(x) = |х| se 64. El gráfico de f(x) = ух se 65. El gráfico de f(x) = y se 
х 


refleja sobre el eje y, refleja sobre el eje x, a la comprime verticalmente 
además de comprimirse vez que se estira por un factor de 1 luego 
horizontalmente por un horizontalmente por un | 

1 se desplaza 2 unidades 
factor de 7: factor de 2. 


hacia la izquierda y 3 
unidades hacia abajo. 


66. El gráfico de f(x) = 1 se 67. El gráfico de f(x) = x? se 68. El gráfico de f(x) = x? se 


estira verticalmente por un comprime verticalmente estira horizontalmente por 
factor de 8, luego se por un factor de 2, luego un factor de 3, luego se 
desplaza 4 unidades hacia se desplaza 5 unidades desplaza 4 unidades hacia 
la derecha y 2 unidades hacia la derecha y 1 unidad la izquierda y 3 unidades 
hacia arriba. hacia arriba. hacia abajo. 


En los siguientes ejercicios, describa cómo la fórmula es la transformación de una función de la caja de herramientas. 
Luego dibuje un gráfico de la transformación. 


69. g(x) = 4(х+ 1)2 – 5 70. gx) = 5(х + 3)2 -2 71. (х) = 2х 41 +3 
е -34/х-1 73. т(х) = Jx 74. n(x) = tx — 2 
75. р(х) = (tx)? -3 76. q(x) = (Lx) +1 77. а(х)=у-х+4 


Еп los siguientes ejercicios, utilice el gráfico en la Figura 32 para dibujar las transformaciones dadas. 


Figura 32 
78. в(х)= f(x) -2 79. gx) =-f(x) 80. g(x) = f(x +1) 


81. а(х) = f(x 2) 
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1.6 Funciones de valor absoluto 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Graficar la función de valor absoluto. 
> Resolver una ecuación de valor absoluto. 
> Resolver una inecuación de valor absoluto. 


Figura 1 Las distancias en el espacio profundo pueden medirse en todas las direcciones. Por ello, es útil considerar la 
distancia en términos de valores absolutos (créditos: "s58y"/Flickr) 


Hasta la década de 1920, se creía que las llamadas nebulosas espirales eran nubes de polvo y gas en nuestra propia 
galaxia, a unas decenas de miles de años luz. Luego, el astrónomo Edwin Hubble demostró que estos objetos son 
galaxias en sí mismas, a distancias de millones de años luz. Hoy en día, los astrónomos pueden detectar galaxias que 
están a miles de millones de años luz. Las distancias en el universo se pueden medir en todas las direcciones. Por ello, 
vale la pena considerar la distancia como función de valor absoluto. En esta sección, investigaremos las funciones de 
valor absoluto. 


Comprensión del valor absoluto 


Recordemos que en su forma básica f(x) = |х| , la función de valor absoluto, es una de las funciones de nuestra caja de 
herramientas. La función de valor absoluto se considera comúnmente como la que proporciona la distancia del número 
a cero en una línea numérica. Algebraicamente, para cualquier valor de entrada, la salida es el valor sin importar el 
signo. 


Función de valor absoluto 


La función de valor absoluto se define como una función definida por partes 


109 =191=4 х six>0 


=x si x<0 


ддд 953 


Determinar ип número dentro de una distancia prescrita 
Describa todos los valores x dentro de o que incluyan una distancia de 4 del número 5. 


© Solución 
Queremos que la distancia entre x y 5 sea menor o igual a 4. Podemos dibujar una línea numérica, como la que aparece 
en la Figura 2, para representar la condición a satisfacer. 
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5 
Figura 2 


La distancia de x a 5 se puede representar con el valor absoluto como |x — 5| . Queremos los valores de х que cumplen 
la condición |x — 5| < 4. 


©) Análisis 
Observe que 


Así que |x — 5| < 4едиімаіеа 1 < x < 9. 


Sin embargo, los matemáticos suelen preferir la notación en valor absoluto. 


INTÉNTELO #1 Describa todos los valores x a una distancia de 3 del número 2. 


ЭЭ 


Resistencia de ип resistor 

Las piezas eléctricas, como los resistores y los condensadores, vienen con valores especificados de sus parámetros de 
funcionamiento: resistencia, capacitancia, etc. Sin embargo, debido a la imprecisión en la fabricación, los valores reales 
de estos parámetros varían un poco de una pieza a otra, incluso cuando se supone que sean los mismos. Lo mejor que 
pueden hacer los fabricantes es garantizar que las variaciones se mantengan dentro de un rango específico, a menudo 
+1%, +5%,0+10%. 


м 


Supongamos que tenemos un resistor de 680 ohmios, +5%. Utilice la función de valor absoluto para expresar el rango 
de valores posibles de la resistencia real. 


© Solución 
El 5 % de 680 ohmios es 34 ohmios. El valor absoluto de la diferencia entre la resistencia real y la nominal no debería 
superar la variabilidad indicada, por lo que, con la resistencia R en ohmios, 


IR – 680| < 34 


INTÉNTELO #2 Los alumnos que obtengan una puntuación inferior a 20 puntos de 80 superarán la prueba. 
Escríbalo como una distancia de 80 con la notación de valor absoluto. 


Graficar una función de valor absoluto 


La característica más significativa del gráfico de valor absoluto es el vértice en el que el gráfico cambia de dirección. Este 
punto se muestra en el origen en la Figura 3. 


Figura 3 
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La Figura 4 muestra el gráfico de у = 2 |x- 3| + 4. El gráfico ае у = |x| se ha desplazado 3 unidades a Іа derecha, se ha 
estirado verticalmente por un factor de 2 y se ha desplazado 4 unidades hacia arriba. Esto significa que el vértice se 
encuentra en (3, 4) para esta función transformada. 


у= 2х – 3 y у= 22x— 31 +4 
estiramiento vertical, arriba 4 


, 
y = 1х | “y =1X— 31 


A | ж derecha 3 
+ t > 
+ ya © РУ ў 
vas 8? 
-y ы ————®® 
A A з 4 5 6 Т 


Figura 4 


cemos 


Escribir una ecuación para una función de valor absoluto 
Escriba una ecuación para la función graficada en la Figura 5. 


y 


Figura 5 


© Solución 
La función básica de valor absoluto cambia de dirección en el origen, por lo que este gráfico se ha desplazado 3 
unidades hacia la derecha y 2 unidades hacia abajo desde la función básica de la caja de herramientas. Vea la Figura 6. 
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Figura 6 


También observamos que el gráfico aparece estirado verticalmente, porque la anchura del gráfico final sobre una línea 
horizontal no es igual al doble de la distancia vertical desde la esquina a esta línea, como lo sería para una función de 
valor absoluto no estirada. En cambio, la anchura es igual a 1 vez la distancia vertical, como se indica en la Figura 7. 


e y 
Relación 2. 
MA $. A 
` $ е 
A 3 4 
М e ы д 
Sal "Se г relación 1/1 
a 2 «еер Өз 
WN $ $ 
эт ; 
US : 
++ + + + + + gx 
4 + 1138 3 5 


Figura 7 
A partir de esta información escribimos la ecuación 
FG) = 21х – 3| – 2, al tratar el estiramiento como vertical; о 
f(x) = |2(х — 3)| — 2, al tratar el estiramiento como compresión horizontal. 
©) Análisis 
Observe que estas ecuaciones son equivalentes desde el punto de vista algebraico: el estiramiento de una función de 


valor absoluto se escribe indistintamente como estiramiento o compresión vertical u horizontal. Nótese además que, si 
el factor de estiramiento vertical es negativo, también hay una reflexión sobre el eje de la x. 


OD | PREGUNTAS Y Si no pudiéramos observar el estiramiento de la función a partir de los gráficos, 
RESPUESTAS ¿podríamos determinarlo algebraicamente? 


Sí. Si no podemos determinar el estiramiento con base en la anchura del gráfico, podemos 
resolver el factor de estiramiento al colocar un par de valores conocidos para x y f(x). 


/(х) = alx-3|-2 


Ahora, sustituyendo en el punto (1, 2) 
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2=а|1—3|—2 
4= 2a 
a=2 


[>] INTÉNTELO #3 Escriba la ecuación de la función de valor absoluto que se desplaza horizontalmente 2 
unidades a la izquierda, se invierte verticalmente y se desplaza verticalmente hacia arriba 3 


unidades. 
[5] PREGUNTAS Y ¿Los gráficos de las funciones de valor absoluto siempre se cruzan con el eje vertical? 
RESPUESTAS ¿Con el eje horizontal? 


Sí, siempre se cruzan con el eje vertical. El gráfico de una función de valor absoluto intersecará 
el eje vertical cuando la entrada sea cero. 


No, no siempre se cruzan con el eje horizontal. El gráfico puede o no intersecar el eje 
horizontal, dependiendo de cómo se haya desplazado y reflejado el gráfico. Es posible que la 
función de valor absoluto se cruce con el eje horizontal en cero, uno o dos puntos (ver la 


Figura 8). 

y y 
5} 5} 
4} 4} 

3 34 

24 

1+ 1 

33210123 3210123 

14 =14 
=24 -24 
-3+ 3+ 
-4} -4} 

Е. Е 
(а) (b) 


Figura 8 (а) La función valor absoluto no interseca el eje horizontal. (b) La función valor absoluto interseca el eje 
horizontal en un punto. (c) La función valor absoluto interseca el eje horizontal en dos puntos. 


Resolver una ecuación de valor absoluto 


Ahora que podemos graficar una función de valor absoluto, aprenderemos a resolver una ecuación de valor absoluto. 
Para resolver una ecuación сото 8 = |2x — 6| , observamos que el valor absoluto será igual a 8 si la cantidad dentro del 
valor absoluto es 8 o -8. Esto nos lleva a dos ecuaciones distintas que podemos resolver independientemente. 
2x-6=8 o 2x-6=-8 
2х = 14 2х = –2 
х= 7 x=-1 
Resulta útil saber cómo resolver problemas que impliquen funciones de valor absoluto. Por ejemplo, tendríamos que 
identificar números o puntos en una línea que están a una distancia determinada de un punto de referencia dado. 


La ecuación de valor absoluto es aquella en la que la variable desconocida aparece en barras de valor absoluto. Por 


ejemplo, 
|x] =4, 
12x-1| =3 
[5x+2|-4=9 
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Soluciones a las ecuaciones de valor absoluto 


Рага los números reales A y B, una ecuación de la forma |A| = B, con la В > 0, tendrá soluciones cuando A = Bo 
А = —В. Si B < 0, la ecuación |A| = B no tiene solución. 


(М сомо 
@ 
Dada la fórmula de una función de valor absoluto, hallar las intersecciones horizontales de su gráfico. 


1. Aísle el término de valor absoluto. 


2. Utilice |A| = B para escribir А = Во —А = B, asumiendo que В > 0. 
3. Resuelva para х. 


Э 


Hallar los ceros де una función de valor absoluto 
Para la función f(x) = |4х + 1| — 7, halle los valores de x tales que f(x) = 0. 


© Solución 


0 = |4х+ 1-7 Sustituya f(x) por 0. 
7 = |4Ах+ 1] Aísle el valor absoluto en un lado de la ecuación. 
T=4x+1 о -7=4x+1 Divida en dos ecuaciones y resuelva. 
6 = 4х —8 = 4x 
6б _ 28) 
х= 2 = 1,5 х= 9 = -2 


La función da como resultado O cuando х = 1,5 ох = —2, Vea la Figura 9. 


y 


x donde f(x) = O x donde f(x) = 0 


Figura 9 


129 


130 1: Ғипсіопеѕ 


INTÉNTELO #4 Para la función f(x) = |2х— 1| — 3, calcule los valores de х tales que f(x) = 0. 


O | PREGUNTAS Y ¿Debemos esperar siempre dos respuestas al resolver |A| = B? 
RESPUESTAS 


Мо. Podemos encontrar una, dos o incluso ninguna respuesta. Por ejemplo, no hay 
solución para 2 + |3x – 5| = 1. 


(є cómo 


Dada una ecuación de valor absoluto, resolverla. 


1. Aísle el término de valor absoluto. 
2. Utilice |A| = B para escribir A = B o A = —B. 
3. Resuelva para x. 


9935 


Resolver una ecuación de valor absoluto 
Resuelva 1 = 4|x — 2] + 2. 


© Solución 
Aislando el valor absoluto en un lado de la ecuación se obtiene lo siguiente. 


1=4|x-2|+2 
-1=4|x-—2] 
1 _ 

-1 = |x — 2] 


El valor absoluto siempre arroja un valor positivo, por lo que es imposible que sea igual a un valor negativo. En este 
punto, observamos que esta ecuación no tiene soluciones. 


ЕІ PREGUNTAS Y En el Ejemplo 5, si f(x) = 1 y g(x) = 4 |x — 2| + 2 se graficarán en el mismo conjunto де 
RESPUESTAS ejes, ¿se cruzarían los gráficos? 


No. Los gráficos de f y g no se cruzarían, como se muestra en la Figura 10. Esto confirma 
gráficamente que la ecuación 1 = 4 |x — 2| + 2 no tiene solución. 
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9(х) = 4]x — 2] +2 


f(x) = 1 
4—5 YX 
71 1 2 3 4 5 
24 
' 
Еїдига 10 
[>] INTÉNTELO #5 Halle dónde el gráfico de la función f(x) = — |x + 2| + 3 cruza los ejes horizontal y vertical. 


Resolver una inecuación de valor absoluto 


Las ecuaciones de valor absoluto no siempre implican igualdad. En cambio, quizá tengamos que resolver una ecuación 
dentro de un rango de valores. Utilizaríamos una inecuación de valor absoluto para resolver dicha ecuación. La 
inecuación de valor absoluto es una ecuación de la forma 


|A| < B, |A| < B, |A| > В, o |A| > B, 


donde la expresión A (y posiblemente, pero no usualmente B ) depende de una variable x. Resolver la inecuación 
significa hallar el conjunto de todos los valores x que satisfacen la inecuación. Normalmente este conjunto será un 
intervalo o la unión de dos intervalos. 


Hay dos enfoques básicos para resolver inecuaciones de valor absoluto: el gráfico y el algebraico. La ventaja del enfoque 
gráfico es que podemos leer la solución al interpretar los gráficos de dos funciones. La ventaja del enfoque algebraico es 
que produce soluciones que serían difíciles de leer en el gráfico. 


Por ejemplo, sabemos que todos los números dentro de las 200 unidades de 0 pueden expresarse como 
|x| < 200 o — 200 < x < 200 
Supongamos que queremos conocer todo el rendimiento posible de una inversión si pudiéramos ganar alguna cantidad 


de dinero entre 200 y 600 dólares. Podemos resolver algebraicamente el conjunto de valores x tales que la distancia 
entre x y 600 es menos de 200. Representamos la distancia entre x y 600 como |x — 6001. 


|х — 600| < 200 о – 200 < x- 600 < 200 
— 200 + 600 < х — 600 + 600 < 200 + 600 
400 < х < 800 


Esto significa que nuestro rendimiento estaría entre 400 y 800 dólares. 


Aveces un problema de inecuación de valor absoluto se nos presentará en términos de una función de valor absoluto 
desplazada, estirada o comprimida, donde debemos determinar para qué valores de la entrada será la salida de la 
función negativa o positiva. 
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CÓMO 


Dada una inecuación de valor absoluto de la forma |x — A| < B para números reales a y b donde b es positivo, 
resolver la inecuación de valor absoluto algebraicamente. 


1. Halle los puntos límite al resolver |x — A] = B. 

2. Pruebe los intervalos creados por los puntos límite para determinar dónde |x — A| < B. 

3. Escriba el intervalo o la unión de intervalos que satisfagan la inecuación en notación de intervalo, inecuación o 
constructor de conjuntos. 


BR 


Resolver una inecuación de valor absoluto 
Resuelva |x —5| < 4. 


© Solución 
Con ambos enfoques, tendremos que saber primero dónde se cumple la igualdad correspondiente. En este caso, 
primero hallaremos dónde |x — 5| = 4. Hacemos esto porque el valor absoluto es una función ininterrumpida, por lo 
que la única manera de que los valores de la función pasen de ser menores a 4 a ser mayores que 4 es pasando por 
donde los valores son iguales a 4. Resuelva |x — 5| = 4. 

x-5=4 x-5=-4 

o 
x=9 х=1 

Tras determinar que el valor absoluto es igual a 4 en x = 1 y x = 9, sabemos que el gráfico solo pasa de ser menor a 
mayor que 4 en estos valores. Esto divide la línea numérica en tres intervalos: 

х<1, 1<x<9, y x>9, 


Para determinar cuándo la función es menor que 4, podríamos elegir un valor en cada intervalo y ver si la salida es 
menor o mayor que 4, como se muestra en la Tabla 1. 


Prueba рага los intervalosx f(x) <40> 4? 
х<1 0 10= 5|=5 Mayor que 
1<х<9 6 |б6—5|=1__ Menor que 
x>9 11 111=5|=6 Mayor que 
Tabla 1 


Ya que 1 < x < 9 es el único intervalo en el que la salida en el valor de prueba es menor que 4, podemos concluir que la 
solución de |x — 5| < 4es 1 < x < 9,0 (1,9). 


Para utilizar un gráfico, podemos esbozar la función f(x) = |x — 5]. Para ver dónde las salidas son 4, la línea g(x) = 4 
también podría esbozarse como en la Figura 11. 
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1.6 ° Funciones de valor absoluto 


El gráfico de f está 
por debajo o sobre 
el gráfico de g 


Figura 11 Gráfico para hallar los puntos que satisfacen una inecuación de valor absoluto. 
Podemos ver lo siguiente: 


* Los valores de salida del valor absoluto son ідиаіеѕа4епх = 1 ух = 9. 

+ El gráfico de f está por debajo del gráfico de g sobre 1 < x < 9. Esto significa que los valores de salida de f(x) son 
menores que los de g(x). 

• Elvalor absoluto es menor o igual a 4 entre estos dos puntos, cuando 1 < x < 9. En notación de intervalo, este sería 
el intervalo (1, 9). 


©) Análisis 

Para inecuaciones de valor absoluto, 
[х= А| < С, |х — А| > С, 
-С<х-А < С, х- А< -Сох- А> С. 


Los símbolos < o > pueden sustituirse рог < о >. 


Así que, para este ejemplo, podríamos utilizar este otro enfoque. 


| х—5|<4 

—4<х-5 < 4 Reescriba al eliminar las barras de valor absoluto. 
—4+5<x-5+5<4+5 Aísle x. 

l<x<9 


[>] INTÉNTELO #6  Resuelva |x+2]| < 6. 


(є cómo 


Dada una función de valor absoluto, resolver el conjunto de entradas donde la salida es positiva (o negativa) 


1. Iguale la función a cero y resuelva los puntos límite del conjunto de soluciones. 
2. Utilice puntos de prueba o un gráfico para determinar dónde la salida de la función es positiva o negativa. 


BR 


Usar el enfoque gráfico para resolver inecuaciones de valor absoluto 
Dada la función f(x) = -} |4х — 5| + 3, determine los valores х para los que los valores de la función son negativos. 


© Solución 
Tratamos de determinar dónde f(x) < 0, que es cuando -+ lx = 5| +3 < 0. Empezamos por aislar el valor absoluto. 
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- 1х — 5| < -3 Multiplique ambos lados por —2 e invierta la inecuación. 
[4х —5|>6 


A continuación, resolvemos la igualdad |4x — 5] = 6. 


х= х=—у 


Ahora, examinamos el gráfico de / para observar dónde la salida es negativa. Observaremos dónde están las ramas рог 
debajo del eje x. Observe que ni siquiera es importante el aspecto exacto del gráfico, siempre que sepamos que cruza el 
eje horizontal en x = -4 y x= 1l y que el gráfico se ha reflejado verticalmente. Vea la Figura 12. 


y 


24...98. = 
Por debajo del 
eje de la x 


el 4 
Por debajo del 
eje de la x 


Figura 12 


Observamos que el gráfico de la función está por debajo del eje xa la izquierda de x = -4 y a la derecha de x = а. 
Esto significa que los valores de la función son negativos а la izquierda de Іа primera intersección horizontal еп х = =1, 
y negativos a la derecha de la segunda intersección en x = п. Esto nos da Іа solución а Іа inecuación. 


En notación de intervalo, esto sería (—°, -025) U (2,5, ©} Я 


м 


INTÉNTELO #7  Resuelva-—2|k-—4| < —6. 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con el valor absoluto. 


Graficar funciones de valor absoluto (http://openstax.org/l/graphabsvalue) 
Graficar funciones de valor absoluto 2 (http://openstax.org/l/graphabsvalue2) 
Ecuaciones de la función de valor absoluto (http://openstax.org/l/findegabsval) 
Ecuaciones de la función de valor absoluto 2 (http://openstax.org/l/findegabsval2) 
Resolver ecuaciones de valor absoluto (http://openstax.org/l/solveabsvalueeq) 
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1.6 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. ¿Cómo se resuelve la 
ecuación de valor absoluto? 


4. ¿Cómo utilizar el gráfico de 
una función de valor 
absoluto para determinar 
los valores x para los que los 
valores de la función son 
negativos? 


Algebraicos 


6. Describa todos los números 
x que estén a una distancia 
de 4 del número 8. Exprese 
esto usando la notación de 
valor absoluto. 


9. Halle todos los valores de la 
función f(x) tales que la 
distancia desde f(x) hasta 
el valor 8 sea inferior a 0,03 
unidades. Exprese esto 
usando la notación de valor 
absoluto. 


¿Cómo sabe si una función 
de valor absoluto tiene dos 
intersecciones en xsin 
representar gráficamente la 
función? 


¿Cómo se resuelve 
algebraicamente una 
inecuación de valor 
absoluto? 


Describa todos los números 
x que estén a una distancia 
de 4 del número -4. 
Exprese esto usando la 
notación de valor absoluto. 


3. 


1.6 • Funciones de valor absoluto 


Al resolver una función de 
valor absoluto, el término 
de valor absoluto aislado es 
igual a un número negativo. 
¿Qué le dice eso sobre el 
gráfico de la función de 
valor absoluto? 


Describa la situación en la 
que la distancia en el punto 
x desde 10 es al menos 15 
unidades. Exprese esto 
usando la notación de valor 
absoluto. 


En los siguientes ejercicios, resuelva las ecuaciones que aparecen a continuación y exprese la respuesta con la notación 


de conjuntos. 


10. |x+3|=9 
13. [4x-2|=11 
16. 31+ 1-4= 5 
19. 2|х-3[+1=2 


22. |5х- 5] = 11 


11 


14. 


17. 


20 


23 


. |6—х|=5 
2|4—х|=7 
5|х-4|-7=2 

. 13x-2|=7 

. [5х+5|= 14 


12. 


15. 


18. 


21. 


24. 


|5х —2| = 11 
315 = х| = 5 
0= – |х-3| +2 


[3х -2| = -7 


= |1х+5|+14 = 0 
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Еп los siguientes ejercicios, halle las intersecciones en х y en у de los gráficos de cada función. 


25. f(x)=2|x+1|-10 26. f(00)=4|x-3|+4 27. f(0)=-3|x-2|-1 


28. f(x)=-2|x+1|+6 


En los siguientes ejercicios, resuelva cada inecuación y escriba la solución en notación de intervalo. 


29. |х-2|> 10 30. 2|v-7|-4> 42 31. |[3x-4]<8 

32. |х-4| > 8 33. |3x-5|> 13 34. |3х – 5| > –13 
3 3 

З5. |3х-5|>7 36. 135 5|+1<16 

Gráficos 


En los siguientes ejercicios, grafique la función de valor absoluto. Trace al menos cinco puntos a mano para cada gráfico. 


37. y= |x-1| 38. y=|x+1]| 39. у= |x| +1 


Еп los siguientes ejercicios, grafique a mano las funciones dadas. 


40. у= |х| – 2 41. у= – |х| 42. у= – |х| – 2 

43. у=—|х—3|—2 44. f(x) =-—|x-1|-2 45. f(x)=-|x+3|+4 
46. f(x) = 2|х+3| +1 47. (х) = 3|х- 21 +3 48. f(x) = |2х- 4] -3 
49. (х) = |3х+9|+2 50. f(x) = – |х- 1-3 51. Р(х) = – |х+4|- 3 


52. f(x) = 1|х+4|-3 


En tecnología 


53. Utilice una herramienta 54. Utilice una herramienta 
gráfica para hacer un gráfica para hacer un 
gráfico f(x) = 10|х — 2] gráfico 
en la ventana de f(x) = —100|х| + 100 en 
visualización [0,4]. la ventana de visualización 
Identifique el rango [—5, 5]. Identifique el 
correspondiente. Muestre rango correspondiente. 
el gráfico. Muestre el gráfico. 


En los siguientes ejercicios, grafique cada función con una herramienta gráfica. Especifique la ventana de visualización. 


55. f(x) =-0,1]0,1(0,2—x)]+0,3 56. f(x) =4x 10° |х – (5 x 10?) +2x 10? 
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Extensiones 


En los siguientes ejercicios, resuelva la inecuación. 


57. |-2x- 2(х+1)|+3 > -1 


Aplicaciones en el mundo real 


60. Las ciudades A y B estánen 61. 


la misma línea este-oeste. 
Supongamos que la ciudad 
A está situada en el origen. 
Si la distancia entre la 
ciudad А y la ciudad B es 
de al menos 100 millas y x 
representa la distancia de 
la ciudad B a la ciudad A, 
expréselo con la notación 
de valor absoluto. 


63. Un maquinista debe 
producir un rodamiento 
que esté dentro de 0,01 
pulgadas del diámetro 
correcto de 5,0 pulgadas. 
Utilizando x como el 
diámetro del rodamiento, 
escriba esta afirmación con 
la notación de valor 
absoluto. 


1.7 Funciones inversas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Verificar funciones inversas. 


58. 


Si es posible, halle todos 59. 
los valores de a tales que 

no haya x para 

Рх) = 2|х+ 1|+а. 

La verdadera proporción р 62. 


de personas que dan una 
calificación favorable al 
Congreso es del 8 % con un 
margen de error del 1,5 %. 
Describa esta afirmación 
mediante una ecuación de 
valor absoluto. 


La tolerancia de un 
rodamiento de bolas es de 
0,01. Si el diámetro real del 
rodamiento debe ser de 
2,0 pulgadas y el valor 
medido del diámetro es x 
pulgadas, exprese la 
tolerancia con la notación 
de valor absoluto. 


1.7 * Funciones inversas 


Si es posible, halle todos 
los valores de a tales que 
no haya intersecciones en y 
para f(x) =2|x+1|+a. 


Los alumnos que obtengan 
una puntuación inferior a 
18 puntos del número 82 
aprobarán un examen en 
particular. Escriba esta 
afirmación con la notación 
de valor absoluto y utilice 
la variable x para la 
puntuación. 


> Determinar el dominio y el rango de una función inversa, y restringir el dominio de una función рага que sea 


biunívoca. 


> Hallar o evaluar la inversa de una función. 
> Utilizar el gráfico de una función biunívoca para trazar su función inversa en los mismos ejes. 


Una bomba de calor reversible es un sistema de climatización que es un acondicionador de aire y un calentador en un 
solo aparato. Si funciona en una dirección, bombea el calor de una casa para proporcionar refrigeración. Funcionando a 
la inversa, bombea calor al edificio desde el exterior, incluso en tiempo frío, para proporcionar calefacción. La bomba de 
calor es varias veces más eficiente que la calefacción por resistencia eléctrica convencional. 


Si algunas máquinas físicas pueden funcionar en dos direcciones, podríamos preguntarnos si algunas de las "máquinas" 
de funciones que hemos estado estudiando también pueden funcionar al revés. La Figura 1 ofrece una representación 
visual de esta cuestión. En esta sección, consideraremos la naturaleza inversa de las funciones. 
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y х 
Figura 1 ¿Una "máquina" de funciones puede operar a la inversa? 
Comprobar que dos funciones son inversas 


Betty viaja a Milán para un desfile de modas y quiere saber cuál será la temperatura. No conoce la escala Celsius. Para 
hacerse una idea de cómo se relacionan las medidas de temperatura, Betty quiere convertir 75 grados Fahrenheit a 
grados Celsius, mediante la fórmula 


5 
C = =(Е -32 
gí ) 
y sustituye 75 por F para calcular 
5 
9С? — 32) x 24°С. 


Sabiendo que una temperatura agradable de 75 grados Fahrenheit equivale a unos 24 grados Celsius, Betty obtiene la 
previsión meteorológica de la semana a partir de la Figura 2 para Milán, y quiere convertir todas las temperaturas a 
grados Fahrenheit. 


Mar 


29°С | 19°C 30°°C | 20" 


Figura 2 


Al principio, Betty se plantea utilizar la fórmula que ya ha encontrado para efectuar las conversiones. Después de todo, 
conoce el álgebra y puede resolver fácilmente la ecuación para F después de sustituir un valor por C. Por ejemplo, para 
convertir 26 grados Celsius, podría escribir 


26 = 2(Е—32) 
26-2 = F-32 
F=26.2 +32% 79 


Sin embargo, después de considerar esta opción por un momento, se da cuenta de que resolver la ecuación para cada 
una de las temperaturas será terriblemente tedioso. Se percata de que, dado que la evaluación es más fácil que la 
resolución, sería mucho más conveniente tener otra fórmula, que tome la temperatura Celsius y dé como resultado la 
temperatura Fahrenheit. 


La fórmula que busca Betty corresponde a la idea de función inversa, que es aquella para la que la entrada de la 
función original se convierte en la salida de la función inversa y la salida de la función original se convierte en la entrada 
de la función inversa. 
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1.7 • Funciones inversas 


Dada una función f(x), representamos su inversa como FAS, que se lee como “f inversa de x”. El elevado —1 forma 


parte de la notación. No es un exponente; no implica una potencia de —1. En otras palabras, f(x) по significa La 


Fx) 
porque $5 es el recíproco de f y no la inversa. 


La notación "exponencial" proviene de una analogía entre la composición de funciones y la multiplicación: al igual que 
a`la = 1 (1 es el elemento de identidad para la multiplicación) para cualquier número no nulo a, por lo que fl о fes 
igual a la función de identidad, es decir: 


(е еа 


Esto es válido para todos los valores х en el dominio de f. Informalmente, esto significa que las funciones inversas se 
"deshacen" entre sí. Sin embargo, así como el cero no tiene recíproco, algunas funciones no tienen inversa. 


Dada una función f(x), podemos verificar si alguna otra función g(x) es la inversa de f(x) al comprobar si 2(/(х)) = хо 
f(e(x)) = x es verdadera. Podemos probar cualquier ecuación que sea más conveniente, porque son lógicamente 
equivalentes (es decir, si una es verdadera, entonces también lo es la otra). 


Por ejemplo, y = 4x y y = 1х son funciones inversas. 


1 
(77157) 0) = 77 х) = т) = х 


(121) 00=1 (32) =4(3x) - 


Algunos pares de coordenadas del gráfico de la función y = 4x son (-2, -8), (0, 0) y (2, 8). Algunos pares de coordenadas 
del gráfico de la función y = ix son (-8, -2), (0, 0) y (8, 2). Si intercambiamos la entrada y la salida de cada par de 


coordenadas de una función, los pares de coordenadas intercambiados aparecerían en el gráfico de la función inversa. 
Función inversa 


Para cualquier función biunívoca f(x) = y, una función у" (х) es la función inversa de f si а. (у) = х. Esto 
también puede escribirse сото GO) = x para todos los valores x en el dominio de f. También se deduce que 
UA) = x para todos los valores x en el dominio de fr si 2 es la inversa de f. 


La notación a se lee “f inversa”. Como cualquier otra función, podemos utilizar cualquier nombre de variable 
como entrada para e por lo que a menudo escribiremos у" (х), que leemos como “f inversa de x”. Tenga en 
cuenta que 


TEN 
Ў Оо 


y no todas las funciones tienen inversas. 


ШШ aa 


Identificar una función inversa para un determinado par de entrada-salida 
Si para una determinada función biunívoca f(2) = 4 y f(5) = 12, ¿cuáles son los valores de entrada y salida 
correspondientes a la función inversa? 


© Solución 
La función inversa invierte las cantidades de entrada y salida, por lo que si 


ГО) = 4, entonces у) =2; 
/ (5) = 12, entonces f~! (12) = 5. 


Alternativamente, si queremos designar Іа función inversa g, entonces 2(4) = 2 у 2(12) = 5. 
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©) Análisis 
Observe que, si mostramos los pares de coordenadas en forma tabular, la entrada y la salida están claramente 


invertidas. Vea la Tabla 1. 
(х, Р(х) (x, 2(х)) 


(2,4) (4, 2) 
(5, 12) (12,5) 


Tabla 1 


INTÉNTELO #1 Dado que h71 (6) = 2, ¿cuáles son los valores correspondientes de entrada y salida de la 
función original Л? 


(є cómo 


Dadas dos funciones f(x) y g(x), compruebe si las funciones son inversas entre sí. 


1. Determine si f(g(x)) = хо g(f(x)) = х. 
2. Siambos enunciados son verdaderos, entonces g = g у= (ш ‚ Si cualquiera de los dos enunciados es falso, 
entonces ambos son falsos, y g 4 f~! y f 4 gl. 


ызы aaa 


Comprobar relaciones inversas de forma algebraica 


Si los valores de f (х) = 15 ув (х) = 1 2,е52= 7-17 


© Solución 


20) = +, -2 


(=z) 


por lo que 


¿=f yf=g" 


Esto basta para responder afirmativamente la pregunta, aunque también podemos verificar la otra fórmula. 


0) = т 
q —2+2 
zi 
х 
=X 


Q Análisis 
Observe que las operaciones inversas están en orden inverso a las operaciones de la función original. 


[>] INTÉNTELO #2 Silos valores de f (x) = x? — 4y g (x) = Yx +4, esg=f71? 
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935 


Determinar las relaciones inversas para las funciones de potencia 
Si los valores de f(x) = x? (la función del cubo) y g(x) = 1х, es g = fI 


© Solución 
хэ 
Sex) = 77 Ф х 
No, las funciones по son inversas. 
©) Análisis 


1 
La inversa correcta del cubo es, por supuesto, la raíz cúbica Yx = x3 , es decir: el tercio es un exponente, no un 
multiplicador. 


[>] INTÉNTELO #3 Silos valores de / (х) =(х—1)У y g(x) = Yx+1,esg=f7!? 


Hallar el dominio y el rango de las funciones inversas 


Las salidas de la función f son las entradas a FL, por lo que el rango de f es también el dominio de ja . Asimismo, 
dado que las entradas a f son las salidas de ¿aL el dominio de f es el rango de f Podemos visualizar la situación 
como en la Figura 3. 


Dominio de f 100 Rango de f 
-1 
Rango de f~! 100 Dominio de f~! 


Figura3 Dominio y rango de una función y su inversa 


Cuando una función no tenga inversa, es posible crear una función en un dominio limitado donde sí la tenga. Por 
ejemplo, la inversa de f(x) = yx es Pa (х) = х2, porque un cuadrado "deshace" una raíz cuadrada; pero el cuadrado 


es apenas la inversa de la raíz cuadrada en el dominio |o, ©) ‚ уа que ese es el rango de f(x) = yx. 


Podemos ver este problema desde el otro lado, comenzando con la función cuadrada (cuadrática de la caja de 
herramientas) f(x) = x2. Si queremos construir la inversa de esta función, nos encontramos con un problema, porque 
para cada salida dada de la función cuadrática, hay dos entradas correspondientes (excepto cuando la entrada es 0). Por 
ejemplo, la salida 9 de la función cuadrática corresponde a las entradas 3 y -3. Sin embargo, la salida de una función es la 
entrada para su inversa; si esta entrada inversa corresponde a más de una salida inversa (entrada de la función original), 
¡entonces la "inversa" no es una función en absoluto! Por decirlo de otra manera, la función cuadrática no es una función 
biunívoca; no pasa la prueba de la línea horizontal, por lo que no tiene ninguna función inversa. Para que tenga una 
inversa, deberá ser una función biunívoca. 


En muchos casos, si la función no es biunívoca, podemos restringirla a una parte de su dominio еп la que lo sea. Por 


2 


ejemplo, podemos hacer una versión restringida de la función cuadrada f(x) = x“ con su dominio limitado a o, ©) А 


que es una función biunívoca (pasa Іа prueba de la línea horizontal) у que tiene una inversa (la función de raíz cuadrada). 


Si los valores de f(x) = (x- 1)? en p o) ‚ entonces la función inversa es f7! (x) = yx +1. 


• El dominio de f = rango de f = [1,®). 


• El dominio de f = rango de f = o, ©) ; 


3| PREGUNTAS Y ¿Una función puede tener más de una inversa? 
RESPUESTAS 


No. Si dos funciones supuestamente diferentes, digamos, g y h, cumplen la definición de ser 
inversas de otra función f, entonces, se puede demostrar que g = h. Acabamos de ver que 
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algunas funciones tienen inversas únicamente si restringimos el dominio de Іа función 
original. En estos casos, puede que haya más de una manera de restringir el dominio, para dar 
lugar a diferentes inversas. Sin embargo, en cualquier dominio, la función original sigue 
teniendo una sola inversa. 


Dominio y rango de las funciones inversas 


El rango de una función f(x) es el dominio de la función inversa g Go: 


El dominio de f(x) es el rango de fl (x). 


(М cómo 


Dada una función, hallar el dominio y el rango de su inversa. 


1. Sila función es biunívoca, anote el rango de la función original como el dominio de la inversa, y anote el dominio 
de la función original como el rango de la inversa. 


2. Si hay que restringir el dominio de la función original рага que sea biunívoca, entonces este dominio restringido 
se convierte en el rango de la función inversa. 


EE 


Hallar los inversos de las funciones de la caja de herramientas 
Identifique cuáles de las funciones de la caja de herramientas, además de la función cuadrática, no son biunívocas у 
halle un dominio restringido en el que cada función sea biunívoca, si es que lo hay. Las funciones de la caja de 


herramientas se repasan en la Tabla 2. Restringimos el dominio de tal manera que la función asume todos los valores y 
exactamente una vez. 


Constante Identidad Función Cúbico Recíproco 


ее 00 == J= Т) = x Хх) = 1 


х 


Recíproco al cuadrado Raíz ае! cubo Raíz cuadrada Valor absoluto 
Го) = 4 о) = 4х | fo=yx | ғ) = 1х 
Tabla 2 


© Solución 


La función constante no es biunívoca, y no hay ningún dominio (excepto un solo punto) en el que podría serlo, por lo 
que la función constante no tiene ninguna inversa significativa. 


La función de valor absoluto puede restringirse al dominio o, ©) , donde es igual a la función de identidad. 


La función recíproca al cuadrado puede restringirse al dominio (o, ©) y 


©) Análisis 
Podemos ver que estas funciones (si no están restringidas) no son biunívocas al observar sus gráficos, los que se 
muestran en la Figura 4. Ninguno de los dos pasarían la prueba de la línea horizontal. Sin embargo, si una función se 


restringe a un determinado dominio para que pase la prueba de la línea horizontal, entonces en ese dominio 
restringido, puede tener una inversa. 
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f(x) 


= + 
(a) (b) 


Figura 4 (a) Valor absoluto (b) Recíproco al cuadrado 


[>] INTÉNTELO #4 El dominio de la función f es (1, %) y el rango de la función f es (-оо, –2). Halle el dominio y 


el rango de la función inversa. 


Hallar y evaluar funciones inversas 


Una vez que tenemos una función biunívoca, podemos evaluar su inversa en entradas específicas de la función inversa o 
construir una representación completa de la función inversa en muchos casos. 


Invertir funciones tabulares 

Supongamos que queremos hallar la inversa de una función representada en forma tabular. Recuerde que el dominio de 
la función es el rango de la inversa y el rango de la función es el dominio de la inversa. Así que tenemos que 
intercambiar el dominio y el rango. 


Cada fila (o columna) de entradas se convierte en la fila (o columna) de salidas de la función inversa. Del mismo modo, 
cada fila (o columna) de salidas se convierte en la fila (o columna) de entradas para la función inversa. 


ишы aaa 


Interpretar la inversa de una función tabular 
Una función f(t) se da еп la Tabla З, donde se indica la distancia en millas que ha recorrido un automóvil en £ minutos. 
Halle e interprete f71(70). 


t (minutos) 30 50 70 90 
f (millas) 20 40 60 70 
Tabla 3 


© Solución 

La función inversa toma una salida de f y arroja una entrada рага f. Así que, en la expresión £7*(70), 70 es un valor de 
salida de la función original, que representa 70 millas. La inversa arrojará la entrada correspondiente de la función 
original f, 90 minutos, por lo que f (70) = 90. La interpretación de esto es que, para conducir 70 millas, se 
necesitaron 90 minutos. 


Alternativamente, recordemos que la definición de la inversa era que si f(a) = b, entonces fI) = a. A la luz de esta 
definición, si nos dan fa (70) = a, entonces buscamos un valor a para que f(a) = 70. En este caso, buscamos un valor t 
рага que f(t) = 70, que es cuando т = 90. 
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[>] INTÉNTELO #5 Utilizando la Tabla 4, halle e interprete (а) £(60), y (b) fo (60). 
t (minutos) 30 | 50 | 60 70 9% 
f(t) (millas) 20 40 50 60 70 


Tabla 4 


Evaluación de la inversa de una función, dado el gráfico de la función original 

Vimos en Funciones y notación de funciones que el dominio de una función puede leerse a partir de la extensión 
horizontal de su gráfico. Hallamos el dominio de la función inversa observando la extensión vertical del gráfico de la 
función original, ya que esta corresponde a la extensión horizontal de la función inversa. Del mismo modo, hallamos el 
rango de la función inversa a partir de la extensión horizontal del gráfico de la función original, ya que es la extensión 
vertical de la función inversa. Si queremos evaluar una función inversa, hallamos su entrada dentro de su dominio, que 
es todo o parte del eje vertical del gráfico de la función original. 


(ә cómo 


Dado el gráfico de una función, evaluar su inversa en determinados puntos. 


1. Halle la entrada deseada en el eje y del gráfico dado. 
2. Lea la salida de la función inversa desde el eje х del gráfico dado. 


шыш aaa 


Evaluar una función y su inversa a partir de un gráfico en determinados puntos 
Una función g(x) se da en la Figura 5. Calcule g(3) y g7! (3). 


g(x) 


Figura 5 


© Solución 


Para evaluar g(3), hallamos 3 en el eje xy calculamos el valor de salida correspondiente en el eje y. El punto (3, 1) nos 
dice que g(3) = 1. 


Para evaluar g7! (3), recuerde que, por definición, ga (3) significa el valor de x para el que g(x) = 3. Al buscar el valor de 
salida З en el eje vertical, hallamos el punto (5, 3) en el gráfico, lo que significa 2(5) = 3, así, por definición, g7! (3) = 5. 
Vea la Figura 6. 
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Figura 6 


[>] INTÉNTELO #6 Con el gráfico de la Figura 6, (a) halle g7! (1), y (b) calcule 27! (4). 


Hallar las inversas de las funciones representadas por fórmulas 
Aveces necesitaremos conocer una función inversa para todos los elementos de su dominio, no solo para algunos. Si la 


función original viene dada como una fórmula —por ejemplo, y en función de x— amenudo podemos hallar la 


función inversa al resolver para obtener x en función de y. 


(є cómo 


Dada una función representada por una fórmula, hallar la inversa. 


1. Asegúrese de que f sea una función biunívoca. 
2. Resuelva рага x. 
3. Intercambie la x y y. 


BR 


Invertir la función Fahrenheit a Celsius 
Halle la fórmula de la función inversa que dé la temperatura Fahrenheit en función de la temperatura Celsius. 


5 
C= —(F -32 
gí ) 
© Solución 


C= (F — 32) 


9 
C-2=F-32 


F=2C+32 


Al resolver en general, hemos descubierto la función inversa. Si 
5 
C=HF) = 7E — 32), 
епїопсе< 
-1 9 
F=h"(C)= 5С +32. 


En este caso, introducimos una función h para representar la conversión porque las variables de entrada y salida son 
descriptivas, y escribir En puede resultar confuso. 
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[>] INTÉNTELO +7 Resuelva para x en términos de y dado y = t(x — 5) 


EE 


Resolver para hallar la función inversa 
2 


Halle la inversa de la función f (x) = с=з +4. 
© Solución 
у= 2 +4 Establezca una ecuación. 
x-3 
p=ás Reste 4 de ambos lados. 
x-3 
х-3 = A Multiplique ambos lados por x — 3 y divida entre y — 4. 
x= 521 + 3 Sume 3 а ambos lados. 
Así que f! (у) == +30 f! (х) = 4 +3. 


©) Análisis 
El dominio y el rango de f excluyen los valores 3 y 4, respectivamente. f y A son iguales en dos puntos, pero no son la 
misma función, como podemos ver al crear la Tabla 5. 


x 12 5 у Цу) 


Јо) |312 |5 у 


ТаЫа 5 


шш Э 9< 


Resolver para hallar la inversa con radicales 
Halle la inversa de la función f(x) = 2 + yx-— 4. 


© Solución 


y=2+ yx-4 
0-2 =x-4 

x=(y-22+4 
Así que f7! (х) = (x – 2}? +4. 
El dominio de f es [4, vo). Observe que el rango de f es [2, о). Esto significa que el dominio de la función inversa p. 
también es [2, о). 
Q Análisis 
La fórmula que hallamos para j (x) luce válida para todos los valores reales de x. Sin embargo, el que J! deberá 
tener una inversa (a saber, f ) por lo que tenemos que restringir el dominio de f соп [2, о) para hacer de f una 


función biunívoca. Este dominio de fo! es exactamente el rango de f. 


[>] INTÉNTELO #8 ¿Cuál es la inversa de la función f(x) = 2 — y/x? Indique los dominios tanto de la función 


como de la función inversa. 


Hallar funciones inversas y sus gráficos 


Ahora que podemos hallar la inversa de una función, exploraremos los gráficos de las funciones y sus inversas. 
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Volvamos a la función cuadrática f(x) = х? restringida al dominio [0, о), en el que esta función es biunívoca, у 


grafíquela como en la Figura 7. 
f(x) 


чоко +X 
3240 4 2 3 


Figura 7 Función cuadrática restringida al dominio [0, о). 


Restringir el dominio a [0, о) hace que la función sea biunívoca (obviamente pasará la prueba de la línea horizontal), por 


lo que tiene una inversa en este dominio restringido. 


Ya sabemos que la inversa de la función cuadrática de la caja de herramientas es la función de raíz cuadrada, es decir, 
¿pel (х) = yx. ¿Qué sucede si graficamos tanto f y f en el mismo conjunto de ejes, donde utilizamos el eje x para la 
entrada, tanto para f como para ps 


Observamos una clara relación: el gráfico de fŒ) es el gráfico de f(x) reflejado sobre la línea diagonal y = x, que 
llamaremos línea de identidad, y que se indica en la Figura 8. 


= 
Figura 8 Funciones cuadradas y de raíz cuadrada еп el dominio no negativo 


Esta relación se observará en todas las funciones biunívocas, porque es el resultado de que la función y su inversa 
intercambien entradas y salidas. Esto equivale a intercambiar los papeles de los ejes vertical y horizontal. 


BR 


Hallar la inversa de una función por medio de la reflexión sobre la línea de identidad 
Dado el gráfico de f(x) en la Figura 9, dibuje un gráfico de J (x). 
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Figura 9 
© Solución 
Se trata de una función biunívoca, por lo que podremos trazar la inversa. Observe que el gráfico mostrado tiene un 


dominio aparente de (o, ©) y el rango de (—°, ©} ‚ por lo que la inversa tendrá un dominio de (—®, ©) y el rango de 
(0,0). 


Si reflejamos este gráfico sobre la línea y = x, el punto (1, 0) refleja a (0, 1) y el punto (4, 2) refleja a (2, 4). Al dibujar la 
inversa en los mismos ejes que en el gráfico original se obtiene la Figura 10. 


Figura 10 La función y su inversa, lo que muestra la reflexión sobre la línea de identidad 


[~ 


INTÉNTELO #9 Dibuje los gráficos de las funciones f y ги a partir del Ejemplo 8. 


3| PREGUNTAS Y ¿Existe alguna función que sea igual a su propia inversa? 
RESPUESTAS 


Sí. Silos valores de f = y entonces f (f (х)) = x, y podemos pensar en varias funciones 
que tienen esta propiedad. La función de identidad la tiene, y también la función recíproca, 
porque 


=y% 


1 
т 
х 


Cualquier función f (х) = с — х, donde с es una constante, también es igual a su propia 
inversa. 
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[>] MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con las funciones inversas. 


Funciones inversas (http://openstax.org/l/inversefunction) 
Valores de la función inversa mediante el gráfico (http://openstax.orq/l/inversfuncgraph) 
Restringir el dominio y hallar la inversa (http://openstax.org/l/restrictdomain) 


1.7 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. ¿Por qué la prueba de la 2. ¿Por qué restringimos el 3. ¿Una función puede ser su 
línea horizontal es una dominio de la función propia inversa? Explique. 
forma eficaz de determinar f(x) = х2 para dar con la 
si la función es biunívoca? inversa de la función? 
Explique. 
4. ¿Las funciones біипімосаѕ 5. ¿Cómo se halla la inversa de 
son siempre crecientes o una función de forma 
decrecientes? ¿Por qué sí o algebraica? 
por qué no? 
Algebraicos 


6. Demuestre que la función 
f(x) = a – x es su propia 
inversa para todos los 
números reales a. 


En los siguientes ejercicios, calcule f а por cada función. 


7. f(x)=x+3 8. /(х)=х+5 9. fx)=2-x 
10. f(x)=3-x м. f0=5 12. Ро) = 28 


Еп los siguientes ejercicios, halle un dominio еп el que cada función f sea biunívoca у no decreciente. Escriba el dominio 
en notación de intervalo. Entonces calcule la inversa de f restringida a ese dominio. 


13. f(x) = (x +7? 14. f(x) = (х – 6)? 15. р(х) = х2 5 


16. Dado que f (х) = 
во) = р: 
(А) Halle Fie) y #(7()). 
¿Qué nos dice la 


respuesta sobre la relación 
entre f(x) y g(x)? 


X 
2+x 
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En los siguientes ejercicios, utilice la composición de funciones para verificar que f(x) y g(x) son funciones inversas. 


17. у(х) = Ўх-1у 18. f(x) = —3х + 5у 
во) = 9 +1 во) = 22 
Gráficos 


En los siguientes ejercicios, utilice una herramienta gráfica para determinar si cada función es biunívoca. 


19. у(х) = yx 20. у(х) = #Зх +1 21. р(х) = —5х +1 


22. үх) = х? – 27 


Еп los siguientes ejercicios, determine si el gráfico representa una función biunívoca. 


23. 24. 


y 


Figura 11 


25. Halle f (0). 26. Resuelva f(x) = 0, 27. Calcule pal (0). 


28. Resuelva q (х) = 0, 
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En los siguientes ejercicios, utilice el gráfico de la función biunívoca que se muestra еп la Figura 12. 


29. Dibuje el gráfico de f7!. 


32. Si el gráfico completo de f 
se muestra, halle el rango 


de f. 


Numéricos 


y 
10 


f 


AT. 


0O 2 а 6 в 10 
Figura 12 


30. Halle f(6) y f7! (2). 


N Bb Q с 


31. Siel gráfico completo de f 
se muestra, halle el 
dominio de f. 


En los siguientes ejercicios, evalúe o resuelva, suponiendo que la función f es biunívoca. 


33. Silos valores de f(6) = 7, 
calcule F. 


36. Si fT! (-2) =-1, calcule 
fOD. 


34. Si f(3) = 2, calcule f71(2). 35. Si fT! (—4) = —8, calcule 
FE). 


En los siguientes ejercicios, utilice los valores que aparecen en la Tabla 6 para evaluar o resolver: 


37. Halle f (1). 


40. Resuelva f7! (х) = 7. 


0х) 1810171412 |1615 |31911 
Tabla 6 


38. Resuelva f(x) = 3. 39. Calcule f7! (0). 


41. Utilice la representación 
tabular de f en la Tabla 7 con 
el objeto de crear una tabla 


рага f7! (х). 
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En tecnología 


En los siguientes ejercicios, halle la función inversa. A continuación, grafique la función y su inversa. 


42. f(x)= 5 43. f(x)= | 44. Calcule la función inversa 
de f(x) = L Utilice una 
herramienta gráfica para 
calcular su dominio y 
rango. Escriba el dominio y 
el rango en notación de 


intervalo. 
Aplicaciones en el mundo real 
45. Para convertir de x grados 46. La circunferencia C de un 47. Un automóvil viaja a una 
Celsius a y grados círculo es la función de su velocidad constante de 80 
Fahrenheit, utilizamos la radio, dada por millas por hora. La 
fórmula f(x) = 2x + 32. C(r) = 2лғ. Exprese el distancia que recorre el 
Halle la función inversa, si radio de un círculo en automóvil en millas es una 
existe, y explique su función de su función del tiempo, t, en 
significado. circunferencia. Llame a horas, dadas por 
esta función r(C). Halle d(t) = 50t. Halle la función 
(Збл) e interprete su inversa al expresar el 
significado. tiempo de viaje en 


términos de la distancia 
recorrida. Llame a esta 
función t(d). Halle (180) e 
interprete su significado. 
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Revisión del capítulo 
Términos clave 


compresión horizontal aquella transformación que comprime horizontalmente el gráfico de una función al multiplicar 
la entrada por una constante b > 1 

compresión vertical la transformación de una función que se comprime o estira verticalmente al multiplicar la salida 
por una constante O <a < 1 

desplazamiento horizontal aquella transformación que desplaza el gráfico de una función a la izquierda o a la 
derecha al sumar una constante positiva o negativa a la entrada 

desplazamiento vertical aquella transformación que desplaza el gráfico de una función hacia arriba o hacia abajo al 
sumar una constante positiva o negativa a la salida 

dominio el conjunto de todos los posibles valores de entrada de una relación 

ecuación del valor absoluto una ecuación de la forma |A| = B, con la B > 0; tendrá soluciones cuando A = Bo 
А = –-В 

entrada cada objeto o valor de un dominio que se relaciona con otro objeto о valor mediante una relación conocida 
como función 

estiramiento horizontal aquella transformación que estira horizontalmente el gráfico de una función al multiplicar la 
entrada por una constante 0 < b < 1 

estiramiento vertical aquella transformación que estira el gráfico de una función verticalmente al multiplicar la salida 
por una constante a > 1 

extremos locales colectivamente, todos los máximos y mínimos locales de una función 

función una relación en la que cada valor de entrada produce un único valor de salida 

función biunívoca una función para la que cada valor de salida está asociado a un único valor de entrada 

función compuesta la nueva función formada por la composición de las funciones, cuando la salida de una función se 
utiliza como entrada de otra 

función creciente una función es creciente en algún intervalo abierto si f (b) > f (a) para dos valores de entrada 
cualesquiera a y b en el intervalo dado donde b > a 

función decreciente una función es decreciente en algún intervalo abierto si f (b) < f (a) para dos valores de entrada 
cualesquiera a y b en el intervalo dado donde b > a 

función definida por partes una función en la que se utiliza más de una fórmula para definir la salida 

función impar aquella función cuyo gráfico se mantiene inalterado por la combinación de reflexión horizontal y 
reflexión vertical, f(x) = —f(=x), y es simétrica respecto al origen 

función inversa para cualquier función біипімоса f(x), la inversa es una función fo! (х) tal que fo! (f (х)) = x para 
todos los valores x en el dominio de f; esto también implica que f (pa (х)) = х para todos los valores x en el 
dominio de = 

función par aquella función cuyo gráfico permanece inalterado por la reflexión horizontal, f(x) = f(=x), y es 
simétrica respecto al eje y 

inecuación de valor absoluto una relación en la forma |A| < B, |A| < B, |A| > В, o |А|> В 

máximo absoluto el mayor valor de una función en un intervalo 

máximo local un valor de la entrada en el que una función cambia de creciente a decreciente a medida que aumenta 
el valor de la entrada. 

mínimo absoluto el valor más bajo de una función en un intervalo 

mínimo local un valor de la entrada en el que una función cambia de decreciente a creciente a medida que aumenta el 
valor de la entrada. 

notación del constructor de conjuntos un método para describir un conjunto mediante una regla que todos sus 
miembros obedecen; tiene la forma {x| enunciado de x} 

notación intervalo un método para describir un conjunto que incluye todos los números entre un límite inferior y un 
límite superior; los valores inferior y superior se enumeran entre paréntesis o corchetes: un corchete que indica la 
inclusión en el conjunto y un paréntesis indica la exclusión 

prueba de la línea horizontal un método para comprobar si una función es biunívoca determinando si alguna línea 
horizontal interseca el gráfico más de una vez 

prueba de la línea vertical un método para comprobar si un gráfico representa una función, determinando si una 
línea vertical interseca el gráfico no más de una vez 

rango el conjunto de valores de salida que resultan de los valores de entrada en una relación 

reflexión horizontal aquella transformación que refleja el gráfico de una función a través del eje y al multiplicar la 
entrada por —1 

reflexión vertical aquella transformación que refleja el gráfico de una función a través del eje x al multiplicar la salida 
por —1 
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relación un conjunto de pares ordenados 

salida cada objeto o valor del rango que se produce cuando se introduce un valor de entrada en una función 

tasa de cambio el cambio de una cantidad de salida en relación con el cambio de la cantidad de entrada 

tasa de cambio promedio la diferencia de los valores de salida de una función encontrada para dos valores de la 
entrada dividida entre la diferencia entre las entradas 

variable dependiente una variable de salida 

variable independiente una variable de entrada 


Ecuaciones clave 


Función constante f (x) = с, donde c es una constante 

Función de identidad О) 
Función de valor absoluto FO) = |х| 
Función cuadrática fœ) = х2 
Función cúbica (О) х? 
Función recíproca Ро l 
Función recíproca al cuadrado FO) = 3 

Función de raíz cuadrada ғо) = yx 

Función de raíz cúbica FE)= yx 


Tasa promedio de cambio са /()-/ба) 


Función compuesta (f° 2) (х) = f (2 (х)) 


Desplazamiento vertical g(x) = f(x) + k (hasta para k > 0). 


Desplazamiento horizontal g(x)= f(x — А) (a la derecha para Л > 0). 


Reflexión vertical g(x) = —f(x) 
Reflexión horizontal g(x) = f(-x) 
Estiramiento vertical gSa ala): 
Compresión vertical а(х) = а(х) (0 <а<1) 

Estiramiento horizontal g(x)= f(bx)(0<b< 1) 
Compresión horizontal g(x)= f(bx)(b>1). 
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Conceptos clave 


1.1 Funciones y notación de funciones 


Una relación es un conjunto de pares ordenados. Una función es un tipo específico de relación en la que cada valor 
de dominio, o entrada, conduce exactamente a un valor de rango, o salida. Vea el Ejemplo 1 y el Ejemplo 2. 

La notación de función es un método abreviado para relacionar la entrada con la salida de la forma y = f (x). Vea el 
Ejemplo 3 y el Ejemplo 4. 

En forma de tabla, una función puede representarse mediante filas o columnas que se refieren a los valores de 
entrada y salida. Vea el Ejemplo 5. 

Para evaluar una función, determinamos un valor de salida para un valor de entrada correspondiente. Las formas 
algebraicas de una función se pueden evaluar sustituyendo la variable de entrada por un valor determinado. Vea el 
Ejemplo 6 y el Ejemplo 7. 

Para resolver el valor de una función específica, determinamos los valores de entrada que producen el valor de 
salida específico. Vea el Ejemplo 8. 

La forma algebraica de una función puede escribirse a partir de una ecuación. Vea el Ejemplo 9 y el Ejemplo 10. 

Los valores de entrada y salida de una función pueden identificarse a partir de una tabla. Vea el Ejemplo 11. 
Relacionar los valores de entrada con los de salida en un gráfico es otra forma de evaluar una función. Vea el 
Ejemplo 12. 

Una función es biunívoca si cada valor de salida corresponde a un solo valor de entrada. Vea el Ejemplo 13. 

Un gráfico representa una función si cualquier línea vertical dibujada en él lo interseca en no más de un punto. Vea 


el Ejemplo 14. 
El gráfico de una función biunívoca pasa la prueba de la línea horizontal. Vea el Ejemplo 15. 


1.2 Dominio y rango 


El dominio de una función incluye todos los valores reales de entrada que no nos harían intentar una operación 
matemática indefinida, como dividir entre cero o sacar la raíz cuadrada de un número negativo. 

El dominio de una función puede determinarse enumerando los valores de entrada de un conjunto de pares 
ordenados. Vea el Ejemplo 1. 

El dominio de una función también puede determinarse identificando los valores de entrada de una función escrita 
como una ecuación. Vea el Ejemplo 2, el Ejemplo 3 y el Ejemplo 4. 

Los valores de los intervalos representados en una recta numérica pueden describirse utilizando la notación de 
inecuación, la notación del constructor de conjuntos y la notación intervalo. Vea el Ejemplo 5. 

Para muchas funciones, el dominio y el rango se pueden determinar a partir de un gráfico. Vea el Ejemplo 6 y el 
Ejemplo 7. 

La comprensión de las funciones de la caja de herramientas puede utilizarse para encontrar el dominio y el rango 
de las funciones relacionadas. Vea el Ejemplo 8, el Ejemplo 9 y el Ejemplo 10. 

Una función definida por partes se describe con más de una fórmula. Vea el Ejemplo 11 y el Ejemplo 12. 

Una función definida por partes se puede graficar utilizando cada fórmula algebraica en su subdominio asignado. 


Vea el Ejemplo 13. 


1.3 Tasas de variación y comportamiento de los gráficos 


La tasa de cambio relaciona el cambio de una cantidad de salida con el de una cantidad de entrada. La tasa de 
cambio promedio se determina utilizando solo los datos iniciales y finales. Vea el Ejemplo 1. 

La identificación de los puntos que marcan el intervalo en un gráfico puede utilizarse para hallar la tasa de cambio 
promedio. Vea el Ejemplo 2. 

La comparación de pares de valores de entrada y salida en una tabla también puede utilizarse para encontrar la 
tasa de cambio promedio. Vea el Ejemplo 3. 

Una tasa de cambio promedio también se puede calcular determinando los valores de la función en los puntos 
finales de un intervalo descrito por una fórmula. Vea el Ejemplo 4 y el Ejemplo 5. 

Aveces, la tasa de cambio promedio puede determinarse como una expresión. Vea el Ejemplo 6. 

Una función es creciente cuando su tasa de cambio es positiva y decreciente cuando su tasa de cambio es negativa. 
Vea el Ejemplo 7. 

Un máximo local es cuando una función pasa de ser creciente a decreciente y tiene un valor de salida mayor (más 
positivo o menos negativo) que los valores de salida en los valores de entrada vecinos. 

Un mínimo local es cuando la función pasa de ser decreciente a creciente (a medida que aumenta la entrada) y tiene 
un valor de salida menor (más negativo o menos positivo) que los valores de salida en los valores de entrada 
vecinos. 

Los mínimos y los máximos también se llaman extremos. 
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* Podemos encontrar los extremos locales de un gráfico. Vea el Ejemplo 8 y el Ejemplo 9. 
• Los puntos más altos y más bajos de un gráfico indican los máximos y los mínimos. Vea el Ejemplo 10. 


1.4 Composición de las funciones 


* Podemos realizar operaciones algebraicas con funciones. Vea el Ejemplo 1. 

+ Cuando las funciones se combinan, la salida de la primera función (interna) se convierte en la entrada de la segunda 
función (externa). 

« Lafunción producida al combinar dos funciones es una función compuesta. Vea el Ejemplo 2 y el Ejemplo 3. 

• Al interpretar el significado de las funciones compuestas hay que tener en cuenta el orden de composición de las 
mismas. Vea el Ejemplo 4. 

+ Se puede evaluar una función compuesta evaluando la función interna utilizando el valor de entrada dado y luego 
evaluando la función externa tomando como entrada la salida de la función interna. 

* Se puede evaluar una función compuesta a partir de una tabla. Vea el Ejemplo 5. 

+ Se puede evaluar una función compuesta a partir de un gráfico. Vea el Ejemplo 6. 

+ Se puede evaluar una función compuesta a partir de una fórmula. Vea el Ejemplo 7. 

• El dominio de una función compuesta consiste en aquellas entradas en el dominio de la función interna que 
corresponden a salidas de la función interna que están en el dominio de la función externa. Vea el Ejemplo 8 y el 
Ejemplo 9. 

• Al igual que las funciones pueden combinarse para formar una función compuesta, las funciones compuestas 
pueden descomponerse en funciones más simples. 

• А menudo, las funciones pueden descomponerse de más de una manera. Vea el Ejemplo 10. 


1.5 Transformación de funciones 


+ Una función puede desplazarse verticalmente al sumar una constante a la salida. Vea el Ejemplo 1 y el Ejemplo 2. 

+ Una función puede desplazarse horizontalmente al sumar una constante a la entrada. Vea el Ejemplo 3, el Ejemplo 4 
y el Ejemplo 5. 

+ Relacionar el desplazamiento con el contexto de un problema permite comparar e interpretar los desplazamientos 
verticales y horizontales. Vea el Ejemplo 6. 

• А menudo se combina el desplazamiento vertical con el horizontal. Vea el Ejemplo 7 y el Ejemplo 8. 

• La reflexión vertical refleja un gráfico con respecto al eje х. Un gráfico puede reflejarse verticalmente al multiplicar 
la salida por -1. 

• La reflexión horizontal refleja un gráfico con respecto al eje y. Un gráfico puede relejarse horizontalmente al 
multiplicar la entrada por -1. 

• Un gráfico puede reflejarse tanto vertical como horizontalmente. El orden en que se aplican las reflexiones no afecta 
el gráfico final. Vea el Ejemplo 9. 

• Una función presentada en forma tabular también puede reflejarse al multiplicar los valores de las filas o columnas 
de entrada y salida según corresponda. Vea el Ejemplo 10. 

• Lafunción presentada en forma de ecuación puede reflejarse al aplicar las transformaciones una a la vez. Vea el 
Ejemplo 11. 

• Las funciones pares son simétricas con respecto al eje y, mientras que las funciones impares son simétricas 
respecto al origen. 

e Las funciones pares satisfacen la condición f(x) = f(=x). 

+ Las funciones impares cumplen la condición f(x) = —f(=x). 

+ Una función puede ser impar, par o ninguna de las dos. Vea el Ejemplo 12. 

+ Una función puede comprimirse o estirarse verticalmente al multiplicar la salida por una constante. Vea el Ejemplo 
13, el Ejemplo 14 y el Ejemplo 15. 

• Una función puede comprimirse o estirarse horizontalmente al multiplicar la entrada por una constante. Vea el 
Ejemplo 16, el Ejemplo 17 y el Ejemplo 18. 

* El orden en el que se apliquen las distintas transformaciones no afecta la función final. Las transformaciones 
verticales y horizontales deberán aplicarse en el orden indicado. Sin embargo, una transformación vertical puede 
combinarse con una transformación horizontal en cualquier orden. Vea el Ejemplo 19 y el Ejemplo 20. 


1.6 Funciones de valor absoluto 


* La función de valor absoluto se utiliza habitualmente para medir las distancias entre los puntos. Vea el Ejemplo 1. 

• Los problemas aplicados, como los rangos de valores posibles, también se resuelven con la función de valor 
absoluto. Vea el Ejemplo 2. 

• El gráfico de la función valor absoluto se parece a una letra V. Tiene un vértice en el que el gráfico cambia de 
dirección. Vea el Ejemplo 3. 
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• En una ecuación de valor absoluto, una incógnita de la variable es la entrada de una función de valor absoluto. 

• Sielvalor absoluto de una expresión es igual a un número positivo, espere dos soluciones para la incógnita. Vea el 
Ejemplo 4. 

• La ecuación de valor absoluto puede tener una solución, dos soluciones o ninguna solución. Vea el Ejemplo 5. 

• La inecuación de valor absoluto es similar a una ecuación de valor absoluto, pero tiene la forma 
|A| < B, |A| < B, |A| > В, o |A| > В. Se resuelve al delimitar el conjunto de soluciones y luego probar cuáles 
segmentos están en el conjunto. Vea el Ejemplo 6. 

•  Lasinecuaciones de valor absoluto se resuelven gráficamente. Vea el Ejemplo 7. 


1.7 Funciones inversas 


* Si los valores de g(x) es la inversa de f(x), entonces g(f(x)) = f(e(x)) = x. Vea el Ejemplo 1, el Ejemplo 2 y el 
Ejemplo 3. 

• Сада una de las funciones de la caja de herramientas tiene una inversa. Vea el Ejemplo 4. 

• Para que una función tenga una inversa, deberá ser biunívoca (pasar la prueba de la línea horizontal). 

+ Aquella función que no sea biunívoca en todo su dominio puede serlo en parte de su dominio. 

• Рага una función tabular, intercambie las filas de entrada y salida para obtener la inversa. Vea el Ejemplo 5. 

• La inversa de la función puede determinarse en puntos específicos en su gráfico. Vea el Ejemplo 6. 

• Рага hallar la inversa de una fórmula, resuelva la ecuación у = f(x) рага х en función de y. A continuación, 
intercambie las etiquetas x y y. Vea el Ejemplo 7, el Ejemplo 8 y el Ejemplo 9. 

• El gráfico de una función inversa es la reflexión del gráfico de la función original a través de la línea y = x. Vea el 


Ejemplo 10. 
Ejercicios 
Ejercicios de repaso 


Funciones y notación de funciones 
En los siguientes ejercicios, determine si la relación es una función. 


1. ((a, Б), (с, а), (e, d)) 2. {(5, 2), (6, 1), (6, 2), (4, 8)) 3. y? +4 = х, рага xes la 
variable independiente, 
mientras que y es la variable 
dependiente 


4. ¿El gráfico en la Figura 1 es 
una función? 


+ 


Figura 1 


En los siguientes ejercicios, evalúe la función еп los valores indicados: f(—3), f(2), fl=a), —/(а); fla + h). 


5. f(x) =-2x? + 3х 6. р(х) = 2 [3х1 
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En los siguientes ejercicios, determine si las funciones son biunívocas. 


7. f0)=-3x+5 8. /(х)=|х—3| 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la prueba ае la línea vertical para determinar si la relación cuyo gráfico se proporciona 


es una función. 


9. 10. 11. y 


х 


Еп los siguientes ejercicios, grafique las funciones. 


12. f(0)=|x+1] 13. (х) = х2 2 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la Figura 2 para estimar los valores. 


Figura 2 
14. f(2) 15. f(22) 16. Si f(x) = 2, y luego 
resolvemos para x. 
17. Si f(x) = 1, y luego 
resolvemos para x. 
En los siguientes ejercicios, utilice la función h(t) = —161? + 80t para estimar los valores. 
h(2)—h(1) h(a)—h(1) 
18. => и иш 
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Dominio y rango 


En los siguientes ejercicios, halle el dominio de cada función, y exprese las respuestas utilizando la notación intervalo. 


1 


х= 


20. Ро) = +25 21. Го) = 2. 22. у(х) = “== 


23. Grafique esta función 
definida por partes 


x+1 x<-2 
ronf x>-2 


Tasas de variación y comportamiento de los gráficos 


En los siguientes ejercicios, calcule la tasa promedio de cambio de las funciones a partir de x = 1 para x = 2. 


24. f(x) =4x-3 25. f(x)=10x2+x 26. fx) = –- 2 


Еп los siguientes ejercicios, utilice los gráficos para determinar los intervalos еп los que las funciones son crecientes, 
decrecientes o constantes. 


27. 28. 29. y 
5} 


4 
3 
2 


5 
30. Halle el mínimo local de la 31. Halle los extremos locales 32. Para el gráfico en la Figura 
función graficada en el de la función graficada en 3, el dominio de la función 


Ejercicio 1.27. el Ejercicio 1.28. es [-3, 3]. El rango es 
[-10, 10]. Halle el mínimo 


absoluto de la función en 
este intervalo. 
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33. Halle el máximo absoluto de la 
función graficada en la Figura 3. 


y 


Figura 3 


Composición de las funciones 


En los siguientes ejercicios, calcule (f ° gMx) y (g ° f)(x) por cada par de funciones. 


34. f(x)=4-x, g(x) =-4x 35. f(x)=3x+2, g(x)=5-6x 36. /(х) = х2 + 2х, g(x)=5x+1 


37. Јох) = үх +2, (х) = 1 38. fœ = 23, а(х) = ү1- х 


Еп los siguientes ejercicios, calcule (f ° g) y el dominio para (f + g) (х) por cada par de funciones. 


39. fœ = H, в(х) = 1 40. Р(х) = 515, в) = 5 41. ЈО) = 1, во) = үх 


42. (х) = a g(x)=yx+1 
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En los siguientes ejercicios, exprese cada función H como una composición de dos funciones f y g donde 
Н(х) = (f • в)(х). 


= 2х—1 БЕ 1 
43. H(x) = 3x44 44. H(x) = cea? 


Transformación de funciones 


En los siguientes ejercicios, dibuje un gráfico de la función dada. 


45. f(x) = (х – 3? 46. у(х) = (х + 4)3 47. ЈО) = үх +5 
48. f(x) = —х? 49. у(х) = Y=x 50. f(x) = 54/-х – 4 
51. f(x) = 4х 2|- 6] 52. f(x) = (х + 2)2-1 


Еп los siguientes ejercicios, dibuje el gráfico de la función g si el gráfico de la función f se muestra еп la Figura 4. 


y 
6} 


+ + + > 
3:21 0 1 2 З 
Figura 4 


X 


53. g(x) = f(x-1) 54. g(x) = 3f (x) 


En los siguientes ejercicios, anote la ecuación de la función estándar representada por cada uno de los gráficos que 
aparecen a continuación. 


55. 20 56. 


15 


>» 10 


0.5 


En los siguientes ejercicios, determine si cada función de abajo es раг; impar o ninguna de las dos. 


57. (х) = 3х4 58. g(x) = \/х 59. h(x) = 1 + 3х 
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En los siguientes ejercicios, analice el gráfico y determine si la función graficada es раг; impar o ninguna de las dos. 


60. y 61. y 
20} 
18+ 
16+ 


14+ 


X 
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 


62. 


Funciones de valor absoluto 


En los siguientes ejercicios, escriba una ecuación para la transformación de f(x) = |x|. 


63. 65. 
En los siguientes ejercicios, grafique la función de valor absoluto. 
66. f(x) = |х – 5| 67. (х) = – |х – 3] 68. f(x) = |2х – 4| 


Еп los siguientes ejercicios, resuelva la ecuación de valor absoluto. 


69. |х+4| = 18 70. |1х+5| = |х – 2) 
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En los siguientes ejercicios, resuelva la їпесиасїбп y exprese la solución con la notación de intervalo. 


71. |[3x-2|<7 72. |1х-2|<7 


Funciones inversas 


En los siguientes ejercicios, calcule f 1) por cada función. 


73. f(x) = 9 + 10х 74. у(х) = 25 


En el siguiente ejercicio, halle un dominio en el que la función f sea biunívoca y по decreciente. Escriba el dominio en 
notación de intervalo. Entonces calcule la inversa de f restringida a ese dominio. 


75. f(x)=x2+1 76. Dado que f (x)= х? – 5у 
g(x) = Yx+s5 Я 
a. Halle f(g(x)) y g(£Go). 


b. ¿Qué nos dice la 
respuesta sobre la 
relación entre f(x) y 


800)? 


Еп los siguientes ejercicios, utilice una herramienta gráfica para determinar si cada función es biunívoca. 


77. /(ху=+ 78. /(х)=—3х°+х 79. Silos valores de / (5) = 2, 
calcule FD). 


80. Si f (1) = 4, calcule 
FA. 


Examen de práctica 


En los siguientes ejercicios, determine si cada una de las siguientes relaciones es una función. 


1. y=2x+8 2. {0, 1), (3, 2), El, 1), (0, —2)} 
En los siguientes ejercicios, evalúe la función f(x) = -3x2 + 2x en la entrada dada. 
3. f(2) 4. f(a) 5. Demuestre que la función 
f(x) = -La- 1)? +3 no es 
biunívoca. 
6. Escriba el dominio de la 7. Dados f(x) = 2x2 — 5х, 8. Grafique la función 
función f(x) = y3 = хеп calcule f(a + 1) – f(1). ғо) = { х+1 si —2<х<3 
notación de intervalo. -x si x>3 


9. Halle la tasa de cambio 
promedio de la función 
/(х) =3- 2х2 + ха! 


calcular PERA. 
Ha 
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En los siguientes ejercicios, utilice las funciones f(x) = 3 — 2x2 +x y g(x) = ух para hallar las funciones compuestas. 


10. (2° f)(x) 11. (2° ) (1) 12. Ехргеѕе 


Н(х) = 5х2 — Зх como 
una composición de dos 
funciones, f y g, donde 


(7° 8) (х) = HG). 


Еп los siguientes ejercicios, grafique las funciones al trasladar, estirar o comprimir una función de Іа caja de 
herramientas. 


13. f(x)=yx+6-1 14. ЈО) = 515-1 


Еп los siguientes ejercicios, determine si las funciones son pares, impares o ninguna de las dos. 


15. 0) =- +9x% 16. /(х) = – 55 4915 17. уо) = 1 
х х 
18. Represente gráficamente 19. Resuelva |2x — 3| = 17. 20. Resuelva — |3х = 3| > 17. 
la función de valor Exprese la solución en 
absoluto notación de intervalo. 


f(x) =-2|x-1] +3. 


En los siguientes ejercicios, halle la inversa de la función. 


21. (х) =3х-5 22. fœ) =- 


En los siguientes ejercicios, utilice el gráfico de g que se muestra en la Figura 1. 


БЕ + + =X 
75 “4 4 5 
Figura 1 
23. ¿En qué intervalos es 24. ¿En qué intervalos es 25. Calcule aproximadamente 
creciente la función? decreciente la función? el mínimo local de la 


función. Exprese la 
respuesta como un par 
ordenado. 


Acceso gratis en openstax.org 


l° Ejercicios 165 


26. Calcule aproximadamente 
el máximo local de la 
función. Exprese la 
respuesta como un par 
ordenado. 


En los siguientes ejercicios, utilice el gráfico de la función definida por partes que se muestra en la Figura 2. 


75 74 
Figura 2 
27. Halle f(2). 28. Calcule f(-2). 29. Escriba una ecuación para 
la función definida por 
partes. 


En los siguientes ejercicios, utilice los valores que aparecen en la Tabla 1. 


0х) 1113 |51719 | 11| 13 | 15 | 17 


Tabla 1 
30. Halle F(6). 31. Resuelva la ecuación 32. ¿El gráfico es creciente o 
F(x) = 5. decreciente en su dominio? 
33. ¿La función que representa 34. Halle F7!(15). 35. Dado que 
el gráfico es biunívoca? Р(х) = —2х +11, calcule 


FE). 
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AN А 
FUNCIONES LINEALES 


„А 


Bosque de bambú en China (créditos: "JFXie”/Flickr). 


Esquema del capítulo 


Funciones lineales 

Gráficos de funciones lineales 
Modelado con funciones lineales 
Ajuste de modelos lineales a los datos 


Introducción 


Imagínese que coloca una planta en el suelo un día y descubre que ha crecido el doble a los pocos días. Aunque parezca 
increíble, esto ocurre con ciertas especies de bambú. Estos miembros de la familia de las gramíneas son las plantas que 
más rápido crecen en el mundo. Se ha observado que una especie de bambú crece casi 1,5 pulgadas cada hora.* En un 

lapso de veinticuatro horas, esta planta de bambú crece unas 36 pulgadas, es decir, ¡unos increíbles 3 pies! Una tasa de 

cambio constante, como el ciclo de crecimiento de esta planta de bambú, es una función lineal. 


Recordemos de Funciones y notación de funciones que una función es una relación que asigna a cada elemento del 
dominio exactamente un elemento en el rango. Las funciones lineales son un tipo específico de función que se utiliza 
para modelar muchas aplicaciones en el mundo real, como el crecimiento de las plantas en el tiempo. En este capítulo, 
exploraremos las funciones lineales, sus gráficos y cómo relacionarlas con los datos. 


1 http://www.guinnessworldrecords.com/records-3000/fastest-growing-plant/ 
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2.1 Funciones lineales 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Representar una función lineal. 
Determinar si una función lineal es creciente, decreciente o constante. 
Calcular e interpretar la pendiente. 
Escribir la forma punto-pendiente de una ecuación. 
Escribir e interpretar una función lineal. 


vvvv 


Figura 1 Tren MagLev de Shanghai (créditos: "kanegen"/Flickr) 


Al igual que el crecimiento de una planta de bambú, hay muchas situaciones que implican un cambio constante con el 
paso del tiempo. Pensemos, por ejemplo, en el primer tren comercial de levitación magnética del mundo, el Tren MagLev 
de Shaghai (Figura 1). Transporta cómodamente a los pasajeros en un viaje de 30 kilómetros desde el aeropuerto hasta 
la estación de metro en apenas ocho minutos. 


Supongamos que un tren de levitación magnética recorre una larga distancia, a una velocidad constante de 83 metros 
por segundo durante un tiempo una vez que se aleja 250 metros de la estación. ¿Cómo analizaríamos la distancia del 
tren a la estación en función del tiempo? En esta sección, investigaremos un tipo de función que sirve para este 
propósito, y la utilizaremos para investigar situaciones del mundo real como la distancia del tren a la estación en un 
momento dado. 


Representar funciones lineales 


La función que describe el movimiento del tren es una función lineal, la cual se define como una función con una tasa 
de cambio constante, es decir, un polinomio de grado 1. Hay varias formas de representar una función lineal, entre ellas 
la forma verbal, la notación de funciones, la forma tabular y la forma gráfica. Describiremos el movimiento del tren como 
una función mediante el empleo de cada método. 


Representar una función lineal en forma verbal 
Empecemos por describir la función lineal con palabras. Para el problema del tren que acabamos de considerar, se 
puede utilizar la siguiente frase para describir la relación de funciones. 


* La distancia entre el tren y la estación es una función del tiempo durante el cual el tren se mueve a una velocidad 
constante más su distancia original a la estación cuando comenzó a moverse a velocidad constante. 


La velocidad es la tasa de cambio. Recordemos que la tasa de cambio es una medida de la rapidez con la que cambia la 
variable dependiente con respecto a la variable independiente. La tasa de cambio para este ejemplo es constante, lo que 
significa que es la misma para cada valor de entrada. A medida que el tiempo (entrada) aumenta en 1 segundo, la 
distancia correspondiente (salida) aumenta en 83 metros. El tren comenzó a moverse a esta velocidad constante a una 
distancia de 250 metros de la estación. 


Representar una función lineal en notación de funciones 

Otro enfoque para representar funciones lineales es utilizar la notación de funciones. Un ejemplo de notación de 
funciones es una ecuación escrita en lo que se conoce como forma pendiente-intersección de una línea, donde x es el 
valor de entrada, m es la tasa de cambio y b es el valor inicial de la variable dependiente. 


2 http://www.chinahighlights.com/shanghai/transportation/maglev-train.htm 
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Forma de la ecuación y=mx+b 
Notación de la ecuación f(x) = тх + b 
En el ejemplo del tren, podríamos utilizar la notación D(t) en la que la distancia total D es una función del tiempo t. La 


tasa, m, es de 83 metros por segundo. El valor inicial de la variable dependiente b es la distancia original de la estación, 
250 metros. Podemos escribir una ecuación generalizada para representar el movimiento del tren. 


D(t) = 831 + 250 
Representar una función lineal en forma tabular 
Un tercer método para representar una función lineal es mediante el uso de una tabla. La relación entre la distancia de 


la estación y el tiempo se representa en la Figura 2. En la tabla, podemos ver que la distancia cambia en 83 metros por 
cada aumento de 1 segundo en el tiempo. 


1 segundo 1 segundo 1 segundo 


83 metros 83 metros 83 metros 


Figura 2 Representación tabular de la función D con los valores de entrada y salida seleccionados 


3| PREGUNTAS Y ¿La entrada en el ejemplo anterior puede ser cualquier número real? 
RESPUESTAS 


No. La entrada representa el tiempo, por lo que, si bien los números racionales e irracionales 
no negativos son posibles, los números reales negativos no son posibles para este ejemplo. La 
entrada consiste en números reales no negativos. 


Representar una función lineal de forma gráfica 

Otra forma de representar las funciones lineales es visualmente, mediante un gráfico. Podemos utilizar la relación de 
funciones de arriba, D(t) = 83t + 250, para dibujar un gráfico, representado en la Figura 3. Observe que el gráfico es 
una línea. Cuando trazamos una función lineal, el gráfico es siempre una recta. 


La tasa de cambio, que es constante, determina la inclinación o pendiente de la línea. El punto en el que el valor de 
entrada es cero es la intersección vertical, o intersección en y, de la línea. Podemos ver en el gráfico de la Figura 3 que 
la intersección en y en el ejemplo del tren que acabamos de ver es (0, 250) y representa la distancia del tren a la estación 
cuando comenzó a moverse a velocidad constante. 


500 
400 
300 
200 


Distancia (m) 


100 


Tas ds 
Tiempo (5) 
Figura З el gráfico de D(t) = 831 + 250. Los gráficos de las funciones lineales son líneas porque la tasa de cambio es 
constante. 


Observe que el gráfico del ejemplo del tren está restringido, pero no siempre es así. Considere el gráfico de la línea 

f(x) = 2x+1. Pregúntese qué números se pueden introducir en la función, es decir, cuál es el dominio de la función. El 
dominio está compuesto por todos los números reales porque cualquier número puede duplicarse, y luego sumar uno al 
producto. 
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Función lineal 


La función lineal es aquella cuya representación gráfica es una línea. Las funciones lineales se escriben en la forma 
pendiente-intersección de una línea. 


/(х) = тх + Б 


donde b es el valor inicial о de partida de la función (cuando se introduce, х = 0), y m es la tasa de cambio constante 
de la función, o pendiente de la función. Así que la intersección en y está en (0, b). 


да Э Э95< 


Usar una función lineal para hallar Іа presión en un buceador 

La presión, P, en libras por pulgada cuadrada (PSI) en el buceador en la Figura 4 depende de su profundidad bajo la 
superficie del agua, d, en pies. Esta relación puede modelarse mediante la ecuación P(d) = 0,434d + 14,696. Repita esta 
función con palabras. 


Figura 4 (Créditos: Ilse Reijs y Jan-Noud Hutten) 


© Solución 

Para replantear la función en palabras tenemos que describir cada parte de la ecuación. La presión en función de la 
profundidad es igual a cuatrocientos treinta y cuatro milésimas de la profundidad más catorce y seiscientos noventa y 
seis milésimas. 


©) Análisis 
El valor inicial, 14,696, es la presión en PSI sobre el buceador a una profundidad de 0 pies, que es la superficie del agua. 


La tasa de cambio, o pendiente, es de 0,434 PSI por pie. Esto nos indica que la presión sobre el buceador aumenta 0,434 
PSI por cada pie que aumenta su profundidad. 


Determinar si una función lineal es creciente, decreciente o constante 


Las funciones lineales que hemos utilizado en los dos ejemplos anteriores aumentan con el tiempo, pero no todas lo 
hacen. La función lineal puede ser creciente, decreciente o constante. En el caso de una función creciente, como en el 
ejemplo del tren, los valores de salida aumentan a medida que aumentan los valores de entrada. El gráfico de la función 
creciente tiene una pendiente positiva. Una línea con pendiente positiva se inclina hacia arriba de izquierda a derecha 
como en Figura 5(a). En el caso de una función decreciente, la pendiente es negativa. Los valores de salida disminuyen a 
medida que aumentan los valores de entrada. Una línea con pendiente negativa se inclina hacia abajo de izquierda a 
derecha como en la Figura 5(b). Si la función es constante, los valores de salida son los mismos para todos los valores de 
entrada, por lo que la pendiente es cero. Una línea con pendiente cero es horizontal como en la Figura 5(c). 
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Función creciente Función decreciente Función constante 
fix) f(x) fix) 
à A 
f 
f 
¡$ ————>- 
f 
= Х =x =X 
(a) (b) (c) 
Figura 5 


Funciones crecientes y decrecientes 


La pendiente determina si la función es una función lineal creciente, una función lineal decreciente o una función 
constante. 


* f(x)= mx + bes una función creciente si m > 0, 
* f(x)= mx + b es una función decreciente si m < 0, 
* f(x)= mx + bes una función constante si m = 0, 


ышы aaa 


Decidir si una función es creciente, decreciente o constante 

Los estudios de principios de la primera década del siglo XXI indicaban que los adolescentes enviaban unos 60 mensajes 
de texto al día, mientras que los datos más recientes indican tasas de mensajería mucho más elevadas entre todos los 
usuarios, sobre todo teniendo en cuenta las diversas aplicaciones con las que la gente puede comunicarse. Para cada 
una de las siguientes situaciones, halle la función lineal que describa la relación entre el valor de entrada y el valor de 
salida. A continuación, determine si el gráfico de la función es creciente, decreciente o constante. 


(д) El número total de textos que envía un adolescente se considera en función del tiempo en días. La entrada es el 


número de días, y la salida es el número total de textos enviados. 
Una persona tiene un límite de 500 mensajes de texto al mes en su plan de datos. La entrada es el número de 


días, y la salida es el número total de textos que quedan para el mes. 
(© Una persona tiene un número ilimitado de mensajes de texto en su plan de datos por un costo de 50 dólares al 


mes. La entrada es el número de días, y la salida es el costo total de los mensajes de texto cada mes. 


© Solución 
Analice cada función. 


(А) La función puede representarse como f(x) = 60x donde x es el número de días. La pendiente, 60, es positiva, 
por lo que la función es creciente. Esto tiene sentido porque el número total de textos aumenta cada día. 

La función puede representarse como f(x) = 500 — 60x donde x es el número de días. En este caso, la 
pendiente es negativa, por lo que la función es decreciente. Esto tiene sentido porque el número de textos restantes 
disminuye cada día y esta función representa el número de textos restantes en el plan de datos después de x días. 
(© La función de costo puede representarse como f(x) = 50 porque el número de días no incide en el costo total. 


La pendiente es 0, por lo que la función es constante. 
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Calcular e interpretar la pendiente 


En los ejemplos que hemos visto hasta ahora, nos han proporcionado la pendiente. Sin embargo, a menudo 
necesitamos calcular la pendiente dados los valores de entrada y salida. Dados dos valores de entrada, x1 y x2, y dos 
valores correspondientes para la salida, уу y y2, que puede representarse mediante un conjunto de puntos, (x1, y1)y 
(x2, y2), podemos calcular la pendiente m, como sigue 


cambio en la salida (subida) Ду у-у 
— cambio en la entrada (recorrido) Ах x2—x1 


donde Ay es el desplazamiento vertical y Ах es el desplazamiento horizontal. Observe en la notación de la función dos 
valores correspondientes a la salida уу у уз para la función f, у = f(x1) y y2 = f(x2), por lo que podríamos escribir de 
forma equivalente 


y fr) 
me QA 
Xx2-X1 


la Figura 6 indica cómo se calcula la pendiente de la línea entre los puntos, (х1 y1) y (х2, ух). Recordemos que la 
pendiente mide la inclinación. Cuanto mayor sea el valor absoluto de la pendiente, más pronunciada será la línea. 


(X1: Y1) 


Figura 6 La pendiente de una función se calcula mediante el cambio en y dividido entre el cambio en x. Es indiferente 
la coordenada que se utilice como (хә, уз) y cuál es (ху, yı), siempre que cada cálculo se inicie con los elementos del 
mismo par de coordenadas. 


unidades para la salida 
unidades para la entrada * 


OD | PREGUNTAS Y ¿Las unidades de la pendiente son siempre 
RESPUESTAS 


Sí. Piense en las unidades como el cambio del valor de salida por cada unidad de cambio en el 
valor de entrada. Un ejemplo de pendiente podría ser millas por hora o dólares por día. 
Observe que las unidades aparecen como el cociente de unidades para la salida por unidades 
para la entrada. 


Calcular la pendiente 


La pendiente, o tasa de cambio, de una función m puede calcularse de acuerdo con lo siguiente: 


Acceso gratis en openstax.org 


2.1* Funciones lineales 173 


cambio en la salida (subida) Ду у-у 


cambio еп la entrada (recorrido) Ах х= х] 


donde х y x son valores de entrada, уу y y2 son valores de salida. 


(М cómo 


Dados dos puntos a partir de una función lineal, calcule e interprete la pendiente. 


1. Determine las unidades relativas a los valores de salida y entrada. 
2. Calcule el cambio de los valores de salida y de entrada. 
3. Interprete la pendiente como el cambio en los valores de salida por unidad del valor de entrada. 
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Hallar la pendiente de una función lineal 
Silos valores de f(x) es una función lineal, y (3, -2) y (8, 1) son puntos de la recta, calcule la pendiente. ¿Esta función es 
creciente o decreciente? 


© Solución 
Los pares de coordenadas son (3, -2) y (8, 1). Para calcular la tasa de cambio, dividimos el cambio en la producción 
entre el cambio en la entrada. 


cambio en la salida _ 1-(-2) _ 3 


7 cambio en la entrada 8-3 5 


También podríamos escribir la pendiente como т = 0,6. La función es creciente porque т > 0. 
©) Análisis 
Como se ha señalado anteriormente, el orden en el que escribimos los puntos no importa cuando calculamos la 


pendiente de la línea siempre que el primer valor de salida, o coordenada y, que se utilice se corresponda con el primer 
valor de entrada, o coordenada x, utilizado. 


>] INTÉNTELO #1 Si los valores de f(x) es una función lineal, y (2, 3)y (0, 4) son puntos de la recta, calcule la 
pendiente. ¿Esta función es creciente o decreciente? 


EE 


Determinar el cambio demográfico a partir de una función lineal 
La población de la ciudad aumentó de 23.400 a 27.800 habitantes entre 2008 y 2012. Halle la variación de la población 
por año si suponemos que el cambio fue constante desde 2008 hasta 2012. 


© Solución 

La tasa de cambio relaciona el cambio en la población con el cambio en el tiempo. La población aumentó en 
27.800 — 23.400 = 4.400 habitantes en el intervalo de cuatro años. Para hallar la tasa de cambio, hay que dividir el 
cambio en el número de personas entre el número de años. 


4.400 personas 0 personas 


= 1.10 
4 años año 


Así que la población aumentó en 1.100 habitantes al año. 

©) Análisis 

Como se nos dice que la población aumentó, esperaríamos que la pendiente sea positiva. Por lo tanto, esta pendiente 
positiva que hemos calculado es razonable. 
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[>] INTÉNTELO #2  Lapoblación de una pequeña ciudad aumentó de 1.442 a 1.868 habitantes entre 2009 y 
2012. Halle la variación de la población por año si suponemos que el cambio fue constante 
desde 2009 hasta 2012. 


Escribir la forma punto-pendiente de una ecuación lineal 


Hasta ahora, hemos utilizado la forma pendiente-intersección de la ecuación lineal para describir funciones lineales. 
Aquí aprenderemos otra forma de escribir una función lineal, la forma punto-pendiente. 


у-ур = т(х—х\) 


La forma punto-pendiente se deriva de Іа fórmula de la pendiente. 


= = suponiendo que x £ х] 
m(x-x])= = (х— хі) Multiplique ambos lados por (x-x1). 
m(x-x1) = у-у Simplifique. 
у-уу = т(х-х]) Reacomode. 


Tenga presente que la forma pendiente-intersección y la forma punto-pendiente pueden utilizarse para describir la 
misma función. Podemos pasar de una forma a otra con el álgebra básica. Por ejemplo, supongamos que nos dan una 
ecuación en forma de punto-pendiente, y — 4 = Ha — 6). Podemos convertirla a la forma pendiente-intersección, 


como se indica. 


y-4= -1х +3  Distribuya el — 3. 
y= -4x +7 Sume 4 a cada lado. 


Por lo tanto, la misma línea puede describirse en forma de pendiente-intersección como y = -4x +7. 
Forma punto-pendiente de una ecuación lineal 


La forma punto-pendiente de una ecuación lineal tiene la forma 
у-у = т(х-х1) 


donde mes la pendiente, ху y yı son las coordenadas de la х y de la y de un punto concreto por el que pasa Іа 
línea. 


Escribir la ecuación de una recta mediante un punto y la pendiente 
La forma punto-pendiente es especialmente útil si conocemos un punto y la pendiente de una línea. Supongamos, por 
ejemplo, que nos dicen que una línea tiene una pendiente de 2 y pasa por el punto (4, 1). Sabemos que m = 2 y que 
xı = 4у yı = 1. Podemos sustituir estos valores en la ecuación general de punto-pendiente. 
у-уу =m(2-x1) 
y-1=2(x-4) 
Si quisiéramos reescribir la ecuación en forma de pendiente-intersección, aplicaríamos técnicas algebraicas. 
y-1=2(x-4) 
y-1=2x-8  Distribuya el 2. 
y=2x-"7 бише l a cada lado. 


Ambas ecuaciones, y — 1 = 2 (x — 4) y y = 2x-7, describen la misma línea. Vea la Figura 7. 
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Figura 7 


ИЭ 


Escribir ecuaciones lineales mediante el empleo de un punto у la pendiente 
Escriba la forma punto-pendiente de la ecuación de una línea con pendiente З que pasa por el punto (6, –1) . Entonces, 
reescríbala en la forma pendiente-intersección. 


© Solución 
Averigúemos lo que sabemos a partir de la información dada. La pendiente es 3, por lo que m = 3. También conocemos 
un punto, por lo que sabemos que ху = буу = —1. Ahora podemos sustituir estos valores en la ecuación general de 


punto-pendiente. 
y- y] = m(x-x1) 
у — (—1) = 3(х — 6)  Sustituya los valores conocidos. 
у+ 1 = 3(х – 6) Distribuya — 1 para hallar la forma punto-pendiente. 


Luego usamos el álgebra para hallar la forma pendiente-intersección. 


y+1=3(x – 6) 
у+1= 3х – 18 Distribuya 3. 
у = 3х – 19 Simplifique a la forma pendiente-intersección. 


INTÉNTELO #3 Escriba la forma punto-pendiente de una ecuación de una línea con una pendiente de –2 
que pasa por el punto (-2, 2). Entonces, reescríbala en la forma pendiente-intersección. 


Ne 


Escribir la ecuación de una línea con dos puntos 
La forma punto-pendiente de una ecuación también sirve si conocemos dos puntos cualesquiera por los que pasa una 
línea. Supongamos, por ejemplo, que sabemos que una línea pasa por los puntos (0, 1) у (3, 2). Podemos utilizar las 
coordenadas de los dos puntos para calcular la pendiente. 


Ahora podemos utilizar la pendiente que hemos calculado y las coordenadas de uno de los puntos para hallar la 
ecuación de la línea. Utilicemos (0, 1) para nuestro punto. 

у-у = m(x-xı) 

у-1= 10-0) 
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Como antes, podemos utilizar el álgebra para reescribir la ecuación en la forma pendiente-intersección. 


y=1=3(x-0) 
y=1= ix Distribuya el 1. 
у= tx +1 Sume 1 a cada lado. 


Ambas ecuaciones describen la línea mostrada en la Figura 8. 


Figura 8 


Шш aaa 


Escribir ecuaciones lineales con dos puntos 
Escriba la forma punto-pendiente de la ecuación de una línea que pasa por los puntos (5, 1) y (8, 7). Luego reescríbala en 
la forma pendiente-intersección. 


© Solución 
Empecemos por hallar la pendiente. 


8 
= 5 
73 
=2 


Así que m = 2. A continuación, sustituimos la pendiente y las coordenadas de uno de los puntos en la ecuación general 
punto-pendiente. Podemos elegir cualquiera de los dos puntos, pero utilizaremos (5, 1). 

у-уу = т(х-х]) 

y=1=2(x-5) 
La ecuación punto-pendiente de la línea es y, — 1 = 2(х2- 5). Para reescribir la ecuación en forma de pendiente- 
intersección, utilizamos el álgebra. 


y-1=2(x-5) 
y=1=2x-10 
y=2x-9 


La ecuación punto-intersección de la línea es у = 2x-9. 


[>] INTÉNTELO #4 Escriba la forma punto-pendiente de la ecuación de una línea que pasa por los puntos 
(—1,3) y (0, 0). Entonces, reescríbala en la forma pendiente-intersección. 
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Escribir e interpretar una ecuación para una función lineal 


Ahora que hemos escrito las ecuaciones de las funciones lineales tanto en la forma pendiente-intersección como en la 
forma punto-pendiente, podemos elegir qué método utilizar en función de la información que nos brinden. Esa 
información puede proporcionarse en forma de gráfico, un punto y una pendiente, dos puntos, etc. Mire el gráfico de la 


función f en la Figura 9. 


Figura 9 


No se nos da la pendiente de la línea, pero podemos elegir dos puntos cualesquiera para determinar la pendiente. 
Elijamos (0, 7) y (4, 4).Podemos utilizar estos puntos para calcular la pendiente. 


_ 72-71 
7 Х7—Х| 


Ahora podemos sustituir la pendiente y las coordenadas de uno de los puntos en la forma punto-pendiente. 


у-у = m(x-x1) 
у-4= -3(х- 4) 


Si queremos reescribir Іа ecuación en Іа forma pendiente-intersección, hallaríamos 


у-4= -4(х- 4) 
у-4= -3х+3 
у= -3х+7 


Si quisiéramos determinar Іа forma pendiente-intersección sin escribir primero la forma punto-pendiente, podríamos 
haber reconocido que la línea cruza el eje y cuando el valor de salida es 7. Por lo tanto, Ь = 7. Ahora tenemos el valor 
inicial b y la pendiente m por lo que podemos sustituir m y b en la forma pendiente-intersección de una línea. 


f(x) = mx + b 


3 
=7 T 


Қх) = -x +7 


Así que la función es f(x) = -2x + 7, y la ecuación lineal sería у = -2x +7. 
(М cómo 
a 


Dado el gráfico de una función lineal, escribir una ecuación que represente la función. 
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Identifique dos puntos de la línea. 
Utilice los dos puntos para calcular la pendiente. 
Determine dónde la línea cruza el eje y para identificar la intersección en y mediante una inspección visual. 


Sustituya la pendiente y la intersección en yen la forma pendiente-intersección de una ecuación lineal. 


ААД 9% 


Escribir una ecuación para una función lineal 
Escriba una ecuación para una función lineal dado un gráfico de f, que se muestra en la Figura 10. 


NS 


х 
2 4 6 8 10 


10; 
Figura 10 


© Solución 
Identifique dos puntos en la línea, como (0, 2) y (2,4). Utilice los puntos para calcular la pendiente. 


_ 3271 
© Х0—Х| 
42 
20 
6 

=2 


=3 


Sustituya la pendiente y las coordenadas de uno de los puntos en la forma punto-pendiente. 


у-ур = т(х—х\) 
у- 44 = 3 (х – C2) 
y+4=3(x+2) 


Podemos utilizar el álgebra para reescribir la ecuación en la forma de pendiente-intersección. 


y+4= 3(х +2) 
y+4=3x+6 
y=3x+2 


©) Análisis 
Esto tiene sentido porque podemos ver en la Figura 11 que la línea cruza el eje y en el punto (0, 2), que es la 
intersección en y, por lo tanto b = 2. 
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Figura 11 


E 


Escribir una ecuación para una función de costo lineal 

Supongamos que Ben crea una empresa en la que incurre en un costo fijo de 1.250 dólares al mes por los gastos 
generales, que incluyen el alquiler de su oficina. Su costo de producción es de 37,50 dólares por artículo. Escriba una 
función lineal C donde C (x) es el costo de x artículos producidos en un mes determinado. 


© Solución 
El costo fijo está presente cada mes, 1.250 dólares. El costo variable abarca el costo de producción de cada artículo, que 
es de 37,50 dólares para Ben. El costo variable, denominado costo marginal, viene representado por 37,5. El costo en el 
que incurre Ben es la suma de estos dos costos, representados por C (x) = 1.250 + 37,5x. 
©) Análisis 
Si Ben produce 100 artículos en un mes, su costo mensual viene representado por 

C(100) = 1.250 + 37,5(100) 

= 5.000 


Así que su costo mensual sería de 5.000 dólares. 


93 


Escribir una ecuación рага una función lineal dados dos puntos 
Si los valores de f es una función lineal, con /(3) = —2 y /(8) = 1, halle una ecuación рага la función en la forma 
pendiente-intersección. 


© Solución 
Podemos escribir los puntos dados mediante el empleo de coordenadas. 


fG) = -2 > (3,-2) 
/@) =1 > (8,1) 


A continuación, podemos utilizar los puntos para calcular la pendiente. 


179 


180 2*Еипсїопез lineales 


Sustituya la pendiente y las coordenadas de uno de los puntos en la forma punto-pendiente. 
y-yı = m(x-x1) 
у-(С2)= 45-3) 
Podemos utilizar el álgebra para reescribir la ecuación en la forma de pendiente-intersección. 
у+2=+(х-3) 
у+2= 


у= 


[>] INTÉNTELO #5 Si los valores de f(x) es una función lineal, соп /(2) =- 11, y f(4) = —25, halle una ecuación 
para la función en la forma pendiente-intersección. 


Modelar problemas del mundo real con funciones lineales 


En el mundo real, los problemas no siempre se plantean explícitamente en términos de una función o se representan 
con un gráfico. Afortunadamente, podemos analizar el problema al representarlo primero como una función lineal y 
luego interpretar los componentes de la función. Siempre que conozcamos, o podamos averiguar, el valor inicial y la tasa 
de cambio de una función lineal, podremos resolver muchos tipos de problemas del mundo real. 


CÓMO 


Dada una función lineal f y el valor inicial y la tasa de cambio, evaluar f (c). 


1. Determine el valor inicial y la tasa de cambio (pendiente). 
2. Sustituya los valores en f(x) = mx + b. 
3. Evalúe la función en x = c. 


O 


Usar la función lineal para determinar el número de canciones en una colección musical 

Marcus tiene actualmente 200 canciones en su colección de música. Cada mes añade 15 canciones. Escriba una fórmula 
para el número de canciones, N, en su colección en función del tiempo, t, el número de meses. ¿Cuántas canciones 
tendrá en un año? 


© Solución 
El valor inicial de esta función es 200 porque actualmente posee 200 canciones, por lo que N(0) = 200, lo que significa 
que b = 200. 


El número de canciones aumenta en 15 al mes, por lo que la tasa de cambio es de 15 canciones al mes. Por lo tanto, 
sabemos que m = 15. Podemos sustituir el valor inicial y la tasa de cambio en la forma pendiente-intersección de una 


línea. 
f(x) = тх + b 
15 200 


N(t) = 15t + 200 
Podemos escribir la fórmula N(t) = 151 + 200. 


Con esta fórmula, podemos predecir cuántas canciones tendrá Marcus en 1 año (12 meses). En otras palabras, podemos 
evaluar la función en і = 12, 
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N(12) = 15(12) + 200 
= 180 + 200 
= 380 
Marcus tendrá 380 canciones en 12 meses. 
©) Análisis 
Observe que N es una función lineal creciente. A medida que aumenta la entrada (el número de meses), también 
aumenta la salida (el número de canciones). 


EE 


Usar una función lineal para calcular el salario más las comisiones 

Trabajando como vendedor de seguros, Ilya gana un salario base más una comisión por cada nueva póliza. Por lo tanto, 
el ingreso semanal de Ilya, Г, depende del número de pólizas, n, que vende durante la semana. La semana pasada 
vendió 3 pólizas y ganó 760 dólares en la semana. La semana anterior, vendió 5 pólizas y ganó 920 dólares. Halle una 
ecuación para T (n), e interprete el significado de los elementos de la ecuación. 


© Solución 


La información dada nos da dos pares de entrada-salida (3,760) y (5,920). Empezamos por estimar la tasa de cambio. 
— 920—760 
=> 
— 160 dólares 
— 2 pólizas 
= 80 dólares por cada póliza 


Llevar la cuenta de las unidades nos permite interpretar esta cantidad. Los ingresos aumentaron en 160 dólares cuando 
el número de pólizas aumentó en 2, por lo que la tasa de variación es de 80 dólares por cada póliza. Por lo tanto, Ilya 
gana una comisión de 80 dólares por cada póliza que venda durante la semana. 


Entonces podemos resolver el valor inicial. 


I(n) = 80n + b 

760 = 80(3)+b cuandonn= 3, I(3)= 760 
760 — 80(3) = b 

520 =b 


El valor de b es el valor inicial de la función y representa los ingresos de Ilya cuando n = 0, o cuando no se vendan 
nuevas pólizas. Podemos interpretarlo como el salario base de Ilya para la semana, que no depende del número de 
pólizas vendidas. 


Ahora podemos escribir la ecuación final. 
I(n) = 80n + 520 


Nuestra interpretación final es que el salario base de Ilya es de 520 dólares semanales y que gana una comisión 
adicional de 80 dólares por cada póliza que venda. 


шшш aaa 


Usar la forma tabular para escribir la ecuación de una función lineal 
La Tabla 1 relaciona el número de ratas de una población con el tiempo, en semanas. Utilice la tabla para escribir la 
ecuación lineal. 
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w, número de semanas 0 2 4 6 


P(w), número de ratas 1.000 1.080 1.160 | 1.240 
Tabla 1 


© Solución 


Podemos ver en la tabla que el valor inicial del número de ratas es 1.000, por lo que b = 1.000. 


En lugar de resolver para m, podemos decir, a partir de la tabla, que la población aumenta en 80 por cada 2 semanas que 


pasan. Esto significa que la tasa de cambio es de 80 ratas cada 2 semanas, lo que puede simplificarse a 40 ratas por 
semana. 


P(w) = 40w + 1.000 


Si no nos fijamos en la tasa de cambio de la tabla, aún podemos resolver la pendiente con dos puntos cualesquiera de la 
tabla. Por ejemplo, al utilizar (2, 1.080) y (6, 1.240) 


1.240—1.080 
6-2 
160 
= 4 
= 40 


т = 


3| PREGUNTAS Y 
RESPUESTAS 


¿El valor inicial se proporciona siempre en una tabla de valores como en la Tabla 1? 


No. A veces el valor inicial se proporciona en una tabla de valores, pero otras veces no. Si se ve 
una entrada de 0, entonces el valor inicial sería la salida correspondiente. Si no se proporciona 
el valor inicial porque no hay ningún valor de entrada en la tabla igual a 0, halle la pendiente, 
sustituya un par de coordenadas y la pendiente en f(x) = mx + b, y resuelva para b. 


[>] INTÉNTELO #6 Se introdujo un nuevo abono en un árbol joven para probar su efecto en la altura. La Tabla 2 


muestra la altura del árbol en pies, x meses desde que comenzaron las mediciones. Escriba 


una función lineal, H(x), donde x es el número de meses transcurridos desde el inicio del 
experimento. 


[>] MEDIA 


Acceda a este recurso en línea para obtener más información y practicar con las funciones lineales. 


Funciones lineales (http://openstax.org/l/linearfunctions) 
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2.1 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


2.1 ° Funciones lineales 


. Terry esquía por una colina 
empinada. La elevación de 
Terry, E(t), en pies después 
de que 7 segundos viene 
dada por 

E(t) = 3.000 — 70t. Escriba 
una frase completa que 
describa la elevación inicial 
de Terry y cómo cambia con 
el tiempo. 


. Sonya se encuentra 
actualmente a 10 millas de 
su Casa y se aleja 
caminando a 2 millas por 
hora. Escriba una ecuación 
para la distancia que le 
separa de su casa en thoras 
a partir de ahora. 


. María escala una montaña. 


La elevación de María, E(t), 
en pies después de que t 
minutos viene dada por 
E(t) = 1.200 + 40t. Escriba 
una frase completa que 
describa la elevación inicial 
de María y cómo va 
cambiando con el tiempo. 


. Un barco está a 100 millas 


de la marina y navega 
directamente hacia esta a 10 
millas por hora. Escriba una 
ecuación para la distancia 
que separa el barco de la 
marina después de t horas. 


. Jessica se dirige caminando 


a su casa desde la casa de 
un amigo. Después de 2 
minutos está a 1,4 millas de 
su casa. Doce minutos 
después de salir, está a 0,9 
millas de su casa. ¿Cuál es 
su velocidad en millas por 
hora? 


. Timmy va a la feria con 40 


dólares. Cada atracción 
cuesta 2 dólares. ¿Cuánto 
dinero le quedará después 
de n atracciones? 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, determine si la ecuación de la curva puede escribirse como una función lineal. 


7. у= 1х+6 8. у= 3х -– 5 9. у= 3х2 – 2 


10. Зх + 5у = 15 11. 3х2 + 5у = 15 12. Зх + 5у2 = 15 


13. 2х2 +3у2 = 6 14. -22=2y 


Еп los siguientes ejercicios, determine si cada función es creciente o decreciente. 


15. f(x) = 4х+3 16. 2 (х) = 5х+6 17. а(х) = 5 – 2х 


18. р(х) = 8 – 3х 19. А (х) = 2х +4 20. К(х) =—4х +1 


21. јо) = 4х-3 22. р(х) = 1х-5 23. п(х) = -1х-2 


24. т(х) = -+х+3 


Еп los siguientes ejercicios, calcule Іа pendiente de la línea que pasa por los dos puntos dados. 


25. (2, 4)y (4, 10) 26. (1, 5)y (4, 11) 27. (-1,4) y (5,2) 


28. (8,-2) y (4, 6) 29. (6, 11) y (+4, 3) 
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Еп los siguientes ejercicios, dado cada conjunto de información, halle una ecuación lineal que satisfaga las condiciones, 
si es posible. 


30. f(-5) =—4,y /(5) = 2 31. 51) = 4у (5) = 1 32. (2,4) y (4,10) 


33. Pasa por (1,5) y (4,11) 34. Pasa por (—1, 4) y (5, 2) 35. Pasa por (-2, 8) y (4, 6) 


36. intersección xen (-2, 0) y 37. intersección хеп (—5, 0) y 
la intersección y en (0, —3) la intersección y en (0, 4) 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, halle la pendiente de las líneas graficadas. 


38. 


39. y 40. 


-6 -5 -4 -3 -2 10 


2 
=з 
4 
=5 
6 
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En los siguientes ejercicios, escriba una ecuación para las líneas graficadas. 


41. 


42. 


186 2*Еципсїопез lineales 


45. 
y 


х 
6 54 -3 -2 10 1234556 
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46. 


Numéricos 


En los siguientes ejercicios, ¿cuál de las tablas podría representar una función lineal? Para cada uno de los que podrían 
ser lineales, halle una ecuación lineal que modele los datos. 


47. 48. 49. 
х ol s | 10 [| 15 х |015 | 10 | 15 х о0о |5 10 15 
g(x) 5 -10 -25 -40 h(x) 5 30 105 230 Род | -5 20 45 70 
50. 51. 52. 
х 5 10 20 25 х |о|2 | 4а | 6 х|2|а4|6|в 
k(x) 13 28 58 73 g(x) 6 -19 -44 -69 f(x) -4 16 36 56 
53. 54. 
x 2.4 6 8 х |о|2 | 6 8 


/(х) 4 16 36 | 56 k(x) | 6 | 31 | 106 | 231 
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En tecnología 


55. 


57. 


59. 


62. 


Si los valores de f es una 
función lineal, 

/(0,1) = 11,5, y 0,4) =-5,9, 
hallar una ecuación para la 
función. 


Grafique la función f en un 
dominio de 
[— 10, 10]: fx) = 2, 500x + 4,000 


La Tabla 4 muestra la entrada, p, y 
la salida, q, para una función lineal 
q. a. Rellene los valores que faltan 
en la tabla. b. Escriba la función 
lineal k. 


р | 0,5 08 12 b 
q 400 700 a 1.000.000 
Tabla 4 


Represente gráficamente 
la función lineal f donde 
f(x) = ax + b en el mismo 
conjunto de ejes en un 
dominio de [-4, 4] para los 
siguientes valores de a y b. 


a. а= 2; b=3 

b. а=2; b=4 
с. a=2; b=-4 
а. a=2; b=-5 
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56. Grafique la función f en un 
dominio de 
[- 10, 10]: f(x) = 0,02х — 0,01. 
Introduzca la función en una 
herramienta gráfica. Para la 
ventana de visualización, 
establezca el valor mínimo de x 
para que sea —10 y el valor 
máximo de x para que sea 10. 


58. La Tabla 3 muestra la entrada, 
ш, y la salida, К, para una 
función lineal k. a. Rellene los 
valores que faltan en la tabla. 
b. Escriba la función lineal k, 
redondee a 3 decimales. 


w | -10 | 5,5 | 67,5 b 
k 30 -26 a -44 
Tabla 3 


60. Represente gráficamente 
la función lineal f en un 
dominio de [—10, 10] para 
la función cuya pendiente 


es + y la intersección en y 
es +. Marque los puntos 


para los valores de entrada 
de —10 y 10. 


61. 


Represente gráficamente 
la función lineal f en un 
dominio de [—0,1, 0,1] 
para la función cuya 
pendiente es 75 y la 
intersección en yes —22,5. 
Marque los puntos para los 
valores de entrada de —0, 1 
y 0,1. 


Extensiones 


63. Calcule el valor de x si una 64. 


función lineal pasa por los 
siguientes puntos y tiene la 
siguiente pendiente: 

(x, 2), (4,6), m=3 


66. Halle la ecuación de la 67. 


línea que pasa por los 
siguientes puntos: (2a, b) 
y (a, b+1) 


Aplicaciones en el mundo real 


68. A mediodía, una camarera 69. 


se da cuenta de que tienen 
20 dólares en el tarro de 
las propinas. Si la camarera 
gana un promedio de 0,50 
dólares de cada cliente, 
¿cuánto tendrán en su 
tarro de propinas si 
atiende a n más clientes 
durante su turno? 


71. Una compañía telefónica 72. 


cobra el servicio según la 
fórmula С(п) = 24 + 0,1n, 
donde n es el número de 
minutos de conversación 
telefónica, y C(n) es la 
tarifa mensual, en dólares. 
Halle e interprete la tasa 
de cambio y el valor inicial. 


Calcule el valor de y si una 
función lineal pasa por los 
siguientes puntos y tiene la 
siguiente pendiente: 

(10, у), (25, 100), m=-5 


Halle la ecuación de Іа 
línea que pasa por los 
siguientes puntos: (a, 0) y 
(c, d) 


La suscripción al gimnasio 
con dos sesiones de 
entrenamiento personal 
cuesta 125 dólares, 
comparado con 260 
dólares por cinco sesiones. 
¿Cuál es el costo por 
sesión? 


Un agricultor descubre que 
existe una relación lineal 
entre el número de tallos 
de judías, n, que planta y el 
rendimiento, y, que 
produce cada planta. 
Cuando siembra 30 tallos, 
cada planta produce 30 
onzas de judías. Cuando 
siembra 34 tallos, cada 
planta produce 28 onzas 
de judías. Halle una 
relación lineal de la forma 
y = mn + b que da el 
rendimiento cuando se 
siembran л tallos. 


65. 


70. 


73. 


2.1 ° Funciones lineales 


Halle la ecuación de la 
línea que pasa por los 
siguientes puntos: (a, b) y 
(a, b+1) 


Una empresa de 
confección descubre que 
existe una relación lineal 
entre el número de 
camisas, n, que puede 
vender y el precio, p, que 
puede cobrar por cada 
una. En concreto, los datos 
históricos muestran que se 
pueden vender 1.000 
camisas a un precio de 30 
dólares, mientras que 
3.000 camisas pueden 
venderse a un precio de 22 
dólares. Halle una ecuación 
lineal de la forma 

p(n) = mn + b que da el 
precio p que se puede 
cobrar por п camisas. 


La población de una ciudad 
en el año 1960 era de 
287.500 habitantes. En 
1989 la población era de 
275.900 habitantes. Calcule 
la tasa de crecimiento 
demográfico y formule un 
enunciado acerca de la 
tasa de cambio de la 
población en habitantes 
por año. 
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74. La población de una ciudad 


ha crecido linealmente. En 
2003, la población era de 
45.000 habitantes, y ha ido 


creciendo en 1.700 
habitantes cada año. 
Escriba una ecuación, 

Р (t) , para la población t 
años después de 2003. 


75. 


Supongamos que el 
promedio de renta anual 
(en dólares) de los años 
1990 a 1999 viene dado 
por la función lineal 

I(x) = 1054x + 23,286, 
donde x es el número de 
años posteriores a 1990. 
¿Cuál de las siguientes 
opciones interpreta la 
pendiente en el contexto 
del problema? 


a. En 1990, el promedio de 
renta anual era de 
23.286 dólares. 

b. En el periodo de diez 
años comprendido 
entre 1990 y 1999, el 
promedio de renta 
anual aumentó un total 
de 1.054 dólares. 

c. Cada año de la década 
de los 90, el promedio 
de renta anual aumentó 
en 1.054 dólares. 

d. El promedio de renta 
anual aumentó hasta 
un nivel de 23.286 
dólares a finales de 
1999. 


2.2 Gráficos de funciones lineales 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 


> Graficar funciones lineales. 
Escribir la ecuación de una función lineal a partir del gráfico de una línea. 

Dadas las ecuaciones de dos líneas, determinar si sus gráficos son paralelos o perpendiculares. 
Escribir la ecuación de una línea paralela o perpendicular a una línea dada. 

Resolver un sistema de ecuaciones lineales. 


у у у 


76. Cuando la temperatura es 


de 0 grados Celsius, la 
temperatura Fahrenheit es 
de 32. Cuando la 
temperatura Celsius es 
100, la temperatura 
Fahrenheit 
correspondiente es 212. 
Exprese la temperatura 
Fahrenheit como una 
función lineal de С, la 
temperatura Celsius, 
F(C). 


a. Calcule la tasa de 
cambio de temperatura 
Fahrenheit para cada 
unidad de cambio de 
temperatura Celsius. 

b. Halle e interprete 
F(28). 

c. Halle e interprete 
F(40). 


Dos compañías telefónicas de la competencia ofrecen diferentes planes de pago. Los dos planes cobran la misma tarifa 
por minuto de larga distancia, pero cobran una tarifa plana mensual diferente. Un consumidor quiere determinar si los 
dos planes costarán alguna vez la misma cantidad para un número determinado de minutos de larga distancia 
utilizados. El costo total de cada plan de pago puede representarse mediante una función lineal. Para resolver el 
problema, tendremos que comparar las funciones. En esta sección, consideraremos los métodos de comparación de 
funciones mediante gráficos. 


Gráficos de funciones lineales 


En Funciones lineales, vimos que el gráfico de una función lineal es una línea recta. También pudimos ver los puntos de 
la función, así como el valor inicial de un gráfico. Por lo tanto, al graficar dos funciones, podemos comparar más 
fácilmente sus características. 


Existen tres métodos básicos para graficar funciones lineales. El primero es trazar puntos y luego dibujar una línea a 
través de ellos. El segundo consiste en utilizar la intersección en y, así como la pendiente. El tercero es utilizar 
transformaciones de la función de identidad f(x) = x. 
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2.2 * Gráficos de funciones lineales 


Graficar una función mediante el trazado de puntos 

Para hallar los puntos de una función, podemos elegir los valores de entrada, evaluar la función en estos valores de 
entrada y calcular los valores de salida. Los valores de entrada y los correspondientes valores de salida forman pares de 
coordenadas. A continuación, trazamos los pares de coordenadas en una cuadrícula. En general, deberíamos evaluar la 
función en un mínimo de dos entradas para hallar al menos dos puntos en el gráfico. Por ejemplo, dada la función, 

f(x) = 2x, podríamos utilizar los valores de entrada 1 y 2. Evaluando la función para un valor de entrada de 1 se obtiene 
un valor de salida de 2, que se representa con el punto (1,2). Evaluando la función para un valor de entrada de 2 se 


obtiene un valor de salida de 4, representado por el punto (2, 4). A menudo se aconseja elegir tres puntos, porque si no 
caen en la misma línea, sabemos que hemos cometido un error. 


(є cómo 


@ 
Dada una función lineal, dibuje un gráfico trazando puntos. 


Elija un mínimo de dos valores de entrada. 

Evalúe la función en cada valor de entrada. 

Utilice los valores de salida resultantes para identificar los pares de coordenadas. 
Trace los pares de coordenadas en una cuadrícula. 

Dibuje una línea que pase por los puntos. 


A TS 


Шын aaa 


Graficar mediante el trazado de puntos 
Grafique f(x) = -4x + 5 mediante el trazado de puntos. 


© Solución 


Comience por elegir los valores de entrada. Esta función incluye una fracción con un denominador de 3, así que elijamos 
múltiplos de 3 como valores de entrada. Elegiremos 0, 3 y 6. 


Evalúe la función en cada valor de entrada y utilice el valor de salida para identificar los pares de coordenadas. 
х=0 f@)=-40)+5=5 > (0,5) 
x=3 13) = -2(3) +5 =3 > (3,3) 
х=6 (6) = -2(6)+5=15 (6,1) 


Trace los pares de coordenadas у dibuje una línea que pase por los puntos. La Figura 1 representa el gráfico de la 
función f(x) = -2x +5. 


Figura 1 El gráfico de la función lineal f(x) = -2x +5. 
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©) Análisis 

El gráfico de la función es una línea como se espera para una función lineal. Además, el gráfico tiene una inclinación 
hacia abajo, lo que indica una pendiente negativa. Esto también se espera de la tasa de cambio constante negativa en la 
ecuación de la función. 


[>] INTÉNTELO #1 Grafique f(x) = -2x + 6 mediante el trazado de puntos. 


Graficar una función mediante la intersección en y, además de la pendiente 

Otra forma de representar gráficamente las funciones lineales es utilizar las características específicas de la función en 
lugar de trazar puntos. La primera característica es su intersección en y, que es el punto en el que el valor de entrada es 
cero. Para hallar la intersección en y, podemos establecer x = 0 en la ecuación. 


La otra característica de la función lineal es su pendiente m, que es una medida de su inclinación. Recordemos que la 
pendiente es la tasa de cambio de la función. La pendiente de una función es igual la relación entre la variación de las 
salidas y de las entradas. Otra forma de pensar en la pendiente es dividir la diferencia vertical, o subida, entre la 
diferencia horizontal, o recorrido. Hallamos tanto la intersección en y como la pendiente en Funciones lineales. 


Consideremos la función siguiente. 
о) = 1х+1 
х) = =х 
2 


La pendiente es 2. Dado que Іа pendiente es positiva, sabemos que el gráfico se inclinará hacia arriba y de izquierda а 


derecha. La intersección en y es el punto del gráfico cuando х = О. El gráfico cruza el eje yen (0, 1). Ahora conocemos la 
pendiente y la intersección en y. Podemos empezar a graficar al trazar el punto (0, 1) Sabemos que la pendiente se eleva 


sobre el recorrido, m = „bida, De nuestro ejemplo, tenemos m = >, lo que significa que la subida es 1 y el recorrido 


es 2. Por lo tanto, a partir de nuestra intersección еп y (0, 1), podemos subir 1 y luego recorrer 2, o recorrer 2 y luego 
subir 1. Lo repetimos hasta que tengamos unos cuantos puntos, y entonces trazamos una línea a través de los puntos 
como se muestra en la Figura 2. 


Figura 2 


Interpretación gráfica de una función lineal 


En la ecuación f(x) = mx + b 


* bes la intersección en y del gráfico e indica el punto (0, b) en el que el gráfico cruza el eje y. 
* mes la pendiente de la línea e indica el desplazamiento vertical (subida) y horizontal (recorrido) entre cada par 
de puntos sucesivos. Recordemos la fórmula de la pendiente: 
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_ Cambio en la salida (subida) Ду у-у 


cambio en la entrada (recorrido) Ах х= х] 


3| PREGUNTAS Y ¿Todas las funciones lineales tienen intersecciones en y? 


RESPUESTAS А : : , А А A 
Sí. Todas las funciones lineales cruzan el eje y, por lo que tienen intersecciones en y. (Nota: La 


línea vertical paralela al eje y no tiene intersección en y, pero no es una función). 


(є cómo 


Dada la ecuación de una función lineal, graficar la función mediante la intersección еп y, además de la 
pendiente. 


Evalúe la función en un valor de entrada de cero para hallar la intersección en y. 
Identifique la pendiente como la tasa de cambio del valor de entrada. 

Trace el punto representado por la intersección en y. 

Utilice с. рага determinar al menos dos puntos más еп la línea. 

Trace la línea que pasa por los puntos. 


ар 


Graficar mediante la intersección еп y, además de la pendiente 
Grafique f(x) = -2x + 5 mediante la intersección en y, además de la pendiente. 


EBT Сусе 


© Solución 


Evalúe la función en x = 0 para hallar la intersección en y. El valor de salida cuando x = 0 es 5, por lo que el gráfico 
cruzará el eje y en (0, 5). 


Según la ecuación de la función, la pendiente de la línea es -2. Esto nos dice que, por cada disminución vertical de la 


"subida" de — 2 unidades, el "recorrido" aumenta en 3 unidades en la dirección horizontal. Ahora podemos graficar la 
función al trazar primero la intersección en y en el gráfico en la Figura 3. A partir del valor inicial (0, 5) nos movemos 
hacia abajo 2 unidades y hacia la derecha 3 unidades. Podemos extender la línea a la izquierda y a la derecha repitiendo, 
y luego dibujar una línea a través de los puntos. 


f(x) 


Figura 3 
©) Análisis 
El gráfico se inclina hacia abajo y de izquierda a derecha, lo que significa que tiene una pendiente negativa, como era de 
esperar. 
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[>] INTÉNTELO #2 Halle un punto en el gráfico que hemos dibujado en el Ejemplo 2 que tenga un valor de x 
negativo. 


Graficar una función mediante transformaciones 

Otra opción para graficar es utilizar transformaciones de la función de identidad f(x) = x. Una función puede 
transformarse mediante un desplazamiento hacia arriba, hacia abajo, hacia la izquierda o hacia la derecha. Una función 
también puede transformarse mediante una reflexión, un estiramiento o una compresión. 


Estiramiento o compresión vertical 

En la ecuación f(x) = mx, el plano m actúa como el estiramiento o la compresión vertical de la función de identidad. 
Cuando m es negativo, también hay una reflexión vertical del gráfico. Observe que en la Figura 4 al multiplicar la 
ecuación de f(x) = x por m estira el gráfico de f por un factor de m unidades si m > 1 y comprime el gráfico de f por 
un factor de m unidades si 0 < m < 1. Esto significa que, cuanto mayor sea el valor absoluto de m, mayor será la 
pendiente. 


y f(x) = Зх Ңх) = 2х Ңх) = х 


— fix) 


=— Қх) = х 


109) = -2x —= — (0) = ә 


Y 
Figura 4 Estiramiento y compresión vertical, y reflexión en la función f(x) = x. 


Desplazamiento vertical 

En /(х) = mx + b, el plano b actúa como el desplazamiento vertical, al mover el gráfico hacia arriba y hacia abajo sin 
afectar la pendiente de la línea. Observe en la Figura 5 que la adición de un valor de b a la ecuación de f (x) = x 
desplaza el gráfico de f un total de b unidades hacia arriba si b es positivo y |b| unidades hacia abajo si b es negativo. 
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y f(x) =x +4 fx) =x +2 


=— f(x) = х 


<— fx) =x-2 


— f(x) =x-—4 


Figura 5 Este gráfico ilustra los desplazamientos verticales de la función f(x) = x. 


El uso de estiramiento o compresión vertical junto con desplazamiento vertical es otra forma de ver la identificación de 
diferentes tipos de funciones lineales. Aunque esta no sea la forma más fácil de graficar este tipo de funciones, es 
importante practicar cada método. 


(є cómo 


a 
Dada la ecuación de una función lineal, utilizar las transformaciones para graficar la función lineal en la forma 


f(x) = тх + Б. 


1. Grafique / (х) = х. 
2. Estire о comprima verticalmente el gráfico por un factor т. 
3. Desplace el gráfico hacia arriba o hacia abajo b unidades. 


E 


Graficar mediante el empleo de transformaciones 
Grafique f(x) = ix — 3 utilizando transformaciones. 
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© Solución 
La ecuación de la función muestra que m = 1 por lo que la función de identidad se comprime verticalmente por 2. La 


ecuación de la función también muestra que b = —3 por lo que la función de identidad se desplaza verticalmente hacia 
abajo 3 unidades. En primer lugar, grafique la función identidad, y muestre la compresión vertical como en la Figura 6. 


х 
123456 7 


р 16 у e з2 э 


Figura 6 La función, у = х, comprimida por un factor de 2. 


A continuación, muestre el desplazamiento vertical como en Іа Figura 7. 
y 


77 6 5 4 "321 


Figura7 La función y = 5x, se ha desplazado hacia abajo 3 unidades. 


® | INTÉNTELO #3 Grafique f(x) = 4 + 2x, utilizando transformaciones. 


3| PREGUNTAS Y En el Ejemplo 3, ¿podríamos haber dibujado el gráfico invirtiendo el orden de las 
RESPUESTAS transformaciones? 


No. El orden de las transformaciones sigue el orden de las operaciones. Cuando la función se 
evalúa en una entrada determinada, la salida correspondiente se calcula siguiendo el orden de 
las operaciones. Por eso realizamos primero la compresión. Por ejemplo, siguiendo el orden: 
supongamos que la entrada sea 2. 


ЈО) = +0) –3 
=1-3 
=-2 
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Escribir la ecuación de una función a partir del gráfico de una recta 


Recuerde que en Funciones lineales, escribimos la ecuación de una función lineal a partir de un gráfico. Ahora podemos 
ampliar lo que sabemos con respecto a la graficación de funciones lineales para analizar los gráficos de manera 
pormenorizada. Comience por echar un vistazo а la Figura 8. Podemos ver de inmediato que el gráfico cruza el eje y en 
el punto (0, 4) así que esta es la intersección y. 


х 
2 4 6 8 10 


210 
Figura 8 
Entonces podemos calcular la pendiente al hallar la subida y el recorrido. Podemos elegir dos puntos cualesquiera, pero 


veamos el punto (- 2, 0). Para llegar desde este punto hasta la intersección en y, debemos movernos hacia arriba 4 
unidades (subida) y hacia la derecha 2 unidades (recorrido). Por lo que la pendiente deberá ser 
subida 4 
recorrido 2 
Sustituyendo la pendiente y la intersección en y en la forma pendiente-intersección de una línea se obtiene 


y=2x+4 
(є cómo 
a 


Dado el gráfico de una función lineal, hallar la ecuación que describe la función. 


1. Identifique la intersección en y de una ecuación. 
2. Elija dos puntos para determinar la pendiente. 
3. Sustituya la intersección en y, además de la pendiente en la forma pendiente-intersección de una línea. 


E 


Relacionar las funciones lineales con sus gráficos 
Relacione cada ecuación de las funciones lineales con una de las líneas en la Figura 9. 


®© ХО) = 2х+3 g(x)=2x-3 © (х) = -2х+3 (0 јо) = 5х+3 
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Figura 9 


© Solución 
Analice la información de cada función. 


(А) Esta función tiene una pendiente de 2 y una intersección en y de 3. Debe pasar por el punto (0, 3) y tener una 
inclinación hacia arriba de izquierda a derecha. Podemos utilizar dos puntos para hallar la pendiente o podemos 
compararla con las otras funciones enumeradas. La función g tiene la misma pendiente, pero una intersección en y 
diferente. Las líneas 1 y III tienen la misma inclinación porque tienen la misma pendiente. La línea Ш no pasa por 
(0, 3) por lo que f deberá representarse con la línea I. 

Esta función también tiene una pendiente de 2, pero una intersección en y de —3. Deberá pasar por el punto 
(0, —3) e inclinarse hacia arriba de izquierda a derecha. Debe representarse por la línea Ш. 

(O) Esta función tiene una pendiente de -2 y una intersección en y de 3. Esta es la única función que se indica con 
una pendiente negativa, de allí que deba representarse con la línea IV porque se inclina hacia abajo y de izquierda a 
derecha. 

(D) Esta función tiene una pendiente de 5 y una intersección en у de 3. Debe pasar por el punto (0, 3) y tener una 
inclinación hacia arriba de izquierda a derecha. Las líneas I y II pasan por (0, 3), pero la pendiente de ¡es menor que 
la pendiente de f por lo que la línea de j deberá ser más plana. Esta función está representada por la línea П. 


Ahora podemos volver a etiquetar las líneas como en la Figura 10. 


y 


h(x) = -2x + 3 


g(x) = 2х — 3 


Еїдига 10 


Hallar la intersección en х de una línea 


Hasta ahora, hemos hallado las intersecciones en y de una función: el punto en el que el gráfico de la función cruza el eje 
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y. Una función también puede tener una intersección en x, que es la coordenada de la x del punto donde el gráfico de 
la función cruza el eje x. En otras palabras, es el valor de entrada cuando el valor de salida es cero. 


Para hallar la intersección en x, se establece una función f(x) igual a cero y se resuelve para el valor de x. Por ejemplo, 
considere la función indicada. 


/(х) =3х—6 
Iguale la función a O y resuelva para x. 
0=3x-6 
6=3x 
2=x 
x=2 
El gráfico de la función cruza el eje x en el punto (2, 0). 
J| PREGUNTAS Y ¿Todas las funciones lineales tienen intersecciones en x? 
RESPUESTAS 


No. Sin embargo, las funciones lineales de la forma y = c, donde c es un número real distinto 
a cero, son los únicos ejemplos de funciones lineales sin intersección en x. Por ejemplo, y = 5 
es una línea horizontal 5 unidades por encima del eje x. Esta función no tiene intersecciones 
en x, como se muestra en la Figura 11. 


y 
ві 


Еїдига 11 


intersección еп х 


La intersección еп х de la función es el valor де х cuando f(x) = 0, Se puede resolver mediante la ecuación 
0 = тх + Б. 


Шыны] 


Hallar una intersección en x 
Calcule la intersección en xde f(x) = tx —3, 


© Solución 
Iguale la función a cero para resolver x. 
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=1x- 
0= УХ 3 
=i 
3= 7х 
б= х 
х= 6 
El gráfico cruza el eje хеп el punto (6, 0). 
©) Análisis 
El gráfico de la función se muestra en la Figura 12. Observamos que la intersección en xes (6, 0) como esperábamos. 
y 
101 
8+ 
6+ 
4+ 
24 
e 0 
-g4 
-107 
Figura 12 El gráfico de la función lineal f(x) = х – 3, 
>| INTÉNTELO #4 Calcule la intersección еп xde f(x) = Fx —4. 


Describir líneas horizontales y verticales 


Hay dos casos especiales de líneas en un gráfico: horizontales y verticales. La línea horizontal indica una salida 
constante o valor de y. En la Figura 13, vemos que la salida tiene un valor de 2 para cada valor de entrada. Por lo tanto, la 
variación en las salidas entre dos puntos cualesquiera es 0. En la fórmula de la pendiente, el numerador es 0, por lo que 
la pendiente es 0. Si utilizamos m = 0, O en la ecuación f(x) = mx + b, la ecuación se simplifica a f(x) = b. En otras 
palabras, el valor de la función es una constante. Este gráfico representa la función f(x) = 2. 
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Figura 13 Una línea horizontal que representa la función f(x) = 2. 


Una línea vertical indica una entrada constante o valor de x. Podemos ver que el valor de entrada para cada punto de la 
línea es 2, pero el valor de salida varía. Dado que este valor de entrada se asigna a más de un valor de salida, una línea 
vertical no representa una función. Observe que entre dos puntos cualesquiera, el cambio en los valores de entrada es 
cero. En la fórmula de la pendiente, el denominador será cero, por lo que la pendiente de una línea vertical es indefinida. 


Número real 


coito dico TT diferente de cero 
We 0 


cambio de la entrada 
Observe que una línea vertical, como la que aparece en la Figura 14, tiene una intersección en x, pero no tiene 
intersección en y, a menos que sea la línea x = О. Este gráfico representa la línea x = 2. 


m 


y 
54 


Figura 14 La línea vertical, x = 2, que no representa una función. 


Líneas horizontales y verticales 


Las líneas pueden ser horizontales o verticales. 


202 2 Ғипсіопеѕ lineales 


Una línea horizontal se define por una ecuación de Іа forma f(x) = b. 


Una línea vertical se define por una ecuación de la forma x = a. 


шз aaa 


Escribir la ecuación de una línea horizontal 
Escriba la ecuación de la línea representada gráficamente en la Figura 15. 


210 
Еїдига 15 


© Solución 
Para cualquier valor de x, el valor de yes —4, por lo que la ecuación es у = —4. 


ААД 93 


Escribir la ecuación de una línea vertical 
Escriba la ecuación de la línea representada gráficamente en la Figura 16. 


Figura 16 


© Solución 
El valor constante de x es 7, por lo que la ecuación es x = 7. 
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Determinar si las líneas son paralelas o perpendiculares 


Las dos líneas en la Figura 17 son líneas paralelas: nunca se intersecan. Observe que tienen exactamente la misma 
inclinación, lo que significa que sus pendientes son idénticas. La única diferencia entre las dos líneas es la intersección 
en y. Si desplazamos una línea verticalmente hacia la intersección en y de la otra, se convertirían en la misma línea. 


Figura 17 Líneas paralelas. 


Podemos determinar a partir de sus ecuaciones si dos líneas son paralelas al comparar sus pendientes. Si las pendientes 
son iguales y las intersecciones en y son diferentes, las líneas son paralelas. Si las pendientes son diferentes, las líneas 
no son paralelas. 
/(х) = —2х +6 
(х) = —2x — 4 


f(x) = 3х+2 


son paralelas 
/(х) = 2х+2 


) no son paralelas 


A diferencia de las líneas paralelas, las líneas perpendiculares sí se intersecan. Su intersección forma un ángulo recto o 
de 90 grados. Las dos líneas en la Figura 18 son perpendiculares. 


Figura 18 Líneas perpendiculares. 


Las líneas perpendiculares no tienen la misma pendiente. Las pendientes de las líneas perpendiculares son diferentes 
entre sí de una manera específica. La pendiente de una línea es el recíproco negativo de la pendiente de la otra línea. El 
producto de un número por su recíproco es 1. Por lo tanto, si ту y m son recíprocos negativos entre sí, se pueden 
multiplicar entre sí para obtener -1. 


mı m = —1 
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Para calcular el recíproco de un número, divídalo entre 1. Así, el recíproco de 8 es 4, y el recíproco de i es 8. Para hallar 
el recíproco negativo, primero hay que calcular el recíproco y luego cambiar el signo. 


Al igual que con las líneas paralelas, podemos determinar si dos líneas son perpendiculares al comparar sus pendientes, 
suponiendo que las líneas no sean horizontales ni verticales. La pendiente de cada una de las líneas de abajo es el 
recíproco negativo de la otra, por lo que son perpendiculares. 

Р(х) = 1х + 2 recíproco negativo deł es —4 


1 


f(x) =—4х +3 recíproco negativo de — 4 ез 2 


El producto de las pendientes es -1. 


Líneas paralelas y perpendiculares 


Dos líneas son paralelas si no se intersecan. Las pendientes de las líneas son las mismas. 

/(х)=туүх + bı yg(x)=mx + b son paralelas sim; = mp. 
Si y solo si b} = b2 y тү = m, decimos que las líneas coinciden. Las líneas coincidentes son la misma línea. 
Dos líneas son perpendiculares si se intersecan en ángulos rectos. 


7 А 1 
f(x) = тх + bı у g(x) = mx + b) son perpendiculares si m; mọ = –1, у así m, = – —. 
m1 


911 


Identificar líneas paralelas у perpendiculares 
Dadas las funciones siguientes, identifique las funciones cuyos gráficos sean un par de líneas paralelas y un par de líneas 


perpendiculares. 
/(х) = 2х+3 h(x) = 2х +2 
(х) = 1х-4 х) =2х-6 


© Solución 


Las líneas paralelas tienen la misma pendiente. Ya que las funciones f(x) = 2х + 3 у (х) = 2х — 6 tienen cada una de 
estas una pendiente de 2, representan líneas paralelas. Las líneas perpendiculares tienen pendientes recíprocas 
negativas. Dado que -2 y і son recíprocos negativos, las ecuaciones, g(x) = х — 4y h(x) = —2х + 2 representan líneas 
perpendiculares. 

©) Análisis 

Un gráfico de las líneas se muestra en la Figura 19. 
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h(x) = 2x +2 =| f(x) =2x+3 


Figura 19 


El gráfico muestra que las líneas f(x) = 2х + 3 у у(х) = 2x- 6 son paralelas, y las líneas g(x) = 5x4 y h(x) = —2х +2 
son perpendiculares. 


Escribir la ecuación de una línea paralela o perpendicular a una línea dada 
Si conocemos la ecuación de una línea, podemos utilizar lo que sabemos sobre la pendiente para escribir la ecuación de 
una línea que sea paralela o perpendicular a la línea dada. 
Escribir ecuaciones de líneas paralelas 
Supongamos, por ejemplo, que nos dan la siguiente ecuación. 
/(х) = Зх+1 
Sabemos que la pendiente de Іа línea formada por la función es 3. También sabemos que la intersección en yes (0, 1). 


Cualquier otra línea con una pendiente de 3 será paralela a f(x). Así que las líneas formadas por todas las funciones 
siguientes serán paralelas a f(x). 


а(х) =3x+6 
Ах) =3x+1 
р(х) = 3х +2 


Supongamos entonces que queremos escribir la ecuación de una línea que es paralela a f y pasa por el punto (1, 7). Ya 
sabemos que la pendiente es 3. Lo único que tenemos que hacer es determinar cuál valor para b dará la línea correcta. 
Podemos empezar con la forma punto-pendiente de una ecuación para una línea, y luego reescribirla en la forma 
pendiente-intersección. 


у-у = т(х-х]) 


у= 7 = 3(х-1) 
у=7= 3х- 3 
у= 3х+4 


Así que g(x) = 3x + 4 es paralela a f (x) = Зх + 1 y pasa por el punto (1, 7). 


(є cómo 


Dada la ecuación de una función y un punto por el que pasa su gráfico, escribir la ecuación de una línea 
paralela a la línea dada que pase por el punto dado. 


1. Calcule la pendiente de la función. 
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2. Sustituya los valores dados en la ecuación general de punto-pendiente o en la ecuación pendiente-intersección 
de una línea. 


3. Simplifique. 


[e 


Hallar una línea paralela a una línea dada 
Halle una línea paralela al gráfico de f(x) = 3x + 6 que pasa por el punto (3, 0). 


© Solución 


La pendiente de la línea dada es 3. Si elegimos la forma pendiente-intersección, podemos sustituir m = 3, x = 3, y 
f(x) = 0 en la forma pendiente-intersección para hallar la intersección en y. 


g(x) = 3х+Ь 
0 = 3(3)+Ь 
b=-9 


La línea paralela а f(x) que pasa por (3, 0) es g(x) = Зх — 9. 

©) Análisis 

Podemos confirmar que las dos líneas son paralelas al representarlas gráficamente. La Figura 20 muestra que las dos 
líneas nunca se intersecan. 


y 
[| 
10+ 


Derecha 1 


+ xX 
Derecha 1 6 


у = Зх –9 


-24 


Figura 20 


Escribir ecuaciones de líneas perpendiculares 
Podemos utilizar un proceso muy similar para escribir la ecuación de una línea perpendicular a una línea dada. Sin 


embargo, en lugar de utilizar la misma pendiente, utilizamos el recíproco negativo de la pendiente dada. Supongamos 
que nos dan la siguiente función: 


(х) = 2х +4 


La pendiente de la línea es 2, y su recíproco negativo es -1. Cualquier función con una pendiente de -4 será 
perpendicular a f(x). Así que las líneas formadas por todas las siguientes funciones serán perpendiculares a f(x). 
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&(х) = -2х+4 


h(x) =-5x +2 


р(х) = —7х—; 


Al igual que antes, podemos reducir nuestras opciones рага una línea perpendicular particular si sabemos que pasa por 
un punto determinado. Supongamos entonces que queremos escribir la ecuación de una línea que es perpendicular a 
/(х) y pasa por el punto (4, 0). Ya sabemos que la pendiente es 2. Ahora podemos utilizar el punto para hallar la 


intersección en yal sustituir los valores dados en la forma pendiente-intersección de una línea y resolver para b. 


g(x) = mx + Б 
0=-3(4)+b 
0=-2+b 
2=b 

b=2 


La ecuación de la función con pendiente de + y Una intersección en y de 2 es 


1 
g(x) = + +2. 


Así que g(x) = -ix + 2 es perpendicular a f (x) = 2x + 4y pasa por el punto (4, 0). Tenga en cuenta que las líneas 


perpendiculares pueden no parecer obviamente perpendiculares en una calculadora gráfica, a menos que utilicemos la 
función de zoom cuadrado. 


3| PREGUNTAS Y Una línea horizontal tiene una pendiente de cero y una línea vertical tiene una 
RESPUESTAS pendiente indefinida. Estas dos líneas son perpendiculares, pero el producto de sus 
pendientes no es -1. ¿No contradice este hecho la definición de líneas perpendiculares? 


No. Para dos funciones lineales perpendiculares, el producto de sus pendientes es -1. Sin 
embargo, una línea vertical no es una función, por lo que la definición no se contradice. 


(ә cómo 


Dada la ecuación de una función y un punto por el que pasa su gráfico, escribir la ecuación de una línea 
perpendicular a la línea dada. 


Calcule la pendiente de la función. 
Determine el recíproco negativo de la pendiente. 


Sustituya la nueva pendiente y los valores de x y y a partir del par de coordenadas facilitado en g (x) = mx + b. 
Resuelva para b. 


Escriba la ecuación de la línea. 


лды Оро 


шз aaa 


Hallar la ecuación de una línea perpendicular 
Halle la ecuación de una línea perpendicular a f(x) = Зх + 3 que pasa por el punto (3, 0). 
© Solución 


La línea original tiene pendiente m = 3, por lo que la pendiente de la línea perpendicular será su recíproco negativo o 
1. Con esta pendiente y el punto dado, podemos hallar la ecuación de la línea. 


207 
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(х) =— 4x +b 
0=-4(3)+b 
1=b 
b=1 


La línea perpendicular a f(x) que pasa por (3, 0) es g(x) = -4x +1. 
Q Análisis 
El gráfico de las dos líneas se muestra en la Figura 21 a continuación. 


Figura 21 


[>] INTÉNTELO #5 Dada la función A(x) = 2х — 4, escribir una ecuación рага la línea que pasa por (0, 0) que es 


(А) paralela a h(x) perpendicular a h(x) 


(є cómo 


Dados dos puntos de una línea y un tercer punto, escribir la ecuación de la recta perpendicular que pasa por el 
punto. 


1. Determine la pendiente de la línea que pasa por los puntos. 
2. Calcule el recíproco negativo de la pendiente. 


3. Utilice la forma pendiente-intersección o la forma punto-pendiente para escribir la ecuación al sustituir los 
valores conocidos. 


4. Simplifique. 


E aaa 


Hallar la ecuación de una línea perpendicular a una línea dada que pasa por un punto 
Una línea pasa por los puntos (-2, 6) y (4, 5). Halle la ecuación de una línea perpendicular que pasa por el punto (4, 5). 
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© Solución 
A partir de los dos puntos de la línea dada, podemos calcular su pendiente. 


— 56 
m = 4-02) 
=L 
© 6 
= 1 
6 
Calcule el recíproco negativo de la pendiente. 
=1 
т = 5 
6 
== (6 
A) 
=6 


Podemos entonces resolver la intersección en y de la línea que pasa por el punto (4, 5). 


g(x) =6x +b 
5 = 6(4)+Ь 
5=24+b 
—19 = Б 
b=-19 


La ecuación de la línea que es perpendicular a la que pasa por los dos puntos dados y también por el punto (4, 5) es 
y=6x-19 


у 


INTÉNTELO #6 Una línea pasa por los puntos, (-2, —15) y (2,—3). Halle la ecuación de una línea 
perpendicular que pasa por el punto, (6, 4). 


Resolver un sistema de ecuaciones lineales mediante un gráfico 


Un sistema de ecuaciones lineales incluye dos o más ecuaciones lineales. Los gráficos de dos líneas se intersecan en un 
mismo punto si no son paralelos. Dos líneas paralelas también pueden intersecarse si son coincidentes, lo que significa 
que son la misma línea y se cruzan en cada punto. En el caso de dos líneas que no son paralelas, el único punto de 
intersección satisfará ambas ecuaciones y, por lo tanto, representará la solución del sistema. 


Para hallar este punto cuando las ecuaciones están dadas como funciones, podemos resolver para un valor de entrada 
de manera que f(x) = g(x). En otras palabras, podemos establecer las fórmulas de las líneas iguales entre sí y resolver 
la entrada que satisface la ecuación. 


ИЭ 


Hallar un punto de intersección algebraicamente 
Halle el punto de intersección de las líneas A(t) = 3t — 4 y j) =5—f. 


С) Solución 
Establezca A(t) = ¡(£). 


31-4=5-1 
4=9 
— 9 
РЕ 

9 


Esto nos indica que las líneas se intersecan cuando la entrada es 7 


A continuación, podemos hallar el valor de salida del punto de intersección al evaluar cualquiera de las dos funciones en 
esta entrada. 
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2 =353-2 
J (3) == 3 
= П 
4 
Estas líneas se intersecan еп el punto (2, 11) A 
©) Análisis 
Si observamos la Figura 22, este resultado luce razonable. 
y 
Figura 22 
3| PREGUNTAS Y Si se nos pidiera hallar el punto de intersección de dos líneas paralelas distintas, ¿algo en 
RESPUESTAS el proceso de solución debería alertarnos de que no hay soluciones? 


Sí. Tras igualar las dos ecuaciones, el resultado sería la contradicción "0 = número real distinto 
de cero". 


>] INTÉNTELO #7 Observe el gráfico en la Figura 22 e identifique lo siguiente para la función j(t) : 


(А) intersección en y intersección enx (©) pendiente 

O) ¿Es ¡(t) paralela o perpendicular a A(t) (o ninguna de las dos)? 

(Б) ¿Es ¡(1) una función creciente o decreciente (o ninguna de las dos)? 

(Б) Describa la transformación рага ¡(1) de la función de la caja de herramientas de 
identidad f(x) = х. 


BR 


Hallar el punto de equilibrio 
Una empresa vende cascos deportivos. La empresa incurre en un costo fijo único de 250.000 dólares. La producción de 
cada casco cuesta 120 dólares y se vende por 140 dólares. 


(А) Halle la función de costo, С, para producir x cascos, en dólares. 
Halle la función de ingresos, R, a partir de las ventas de x cascos, en dólares. 
(© Halle el punto de equilibrio, el punto de intersección de los dos gráficos Су К. 
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© Solución 
А La función de costo еп Іа suma del costo fijo, 125.000 dólares, у el costo variable, 120 dólares por casco. 
C (x) = 120x + 250.000 
La función de ingresos es el total de ingresos por la venta de x cascos, R (x) = 140x. 
© El punto de equilibrio es el punto de intersección en el gráfico de las funciones de costo e ingresos. Para hallar la 
coordenada de la x del par de coordenadas del punto de intersección, hay que igualar las dos ecuaciones y resolver x. 
C(x) = R(x) 
250.000 + 120x = 140x 
250.000 = 20x 
12.500 = x 
x = 12.500 


Para hallar y, evalúe la función de ingresos o la de costo en 12.500. 


R(x) = 140(12, 500) 
= $1.750.000 


El punto de equilibrio es (12.500,1.750.000). 

©) Análisis 

Esto significa que, si la empresa vende 12.500 cascos, alcanza el punto de equilibrio; tanto las ventas como los costos 
incurridos equivalen a 1,75 millones de dólares. Vea la Figura 23 


y 


ventas > costo 


2.000.000 a empresa obtiene ganancias 


(12.500, 1.750.000) 


costo < ventas 
La empresa pierde dinero 


1.000.000 


0 20.000 
Figura 23 


» | MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con los gráficos de las funciones lineales. 
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Hallar la entrada de la función a partir de la salida y el gráfico (http://openstax.org/l/findinginput) 


Graficar funciones mediante tablas (http://openstax.orq/l/graphwithtable) 


2.2 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. Silos gráficos de dos 
funciones lineales son 
paralelos, describa la 
relación entre las 
pendientes y las 
intersecciones en y. 


4. Explique cómo hallar una 
línea paralela a una función 
lineal que pase por un 
punto dado. 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios determine si las líneas dadas por las ecuaciones de abajo son paralelas, perpendiculares o no 
son ni paralelas ni perpendiculares: 


4х – 7у = 10 
7х +4у = 1 
бх – 9у = 10 
3х+2у = 1 


2. Silos gráficos de dos 
funciones lineales son 
perpendiculares, describa la 
relación entre las 
pendientes y las 
intersecciones en y. 


5. Explique cómo hallar una 
línea perpendicular a una 
función lineal que pase por 
un punto dado. 


7 Зу+х = 12 
` —y=8x+1 
=-2 
id. y=3x+1 

3x+2y=1 


3. Si una línea horizontal tiene 
la ecuación f (x) = a y una 
línea vertical tiene la 
ecuación x = a, ¿cuál es el 
punto de intersección? 
Explique por qué lo que ha 
encontrado es el punto de 
intersección. 


8 Зу + 4x = 12 
` —6y=8x+1 
_ 3 
р; PRA 

-3х +4у = 1 


Еп los siguientes ejercicios, halle las intersecciones еп х у еп y de cada ecuación. 


12. f(x)=-x+2 13. g(x)=2x+4 14. h(x)=3x-5 


15. k(x)=-5x+1 16. -2x+5y=20 17. 7х+2у= 56 


En los siguientes ejercicios, utilice las descripciones de cada par de líneas que se dan a continuación para calcular las 
pendientes de la línea 1 y la línea 2. ¿Cada par de líneas es paralelo, perpendicular o ninguno de los dos? 


18. Línea 1: Pasa por (0, 6) y 19. Línea 1: Pasa рог (-8,—55) y 20. Línea 1: Pasa por (2, 3) y 


(3, -24) (10, 89) (4, -1) 
Línea 2: Pasa рог (-1, 19) y Línea 2: Pasa por (9, —44) y Línea 2: Pasa por (6, 3) y 


21. Línea 1: Pasa por (1,7) y 
(5, 5) 
Línea 2: Pasa рог (-1, —3) y 
(1,1) 
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22. Línea 1: Pasa por (0, 5) y 


(3, 3) 
Línea 2: Pasa por (1, —5) y 
(3,-2) 


23. Línea 1: Pasa por (2, 5) y 


(5,-1) 
Línea 2: Pasa por (-3,7) y 
(3, -5) 


24. 


27. 


30. 


Escriba la ecuación de una 
línea paralela a 

f(x) = —5x — 3 y que 
pasa por el punto (2, -12). 


Escriba la ecuación de una 
línea perpendicular a 

p(t) = 3t + 4 y que pasa 
por el punto (3, 1). 


Use el álgebra para hallar 
el punto en el que la línea 


= 274 
(х) = – 5х : 25 Ет 
la línea л (х) = 7x + w 


Gráficos 


25. Escriba la ecuación de una 


línea paralela a 
g(x) = 3х— 1 y que pasa 
por el punto (4, 9). 


28. Halle el punto en el que la 


línea f(x) = —2х— 1 cruza 
la línea g(x) = —х. 


31. Use el álgebra para hallar 


el punto en el que la línea 


Р(х) = Ix + 27 cruza 
la línea g (x) = fx + м. 


26. 


29. 
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Escriba la ecuación de una 
línea perpendicular a 
h(t) = —21 + 4 y que pasa 
por el punto (4, –1). 


Halle el punto en el que la 
línea f(x) = 2х + 5 cruza 
la línea g(x) = —3x — 5. 


En los siguientes ejercicios, relacione la ecuación lineal dada con su gráfico en la Figura 24. 


32. 


35. 


f(x) = =х-1 


f(x) = 2 


Еїдига 24 


33. (х) = –2х-1 


. Р(х) = 2+х 


34. 


Ро) =-hx-1 


37. (х) = 3х+2 


Еп los siguientes ejercicios, dibuje una línea con las características dadas. 


38. 


41. 


Una intersección en xde 
(4, 0) y la intersección у 
de (0, -2) 


Una intersección en y de 


(0, 3) y pendiente 2 


. Una intersección еп х de 


(2, 0) y la intersección у 
de (0, 4) 


. Pasando por los puntos 


E6, -2) y (6, -6) 


40. Una intersección еп yde 


(0, 7) y pendiente -2 


43. Pasando por los puntos 


E3, -4)у (3, 0) 
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En los siguientes ejercicios, dibuje el gráfico de cada ecuación. 


44. 


47. 


50. 


53. 


56. 


59. 


f(x) =-2x-1 
к(х) = 2х-3 

х= 3 

а(х) = 3 

3х – 5у = 15 

Silos valores de g(x) es la 


transformación de 

f(x) = x después de una 
compresión vertical en З. 
un desplazamiento hacia Іа 
derecha en 2, y un 
desplazamiento hacia 


abajo en 4 


@ Еѕсгіра ипа есиасібп 
рага g(x). 

¿Cuál es la pendiente 
de esta línea? 

O Calcule la intersección 
en y de esta línea. 


45. 


48. 


60. 


g(x) = -3x+2 
/@)=3+2ї 
x=-2 
4x = —9y + 36 
. 3x=15 
Si los valores de g(x) es la 


transformación de 

f(x) = x después de una 
compresión vertical en L 
un desplazamiento hacia la 
izquierda en 1, y un 
desplazamiento hacia 
arriba en 3 


N) Escriba una ecuación 
para g(x). 

¿Cuál es la pendiente 
de esta línea? 

© Calcule la intersección 
en y de esta línea. 


46. 


49. 


52. 


55. 


58. 


р(х) =3x+2 


р() = 2 + 3t 


(х) = 4 
У _ 

зеле 

3y = 12 


En los siguientes ejercicios, escriba la ecuación de la línea que se muestra en el gráfico. 


61. 


y 
et 
54 
4+ 
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62. 


6 
5 
4 
3 
2 
1 


-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 


63. 


En los siguientes ejercicios, halle el punto de intersección de cada par de líneas, si existe. Si no existe, indique que no hay 
punto de intersección. 


— 3 z = = у 

65. y=3x+1 66. 2x-3y=12 67. 2х=у-3 

-3x + 4y = 12 5у+х = 30 у+ 4х = 15 
68. х-2у+2 = 3 69. 5х + Зу = —65 


х-у= 3 х= у= —5 
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Extensiones 


70. Halle la ecuación de la 71. Halle la ecuación de la 


línea paralela a la línea 
а(х) = —0,01х + 20,01 a 
través del punto (1, 2). 


72. Halle el punto de 


intersección de las líneas f 
У 8. 


Aplicaciones еп el mundo real 


74. Una empresa de alquiler 


de vehículos ofrece dos 
planes. 


Plan A: 30 dólares al día y 
0,18 dólares por milla. 

Plan B: 50 dólares al día, con 
millaje ilimitado gratuito. 


¿Cuántas millas tendría 
que recorrer para que el 
plan B le permitiera 
ahorrar dinero? 


línea perpendicular a la 
línea 

g(x) = –0,01х+20,01 a 
través del punto (1, 2). 


73. ¿Dónde es f (х) mayor que 


g(x)? ¿Dónde es g (x) 
mayor que f (x)? 


. Una compañía de telefonía 


móvil ofrece dos planes de 
minutos. 


Plan A: 20 dólares al mes y 1 
dólar por cada cien 
mensajes de texto. 

Plan B: 50 dólares al mes 
con mensajes de texto 
ilimitados y gratuitos. 


¿Cuántos mensajes de 
texto tendría que enviar al 
mes para que el plan B le 


En los siguientes ejercicios, utilice las funciones f (х) = —0,1x+200 y g (x) = 20x + 0,1. 


. Una compañía de telefonía 


móvil ofrece dos planes de 
minutos. 


Plan A: 15 dólares al mes y 2 
dólares por cada 300 
mensajes de texto. 

Plan B: 25 dólares al mes y 
0,50 dólares por cada 100 
mensajes de texto. 


¿Cuántos mensajes de 
texto tendría que enviar al 
mes para que el plan B le 


permitiera ahorrar dinero? permitiera ahorrar dinero? 


2.3 Modelado con funciones lineales 


Objetivos de aprendizaje 

En esta sección, podrá: 
> Identificar los pasos para modelar y resolver. 
> Construir modelos lineales a partir de descripciones verbales. 
> Construir sistemas de modelos lineales. 
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Figura 1 (Créditos: EEK Photography/Flickr) 


Elan es una estudiante universitaria que planea pasar el verano en Seattle. Ahorró 3.500 dólares para su viaje y prevé 
gastar 400 dólares cada semana en alquiler, comida y actividades. ¿Cómo podemos escribir un modelo lineal que 
represente la situación? ¿Cuál sería la intersección en x y qué puede aprender Elan de ella? Para responder estas y otras 
interrogantes por el estilo, podemos crear un modelo por medio de una función lineal. Los modelos como este pueden 
ser extremadamente útiles para analizar las relaciones y hacer predicciones basadas en estas. En esta sección, 
exploraremos ejemplos de modelos de función lineal. 


Identificar los pasos para modelar y resolver problemas 


Cuando se modelan escenarios con funciones lineales y se resuelven problemas que implican cantidades con una tasa 
de cambio constante, solemos seguir las mismas estrategias de problemas que utilizaríamos para cualquier tipo de 
función. Repasémoslos brevemente: 


1. Identifique las cantidades cambiantes y, a continuación, defina las variables descriptivas que representen esas 
cantidades. Cuando sea pertinente, haga un dibujo o defina un sistema de coordenadas. 

2. Lea atentamente el problema para identificar la información importante. Busque información que proporcione 
valores para las variables o valores para partes del modelo funcional, como la pendiente y el valor inicial. 

3. Lea detenidamente el problema para determinar qué es lo que queremos encontrar, identificar, resolver o 
interpretar. 

4. A partir de la información suministrada, identifique una vía de solución a lo que tratamos де hallar. A menudo, esto 

implicará la comprobación y el seguimiento de las unidades, la construcción de una tabla o incluso la búsqueda de 

una fórmula para la función que se utiliza para modelar el problema. 

Cuando sea necesario, escriba una fórmula para la función. 

Resuelva o evalúe la función con la fórmula. 

Reflexione si su respuesta es razonable para la situación dada y si tiene sentido matemático. 

Exprese claramente su resultado con las unidades adecuadas, y responda con frases completas cuando sea 

necesario. 


Оз Or л 


Construir modelos lineales 


Ahora echemos un vistazo a la estudiante en Seattle. En la situación de Elan hay dos cantidades cambiantes: el tiempo y 
el dinero. La cantidad de dinero que le queda mientras está de vacaciones depende del tiempo que se quede. Podemos 
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utilizar esta información para definir nuestras variables, incluidas las unidades. 


e Salida: M, dinero restante, en dólares 
* Entrada: т, tiempo, en semanas 


Por lo tanto, la cantidad de dinero restante depende del número de semanas: M(t) 
También podemos identificar el valor inicial y la tasa de cambio. 


• Valor inicial: ahorró 3.500 dólares, por lo que 3.500 dólares es el valor inicial de M. 
• Tasa de cambio: prevé gastar 400 dólares cada semana, por lo que -400 dólares semanales es la tasa de cambio, о 
la pendiente. 


Observe que la unidad de dólares por semana coincide con la unidad de nuestra variable de salida dividida entre nuestra 
variable de entrada. Además, dado que la pendiente es negativa, la función lineal es decreciente. Esto debería tener 
sentido porque gasta dinero cada semana. 


La tasa de cambio es constante, por lo que podemos empezar con el modelo lineal M (t) = mt + b. Entonces podemos 
sustituir la intersección y la pendiente que se han proporcionado. 


M() =mt+b 


PA 


—400 3500 


M(t) = — 4001 + 3500 
Para calcular la intersección en x llevamos la salida a cero y resolvemos para la entrada. 


0 = -400f + 3.500 


ү = 3:500 
400 


= 8,75 


Las intersecciones en x es de 8,75 semanas. Ya que esto representa el valor de entrada cuando la salida sea cero, 
podríamos decir que a Elan no le quedará dinero después de 8,75 semanas. 


Al modelar cualquier situación de la vida real con funciones, suele haber un dominio limitado en el que ese modelo será 
válido: casi ninguna tendencia continúa indefinidamente. Aquí el dominio se refiere al número de semanas. En este caso, 
no tiene sentido hablar de valores de entrada inferiores a cero. Un valor negativo de entrada podría referirse a un 
número de semanas antes de que Elan ahorrara 3.500 dólares, pero el escenario analizado plantea la pregunta una vez 
que ahorró 3.500 dólares porque es cuando comienza su viaje y su gasto posterior. También es probable que este 
modelo no sea válido después de la intersección en x, a no ser que Elan utilice una tarjeta de crédito y se endeude. El 
dominio representa el conjunto de valores de entrada, por lo que el dominio razonable para esta función es: 
0<1<8,73. 


En el ejemplo anterior, se nos dio una descripción escrita de la situación. Hemos seguido los pasos para el modelado de 
un problema con el fin de analizar la información. Sin embargo, no siempre se suministra la misma información. A veces 
se nos proporciona una intersección. Otras veces se nos da un valor de salida. Debemos tener cuidado de analizar la 
información que se nos suministra y utilizarla adecuadamente para construir un modelo lineal. 


Utilizar una intersección dada para construir un modelo 

Algunos problemas del mundo real proporcionan la intersección en y, que es la constante o valor inicial. Una vez que se 
conoce la intersección en y, la intersección en x puede calcularse. Supongamos, por ejemplo, que Hannah planea pagar 
un préstamo sin intereses que contrajo de sus padres. El saldo de su préstamo es de 1.000 dólares. Tiene previsto pagar 
250 dólares al mes hasta que su saldo sea de 0. La intersección en y es el importe inicial de su deuda, es decir, 1.000 
dólares. La tasa de cambio, o pendiente, es de -250 dólares al mes. Podemos entonces utilizar la forma pendiente- 
intersección y la información dada para elaborar un modelo lineal. 


FA) = тх + Б 
= —250х + 1.000 


Ahora podemos establecer Іа función igual a O, y resolver рага х para hallar la intersección еп х. 


Acceso gratis en openstaxX.org 


2.3 * Modelado con funciones lineales 


0 = —250х + 1.000 


1.000 = 250х 
4=x 
х=4 


Las intersecciones en x es el número de meses que tarde en llevar el saldo a O dólares. La intersección en x es 4 meses, 
por lo que Hannah tardará cuatro meses para pagar su préstamo. 


Utilizar una entrada y una salida dadas para construir un modelo 

Muchas aplicaciones en el mundo real no son tan directas como las que acabamos de considerar. En cambio, nos exigen 
que identifiquemos algún aspecto de una función lineal. A veces se nos pide que evaluemos el modelo lineal con una 
entrada determinada o que establezcamos la ecuación del modelo lineal igual a una salida especificada. 


(є cómo 
а 


Dado un problema verbal que incluya dos pares de valores de entrada у salida, utilizar la función lineal para 
resolver un problema. 


Identifique los valores de entrada y salida. 

Convierta los datos en dos pares de coordenadas. 

Calcule la pendiente. 

Escriba el modelo lineal. 

Utilice el modelo para hacer una predicción al evaluar la función en un determinado valor de x. 
Utilice el modelo para identificar un valor de x que resulte en un determinado valor de y. 
Responda la pregunta planteada. 


E 


Usar un modelo lineal para investigar la población de una ciudad 
La población de una ciudad ha crecido linealmente. En 2004 la población era de 6.200 habitantes. En 2009 la población 
había crecido hasta los 8.100 habitantes. Supongamos que esta tendencia se mantiene. 


DEOU IR 


(А) Prediga la población en 2013. Identifique el año en el que la población alcanzará los 15.000 habitantes. 

© Solución 

Las dos cantidades que cambian son el tamaño de la población y el tiempo. Aunque podríamos utilizar el valor real del 
año como cantidad de entrada, hacerlo así tiende a llevar a ecuaciones muy engorrosas, porque la intersección en y 
correspondería al año 0, ¡hace más de 2.000 años! 


Para que el cálculo sea más llevadero, definiremos nuestra entrada como el número de años desde 2004: 


+ Entrada: t, años desde 2004 
* Salida: P(t), la población de la ciudad 


Para predecir la población en 2013 (t = 9 ), necesitaríamos primero una ecuación para la población. Del mismo modo, 
para determinar cuándo la población alcanzaría los 15.000 habitantes, tendríamos que resolver la entrada que 
proporcionaría una salida de 15.000. Para escribir una ecuación, necesitamos el valor inicial y la tasa de cambio o la 
pendiente. 


Para determinar la tasa de cambio, utilizaremos el cambio en la salida con respecto al cambio en la entrada. 


cambio en la salida 


cambio en la entrada 


El problema nos da dos pares de entrada-salida. Convirtiéndolos para que coincidan con nuestras variables definidas, el 
año 2004 correspondería a t = 0, lo que da el punto (0, 6200). Observe que mediante nuestra elección inteligente de la 
definición de la variable, nos hemos "dado" la intersección en y de la función. El año 2009 correspondería a t = 5, lo que 
da el punto (5, 8100). 


Los dos pares de coordenadas son: (0, 6200) y (5, 8100). Recordemos que anteriormente en el capítulo nos topamos con 
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ejemplos en los que se nos proporcionaban dos puntos. Podemos utilizar estos valores para calcular la pendiente. 


— 8.100-6.200 

aj 5—0 

— 1.900 

= 5 

= 380 personas al año 


m 


Ya conocemos la intersección en y de la línea, por lo que podemos escribir inmediatamente la ecuación: 
P(t) = 3801 + 6.200 
Para predecir la población en 2013, evaluamos nuestra función en t = 9. 
P(9) = 380(9) + 6.200 
= 9.620 
Si la tendencia se mantiene, nuestro modelo prevé una población de 9.620 habitantes en 2013. 
Para saber cuándo la población alcanzará los 15.000 habitantes, podemos establecer P(t) = 15.000 y resolver para t. 


15.000 = 3801 + 6.200 
8.800 = 3801 
t 23,158 


Nuestro modelo predice que la población alcanzará los 15.000 habitantes en poco más de 23 años después de 2004, es 
decir, alrededor del año 2027. 


[>] INTÉNTELO #1 Una empresa vende rosquillas. Tienen un costo fijo de 25.000 dólares por concepto de 
alquiler, seguro y otros gastos. El costo de producción de cada rosquilla es de 0,25 dólares. 


(А) Escriba un modelo lineal para representar el costo С de la empresa como función de х, 
es el número de rosquillas que se producen. 
Halle e interprete la intersección en y. 


[>] INTÉNTELO #2 La población de una ciudad ha crecido linealmente. En 2008, la población era de 28.200 
habitantes. En 2012, la población era de 36.800 habitantes. Supongamos que esta tendencia 
se mantiene. 


(А) Prediga la población en 2014. 
Identifique el año en que la población alcanzará los 54.000 habitantes. 


Utilizar un diagrama para modelar un problema 

En muchas aplicaciones del mundo real es útil hacer un dibujo para tener una idea de cómo las variables que 
representan la entrada y la salida se utilizan para responder una pregunta. Para dibujar el cuadro, primero hay que 
considerar lo que pide el problema. A continuación, determine la entrada y la salida. El diagrama debería relacionar las 
variables. Con frecuencia se dibujan formas o figuras geométricas. A menudo, las distancias se trazan. Si se dibuja un 
triángulo rectángulo, el teorema de Pitágoras relaciona los lados. Si se dibuja un rectángulo, es útil etiquetar la anchura 
y la altura. 


да 95 


Usar un diagrama para modelar Іа distancia recorrida 

Anna y Emanuel comienzan en la misma intersección. Anna camina hacia el este, a 4 millas por hora, mientras que 
Emanuel camina hacia el sur, a 3 millas por hora. Se comunican con una radio bidireccional que tiene un alcance de 2 
millas. ¿Cuánto tiempo después de que empiecen a caminar dejarán de estar en contacto a través de la radio? 


© Solución 
En esencia, podemos responder parcialmente a esta pregunta al afirmar que dejarán de tener contacto por radio cuando 
estén a 2 millas de distancia, lo que nos lleva a plantear una nueva pregunta: 
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"¿Cuánto tiempo les llevará estar a 2 millas de distancia?”. 


En este problema, nuestras cantidades cambiantes son el tiempo y la posición. Sin embargo, en última instancia, 
necesitamos saber cuánto tiempo tardarán en estar a 2 millas de distancia. Vemos que el tiempo será nuestra variable 
de entrada, así que definiremos nuestras variables de entrada y salida. 


* Entrada: t, tiempo en horas. 
* Salida: A(t), distancia en millas, y E(t), distancia en millas 


Ya que no es obvio cómo definir nuestra variable de salida, empezaremos por hacer un dibujo como en la Figura 2. 


Anna caminando hacia el este, 
4 millas/hora 


Emanuel caminando hacia el sur, 
3 millas/hora 


Figura 2 


Valor inicial: ambos comienzan еп la misma intersección, así que cuando т = 0, la distancia recorrida рог cada persona 
también debería ser 0. Por lo tanto, el valor inicial de cada uno es 0. 


Tasa de cambio: Anna camina 4 millas por hora y Emanuel camina 3 millas por hora, que son ambas tasas de cambio. La 
pendiente para А es 4 y la pendiente para E es 3. 


Con esos valores podemos escribir fórmulas para la distancia que ha caminado cada persona. 


А( = 4 
Е(ї) = 31 


Para este problema, las distancias desde el punto de partida son importantes. Para anotarlos, podemos definir ип 
sistema de coordenadas al identificar el "punto de partida" en la intersección en la que ambos comenzaron. Entonces 
podemos utilizar la variable, A, que hemos introducido anteriormente, para representar la posición de Anna y definirla 
como una medida desde el punto de partida en dirección hacia el este. Asimismo, podemos utilizar la variable E, para 
representar la posición de Emanuel, medida desde el punto de partida en dirección hacia el sur. Tenga en cuenta que al 
definir el sistema de coordenadas, hemos especificado tanto el punto de partida de la medida como su dirección. 


Podemos entonces definir una tercera variable, D, para que sea la medida de la distancia entre Anna y Emanuel. Mostrar 
las variables en el diagrama suele ser útil, como podemos apreciar en la Figura 3. 


Recordemos que necesitamos saber el tiempo que tarda D, la distancia entre ellos, para que sea igual a 2 millas. 
Observe que, para cualquier entrada dada г, las salidas A (7), E (7), y D (t) representan las distancias. 
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Figura 3 


La Figura 2 nos muestra que podemos utilizar el teorema de Pitágoras porque hemos dibujado un ángulo recto. 


Con el teorema de Pitágoras obtenemos 


DO = А(0)2 + EM? 

= (4)? + (31)? 

= 168 +98 

= 251? 

D(t) = +\/251? Resuelva para D(t) con la raíz cuadrada 

= +5 || 
En este escenario solo consideramos valores positivos де г, por lo que nuestra distancia D (t) siempre será positiva. 
Podemos simplificar esta respuesta a D(t) = 5t. Esto significa que la distancia entre Anna y Emanuel es también una 


función lineal. Dado que D es una función lineal, ahora podemos responder la pregunta de cuándo la distancia entre 
ellos será de 2 millas. Estableceremos la salida D(t) = 2 y resolvemos para t. 


р@) = 2 
St=2 
— 2 — 
1=2=04 


Saldrán del contacto por radio en 0,4 horas o 24 minutos. 


3| PREGUNTAS Y ¿Debería dibujar diagramas cuando me dan información con base en una forma 
RESPUESTAS geométrica? 


Sí. Haga un croquis de la cifra y marque las cantidades y las incógnitas en este. 


Шыны aaa 


Usar un diagrama para modelar la distancia entre ciudades 

Hay Una carretera recta que va desde la ciudad de Westborough hasta Agritown, a 30 millas al este y 10 millas al norte. A 
mitad de camino, esta carretera se une a otra, perpendicular a la primera, que conduce a la ciudad de Eastborough. Si la 
ciudad de Eastborough está situada a 20 millas directamente al este de la ciudad de Westborough, ¿a qué distancia está 

el cruce de carreteras de Westborough? 


© Solución 

En este caso valdría la pena hacer un dibujo de la situación. Vea la Figura 4. A continuación, sería útil introducir un 
sistema de coordenadas. Aunque podríamos situar el origen en cualquier lugar, situarlo en Westborough luce 
conveniente. Esto sitúa a Agritown en las coordenadas (30, 10), y a Eastborough en (20, 0). 
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Agritown 


(30, 10) 


(0, 0) 
Westborough 20 millas Eastborough 
Figura 4 
Usando este punto junto con el origen, podemos calcular la pendiente de la línea de Westborough a Agritown: 
10-0 1 


m= 30-0 3 


La ecuación de la carretera de Westborough a Agritown sería: 
W(x) l 
x)= =х 
3 


A partir de esto, podemos determinar que la carretera perpendicular a Eastborough tendrá la pendiente m =- 3. Debido 
a que la ciudad de Eastborough está en el punto (20, 0), podemos hallar la ecuación: 


E(x) = —3x + b 
0 = —3(20)+b Sustituir en (20, 0) 
b = 60 
E(x) = —3х + 60 
Ahora podemos hallar las coordenadas del cruce de las carreteras al dar con la intersección de estas líneas. Igualarlas, 
1х = —3x + 60 
ТО а 2 
3% = 60 
10х = 180 
х= 18 Sustituir esto de nuevo еп И (х) 
у= №(18) 
= 1018) 
= 6 


Las carreteras se cruzan en el punto (18, 6). Con la fórmula де la distancia, ahora podemos hallar la distancia desde 
Westborough hasta el cruce 


distancia = (х2 — x1)? + (02 = у e 
= V(18 - 0? + (6-0)? 
д 18,974 millas 


©) Análisis 

Un buen uso de los modelos lineales es aprovechar el hecho de que los gráficos de estas funciones son líneas. Esto 
significa que las aplicaciones en el mundo real que hablan de mapas necesitan funciones lineales para modelar las 
distancias entre los puntos de referencia. 


INTÉNTELO #3 Hay Una carretera recta que va de la ciudad de Timpson a Ashburn 60 millas al este y 12 
millas al norte. A mitad de camino, la carretera se cruza con una segunda vía, perpendicular 
a la primera, que conduce a la ciudad de Garrison. Si la ciudad de Garrison está situada a 22 
millas directamente al este de la ciudad de Timpson, ¿a qué distancia está el cruce de 
carreteras de Timpson? 


Construir sistemas de modelos lineales 


Las situaciones en el mundo real que incluyen dos o más funciones lineales pueden modelarse con un sistema de 
ecuaciones lineales. Recuerde que, al resolver un sistema de ecuaciones lineales, buscamos los puntos que tienen en 
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común las dos líneas. Normalmente, hay tres tipos de respuestas posibles, como se indica en la Figura 5. 


y y y 
Exactamente 
-ai una 
solución 
+ =X - =X X 
g Infinitas 
y soluciones g y 
No hay 
soluciones 
(a) (b) (c) 
Figura 5 


(є cómo 


Dada una situación que representa un sistema de ecuaciones lineales, escribir el sistema de ecuaciones e 
identificar la solución. 


1. Identifique la entrada y la salida de cada modelo lineal. 

2. Identifique la pendiente y la intersección en y de cada modelo lineal. 

3. Halle la solución al igualar las dos funciones lineales y resolver para x, o halle el punto de intersección en un 
gráfico. 


BR 


Construir un sistema de modelos lineales para elegir una empresa de alquiler de camiones 

Jamal está eligiendo entre dos empresas de alquiler de camiones. La primera, Keep on Trucking, Inc., cobra una cuota 
inicial de 20 dólares y luego 59 céntimos por milla. La segunda, Move It Your Way, cobra una cuota inicial de 16 dólares y 
luego 63 céntimos por milla.?. ¿Cuándo será Keep on Trucking, Inc. la mejor opción para Jamal? 


© Solución 
Las dos cantidades importantes en este problema son el costo y el número de millas recorridas. Dado que tenemos que 


considerar dos empresas, definiremos dos funciones. 


Entrada d, distancia recorrida en millas. 


Salidas K(d) : costo, en dólares, del alquiler de Keep on Trucking 
M (d) costo, en dólares, del alquiler en Move It Your Way. 


Valor inicial Anticipo: К (0) = 20 y M (0) = 16 
Tasa de cambio K(d) = $0,59 /milla y P(d) = $0,63 /milla 
Tabla 1 


La función lineal es de la forma f(x) = mx + b. Con las tasas de cambio y los cobros iniciales podemos escribir las 
ecuaciones 


3 Tarifas obtenidas el 2 de agosto de 2010 de http://www.budgettruck.com y http://www.uhaul.com/ 
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K(d) = 0,59d + 20 
M(d) = 0,63d + 16 


Con estas ecuaciones podemos determinar cuándo Keep on Trucking, Inc. será la mejor opción. Ya que lo único que 
tenemos para tomar esa decisión son los costos, buscamos cuándo Move It Your Way, costará menos o cuándo 

K(d) < M(d). El camino de la solución nos llevará a dar con las ecuaciones de las dos funciones, hallar la intersección y 
luego ver dónde la función K (d) es menor. 


Estos gráficos se encuentran en la Figura 6, con K (d) en azul. 
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K(d) = 0.59d + 20 


M(d) = 0.634 + 16 


O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 
Figura 6 


Para hallar la intersección, igualamos las ecuaciones y resolvemos: 


K(d) = M(d) 
0,594 + 20 = 0,63d + 16 
4 = 0,04d 
100 = d 
d = 100 


Esto nos indica que el costo de las dos compañías será el mismo si se recorren 100 millas. Ya sea al observar el gráfico o 
al notar que K(d) crece a un ritmo más lento, podemos concluir que Keep on Trucking, Inc. será el precio más barato 
cuando se recorran más de 100 millas, es decir: d > 100. 


[>] MEDIA 
Acceda a este recurso en línea para obtener más información y practicar con los modelos de funciones lineales. 


Interpretación de una función lineal (http://openstax.org/l/interpretlinear) 


2.3 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 

1. Explique cómo encontrar la 2. Explique cómo hallar la 3. Explique cómo interpretar el 
variable de entrada en un variable de salida en un valor inicial en un problema 
problema matemático que problema matemático que matemático que utiliza una 


utiliza una función lineal. utiliza una función lineal. función lineal. 
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4. Explique cómo determinar 
la pendiente en un 
problema matemático que 
utiliza una función lineal. 


Algebraicos 

5. Halle el área de un 6. Halle el área de un triángulo 7. Halle el área de un triángulo 
paralelogramo delimitado delimitado por el eje x, la delimitado por el eje y, la 
por el eje y, la línea x = 3, la línea f(x) = 12— 2х, у!а línea f(x) = 9— Sx, y la 
línea f(x) = 1 + 2х, y la línea perpendicular a f(x) línea perpendicular a f(x) 
línea paralela a f(x) que pasa por el origen. que pasa por el origen. 


pasando por (2, 7). 


8. Halle el área de un 
paralelogramo delimitado 
por el eje x, la línea 
g(x) = 2, la línea f(x) = Зх, 
y la línea paralela a f(x) 
pasando por (6, 1). 


En los siguientes ejercicios, considere este escenario: La población de una ciudad ha disminuido a un ritmo constante. En 
2010 la población era de 5.900 habitantes. Para 2012, la población había descendido a 4.700. Supongamos que esta 
tendencia se mantiene. 


9. Prediga la población en 10. Identifique el año en el que 
2016. la población llegará a 0. 


En los siguientes ejercicios, considere este escenario: La población de una ciudad ha aumentado a un ritmo constante. 
En 2010 la población era de 46.020 habitantes. En 2012 la población se había incrementado a 52.070 habitantes. 
Supongamos que esta tendencia se mantiene. 


11. Prediga la población en 12. Identifique el año en que la 
2016. población alcanzará los 
75.000 habitantes. 


En los siguientes ejercicios, considere este escenario: Una ciudad tiene una población inicial de 75.000 habitantes. Crece 
a un ritmo constante de 2.500 al año durante 5 años. 


13. Halle la función lineal que 14. Halle un dominio y un 15. Si se grafica la función Р, 
modela la población de la rango razonables para la halle e interprete las 
ciudad P en función del función P. intersecciones en x y en y. 


año, t, donde f es el 
número de años 
transcurridos desde el 
inicio del modelo. 


16. Sila función P, halle e 17. ¿Cuándo se llegará a los 18. ¿Cuál es la salida en el año 
interprete la pendiente de 100.000? 12 desde el inicio del 
la función. modelo? 
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En los siguientes ejercicios, considere este escenario: Un bebé pesa 7,5 libras al nacer. Aumenta media libra al mes 
durante su primer año. 


19. Halle la función lineal que 20. Halle un dominio y un 21. Si se grafica la función W, 
modele el peso del bebé rango razonables para la halle e interprete las 
W en función de su edad, función W. intersecciones en x y en y. 
en Meses, f. 

22. Sise representa 23. ¿Cuándo pesó el bebé 10,4 24. ¿Cuál es la salida cuando la 
gráficamente la función W, libras? entrada es 6,2? Interprete 
halle e interpreta la su respuesta. 


pendiente de la función. 


En los siguientes ejercicios, considere este escenario: El número de personas afectadas por el resfriado común en los 
meses de invierno se redujo en 205 cada año desde 2005 hasta 2010. En 2005, 12.025 personas se vieron afectadas. 


25. Halle la función lineal que 26. Halle un dominio y un 27. Sise grafica la función C, 
modela el número de rango razonables para la halle e interprete las 
personas afectadas por el función С. intersecciones en xy en y. 


resfriado común C en 
función del año, t. 


28. Si se grafica la función С, 29. ¿Cuándo llegará la salida a 30. ¿En qué año el número de 
halle e interprete la 0? personas será de 9.700? 
pendiente de la función. 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, utilice el gráfico de la Figura 7, que muestra el beneficio, y, en miles de dólares, de una 
empresa en un año determinado, t, donde t representa el número de años desde 1980. 


155 y 

150 

145 

140 

135 

130 

0 t 
0 5 10 15 20 25 30 
Figura 7 
31. Calcule la función lineal y, 32. Halle e interprete la 33. Halle e interprete la 

donde y depende de г, el intersección en y. intersección en x. 
número de años desde 
1980. 


34. Halle e interprete la 
pendiente. 
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En los siguientes ejercicios, utilice el gráfico de la Figura 8, que muestra el beneficio, y, en miles de dólares, de una 
empresa en un año determinado, t, donde t representa el número de años desde 1980. 


500 Y 
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200 
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Figura 8 


35. Calcule la función lineal y, 36. Halle e interprete la 37. Halle e interprete la 
donde y depende de t, el intersección en y. intersección en x. 
número de años desde 
1980. 


38. Halle e interprete la 
pendiente. 


Numéricos 


En los siguientes ejercicios, utilice la mediana del valor de la vivienda en Misisipi y Hawái (ajustado a la inflación) que 
aparece en la Tabla 2. Supongamos que el valor de la vivienda cambia linealmente. 


Año Misisipi Hawái 
1950 $25.200 $74.400 


2000 $71.400 $272.700 


Tabla 2 
39. ¿En qué estado ha 40. Si estas tendencias se 41. Si suponemos que la 
aumentado más el valor de mantienen, ¿cuál sería la tendencia lineal existía 
la vivienda? mediana del valor de la antes de 1950 y continúa 
vivienda en Misisipi en después de 2000, ¿en 
2010? cuántos años la mediana 


del valor de las viviendas 
en los dos estados será (о 
era) igual? (La respuesta 
puede ser absurda). 
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En los siguientes ejercicios, utilice la mediana del valor de las vivienda en Indiana y Alabama (ajustado a la inflación) que 
aparece en la Tabla 3. Supongamos que el valor de la vivienda cambia linealmente. 


42. ¿En qué estado ha 
aumentado más el valor de 
la vivienda? 


Aplicaciones en el mundo real 


45. En 2004, la población 46. 


escolar era de 1.001 
estudiantes. En 2008 la 
población había crecido 
hasta los 1.697 
estudiantes. Supongamos 
que la población cambia 
linealmente. 


(А) ¿Cuánto creció la 
población entre el año 
2004 y el año 2008? 
¿Cuánto tiempo tardó 
la población en pasar de 
1.001 a 1.697 estudiantes? 
(© ¿Cuál es el crecimiento 
promedio de la población 
por año? 

(D) ¿Cuál era la población 
en el año 2000? 

(E) Halle una ecuación 
para la población, P, de la 
escuela taños después del 
año 2000. 

® Utilizando su ecuación, 
prediga la población 
escolar en 2011. 


43. 


Año Indiana Alabama 

1950 | $37.700 $27.100 

2000 $94.300 $85.100 
Tabla 3 

Si estas tendencias se 44. 


mantienen, ¿cuál sería la 
mediana del valor de la 
vivienda en Indiana en 
2010? 


En 2003, la población de 
una ciudad era de 1.431 
habitantes. En 2007 la 
población había crecido 
hasta los 2.134 habitantes. 
Supongamos que la 
población cambia 
linealmente. 


(А) ¿Cuánto creció la 
población entre el año 
2003 y el año 2007? 
¿Cuánto tiempo tardó 
la población en pasar de 
1.431 a 2.134 habitantes? 
(© ¿Cuál es el crecimiento 
promedio de la población 
por año? 

(D) ¿Cuál era la población 
en el año 2000? 

(Б) Halle una ecuación 
para la población, P de la 
ciudad ź años después del 
año 2000. 

(Е) Utilizando su ecuación, 
prediga la población de la 
ciudad en 2014. 


47. 


Si suponemos que la 
tendencia lineal existía 
antes de 1950 y continúa 
después de 2000, ¿en 
cuántos años la mediana 
del valor de la vivienda en 
los dos estados será (o era) 
igual? (La respuesta puede 
ser absurda). 


Una compañía telefónica 
tiene un plan mensual de 
telefonía móvil en el que el 
cliente paga una cuota 
mensual fija y luego una 
determinada cantidad de 
dinero por minuto utilizado 
para las llamadas de voz y 
video. Si un cliente utiliza 
410 minutos, el costo 
mensual será de 71,50 
dólares. Si el cliente utiliza 
720 minutos, el costo 
mensual será de 118 
dólares. 


(А) Halle una ecuación 
lineal para el costo 
mensual del plan de 
telefonía móvil en función 
de x, el número de minutos 
mensuales utilizados. 
Interprete la pendiente 
y la intersección en y de la 
ecuación. 

(© Utilice su ecuación 
para calcular el costo 
mensual total si se utilizan 
687 minutos. 
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48. Una compañía telefónica 


51. 


tiene un plan mensual de 
datos para teléfonos 
móviles en el que el cliente 
paga una cuota mensual 
fija de 10 dólares y luego 
una determinada cantidad 
de dinero por megabyte 
(MB) de datos utilizados en 
el teléfono. Si el cliente 
utiliza 20 MB, el costo 
mensual será de 11,20 
dólares. Si el cliente utiliza 
130 MB, el costo mensual 
será de 17,80 dólares. 


(А) Halle una ecuación 
lineal para el costo 
mensual del plan de datos 
en función de x, el número 
de MB utilizados. 
Interprete la pendiente 
y la intersección en y de la 
ecuación. 

(© Utilice su ecuación 
para calcular el costo 
mensual total si se utilizan 
250 MB. 


La Reserva Federal de 
Helio tenía unos 16.000 
millones de pies cúbicos de 
helio en 2010 y se está 
agotando en unos 2.100 
millones de pies cúbicos 
cada año. 


© Dé una ecuación lineal 
para el resto de las 
reservas federales de helio, 
R, en términos de t, el 
número de años desde 
2010. 

En 2015, ¿cuáles serán 
las reservas de helio? 

© Si el ritmo de 
agotamiento no cambia, 
¿en qué año se agotará la 
Reserva Federal de Helio? 
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En 1991, la población de 
alces en un parque se 
midió en 4.360 ejemplares. 
En 1999, la población se 
elevó a 5.880 ejemplares. 
Supongamos que la 
población sigue 
cambiando linealmente. 


(А) Halle una fórmula para 
la población de alces, P 
desde 1990. 

¿Cuál es la previsión de 
su modelo con respecto a 
la población de alces en 
2003? 


Supongamos que las 
reservas mundiales de 
petróleo en 2014 son de 
1,8 mil millones de barriles. 
Si, en promedio, las 
reservas totales 
disminuyen en 25.000 
millones de barriles de 
petróleo cada año: 


© Dé una ecuación lineal 
para el resto de las 
reservas de petróleo, R, en 
términos de t, el número 
de años desde ahora. 
Dentro de siete años, 
¿cuáles serán las reservas 
de petróleo? 

© Si el ritmo de 
disminución de las 
reservas es constante, 
¿cuándo se agotarán las 
reservas mundiales de 
petróleo? 


50. 


53. 


En 2003, la población de 
búhos en un parque se 
midió en 340. En 2007, la 
población se volvió a medir 
y eran 285 búhos. La 
población cambia 
linealmente. Supongamos 
que la entrada sean los 
años desde 1990. 


(А) Halle una fórmula para 
la población de búhos, P. 
Supongamos que la 
entrada sean los años 
desde 2003. 

¿Cuál es la población 
de búhos que su modelo 
predice рага 2012? 


Está eligiendo entre dos 
planes diferentes de 
telefonía móvil de prepago. 
El primero cobra una tarifa 
de 26 céntimos por 
minuto. El segundo cobra 
una cuota mensual de 
19,95 dólares más 11 
céntimos por minuto. 
¿Cuántos minutos tendría 
que utilizar en un mes para 
que el segundo plan sea 
preferible? 


54. Está eligiendo entre dos 
empresas diferentes de 
lavado de ventanas. La 
primera cobra 5 dólares 
por cada ventana. La 
segunda cobra una tarifa 
base de 40 dólares más 3 
dólares por cada ventana. 
¿Cuántas ventanas 


necesitaría tener para que 


la segunda empresa sea 
preferible? 


57. Al momento de contratarlo 


en un nuevo empleo de 
venta de productos 
electrónicos, le dan dos 
opciones de pago: 


e Opción A: Salario base 
de 20.000 dólares al año 


con una comisión del 


12 % de las ventas que 


realice. 


e Opción В: Salario base 
de 26.000 dólares al año 


con una comisión del 
3 % de las ventas que 
realice. 


¿Cuántos aparatos 
electrónicos tendría que 
vender para que la opción 
A produjera mayores 
ingresos? 


2.4 Ajuste de modelos lineales a los datos 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 


55. Al momento de contratarlo 


58. 


en un nuevo empleo de 
venta de joyas, le dan dos 
opciones de pago: 


e Opción A: Salario base 
de 17.000 dólares al año 
con una comisión del 
12 % de las ventas que 
realice. 

e Opción B: Salario base 
de 20.000 dólares al año 
con una comisión del 
5 % de las ventas que 
realice. 


¿Cuántas joyas tendría que 
vender para que la opción 
A devengue mayores 
ingresos? 


Al momento de contratarlo 
en un nuevo empleo de 
venta de productos 
electrónicos, le dan dos 
opciones de pago: 


e Opción A: Salario base 
de 10.000 dólares al año 
con una comisión del 
9 % de las ventas que 
realice. 

e Opción B: Salario base 
de 20.000 dólares al año 
con una comisión del 
4 % de las ventas que 
realice. 


¿Cuántos aparatos 
electrónicos tendría que 
vender para que la opción 
A produjera mayores 
ingresos? 


> Dibujar e interpretar gráficos de dispersión. 
> Hallar la línea de mejor ajuste. 
> Distinguir entre relaciones lineales у no lineales. 

> Utilizar un modelo lineal para hacer predicciones. 


56. 


2.4 * Ajuste de modelos lineales а los datos 


Al momento de contratarlo 
en un nuevo empleo de 
venta de productos 
electrónicos, le dan dos 
opciones de pago: 


+ Opción A: Salario base 
de 14.000 dólares al año 
con una comisión del 
10 % de las ventas que 
realice. 

e Opción B: Salario base 
de 19.000 dólares al año 
con una comisión del 
4 % de las ventas que 
realice. 


¿Cuántos aparatos 
electrónicos tendría que 
vender para que la opción 
A produjera mayores 
ingresos? 


Un profesor intenta identificar las tendencias entre las puntuaciones de los exámenes finales. En su clase hay una 
mezcla de alumnos, por lo que se pregunta si hay alguna relación entre la edad y las notas de los exámenes finales. Una 
forma de analizar las puntuaciones es crear un diagrama que relacione la edad de cada alumno con la puntuación 
recibida en el examen. En esta sección, examinaremos uno de estos diagramas, el cual se conoce como diagrama de 


231 
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dispersión. 
Dibujar e interpretar gráficos de dispersión 


El diagrama de dispersión es un gráfico de puntos trazados capaz de mostrar una relación entre dos conjuntos de datos. 
Si la relación procede de un modelo lineal, о de un modelo casi lineal, el profesor puede sacar conclusiones por medio 
de su conocimiento acerca de funciones lineales. La Figura 1 muestra un ejemplo de gráfico de dispersión. 


Puntuación del examen final en 
función de la edad 


100 
90 
80 
70 
60 
50 


Puntuación del examen final 


0 10 20 30 40 50 
Edad 
Figura 1 Gráfico de dispersión de las variables de edad y puntuación del examen final 
Observe que este gráfico de dispersión no indica ninguna relación lineal. Los puntos no parecen seguir ninguna 


tendencia. En otras palabras, no parece haber ninguna relación entre la edad del estudiante y la puntuación en el 
examen final. 


BR 


Usar un diagrama de dispersión para investigar los chirridos de los grillos 
La tabla siguiente muestra el número de chirridos de grillos en 15 segundos, para varias temperaturas de aire 
diferentes, en grados Fahrenheit?. Trace estos datos y determine si los datos parecen estar relacionados linealmente. 


Chirridos 44 35 20,4 | 33 | 31 | 35 | 18,5 37 26 
Temperatura 80,5 70,5 57 66 | 68 | 72 52 73,5 | 53 
Tabla 1 
© Solución 
El trazado de estos datos, tal y como se representa en la Figura 2, sugiere que puede haber una tendencia. Podemos ver 


en la tendencia de los datos que el número de chirridos aumenta a medida que aumenta la temperatura. La tendencia 
parece ser más o menos lineal, aunque ciertamente no es perfecta. 


4 Datos seleccionados de http://classic.globe.gov/fsl/scientistsblog/2007/10/. Recuperado el 3 de agosto de 2010 
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Chirridos de grillos frente a la temperatura 
90 


80 


~ 
o 


Temperatura (°F) 
о 
о 


50 
40 
0 
0 10 20 30 40 50 
Chirridos de grillo en 15 segundos 
Figura 2 


Hallar la línea de mejor ajuste 


Una vez que reconocemos la necesidad de una función lineal para modelar esos datos, la pregunta obvia que sigue es 
"¿cuál es esa función lineal?”. Una forma de aproximar nuestra función lineal es trazar la línea que parezca ajustarse 
mejor a los datos. Entonces podemos extender la línea hasta que podamos verificar la intersección en y. Podemos 


calcular la pendiente de la línea al extenderla hasta que podamos estimar la bida, 


BR 


Hallar la línea de mejor ajuste 
Halle una función lineal que se ajuste a los datos en la Tabla 1 al “ojear" una línea que parezca ajustarse. 


© Solución 
En un gráfico, podríamos intentar trazar una línea. 


Utilizando los puntos inicial y final de nuestra línea dibujada a mano, los puntos (0, 30) y (50, 90), este gráfico tiene una 
pendiente de 
60 


а 


1,2 
y una intersección en уеп 30. Esto da una ecuación de 
T(c) = 1,2c +30 


donde с es el número de chirridos en 15 segundos, y Т (с) es la temperatura en grados Fahrenheit. La ecuación 
resultante se representa en la Figura 3. 
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Chirridos de grillos frente a la temperatura 
90 


80 
70 
60 
50 


40 


T(c), Temperatura (°F) 


30 


0 10 20 30 40 50 
c, Número de chirridos 
Figura 3 
©) Análisis 
Esta ecuación lineal se puede utilizar para inferir las respuestas a varias preguntas que podríamos hacer sobre la 
tendencia. 


Reconocer la interpolación o la extrapolación 

Aunque los datos de la mayoría de los ejemplos no caen perfectamente sobre la línea, la ecuación es nuestra mejor 
conjetura sobre cómo se comportará la relación fuera de los valores para los que tenemos datos. Utilizamos un proceso 
conocido como interpolación cuando predecimos un valor dentro del dominio y el rango de los datos. La extrapolación 
se utiliza cuando predecimos un valor fuera del dominio y del rango de los datos. 


La Figura 4 compara los dos procesos para los datos del chirrido de los grillos que se abordan en el Ejemplo 2. Podemos 
ver que la interpolación se produciría si utilizamos nuestro modelo para predecir la temperatura cuando los valores de 
los chirridos están entre 18,5 y 44. La extrapolación se produciría si utilizáramos nuestro modelo para predecir la 
temperatura cuando los valores de los chirridos fueran inferiores a 18,5 o superiores a 44. 


Chirridos de grillos frente a la temperatura 
90 


80 
70 4 Extrapolación 
60 

Interpolación 


50 


40 


T(c), Temperatura (°F) 


30 


0 10 20 30 40 50 
с, Número de chirridos 


Figura 4 La interpolación se produce dentro del dominio y del rango de los datos proporcionados, mientras que la 
extrapolación se produce fuera. 


Hay una diferencia entre hacer predicciones dentro del dominio y del rango de valores para los que tenemos datos y 
fuera de ese dominio y rango. Predecir un valor fuera del dominio y del rango tiene sus limitaciones. Cuando nuestro 
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modelo deja de ser válido a partir de cierto momento, a veces se denomina ruptura del modelo. Por ejemplo, la 
predicción de una función de costos para un periodo de dos años implicaría el examen de los datos en los que la entrada 
es el tiempo en años y la salida es el costo. Sin embargo, si intentamos extrapolar un costo cuando x = 50, que es 
dentro de 50 años, el modelo no se aplicaría porque no podríamos contabilizar factores a la vuelta de cincuenta años. 


Interpolación y extrapolación 


En el análisis de los datos se utilizan diferentes métodos para hacer predicciones. 


• El método de interpolación consiste en predecir un valor dentro del dominio o rango de los datos. 
+ El método de extrapolación consiste en predecir un valor fuera del dominio o rango de los datos. 
+ La ruptura del modelo se produce en el momento еп que este deja de ser aplicable. 


BR 


Entender la interpolación y la extrapolación 
Utilice los datos relativos a los grillos en la Tabla 1 para responder las siguientes preguntas: 


(А) ¿Predecir la temperatura cuando los grillos hacen 30 chirridos en 15 segundos sería interpolación о 
extrapolación? Haga la predicción y discuta si es razonable. 

¿Predecir el número de chirridos que harán los grillos a 40 grados sería interpolación o extrapolación? Haga la 
predicción y discuta si es razonable. 


© Solución 
(А) El número de chirridos en los datos proporcionados varía de 18,5 a 44. La predicción a 30 chirridos por 15 
segundos está dentro del dominio de nuestros datos, por lo que sería una interpolación. Usando nuestro modelo: 
T(30) = 30 + 1,2(30) 
= 66 grados 


Con base en los datos que tenemos, este valor parece razonable. 
Los valores de temperatura variaron de 52 a 80,5. Predecir el número de chirridos a 40 grados es una 
extrapolación porque 40 está fuera del rango de nuestros datos. Usando nuestro modelo: 


40 = 30 + 1,2c 
10 = 1,2c 
с 8,33 


Podemos comparar las regiones de interpolación y extrapolación mediante la Figura 5. 
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Chirridos de grillos frente a la temperatura 
90 Extrapolación 


80 
70 interpolación 
60 
50 


40 


T(c), Temperatura (°F) 


30 


c, Número de chirridos 


Figura 5 
©) Análisis 
Nuestro modelo predice que los grillos chirrían 8,33 veces en 15 segundos. Aunque esto sería posible, no tenemos 


ninguna razón para creer que nuestro modelo sea válido fuera del dominio y del rango. De hecho, generalmente los 
grillos dejan de chirriar por debajo de los 50 grados. 


INTÉNTELO #1 Según los datos a partir de la Tabla 1, ¿qué temperatura podemos predecir si contamos 20 
chirridos en 15 segundos? 


Hallar la línea de mejor ajuste con una herramienta gráfica 

Si bien es cierto que la observación de una línea funciona razonablemente bien, existen técnicas estadísticas para ajustar 
una línea a los datos que minimizan las diferencias entre la línea y los valores de los datos”. Una de estas técnicas se 
denomina regresión de mínimos cuadrados y puede estimarse con muchas calculadoras gráficos, programas de hojas 
de cálculo, programas estadísticos y muchas calculadoras en línea?. La regresión de mínimos cuadrados es un medio 
para determinar la línea que mejor se ajusta a los datos, y aquí nos referiremos a este método como regresión lineal. 


(ә cómo 
а 


Dados los datos de entrada y las correspondientes salidas de una función lineal, calcular Іа línea de mejor 
ajuste con la regresión lineal. 


1. Introduzca la entrada en la Lista 1(L1). 
2. Introduzca la salida en la Lista 2(L2). 
3. En una herramienta gráfica, seleccione Regresión lineal(LinReg). 


Шш aaa 


Hallar la línea de regresión de mínimos cuadrados 
Halle la línea de regresión de mínimos cuadrados con los datos de los grillos en la Tabla 1. 


© Solución 
1. Introduzca la entrada (chirridos) en la Lista 1 (L1). 


5 Técnicamente, el método minimiza la suma de las diferencias al cuadrado en la dirección vertical entre la línea y los valores de los datos. 


6 Por ejemplo, http://www.shodor.org/unchem/math/lls/leastsq.html 
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2. Introduzca la salida (temperatura) en la Lista 2 (L2). Vea la Tabla 2. 


L1 44 35 20,4 | 33 | 31 | 35 | 18,5 37 26 
L2 | 80,5 | 70,5 57 66 68 72 52 73,5 | 53 
Tabla 2 


3. En una herramienta gráfica, seleccione Regresión lineal(LinReg). Utilizando los datos anteriores acerca de los 
chirridos de grillos, con la tecnología obtenemos la ecuación 


T(c) = 30,281 + 1,143c 
©) Análisis 
Observe que esta línea es bastante similar a la ecuación que hemos "ojeado", pero debería ajustarse mejor a los datos. 
Observe también que el uso de esta ecuación cambiaría nuestra predicción para la temperatura al escuchar 30 chirridos 
en 15 segundos de 66 grados a: 
T(30) = 30,281 + 1,143(30) 
= 64,571 
ж 64,6 grados 


La representación del gráfico de dispersión con la línea de regresión de mínimos cuadrados se muestra en la Figura 6. 


Número de chirridos de grillos 
en función de la temperatura 


T(c), Temperatura (°F) 


0 10 20 30 40 50 
с, Número de chirridos 
Figura 6 
3| PREGUNTAS Y ¿Habrá alguna vez un caso en el que dos líneas diferentes sirvan como el mejor 
RESPUESTAS ajuste para los datos? 


No. Únicamente hay una línea de mejor ajuste. 


Distinguir entre modelos lineales y no lineales 


Como hemos visto anteriormente con el modelo de grillo-chirrido, algunos datos muestran fuertes tendencias lineales. 
Sin embargo, otros datos, como las puntuaciones de los exámenes finales representadas por la edad, son claramente no 
lineales. La mayoría de las calculadoras y los programas informáticos también pueden proporcionarnos el coeficiente 
de correlación, que es una medida del grado de ajuste de la línea a los datos. Muchas calculadoras gráficas requieren 
que el usuario active una selección de "diagnóstico" para determinar el coeficiente de correlación, que los matemáticos 
denominan r. El coeficiente de correlación es una forma sencilla de hacerse una idea de lo cerca que están los datos de 
una línea. 


Deberíamos calcular el coeficiente de correlación únicamente para los datos que siguen un patrón lineal o para 
determinar el grado en que un conjunto de datos es lineal. Si los datos presentan un patrón no lineal, el coeficiente de 
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correlación de una regresión lineal no tiene sentido. Para tener una idea de la relación entre el valor de r y el gráfico de 
los datos, la Figura 7 muestra algunos grandes conjuntos de datos con sus coeficientes de correlación. Recuerde que, en 
todos los gráficos, el eje horizontal muestra la entrada y el eje vertical la salida. 


1.0 0.8 0.4 0.0 0.4 1.0 
4° | 
A 
рй 
1.0 1.0 1.0 –1.0 —1.0 -1.0 
Ра ‘N. 
Jê Р М % 
Y > e bi 3 к. 
F. sy „> AT —————— A a Ж к 
зй p” Ў, Ыы 
Y po 


0.0 


Figura 7 Datos graficados y coeficientes de correlación relacionados. (créditos: "DenisBoigelot", Wikimedia Commons) 
Coeficiente de correlación 


El coeficiente de correlación es un valor, r, entre -1 y 1. 


e г> О ѕидіеге una relación positiva (creciente) 

• r<0 sugiere una relación negativa (decreciente) 

+ Cuanto más cerca esté el valor de 0, más dispersos estarán los datos. 

+ Cuanto más cerca esté el valor de 1 o -1, menos dispersos estarán los datos. 


EE 


Hallar el coeficiente de correlación 
Calcule el coeficiente de correlación para los datos de grillo-chirrido en la Tabla 1. 


© Solución 

Debido a que los datos parecen seguir un patrón lineal, podemos utilizar la tecnología para calcular r. Introduzca las 
entradas y salidas correspondientes y seleccione la regresión lineal. La calculadora también le proporcionará el 
coeficiente de correlación, r = 0,9509. Este valor es muy cercano a 1, lo que sugiere una fuerte relación lineal creciente. 


Nota: En algunas calculadoras, el diagnóstico deberá estar "activado" para obtener el coeficiente de correlación cuando 
se realiza una regresión lineal: [2nd]>[0]>[alphal[ х -1], y luego desplácese hasta DIAGNOSTICSON. 


Predecir con la línea de regresión 


Una vez que determinamos que un conjunto de datos es lineal utilizando el coeficiente de correlación, podemos utilizar 
la línea de regresión para hacer predicciones. Como hemos aprendido anteriormente, la línea de regresión es la que más 
se acerca a los datos en el gráfico de dispersión, lo que significa que solo una de esas líneas es la que mejor se ajusta a 
los datos. 
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ЕИ 


Usar Іа línea de regresión para hacer predicciones 

El consumo de gasolina en Estados Unidos no ha dejado de aumentar. Los datos de consumo de 1994 a 2004 se revelan 
en la Tabla 3”. Determine si la tendencia es lineal y, de ser así, halle un modelo para los datos. Utilice el modelo para 
predecir el consumo en 2008. 


Año 94 95 96 97 98 99 00 01 02 03 04 
Consumo (miles de millones de 113 | 116 | 118 | 119 | 123 | 125 | 126 | 128 | 131 133 136 
galones) 


Tabla 3 


El gráfico de dispersión de los datos, incluida la línea de regresión de mínimos cuadrados, se muestra en la Figura 8. 


Consumo de gasolina en función del año 
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Figura 8 


© Solución 
Podemos introducir una nueva variable de entrada, т, que representa los años desde 1994. 


La ecuación de regresión de mínimos cuadrados es: 
C(t) = 113,318 + 2,2091 


Utilizando la tecnología, el coeficiente de correlación se calculó en 0,9965, lo que sugiere una tendencia lineal creciente 
muy fuerte. 


Utilizando esto para predecir el consumo en 2008 (t = 14), 


С(14) = 113,318 + 2,209(14) 
= 144,244 


El modelo prevé un consumo de gasolina de 144,244 millones de galones en 2008. 


м 


INTÉNTELO #2 Utilice el modelo que hemos creado соп Іа tecnología еп el Ejemplo 6 para predecir el 
consumo de gasolina en 2011. ¿Es interpolación o extrapolación? 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar el ajuste de modelos lineales a los 
datos. 


e Introducción al análisis de regresión (http://openstax.orq/l/introregress) 
e Regresión lineal (http://openstax.org/l/linearregress) 


7 http://www.bts.gov/publications/national_transportation_statistics/2005/html/table_04_10.html 
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2.4 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. Describa lo que significa que 2. ¿Qué es la interpolación 


3. ¿Qué es la extrapolación 


haya ruptura del modelo cuando se utiliza un modelo cuando se utiliza un modelo 
cuando se utiliza un modelo lineal? lineal? 
lineal. 
4. Explique la diferencia entre 5. Explique cómo interpretar el 
un coeficiente de valor absoluto de un 
correlación positivo y uno coeficiente de correlación. 
negativo. 
Algebraicos 
6. Se realizó una regresión para determinar si existe 7. Se realizó una regresión para determinar si existe 
alguna relación entre las horas que se pasan una relación entre el diámetro de un árbol ( x, en 
mirando televisión cada día (x) y el número de pulgadas) y la edad del árbol ( y, en años). Los 
abdominales que puede hacer una persona (y). Los resultados de la regresión se presentan a 
resultados de la regresión se presentan a continuación. Utilice esto para predecir la edad de 
continuación. Utilice esto para predecir el número un árbol con un diámetro de 10 pulgadas. 
de abdominales que puede hacer una persona que узах 
mira la televisión durante 11 horas. 
а = 6,301 
IES b = —1,044 
a = —1,341 r = —0,970 
b = 32,234 
r = —0,896 


En los siguientes ejercicios, dibuje un gráfico de dispersión para los datos proporcionados. ¿Parece que los datos están 


relacionados linealmente? 


8 9 
0 2 4 6 8 | 10 1 
=22 | -19 | -15 | -11 | -6 | -2 46 
10. 11. 
100 250 300 450 600 750 1 
12 12,6 | 13,1 14 145 15,2 1 
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12. Para los siguientes datos, dibuje un gráfico de 13. Para los siguientes datos, dibuje un gráfico de 
dispersión. Si quisiéramos saber cuándo llegará la dispersión. Si quisiéramos saber cuándo la 
población a los 15.000 habitantes, ¿la respuesta temperatura alcanzará los 28 °F, ¿la respuesta 
implicaría una interpolación o una extrapolación? implicaría una interpolación o una extrapolación? 
Observe la línea e infiera la respuesta. Observe la línea e infiera la respuesta. 

Año Población Temperatura, °F 16 | 18 | 20 | 25 | 30 
1990 11.500 Tiempo, segundos 46 50 54 55 62 


1995 12.100 


2000 12.700 


2005 13.000 


2010 13.750 
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Gráficos 


En los siguientes ejercicios, haga coincidir cada gráfico de dispersión con una de las cuatro correlaciones especificadas 
en la Figura 9 y la Figura 10. 


Figura 9 
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(c) 


Figura 10 
14. r=0,95 15. r = —0,89 16. r= 0,26 


17. r = —0,39 
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En los siguientes ejercicios, dibuje una línea de mejor ajuste para los datos trazados. 


18. дун 19. «ў 
8 8 
6 6 
4 4 
2 2 
0 0 
20. 
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Numéricos 


22. El censo de Estados Unidos 


registra el porcentaje de 


personas de 25 años o más 


que tienen un título 
universitario. Estos datos 
de varios años se recogen 
en la Tabla 4%, Determine 
si la tendencia parece 
lineal. Si es así, y 
suponiendo que la 
tendencia se mantenga, 
¿en qué año el porcentaje 
superará el 35 %? 


1990 


1992 


1994 


1996 


1998 


2000 


2002 


2004 


2006 


2008 


Tabla 4 


Porcentaje de 


graduados 


21,3 


21,4 


22,2 


23,6 


24,4 


25,6 


26,7 


27,7 


28 


29,4 


En tecnología 


23. 


La importación 


estadounidense de vino 
(en hectolitros) durante 
varios años se indica en la 
Tabla 5. Determine si la 
tendencia parece lineal. Si 
es así, y suponiendo que la 
tendencia se mantenga, 


¿en qué año las 


importaciones superarán 
los 12.000 hectolitros? 


Año Importaciones 


1992 


1994 


1996 


1998 


2000 


2002 


2004 


2006 


2008 


2009 


Tabla 5 


2.665 


2.688 


3.565 


4.129 


4.584 


5.655 


6.549 


7.950 


8.487 


9.462 


2.4 • Ajuste de modelos lineales а los datos 


. La Tabla 6 muestra el año y 


el número de 
desempleados en una 
determinada ciudad 
durante varios años. 
Determine si la tendencia 
parece lineal. Si es así, y 
suponiendo que la 
tendencia se mantenga, 
¿en qué año el número de 
desempleados llegará a 5? 


Número de 


АЙ 
ДУ desempleados 


1990 750 
1992 670 
1994 650 
1996 605 
1998 550 
2000 510 
2002 460 
2004 420 
2006 380 
2008 320 
Tabla 6 


En los siguientes ejercicios, utilice cada conjunto de datos para determinar la línea de regresión con una calculadora u 
otra herramienta tecnológica, y determine el coeficiente de correlación con una precisión de 3 decimales. 


25. 


103 


26. 


8 http://www.census.gov/hhes/socdemo/education/data/cps/historical/index.html. Consultado el 1 de mayo de 2014. 
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27. 28. 
х у х y х y 
3 21,9 11 15,76 4 44,8 
4 22,22 | 12 | 13,68 5 43,1 
5 22,74 13 14,1 6 38,8 
6 22,26 14 14,02 7 39 
7 20,78 | 15 | 11,94 8 38 
8 17,6 16 | 12,76 9 32,7 
9 16,52 17 11,28 10 | 30,1 
10 18,54 18 9,1 11 | 29,3 
12 27 
13 | 25,8 
29. 


30. 
X 100 80 60 55 40 20 


y | 2.000 | 1.798 | 1.589 | 1.580 | 1.390 | 1.202 


31. 
x | 900 | 988 | 1.000 | 1.010 | 1.200 | 1.205 


y | 70 80 82 84 105 108 


Extensiones 


32. Grafique f(x) = 0,5x + 10. Elija un conjunto de 5 33. Grafique f(x) = —2x — 10. Elija un conjunto de 5 


pares ordenados utilizando entradas pares ordenados utilizando entradas 

x=-2, 1, 5, 6, 9 y emplee la regresión lineal x=-2, 1, 5, 6, 9 y emplee la regresión lineal 
para verificar que la función se ajuste bien a los para verificar la función. 

datos. 
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En los siguientes ejercicios, considere este escenario: El beneficio de una empresa disminuyó de forma constante 
durante un periodo de diez años. Los siguientes pares ordenados muestran los dólares y el número de unidades 
vendidas en centenas, así como el beneficio en miles durante el periodo de diez años (número de unidades vendidas, 
beneficio) para determinados años registrados: 


(46, 1.600), (48, 1.550), (50, 1.505), (52, 1.540), (54, 1.495). 


34. Utilice la regresión lineal 35. Halle hasta la décima más 36. Halle hasta la décima más 
para determinar una cercana e interprete la cercana e interprete la 
función P donde el intersección en x. intersección en y. 


beneficio en miles de 
dólares depende del 
número de unidades 
vendidas en cientos. 


Aplicaciones en el mundo real 


En los siguientes ejercicios, considere este escenario: La población de una ciudad aumentó de forma constante durante 
un periodo de diez años. Los siguientes pares ordenados muestran la población y el año a lo largo de los diez años, 
(población, año) para determinados años registrados: 


(2500, 2000), (2650, 2001), (3000, 2003), (3500, 2006), (4200, 2010) 


37. Utilice la regresión lineal 38. Predecir cuándo la 
para determinar una población llegará a los 
función y, donde el año 8.000 habitantes. 


depende de la población. 
Redondee a tres decimales 
de exactitud. 


En los siguientes ejercicios, considere este escenario: El beneficio de una empresa aumentó de forma constante durante 
un período de diez años. Los siguientes pares ordenados muestran el número de unidades vendidas en centenas y el 
beneficio en miles durante el periodo de diez años (número de unidades vendidas, beneficio) para determinados años 
registrados: 


(46, 250), (48, 305), (50, 350), (52, 390), (54, 410). 


39. Utilice la regresión lineal para determinar una 40. Predecir cuándo el beneficio superará el millón de 
función y, donde el beneficio en miles de dólares dólares. 
depende del número de cientos de unidades 
vendidas. 


En los siguientes ejercicios, considere este escenario: El beneficio de una empresa disminuyó de forma constante 
durante un periodo de diez años. Los siguientes pares ordenados muestran los dólares y el número de unidades 
vendidas en centenas y el beneficio en miles de durante el período de diez años (número de unidades vendidas, 
beneficio) para determinados años registrados: 


(46, 250), (48, 225), (50, 205), (52, 180), (54, 165). 


41. Utilice la regresión lineal para determinar una 42. Predecir cuándo el beneficio caerá por debajo del 
función y, donde el beneficio en miles de dólares umbral de 25.000 dólares. 
depende del número de cientos de unidades 
vendidas. 
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Revisión del capítulo 
Términos clave 


coeficiente de correlación ип valor, r, entre -1 y 1 que indica el grado de correlación lineal de las variables, о lo mucho 
que se ajusta una línea de regresión a un conjunto de datos. 

extrapolación predecir un valor fuera del dominio y del rango de los datos 

forma de pendiente-intersección la ecuación de una recta que representa una función lineal de la forma 
/(х) = тх+Ь 

forma punto-pendiente la ecuación de una línea que representa una función lineal de la forma y- y; = т(х- х) 

función lineal una función con una tasa de cambio constante que es un polinomio de grado 1, y cuyo gráfico es una 
línea recta 

función lineal creciente función con pendiente positiva: Si los valores de f(x) = mx +b, entonces m > 0, 

función lineal decreciente función con pendiente negativa: Si los valores de f(x) = mx +b, entonces m < 0, 

interpolación predecir un valor dentro del dominio y el rango de los datos 

intersección en x el punto en el gráfico de una función lineal cuando el valor de salida es О; el punto en el que el 
gráfico cruza el eje horizontal 

intersección en y el valor de una función cuando el valor de entrada es cero; también conocido como valor inicial 

línea horizontal una línea definida por f(x) = b, donde b es un número real. La pendiente de una línea horizontal es 
0. 

línea vertical una línea definida por x = a, donde a es un número real. La pendiente de una línea vertical es 
indefinida. 

líneas paralelas dos o más líneas con la misma pendiente 

líneas perpendiculares dos líneas que se intersecan en ángulo recto y tienen pendientes que son recíprocas negativas 

pendiente el cociente entre el cambio en los valores de salida y el cambio en los valores de entrada; una medida de la 
inclinación de una línea 

regresión de mínimos cuadrados técnica estadística para ajustar una línea a los datos de manera que se minimicen 
las diferencias entre la línea y los valores de los datos 

ruptura del modelo cuando un modelo deja de aplicarse a partir de cierto momento 


Ecuaciones clave 


forma pendiente-intersección de la línea FA) = тх + Б 
di _ cambio en la salida (subida) _ Ay _ Y27Y1 
pendiente 7 cambio en la entrada (recorrido) _ Ax ~ хә-х] 
forma punto-pendiente de una línea y-yı =m(x-x1) 


Conceptos clave 


2.1 Funciones lineales 


• Los pares ordenados y dados por una función lineal representan los puntos en una línea. 

e Las funciones lineales se representan con palabras, en notación de funciones, en forma tabular y en forma gráfica. 
Vea el Ejemplo 1. 

• Latasa de cambio de una función lineal también se conoce como la pendiente. 

• Una ecuación en la forma pendiente-intersección de una línea incluye la pendiente y el valor inicial de la función. 

• El valor inicial, o intersección en y, es el valor de salida cuando la entrada de una función lineal es cero. Es el valor de 
y del punto en el que la línea cruza el eje de y. 

• La función lineal creciente da lugar a un gráfico que se inclina hacia arriba, de izquierda a derecha, y tiene una 
pendiente positiva. 

• La función lineal decreciente da lugar a un gráfico que se inclina hacia abajo, de izquierda a derecha, y tiene una 
pendiente negativa. 

• La función lineal constante da lugar a un gráfico que es una línea horizontal. 

+  Elanálisis de la pendiente en el contexto de un problema indica si la función lineal es creciente, decreciente о 
constante. Vea el Ejemplo 2. 

• La pendiente de una función lineal puede calcularse al dividir la diferencia entre los valores de y entre la diferencia 
de los correspondientes valores de x de dos puntos cualesquiera de la línea. Vea el Ejemplo 3 y el Ejemplo 4. 
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La pendiente y el valor inicial se pueden determinar dado un gráfico o dos puntos cualesquiera en la línea. 

Un tipo de notación de función es la forma pendiente-intersección de una ecuación. 

La forma punto-pendiente sirve para determinar una ecuación lineal cuando se da la pendiente de una línea y un 
punto. Vea el Ejemplo 5. 

La forma punto-pendiente también es conveniente para hallar una ecuación lineal cuando se dan dos puntos por 
los que pasa una línea. Vea el Ejemplo 6. 

La ecuación de una función lineal se puede escribir si la pendiente т y el valor inicial b son conocidas. Vea el 
Ejemplo 7, el Ejemplo 8, y el Ejemplo 9. 

La función lineal puede utilizarse para resolver problemas del mundo real. Vea el Ejemplo 10 y el Ejemplo 11. 

La función lineal puede escribirse de forma tabular. Vea el Ejemplo 12. 


2.2 Gráficos de funciones lineales 


Las funciones lineales pueden graficarse trazando puntos o utilizando la intersección en y, además de la pendiente. 
Vea el Ejemplo 1 y el Ejemplo 2. 

Los gráficos de las funciones lineales pueden transformarse con desplazamientos hacia arriba, hacia abajo, hacia la 
izquierda o hacia la derecha, así como mediante estiramiento, compresión y reflexión. Vea el Ejemplo 3. 

La intersección en y, además de la pendiente, pueden utilizarse para escribir la ecuación de una línea. 

La intersección en x es el punto en el cual el gráfico de una función lineal cruza el eje x. Vea el Ejemplo 4 y el Ejemplo 
©: 

Las líneas horizontales se escriben en la forma, f(x) = b.Vea el Ejemplo 6. 

Las líneas verticales se escriben en la forma, x = b.Vea el Ejemplo 7. 

Las líneas paralelas tienen la misma pendiente. 

Las líneas perpendiculares tienen pendientes recíprocas negativas, suponiendo que ninguna es vertical. Vea el 
Ejemplo 8. 

Una línea paralela a otra, que pasa por un punto dado, puede hallarse al sustituir en la ecuación el valor de la 
pendiente de la línea y los valores de x y de y del punto dado en la ecuación f(x) = mx + b, y utilizando el b 
resultante. Del mismo modo, también se puede utilizar la forma punto-pendiente de una ecuación. Vea el Ejemplo 
g, 

Una línea perpendicular a otra, que pasa por un punto dado, puede hallarse de la misma manera, con la excepción 
de utilizar la pendiente recíproca negativa. Vea el Ejemplo 10 y el Ejemplo 11. 

Un sistema de ecuaciones lineales puede resolverse al igualar las dos ecuaciones entre sí y resolver para x. El valor 
de y se halla al evaluar cualquiera de las ecuaciones originales y utilizando este valor de х. 

Un sistema de ecuaciones lineales también puede resolverse al hallar el punto de intersección en un gráfico. Vea el 
Ejemplo 12 y el Ejemplo 13. 


2.3 Modelado con funciones lineales 


Podemos utilizar las mismas estrategias de problemas que utilizariamos para cualquier tipo de función. 

Al modelar y resolver un problema, identifique las variables y busque los valores clave, incluso la pendiente y la 
intersección en y. Vea el Ejemplo 1. 

Dibuje un diagrama, si procede. Vea el Ejemplo 2 y el Ejemplo 3. 

Compruebe si la respuesta es razonable. 

Los modelos lineales pueden construirse al identificar o calcular la pendiente y utilizar la intersección en y. 

La intersección en х ѕе halla al establecer y = 0, que iguala la expresión mx + b a 0. 

El punto de intersección de un sistema de ecuaciones lineales es el punto en el que los valores de x y de y son 
iguales. Vea el Ejemplo 4. 

Se puede utilizar un gráfico del sistema para identificar los puntos en los que una línea cae por debajo (o por 
encima) de la otra línea. 


2.4 Ajuste de modelos lineales a los datos 


Los gráficos de dispersión muestran la relación entre dos conjuntos de datos. Vea el Ejemplo 1. 

Los gráficos de dispersión representan modelos lineales o no lineales. 

La línea de mejor ajuste puede estimarse o calcularse con una calculadora o un software estadístico. Vea el Ejemplo 
2 

La interpolación sirve para predecir valores dentro del dominio y del rango de los datos, mientras que la 
extrapolación sirve para predecir valores fuera del dominio y del rango de los datos. Vea el Ejemplo 3. 

El coeficiente de correlación, r, indica el grado de relación lineal entre los datos. Vea el Ejemplo 5. 

La línea de regresión es la que mejor se ajusta a los datos. Vea el Ejemplo 6. 

La línea de regresión de mínimos cuadrados se halla al minimizar los cuadrados de las distancias de los puntos a 
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una línea que pasa por los datos y puede utilizarse para hacer predicciones sobre cualquiera de las variables. Vea е! 
Ejemplo 4. 


Ejercicios 
Ejercicios de repaso 


Funciones lineales 


1. Determine si la ecuación 2. Determine si la ecuación 3. Determine si la función es 
algebraica es lineal algebraica es lineal creciente o decreciente. 
2х+3у= 7 6x? - у= 5 

У У Р(х) = 7х-2 

4. Determine si Іа función es 5. Dado cada conjunto de 6. Dado cada conjunto de 

creciente o decreciente. información, halle una información, halle una 
ecuación lineal que ecuación lineal que 

а(х) =—х+2 : Не | cn 
satisfaga las condiciones satisfaga las condiciones 
dadas si es posible. dadas si es posible. 
Pasa por (7, 5) y (3, 17) intersección en хеп (6, 0) e 


intersección en yen (0, 10) 


7. Halle la pendiente de la línea que se muestra en el gráfico 
lineal. 


о 
< 
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8. Halle la pendiente de la recta graficada. 


=5 
al 
9. Escriba una ecuación en forma de pendiente-intersección 10. ¿La siguiente tabla representa una función lineal? 


para la línea mostrada. Si es así, halle la ecuación lineal que modela los 
datos. 


| 


11. ¿La siguiente tabla representa una función lineal? 12. El 1.9 de junio, una empresa tiene 4.000.000 de 


Si es así, halle la ecuación lineal que modela los dólares en beneficio. Si a partir de entonces la 
datos. empresa pierde 150.000 dólares al día durante el 
mes de junio, ¿cuál es el beneficio de la empresa 
X 6 8 12 26 al enésimo día después del 1.° de junio? 
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Gráficos de funciones lineales 


En los siguientes ejercicios, determine si las líneas dadas por las ecuaciones de abajo son paralelas, perpendiculares o no 
son ni paralelas ni perpendiculares: 


2х – бу = 12 
-х+3у = 1 


13. 14. у= 1х-2 


Зх+у= –9 


Еп los siguientes ejercicios, halle las intersecciones еп x y en у de Іа ecuación dada 


15. 7x+9y=-63 16. f(x)=2x-1 


En los siguientes ejercicios, utilice las descripciones de los pares de líneas para hallar las pendientes de la Línea 1 y la 
Línea 2. ¿Cada par de líneas es paralelo, perpendicular o ninguno de los dos? 


17. Línea 1: Pasa por (5,11) y 18. Línea 1: Pasa рог (8,-10)y 19. Escriba la ecuación de una 


(10,1) (0, —26) línea perpendicular a 
Línea 2: Pasa por (-1, 3) y Línea 2: Pasa por (2, 5) y f(x) = 5х— 1 y que pasa 
(=5,11) (4,4) por el punto (5, 20). 
20. Halle la ecuación de una 21. Dibuje un gráfico de la 22. Halle el punto de 
línea con intersección en y función lineal intersección de las 2 
de (0, 2) y pendiente 2. /@) = 21 – 5. funciones lineales: 
x=y+6 
2х- у= 13 


23. Una empresa de alquiler 
de vehículos ofrece dos 
planes. 


Plan A: 25 dólares por día y 
10 céntimos por milla. 

Plan B: 50 dólares por día 
con millaje ilimitado 
gratuito. 


¿Cuántas millas tendría 
que recorrer para que el 
plan B le permitiera 
ahorrar dinero? 
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Modelado con funciones lineales 


24. Calcule el área de un 25. La población de una ciudad 26. El número de personas 
triángulo delimitado por el aumenta a un ritmo afectadas por el resfriado 
eje y, la línea constante. En 2010 la común en los meses de 
f(x) = 10 – 2x y la línea población era de 55.000 invierno se redujo en 50 
perpendicular a f que habitantes. En 2012 la cada año desde 2004 hasta 
pasa por el origen. población había 2010. En 2004, 875 

aumentado a 76.000 personas fueron afectadas. 


habitantes. Si esta 
tendencia se mantiene, 
haga un pronóstico de la 
población en 2016. 


Halle la función lineal que 
modela el número de 
personas afectadas por el 
resfriado común Cen 
función del año, t. ¿Cuándo 
no se contagiará nadie? 


En los siguientes ejercicios, utilice el gráfico de la Figura 1 que muestra el beneficio, y, en miles de dólares, de una 
empresa en un año determinado, x, donde x representa los años desde 1980. 


y 
12.0004 
10.0007 

8.0007 
6.000+ 


4.0007 
2.0004 


AS 
5 10 15 20 25 30 
Figura 1 


27. Halle la función lineal y, donde y depende de x, el 28. Halle e interprete la intersección en y. 
número de años desde 1980. 


En el siguiente ejercicio, considere esta situación: En 2004, la población escolar era de 1.700 personas. En 2012 la 
población había crecido hasta las 2.500 personas. 


29. Supongamos que la 
población cambia 
linealmente. 


(А) ¿Cuánto creció la 
población entre el año 
2004 y el año 2012? 

¿Cuál es el crecimiento 
promedio de la población 
por año? 

(© Halle una ecuación 
para la población, P, de la 
escuela taños después de 
2004. 
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En los siguientes ejercicios, considere este escenario: En el año 2000, la población de alces en el parque se midió en 
6.500 ejemplares. En 2010, la población se contabilizó en 12.500 ejemplares. Supongamos que la población sigue 
cambiando linealmente. 


30. Halle una fórmula para la 31. ¿Cuál es la población de 
población de alces, P. alces que su modelo 
predice para 2020? 


En los siguientes ejercicios, considere este escenario: La mediana de los valores de las viviendas en las subdivisiones 
Pima Central y East Valley (ajustados a la inflación) se muestra en la Tabla 1. Supongamos que el valor de la vivienda 
cambia linealmente. 


Año Pima Central East Valley 


1970 32.000 120.250 
2010 85.000 150.000 
Tabla 1 
32. ¿En qué subdivisión ha 33. Siestas tendencias se 
aumentado más el valor de mantienen, ¿cuál sería la 
la vivienda? mediana del valor de la 
vivienda en Pima Central 
en 2015? 
Ajuste de modelos lineales a los datos 
34. Dibuje un gráfico de dispersión para los datos en 35. Dibuje un gráfico de dispersión para los datos en 
la Tabla 2. A continuación, determine si los datos la Tabla 3. Si quisiéramos saber cuándo llegará la 
parecen estar relacionados linealmente. población a los 15.000 habitantes, ¿la respuesta 


implicaría una interpolación o una extrapolación? 


Año Población 
-105 -50 1 55 105 160 


1990 5.600 
Tabla 2 
1995 5.950 
2000 6.300 
2005 6.600 
2010 6.900 
Tabla 3 
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36. Se pidió a ocho estudiantes que estimaran su 37. Dibuje una línea de mejor ajuste para los datos 
puntuación en un examen de 10 puntos. Sus trazados 
puntuaciones estimadas y reales figuran en la 
Tabla 4. Trace los puntos y luego dibuje una línea 
que se ajuste a los datos. 


Predicción Real 


6 6 
7 7 
7 8 
8 8 
7 9 
9 10 
10 10 
10 9 
Tabla 4 


En los siguientes ejercicios, considere los datos en la Tabla 5, donde se muestra el porcentaje de desempleados en una 
ciudad de residentes mayores de 25 años de edad que son graduados universitarios, y que se ofrece a continuación, por 


año. 
Año 2000 2002 2005 2007 2010 
Porcentaje de graduados 6,5 7,0 7,4 8,2 9,0 
Tabla 5 

38. Determine si la tendencia 39. ¿En qué año el porcentaje 40. Sobre la base del conjunto de 
parece ser lineal. Si es así, y superará el 12 %? datos que figuran en la Tabla 6, 
suponiendo que la determine la línea de regresión 
tendencia continúa, halle con una calculadora u otra 
un modelo de regresión herramienta tecnológica, y 
lineal para predecir el determine el coeficiente de 
porcentaje de correlación a tres decimales. 
desempleados en un año 
determinado, a tres x | 17 | 20 | 23 | 26 | 29 


decimales. 


Tabla 6 
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41. Sobre la base del conjunto de 
datos que figuran en la Tabla 7 
determine la línea de regresión 
con una calculadora u otra 
herramienta tecnológica, y 
determine el coeficiente de 
correlación a tres decimales. 


Tabla 7 


En los siguientes ejercicios, considere este escenario: La población de una ciudad aumentó de forma constante durante 
un periodo de diez años. Los siguientes pares ordenados muestran la población y el año en un período de diez años 


(población, año) para determinados años registrados: 


(3.600, 2000); (4.000, 2001); (4.700, 2003); (6.000, 2006) 


42. Utilice la regresión lineal 
para determinar una 
función y, donde el año 
depende de la población, a 
tres decimales de 
exactitud. 


45. Según el modelo, ¿cuál es 
la población en 2014? 


Examen de práctica 


1. Determine si la siguiente 2. 


ecuación algebraica puede 
escribirse como una función 
lineal. 2х + 3у= 7 


4. Dada Іа siguiente 5. 


información, halle una 
ecuación lineal que 
satisfaga las condiciones, si 
es posible. 


Pasa por (5, 1) y (3, -9) 
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43. Pronostique cuándo la 


población alcanzará los 
12.000 habitantes. 


Determine si la siguiente 
función es creciente o 
decreciente 

f(x) = 2х + 5 


Dada la siguiente 
información, halle una 
ecuación lineal que 
satisfaga las condiciones, si 
es posible. 


intersección en хеп (-4, 0) e 
intersección en y en (0, -6) 


44. ¿Cuál es el coeficiente de 
correlación de este modelo 
a tres decimales de 
exactitud? 


3. Determine si la siguiente 
función es creciente o 
decreciente 
/(х)=7х + 9 


6. Halle la pendiente de la línea en la 
Figura 1. 


Figura 1 


7. Escriba una ecuación para la línea 8. 


en Figura 2. 


Figura 2 


10. Alas 6 de la mañana, una 
empresa online ha vendido 
120 artículos ese día. Si la 
empresa vende un 
promedio de 30 artículos 
por hora durante el resto 
del día, escriba una 
expresión que represente 
el número de artículos 
vendidos n después de las 
6 de la mañana. 


¿La Tabla 1 representa una 
función lineal? Si es así, halle 
una ecuación lineal que 
modele los datos. 


X -6 0 2 4 
g(x) 14 32 38 44 
Tabla 1 
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9. ¿La Tabla 2 representa una 
función lineal? Si es así, halle 
una ecuación lineal que 


modele los datos. 


Ж 113 7 11 
20) |4 |9 | 19 | 12 
ТаЫа 2 


Еп los siguientes ejercicios, determine si las líneas dadas por las ecuaciones de abajo son paralelas, perpendiculares o no 


son ni paralelas ni perpendiculares: 


11. у= 3х-9 12. 
—4x – Зу = 8 
14. Acontinuación se 15. 


describen dos líneas. Halle 
las pendientes de la Línea 
1 y de la Línea 2. ¿El par de 
líneas es paralelo, 
perpendicular o ninguno 
de los dos? 


Línea 1: Pasa por (-2,-6) y 
(3,14) 


Línea 2: Pasa por (2, 6) y 
(4, 14) 


-2x+y=3 
3x+ Зу = 5 
Escriba la ecuación de una 


línea perpendicular a 
f(x) = 4x + 3 y que pasa 
por el punto (8, 10). 


13. 


16. 


Halle las intersecciones en 
x y en y de la ecuación 
2x + 7у = –14. 


Dibuje una línea con una 
intersección en y de (0, 5) y 


pendiente =3. 
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17. Gráfico de la función lineal 


/(х) = —х +06. 


20. Calcule el área de un 


triángulo delimitado por el 


eje y, la línea 


f(x) = 12 — 4x y la línea 


perpendicular a f que 
pasa por el origen. 


En los siguientes ejercicios, utilice el gráfico de la Figura 3, que muestra el beneficio, y, en miles de dólares, de una 


18. En las dos funciones 


lineales, halle el punto de 
x=y+2 
2x-3y=-1 


intersección: 


21. La población de una ciudad 


aumenta a un ritmo 
constante. En 2010 la 
población era de 65.000 
habitantes. En 2012 la 
población había 
aumentado a 90.000 
habitantes. Suponiendo 
que esta tendencia 
continúe, prediga la 
población en 2018. 


19. 


22. 


Una empresa de alquiler 
de vehículos ofrece dos 
planes. 


Plan A: 25 dólares por día y 
0,10 dólares por milla. 

Plan B: 40 dólares al día con 
millaje ilimitado gratuito. 


¿Cuántas millas tendría 
que recorrer para que el 
plan B le permitiera 
ahorrar dinero? 


El número de personas 
afectadas por el resfriado 
común en los meses de 
invierno se redujo 
constantemente en 25 
cada año desde 2002 hasta 
2012. En 2002, 8.040 
personas fueron afectadas. 
Halle la función lineal que 
modela el número de 
personas afectadas por el 
resfriado común C en 
función del año, t. ¿Cuándo 
se contagiarán menos de 
6.000 personas? 


empresa en un año determinado, x, donde x representa los años desde 1980. 
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y 
35.000} 


30.000+ 
25.0007 
20.0007 
15.0007 
10.0007 

5.000+ 


0 + + =X 
5 10 15 20 25 30 


Figura 3 
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23. Calcule la función lineal y, 24. Halle e interprete la 25. En 2004, la población 
donde y depende de x, el intersección en y. escolar era de 1.250 
número de años desde estudiantes. En 2012 la 
1980. población había 


descendido a 875 
estudiantes. Supongamos 
que la población cambia 
linealmente. 


(A) ¿Cuánto descendió la 
población escolar entre el 
año 2004 y 2012? 

¿Cuál es el descenso 
promedio de la población 
escolar por año? 

(© Halle una ecuación 
para la población, P, de la 
escuela taños después de 
2004. 


26. Dibuje un gráfico de dispersión para los datos que 27. Dibuje una línea de mejor ajuste para los datos 
se suministran en la Tabla 3. A continuación, trazados 


determine si los datos parecen estar relacionados 
linealmente. 


-450 | -200 10 265 500 755 


Tabla 3 


02 4 6 8 1012 


Еп los siguientes ejercicios, utilice Іа Tabla 4, дие muestra el porcentaje de desempleados mayores de 25 años que son 
graduados universitarios en una ciudad en particular, por año. 


Año 2000 | 2002 2005 | 2007 | 2010 
Porcentaje de graduados 8,5 8,0 7,2 6,7 6,4 


Tabla 4 
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28. Determine si la tendencia 29. ¿En qué año caerá el 30. Sobre la base del conjunto de datos 
parece lineal. Si es así, y porcentaje por debajo del que figuran en la Tabla 5, determine 
suponiendo que la 4 %? la línea de regresión con una 
tendencia continúa, halle calculadora u otra herramienta 
un modelo de regresión tecnológica, y determine el 
lineal para predecir el coeficiente de correlación. Redondee 
porcentaje de a tres decimales de exactitud. 
desempleados en un año 
determinado, a tres x | 16 18 20 24 26 
decimales. 


En los siguientes ejercicios, considere este escenario: La población de una ciudad aumentó de forma constante durante 
un periodo de diez años. Los siguientes pares ordenados muestran la población (en centenas) y el año en el lapso de 
diez años, (población, año) para determinados años registrados: 


(4.500, 2000); (4.700, 2001); (5.200, 2003); (5.800, 2006) 


31. Utilice la regresión lineal 32. Prediga cuándo llegará la 33. ¿Cuál es el coeficiente de 
para determinar una población a los 20.000 correlación de este 
función y, donde el año habitantes. modelo? 


depende de la población. 
Redondee a tres decimales 
de exactitud. 
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FUNCIONES POLINÓMICAS Y RACIONALES 


Ya sea que lo piensen en términos matemáticos o no, los buceadores deben considerar el impacto de las relaciones 
funcionales para mantenerse seguros. Las leyes de los gases, que son una serie de relaciones y ecuaciones que 
describen el comportamiento de la mayoría de los gases, desempeñan un papel fundamental en el buceo. Este 
buceador, cerca de los restos de un transatlántico japonés de la Segunda Guerra Mundial convertido en transporte de 
tropas, debe permanecer atento a las leyes de los gases durante su inmersión y mientras asciende a la superficie 
(créditos: "Aikoku - Aft Gun": modificación del trabajo de montereydiver/flickr). 


Esquema del capítulo 


Números complejos 

Funciones cuadráticas 

Funciones potencia y funciones polinómicas 
Gráfico de funciones polinómicas 

Dividir polinomios 

Ceros de funciones polinómicas 

Funciones racionales 

Inversas y funciones radicales 

Modelado mediante la variación 


|2) Introducción 


No hace falta sumergirse mucho para sentir los efectos de la presión. Cuando una persona en la piscina de su vecindario 
se desplaza ocho, diez, veinte pies hacia abajo, suele sentir dolor en los oídos como consecuencia de las diferenciales de 
presión del agua y del aire. La presión desempeña un papel mucho más importante en las profundidades de buceo del 
océano. 


Los buceadores con escafandra autónoma y en apnea negocian constantemente los efectos de la presión para 
experimentar inmersiones agradables, seguras y productivas. Los gases del sistema respiratorio y del aparato de buceo 
de una persona interactúan según ciertas propiedades físicas, que al ser descubiertas y evaluadas se conocen 
colectivamente como las leyes de los gases. Algunas son conceptualmente sencillas, como la relación inversa entre 
presión y volumen, y otras son más complejas. Aunque sus fórmulas parecen más sencillas que muchas de las que se 
encontrarán en este capítulo, las leyes de los gases son generalmente expresiones polinómicas. 
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3.1 Números complejos 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Expresar las raíces cuadradas de los números negativos como múltiplos de i. 
> Representar los números complejos en el plano complejo. 
> Sumar y restar números complejos. 
> Multiplicar y dividir números complejos. 


El estudio de las matemáticas se construye continuamente sobre sí mismo. Los números enteros negativos, por ejemplo, 
llenan el vacío dejado por el conjunto de números enteros positivos. El conjunto de los números racionales, a su vez, 
llena el vacío dejado por el conjunto de los números enteros. El conjunto de los números reales llena el vacío dejado por 
el conjunto de los números racionales. No es de extrañar que el conjunto de los números reales también tenga vacíos. 
Por ejemplo, todavía no tenemos solución para ecuaciones como 


х2 +4=0 


Nuestras mejores suposiciones podrían ser +2 о -2. Sin embargo, si probamos +2 en esta ecuación, no funciona. Si 
probamos -2, no funciona. Si queremos tener una solución para esta ecuación, tendremos que ir más lejos de lo que 
hemos hecho hasta ahora. Después de todo, hasta ahora hemos descrito la raíz cuadrada de un número negativo como 
indefinida. Afortunadamente, existe otro sistema de números que proporciona soluciones a tales problemas. En esta 
sección, exploraremos este sistema numérico y cómo trabajar dentro de él. 


Expresar raíces cuadradas de los números negativos como múltiplos de í 


Sabemos cómo hallar la raíz cuadrada de cualquier número real positivo. De forma similar, podemos hallar la raíz 
cuadrada de un número negativo. La diferencia es que la raíz no es real. Si el valor del radicando es negativo, se dice que 
la raíz es un número imaginario. El número imaginario і se define como la raíz cuadrada de 1 negativo. 


y-1=i 


Entonces, con las propiedades de los radicales, 


Podemos escribir la raíz cuadrada de cualquier número negativo como un múltiplo de i. Considere la raíz cuadrada de 
-25. 


225 = 25700) 
= үүт 


= 5ї 
Utilizamos 5i у no —5i porque Іа raíz principal de 25 es Іа raíz positiva. 


Un número complejo es la suma de un número real y un número imaginario. Un número complejo se expresa en forma 
estándar cuando se escribe a + bi donde a es la parte real y bi es la parte imaginaria. Por ejemplo, 5 + 2i es un número 


complejo. También lo es 3 + 44/31. 
5+ 2 


ZN 


Parte real Parte imaginaria 


Los números imaginarios se distinguen de los reales porque un número imaginario elevado al cuadrado produce un 
número real negativo. Recordemos que, cuando un número real positivo se eleva al cuadrado, el resultado es un número 
real positivo y cuando un número real negativo se eleva al cuadrado, de nuevo, el resultado es un número real positivo. 
Los números complejos son una combinación de números reales e imaginarios. 


Números imaginarios y complejos 


Un número complejo es un número de la forma a + bi donde 


* aes la parte real del número complejo. 
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• bies la parte imaginaria del número complejo. 


Si los valores de b = 0, entonces a + bi es un número real. Si los valores de a = Оу b no es igual a 0, el número 
complejo recibe el nombre de número imaginario. Un número imaginario es la raíz par de un número negativo. 


(є cómo 


a 
Dado un número imaginario, expresarlo en forma estándar. 
1. Escriba y/—a cuando y/ay-—1. 


2. Exprese y —1 cuando i. 
3. Escriba ya: i en la forma más sencilla. 


BB 


Expresar un número imaginario en forma estándar 
Exprese y —9 en forma estándar. 


© Solución 
VS =y5/=1=3i 


En forma estándar, esto es 0 + 31. 


[>] INTÉNTELO #1 Exprese y—24 en forma estándar. 


Trazar un número complejo en el plano complejo 


No podemos representar los números complejos en una línea numérica como lo haríamos con los números reales. Sin 
embargo, podemos representarlos gráficamente. Para representar un número complejo tenemos que abordar los dos 
componentes del número. Utilizamos el plano complejo, que es un sistema de coordenadas en el que el eje horizontal 
representa la componente real y el eje vertical representa el componente imaginario. Los números complejos son los 
puntos del plano, expresados como pares ordenados (a, b), donde a representa la coordenada del eje horizontal y b 
representa la coordenada del eje vertical. 


Consideremos el número —2 + 31. La parte real del número complejo es —2 y la parte imaginaria es 3i. Trazamos el par 
ordenado (-2, 3) para representar el número complejo —2 + 3i como se muestra еп la Figura 1. 
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Figura 1 


Plano complejo 


En el plano complejo, el eje horizontal es el eje real, y el eje vertical es el eje imaginario, como se muestra en la 
Figura 2. 


imaginario 


Figura 2 


(є cómo 


а 
Dado un número complejo, representar sus componentes en el plano complejo. 


Determine la parte real y la parte imaginaria del número complejo. 
Muévase por el eje horizontal para mostrar la parte real del número. 


Muévase en paralelo al eje vertical para mostrar la parte imaginaria del número. 
Trace el punto. 


BWIN E 
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Э 


Trazar ип número complejo en el plano complejo 
Trace el número complejo 3 — 4i en el plano complejo. 


© Solución 


La parte real del número complejo es 3, y la parte imaginaria es —4i. Trazamos el par ordenado (3,—4) como se muestra 
en la Figura 3. 


Figura 3 


[>] INTÉNTELO #2 Trace el número complejo —4 — i en el plano complejo. 


Sumar y restar números complejos 
Al igual que con los números reales, podemos realizar operaciones aritméticas con los números complejos. Para sumar o 


restar números complejos, combinamos las partes reales y las partes imaginarias. 


Números complejos: suma y resta 


Sumar números complejos: 
(a+ bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i 
Restar números complejos: 


(а + Ы) — (с + di) = (а— с) + (b- d)i 


(є cómo 


Dados dos números complejos, hallar la suma o la diferencia. 


1. Identifique las partes real e imaginaria de cada número. 
2. Sume o reste las partes reales. 
3. Sume о reste las partes imaginarias. 
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ДИЭ 


Sumar números complejos 
Añadir 3 — 4i y 2 + 5i. 
© Solución 
Sumamos las partes reales y las partes imaginarias. 
(a + bi) + (с + di) = (a+c)+(b+ di 
(3 — 4i) + (2 + 5i) = (3+2)+(—4+ 5) 
=5+i 


[>] INTÉNTELO #3 Reste 2+ 5i a partir de 3—4i. 


Multiplicar números complejos 
Multiplicar números complejos es muy parecido a multiplicar binomios. La principal diferencia es que trabajamos con las 


partes reales e imaginarias por separado. 


Multiplicar un número complejo por un número real 
Empecemos por multiplicar un número complejo por un número real. Distribuimos el número real igual que lo haríamos 
con un binomio. Así, por ejemplo, 


3(6 + 2i) = (3 · 6) + (3. 2i) Distribuya. 
= 18 + 6i Simplifique. 
м CÓMO 
an 
Dado un número complejo y un número real, multiplicar para hallar el producto. 


1. Utilice la propiedad distributiva. 
2. Simplifique. 


cemo a 93 


Multiplicar un número complejo por un número real 
Halle el producto 4(2 + 51). 


© Solución 

Distribuya el 4. 
4(2 + 5i) = (4-2) + (4 + Si) 
= 8 + 20i 


м 


INTÉNTELO #4 Halle el producto —4(2 + 6i). 


Multiplicar números complejos juntos 

Ahora, multipliquemos dos números complejos. Podemos utilizar la propiedad distributiva o el método FOIL. 
Recordemos que FOIL es el acrónimo en inglés de multiplicar juntos los términos Primero, Exterior, Interior y Último. 
Utilizando la propiedad distributiva o el método FOIL, obtenemos 


(a + bi) (с + di) = ac + adi + bei + bdi? 
Ya que i? = —1, tenemos 


(a+ bi) (с + di) = ac + adi + bci — bd 
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Para simplificar, combinamos las partes reales y las partes imaginarias. 
(a + bi) (c + di) = (ac — bd) + (ad + bc) i 
(є сомо 
@ 


Dados dos números complejos, multiplicar para hallar el producto. 


1. Utilice la propiedad distributiva o el método FOIL. 
2. Simplifique. 


шыш aa 


Multiplicar un número complejo por otro número complejo 
Multiplique (4 + 31) (2 — 51). 
© Solución 
Utilice (a + Ьї)(с + di) = (ac — bd) + (ad + Бс)і 
(4+ 30)(2 – 50) = (4:23: (5) + (4: (5) +3: 2) 
= (8 + 15) + (20 + 6)i 
= 23 – 141 


[>] INTÉNTELO #5  Multiplique (3 — 4i)(Q + 30). 


Dividir números complejos 


La división de dos números complejos es más complicada que la suma, la resta y la multiplicación porque no podemos 
dividir entre un número imaginario, lo que significa que cualquier fracción deberá tener un denominador de número 
real. Tenemos que hallar un término entre el cual podamos multiplicar el numerador y el denominador que elimine la 
parte imaginaria del denominador para que acabemos con un número real como denominador. Este término se llama 
conjugado complejo del denominador, que se encuentra al cambiar el signo de la parte imaginaria del número 
complejo. En otras palabras, el conjugado complejo de a + bi es a — bi. 


Observe que los conjugados complejos tienen una relación recíproca: El conjugado complejo de a + bi es a — bi, y el 
conjugado complejo de a — bi es a + bi. Además, cuando una ecuación cuadrática con coeficientes reales tiene 
soluciones complejas, las soluciones son siempre conjugadas complejas entre sí. 


Supongamos que queremos dividir с + di entre a + bi, donde ni a ni Б son iguales a cero. Primero escribimos la división 
como una fracción, luego hallamos el conjugado complejo del denominador y multiplicamos. 
c+ di 
+ bi 
Multiplicamos el numerador y el denominador рог el conjugado complejo del denominador. 
(c+ di) І (a—bi) _ (c+ а) (а– bi) 
(а+ Ы) (а= Ы  (a+bi)(a— bi) 


donde а# (у р #0 


Aplicamos Іа propiedad distributiva. 


ca — cbi + adi — bdi? 
a? — abi + abi — b? i? 


Simplificamos, recordando que 2 = –1. 


ca—cbi+adi—-bd(—1) 

а2 —abi+abi-b2(-1) 

(ca+bd)+(ad—cb)i 
a2+b2 
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El conjugado complejo 


El conjugado complejo de un número complejo a + bi es a — bi. Se halla al cambiar el signo de la parte imaginaria 
del número complejo. La parte real del número no se modifica. 


e Cuando un número complejo se multiplica por su conjugado complejo, el resultado es un número real. 
e Cuando un número complejo se suma a su conjugado complejo, el resultado es un número real. 


cemoe 


Hallar conjugados complejos 
Halle el conjugado complejo de cada número. 


O 2+iy5 => 

© Solución 

(А) El número ya está en la forma a + bi. El conjugado complejo es a — bi, o 2 — іу. 

Podemos reescribir este número еп Іа forma a + bi cuando 0 — Si. El conjugado complejo es a — bi, o 0 + di. 

Esto se puede escribir sencillamente como 41. 

©) Análisis 

Aunque hemos visto que podemos hallar el conjugado complejo de un número imaginario, en Іа práctica generalmente 
lo hallamos únicamente de números complejos con una componente real y otra imaginaria. Para obtener un número 
real a partir de un número imaginario, basta con multiplicar por i. 


(ә cómo 


Dados dos números complejos, dividir uno entre el otro. 


Escriba el problema de división como una fracción. 

Determine el conjugado complejo del denominador. 

Multiplique el numerador y el denominador de la fracción por el conjugado complejo del denominador. 
Simplifique. 


cemo 


Dividir números complejos 
Divida (2 + 51) entre (4 — i). 


NS 


© Solución 
Comenzamos por escribir el problema como una fracción. 
(2 + 51) 
(4-0 
Luego multiplicamos el numerador у el denominador рог el conjugado complejo del denominador. 
Q+5) (4+0 
(4-) (4+1) 


Para multiplicar dos números complejos, expandimos el producto como lo haríamos con los polinomios (el proceso 
llamado FOIL). 
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(245i)  (4+i) _ 842142014512 
(4)  @+) 16+4i—4i-i2 


_ 8+2i+20i+5(—1) 2 __ 

= oria Aer =—1 

— 3+22i 

— 17 

= > + 121 Separe las partes real e imaginaria. 


Observe que esto expresa el cociente en forma estándar. 


BE 


Sustituir un número complejo en una función polinómica 
Supongamos que f(x) = x? — 5x +2. Evalúe f (3 + i). 


© Solución 
Sustituya x = 3 + i en la función f(x) = х2 — 5x + 2 y simplifique. 


{3+ 1) = (3 + 1)2 – 5(3 +1) +2 Sustituya 3 + і рог х. 
= (3 + 6i + i?) – (15 + 5/) + 2 Multiplique. 
= 9 + 6i + (—-1)— 15 – 5i + 2 Sustituya - 1 por /?, 
=-5+ Combine términos similares. 
©) Análisis 


Escribimos f(3 + i) = —5 + i. Observe que la entrada es 3 + i y la salida es —5 + i. 


Se 


INTÉNTELO #6 Supongamos que f(x) = 2х2 — 3x. Evalúe f (8 — i). 


E 


Sustituir un número imaginario en una función racional 


Supongamos que f (x) = 235. Evalúe f (10i). 


© Solución 
Sustituya x = 10i y simplifique. 


2+10i : А 

1053 Sustituya 10i para x. 

2101 Reescriba el denominador en forma estándar. 
2+10i , 3-10i 4 Щр 

22107 310 Prepárese para multiplicar el numerador y 


denominador por el conjugado complejo 
del denominador. 
6-20i+30i-100;2 
9-30i+30i—100;2 


6—201+301—100(—1) 
9—30ї+30:—100(—1) 


Multiplique utilizando la propiedad distributiva o el método FOIL. 


Sustituya —1 рогі2. 


106+101 ; e 

—» — Simplifique. 

106 10; ; Я г 
109 + 109; Separe las partes real e imaginaria. 


[>] INTÉNTELO #7 Supongamos que f(x) = 


x+l , $ 
= Evalúe f (~i). 
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Simplificar las potencias de i 

Las potencias де į son cíclicas. Veamos qué ocurre cuando elevamos i a potencias crecientes. 
il = 

12 

б =? .і=-1-:і= –і 

й =P .і= -і:і= 2 = (1) = 1 

геры 

Podemos ver que, cuando llegamos а la quinta potencia de i, es igual a la primera potencia. Mientras seguimos 


multiplicando i por sí mismo para potencias crecientes, veremos un ciclo de 4. Examinemos las siguientes 4 potencias de 
i. 


ib = .i=i i= = -l 
її =16.і=12.і= 13 = –і 
8 =17.і= 10 .і=1 = 1 
98. 4. 5 


Simplificar las potencias de ¡ 


Evalúe ¡95, 


© Solución 
Dado que й = 1, podemos simplificar el problema al factorizar tantos factores de if como sea posible. Para ello, 
primero hay que determinar cuántas veces va 4 en 35 35 = 4.8 +3. 


А 48. 4\8. 
ерее) 23 


o| PREGUNTAS Y ¿Podemos escribir ¡25 en otras formas útiles? 


RESPUESTAS 
Como vimos en el Ejemplo 10, redujimos 25 con E al dividir el exponente entre 4 y utilizar el 
resto para dar con la forma simplificada. Quizás otra factorización de {35 sería más 


conveniente. La Tabla 1 muestra algunas otras factorizaciones posibles. 


Factorización de i?” сы paje pp pa. pe 
Forma reducida (2) a |-| 21.1 |9. (j 
Forma simplificada =p" 1 =pP3 {31 pa 
Tabla 1 


Cada uno de ellos acabará dando la respuesta que hemos obtenido anteriormente, pero 
puede que se necesiten varios pasos más que nuestro método anterior: 


[>] MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con los números complejos. 


Suma y resta de números complejos (http://openstax.org/l/addsubcomplex) 
Multiplicación de números complejos (http://openstax.org/l/multiplycomplex) 
Multiplicación de conjugados complejos (http://openstax.org/l/multcompconj) 
Elevación de la ¡a las potencias (http://openstax.org/l/raisingi) 
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3.1 ° Números complejos 


3.1 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. Explique cómo sumar 2. ¿Cuál es el principio básico 3. Déun ejemplo para 
números complejos. de la multiplicación de los demostrar que el producto 


números complejos? de dos números imaginarios 
no siempre es imaginario. 


4. ¿Cuáles la característica del 
trazado de un número real 
en el plano complejo? 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, evalúe las expresiones algebraicas. 


5. Si f(x) = х2 +x-—4, 6. Si f(x) = x? — 2, evaluar 7. Si f(x) = х2 + 3х + 5, 
evaluar (21). FO. evaluar f(2 + 1). 

8. Si f(0)=2x2+x-3, 9. Si f(x)= х1, evaluar 10. Si у(х) = La , evaluar 
evaluar f(2 — 31). fÙ. fi. 

Gráficos 


En los siguientes ejercicios, determine el número de soluciones reales y no reales de cada función cuadrática mostrada. 


11. у 12. y 
А 4 


En los siguientes ejercicios, trace los números complejos en el plano complejo. 


13. 1-2i 14. —2 + 3i 15. i 


16. —3 — 4i 


Numéricos 


En los siguientes ejercicios, realice la operación indicada y exprese el resultado como un número complejo simplificado. 


17. (3+ 21) + (5 – 3i) 18. (2 41) + (1 + 61) 19. (—5 + 3i) – (6 — i) 
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20. Q-3i)-(3+2i) 


23. (5-2) Gi) 


26. (2+ 31)(4- 0) 
29. (3+ 41) (3 – 4i) 
32. =H 

35. 30 

38. —/-4=44/-25 
41. $ 


En tecnología 


21. 


24. 


27. 


30. 


33. 


36. 


42. 


(4 + 4i) — (—6 + 91) 22. (2 + 3i) (41) 

(6 – 2i) (5) 25. (-2+ 41) (8) 
(1421) (-2+ 3i) 28. (4-21) (4+ 2i) 
зын 31. Y 

est s 28 

a 37. /-9+3\/—16 
ar 1. = 

і" 43. 122 


Еп los siguientes ejercicios, utilice una calculadora para responder las preguntas. 


44. Evalúe (1 + 0)“ рага 
К = 4, 8 у 12. Ргеаіда е! 
valor si k = 16. 


47. Demuestre que una 
solución de хб + 1 = 0 es 


VE 


1. 
272% 


Extensiones 


En los siguientes ejercicios, evalúe las expresiones al escribir el resultado como un número complejo simplificado. 


1,4 
49. Т + 3 
52.458 
22 
55. (3+1) 
(1+25)2 


1+2i 3+ 


58. 3+2i 2-3i 
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45. 


48. 


50. 


53. 


56. 


Evalúe (1 — 0)“ para 46. Evalúe (1 + 1) — (1 — 0) 
k = 2, 6 y 10. Prediga el para k = 4, 8 y 12. Prediga 
valor si k = 14. el valor de k = 16. 
Demuestre que una 


solución de xê — 1 = 0 es 


v2 № 


EA 


1 1 7 2 
ar 51. i (1 +i ) 
(2+i)(4-2i) 54 (1+3i)(2—4i) 

(1+0 Г (1+20) 
3+2i Р 4+ 3—4i 

Э- + (4 + 31) 57. Paz 
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3.2 Funciones cuadráticas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Reconocer las características de las parábolas. 
> Comprender cómo se relaciona el gráfico de una parábola con su función cuadrática. 
> Determinar el valor mínimo o máximo de una función cuadrática. 
> Resolver problemas que impliquen el valor mínimo o máximo de una función cuadrática. 


Figura 1 Conjunto de antenas parabólicas (créditos: Matthew Colvin de Valle, Flickr) 


Las antenas curvas, como las que se muestran en la Figura 1, se utilizan habitualmente para enfocar microondas y ondas 
de radio que transmiten señales de televisión y teléfono, así como para la comunicación por satélite y en naves 
espaciales. La sección transversal de la antena tiene forma de parábola, que se describe mediante una función 
cuadrática. 


En esta sección, investigaremos las funciones cuadráticas, que modelan problemas que implican el movimiento de áreas 
y proyectiles. Trabajar con funciones cuadráticas puede ser menos complejo que trabajar con funciones de mayor grado; 
de allí que brindan una excelente oportunidad para el estudio detallado del comportamiento de las funciones. 


Reconocer las características de las parábolas 


El gráfico de una función cuadrática es una curva en forma de U, denominada parábola. Una característica importante 
del gráfico es que tiene un punto extremo, denominado vértice. Si la parábola se abre, el vértice representa el punto 
más bajo en el gráfico o el valor mínimo de la función cuadrática. Si la parábola se abre hacia abajo, el vértice representa 
el punto más alto en el gráfico o el valor máximo. En cualquier caso, el vértice es un punto de inflexión en el gráfico. El 
gráfico también es simétrico, con una línea vertical trazada a través del vértice, denominada eje de simetría. Estas 
características se ilustran en la Figura 2. 
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intersecciones en x 


Eje de simetría 


f 
= + + + Г + + + +=X 
5 4: 8 2 2 4 5 6 
p 
' 
L 
L 
П 
' 
aa N | 
intersección en y _ H 
ы Vértice 


5; 


Figura 2 


La intersección en y es el punto еп el cual la parábola cruza el eje у. Las intersecciones еп х son los puntos en los que la 
parábola cruza el eje x. Si existen, las intersecciones en x representan los ceros, o raíces, de la función cuadrática, los 


valores de x en los que y = 0. 


RR 


Identificar las características de una parábola 


Determine el vértice, el eje de simetría, los ceros y la intersección en y de la parábola que se muestra en la Figura 3. 


y 


Figura 3 


© Solución 


El vértice es el punto de inflexión del gráfico. Podemos ver que el vértice está en (3, 1). Como esta parábola se abre 
hacia arriba, el eje de simetría es la línea vertical que interseca la parábola en el vértice. Así que el eje de simetría es 
= 3. Esta parábola no cruza el eje x, por lo que no tiene ceros. Atraviesa el eje y en (0, 7) así que esta es la intersección 
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Comprender cómo se relacionan los gráficos de las parábolas con sus funciones 
cuadráticas 


La forma general de una función cuadrática presenta la función en la forma 
Р(х) = ах? +bx+c 


donde a, b, y c son números reales y a + 0. Si a > 0, la parábola se abre hacia arriba. Si los valores de a < 0, la parábola 
se abre hacia abajo. Podemos utilizar la forma general de una parábola para hallar la ecuación del eje de simetría. 


рка p2—. 
El eje de simetría está definido por x = 2. Si utilizamos la fórmula cuadrática, x = A para resolver 


ax? +bx+c=0 para las intersecciones en x, o ceros, hallamos que el valor de x a mitad de camino siempre es 
x= -2, la ecuación del eje de simetría. 


La Figura 4 representa el gráfico de la función cuadrática escrita en forma general como y = x? + 4х + 3. En esta forma, 
a=1,b=4,yc= 3. Dado que a > 0, la parábola se abre hacia arriba. El eje de simetría es x =— ат = —2. Esto 
también tiene sentido porque podemos ver еп el gráfico que la línea vertical х = —2 divide el gráfico por la mitad. El 
vértice siempre se produce a lo largo del eje de simetría. Para una parábola que se abre hacia arriba, el vértice se 
encuentra en el punto más bajo del gráfico; en este caso, (-2, —1). La intersección en x, aquellos puntos en los que la 
parábola cruza el eje x, se producen en (—3, 0) y (1, 0). 


y 


у= х? + 4х + 3 


intersecciones en х 


Eje de simetría—=! 


Figura 4 
La forma estándar de una función cuadrática presenta la función en la forma 
Рх) = а(х = h? +k 


donde (h, А) еѕ el vértice. Dado que el vértice aparece еп la forma estándar de la función cuadrática, esta forma 
también se conoce como la forma de vértice de una función cuadrática. 


Al igual que con la forma general, si a > 0, la parábola se abre hacia arriba y el vértice es un mínimo. Si los valores de 

a < 0, la parábola se abre hacia abajo, y el vértice es un máximo. La Figura 5 representa el gráfico de la función 
cuadrática escrita en forma estándar como y = —3(x + 2)? + 4. Dado que х-л = х + 2 en este ejemplo, h = –2. En esta 
forma, a = —3, h 2,y k = 4. Dado que a < О, la parábola se abre hacia abajo. El vértice está en (—2, 4). 
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i 
- 
і 


Figura 5 


La forma estándar sirve para determinar cómo se transforma el gráfico de y = x?. La Figura 6 es el gráfico de esta 
función básica. 


A E ер О 1 ж Ч.А 
a, 


Figura 6 


Si los valores de k > 0, el gráfico se desplaza hacia arriba, mientras que si k < 0, el gráfico se desplaza hacia abajo. En la 
Figura 5, k > 0, por lo que el gráfico se desplaza 4 unidades hacia arriba. Si los valores de h > 0, el gráfico se desplaza 
hacia la derecha y si h < 0, el gráfico se desplaza hacia la izquierda. En la Figura 5, h < 0, para que el gráfico se desplace 
2 unidades a la izquierda. La magnitud de a indica el estiramiento del gráfico. Si los valores de |a| > 1, el punto asociado 
a ип determinado valor de x se desplaza más lejos del eje x, por lo que el gráfico parece estrecharse, y hay un 
estiramiento vertical. Pero si |a| < 1, el punto asociado a un determinado valor де x se desplaza más cerca del eje x, por 
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lo que el gráfico parece ampliarse, pero en realidad hay una compresión vertical. En la Figura 5, |a| > 1, por lo que el 
gráfico se estrecha. 


La forma estándar y la forma general son métodos equivalentes para describir la misma función. Podemos verlo al 
ampliar la forma general y hacerla igual a la forma estándar. 


a(x = h}? +k = ax? +bx+c 
ax? — 2ahx + (ай? + К) = ax? + bx + c 


Para que los términos lineales sean iguales, los coeficientes deberán ser iguales. 


b 
—2ah = b, por lo que h = – —. 
2a 


Este es el eje de simetría que definimos antes. Al igualar los términos constantes: 


аһ? +k=c 
k=c- ak? 
= by? 
=с-а(—э) 
2 
= ы ВС 
=з 


En la práctica, sin embargo, suele ser más fácil recordar que k es el valor de salida de la función cuando la entrada es Л, 
por lo que f(h) = К. 


Formas de las funciones cuadráticas 


La función cuadrática es una función de grado dos. El gráfico de la función cuadrática es una parábola. La forma 
general de la función cuadrática es f(x) = ax? + bx + cdonde a, b, y c son números reales y a £ 0. 


La forma estándar de la función cuadrática es f(x) = a(x — hy? +k. 


El vértice (Л, k) está localizado en 


b zp 
һ=- 5, келю (52). 


(є cómo 


Dado el gráfico de una función cuadrática, escribir Іа ecuación де Іа función еп forma general. 


1. Identifique el desplazamiento horizontal de la parábola; este valor es h. Identifique el desplazamiento vertical de 
la parábola; este valor es k. 

Sustituya los valores del desplazamiento horizontal y vertical por h y k. en la función f(x) = a(x-h? + К. 
Sustituya los valores de cualquier punto, distinto del vértice, del gráfico de la parábola por x y f(x). 

Resuelva el factor de estiramiento, |а|. 

Si la parábola se abre hacia arriba, a > 0. Si la parábola se abre hacia abajo, a < 0 ya que esto significa que el 
gráfico se reflejó alrededor del eje x. 

6. Amplíe y simplifique para escribir en forma general. 


BR 


Escribir la ecuación de una función cuadrática a partir del gráfico 


Escriba una ecuación para la función cuadrática g en la Figura 7 como transformación de f(x) = х?, luego expanda la 
fórmula y simplifique los términos para escribir la ecuación en forma general. 


ore wT 
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Figura 7 


© Solución 
Podemos ver que el gráfico de g es el de f(x) = х? desplazado a Іа izquierda 2 y abajo 3, Іо que lo que arroja una 
fórmula de la forma g(x) = a(x + 22-3. 


Sustituyendo las coordenadas de un punto de la curva, como (0, —1), podemos resolver el factor de estiramiento. 
—1 = a(0 +2} -3 
2 = 4a 
2—5 
En forma estándar, el modelo algebraico de este gráfico es g(x) = t(x + 23. 
Para escribir esto en forma polinómica general, podemos expandir la fórmula y simplificar los términos. 
80) = H(x +2)? -3 
= 1(х+2)(х+2) -3 
= 5? +4х+4) 3 
= 5x2 +2х+2-3 
= tx? +2x-1 


Observe que los desplazamientos horizontal y vertical en el gráfico básico de la función cuadrática determinan la 
ubicación del vértice de la parábola; el vértice no resulta afectado por el estiramiento y la compresión. 


©) Análisis 

Podemos comprobar nuestro trabajo con la función de tabla en una herramienta gráfica. Primero ingrese 

ҮІ = t(x +2)°-3. Después, seleccione TBLSET, y luego utilice TblStart =— 6 у ДТЫ = 2, y seleccione TABLE. Vea la 
Tabla 1. 


Tabla 1 


Los pares ordenados en la tabla corresponden a los puntos del gráfico. 
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INTÉNTELO #1 Se ha superpuesto una cuadrícula de coordenadas sobre la trayectoria cuadrática de un 
balón de baloncesto en la Figura 8. Halle una ecuación para la trayectoria del balón. ¿El 
lanzador encesta? 


y 


ш 
т 
al 
= 
E 
al 
ha 
7] 
H 
Г 
п 
= 
a 
Быз 
= 
= 
= 


Figura 8 (créditos: modificación de la obra de Dan Meyer) 


(є cómo 


@ 
Dada una función cuadrática en forma general, hallar el vértice de la parábola. 
1. Identifique a, b, y c. 
2. Halle h, la coordenada de la x del vértice, al sustituir a y ben h =- Ł. 
3. Halle k, la coordenada de la y del vértice, al evaluar k = f (h) = f (-2) А 


шшш Э94 


Hallar el vértice de una función cuadrática 
Halle el vértice de la función cuadrática f(x) = 2x2—6x + 7. Reescriba la cuadrática en forma estándar (forma de 
vértice). 


© Solución 
La coordenada horizontal del vértice estará en 


b 

h =- z3 
___—6 
— 20) 
= © 
74 
= 3 
= 2 

La coordenada vertical del vértice estará еп 
k= f(h) 
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Al reescribir en forma estándar, el factor de estiramiento será el mismo que a en la cuadrática original. 
FO) = ax? +bx+c 
f0)=2x? -6x+7 


Utilizar el vértice para determinar el desplazamiento, 


2 
100=2(=3) +3 


©) Análisis 
Una de las razones por las que tal vez queramos identificar el vértice de la parábola es que este punto nos informará de 
dónde se produce el valor máximo o mínimo de la salida, (k ), y dónde se produce, (x). 


[>] INTÉNTELO #2 Dada la ecuación g(x) = 13 + x? — бх, escriba la ecuación en forma general y luego en 
forma estándar. 


Hallar el dominio y el rango de una función cuadrática 


Cualquier número puede ser el valor de entrada de la función cuadrática. Por lo tanto, el dominio de cualquier función 
cuadrática son todos los números reales. Dado que las parábolas tienen un punto máximo o mínimo, el rango está 
restringido. Dado que el vértice de una parábola será un máximo o un mínimo, el rango consistirá en todos los valores 
de y mayores o iguales a la coordenada de la y en el punto de giro o menores o iguales a la coordenada de la y en el 
punto de giro, dependiendo de si la parábola se abre hacia arriba o hacia abajo. 


Dominio y rango de la función cuadrática 


El dominio de cualquier función cuadrática son todos los números reales. 
El rango de una función cuadrática escrita en forma general f(x) = ax? + bx + с con un valor positivo a es 


Јо) > 7(-2),о [7 (-2;). ә). 


El rango de una función cuadrática escrita en forma general con un valor negativo a es f(x) < f (+) ¿0 
b 
кос | 


El rango de una función cuadrática escrita en forma estándar f(x) = a(x — hy? + k con un valor positivo a es 
f(x) > k; el rango de una función cuadrática escrita en forma estándar con un valor negativo a es f(x) < k. 


(є cómo 


Dada una función cuadrática, hallar el dominio y el rango. 


Identifique el dominio de cualquier función cuadrática como todos los números reales. 

2. Determine si a es positivo o negativo. Si los valores de a es positivo, la parábola tiene un mínimo. Si los valores 
de a es negativo, la parábola tiene un máximo. 
Determine el valor máximo o mínimo de la parábola, k. 


Si la parábola tiene un mínimo, el rango viene dado por f(x) > k, o |k, ©) . Sila parábola tiene un máximo, el 


rango viene dado por f(x) < k, o (—°, k| А 
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Шш] kŤť aaa 


Hallar el dominio y el rango de una función cuadrática 
Halle el dominio y el rango de f(x) = -5x? + 9х — 1. 


© Solución 
Como con cualquier función cuadrática, el dominio son todos los números reales. 


Dado que a es negativo, la parábola se abre hacia abajo y tiene un valor máximo. Tenemos que determinar el valor 
máximo. Podemos empezar por calcular el valor de la x del vértice. 


El valor máximo viene dado por f(h). 


D=- +909) –1 
61 
20 


61 1 
El rango es f(x) < 20,0 (—°, s| ; 


5 2 
[>] INTENTELO #3 Halle el dominio y el rango de f(x) = PA = ү + +. 


Determinar los valores máximos y mínimos de las funciones cuadráticas 


La salida de la función cuadrática en el vértice es el valor máximo o mínimo de la función, dependiendo de la orientación 
de la parábola. Podemos ver los valores máximos y mínimos en la Figura 9. 


y 


El valor máximo de 
4 ѕе даепх = -3 


(3, 4) 


(2,1) 


Conan E O O O O O O 
2104923456 
T El valor mínimo de 
“ә 1sedaenx= 2 


(a) (b) 
Figura 9 


Hay muchas situaciones en el mundo real que implican calcular el valor máximo o mínimo de una función cuadrática, 
como las aplicaciones que implican el área y los ingresos. 
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ОИ 


Hallar el valor máximo de una función cuadrática 

Una granjera de jardín quiere delimitar un espacio rectangular para un nuevo jardín dentro de su patio trasero cercado. 
Ha comprado 80 pies de cerca de alambre para delimitar tres lados, y utilizará una sección de cerca del patio trasero 
como el cuarto lado. 


(А Halle una fórmula para el área cercada si los lados de la cerca perpendicular a la existente tienen longitud L. 

¿Qué dimensiones debería tener su jardín para maximizar la superficie cerrada? 

© Solución 

Utilicemos un diagrama como en la Figura 10 para registrar la información dada. También valdría la pena introducir una 
variable temporal, W, para representar la anchura del jardín y la longitud de la sección de la cerca paralela a la del patio. 


Patio trasero 


Figura 10 


(А) Sabemos que únicamente tenemos 80 pies de cerca disponible, y L + W + L = 80, o en términos más sencillos, 


21, + W = 80. Esto nos permite representar la anchura, W, en términos де L. 
М = 80 – 21 


Ahora estamos preparados рага escribir una ecuación para el área que encierra la cerca. Sabemos que el área de ип 
rectángulo es la longitud multiplicada por la anchura, así que 


A=LW = 1480 – 2L) 
А(І) = 80L — 212 


Esta fórmula representa el área de la cerca en función de la longitud variable L. La función, escrita en forma general, 
es 


A(L) = —217 + 80L. 


La cuadrática tiene un coeficiente principal negativo, por lo que el gráfico se abrirá hacia abajo, y el vértice será el 
valor máximo del área. Al determinar el vértice, debemos tener cuidado porque la ecuación no está escrita en forma 
de polinomio estándar con potencias decrecientes. Por eso hemos reestructurado la función en forma general más 
arriba. Dado que a es el coeficiente del término al cuadrado, а = —2,Ь = 80 y с = 0. 


Para determinar el vértice: 


en 80 = 
hs к = A(20) 
= 20 у = 80(20) — 2(20)? 
= 800 


El valor máximo de la función es un área de 800 pies cuadrados, que se produce cuando £ = 20 pies. Cuando los lados 
más cortos tienen 20 pies, quedan 40 pies de cerca para el lado más largo. Para maximizar la superficie, debería cerrar el 
jardín de manera que los dos lados más cortos tengan una longitud de 20 pies y el lado más largo, paralelo a la cerca 
existente, tenga una longitud de 40 pies. 


©) Análisis 
Este problema también podría resolverse al graficar la función cuadrática. Podemos ver dónde se produce el área 
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máxima en un gráfico de la función cuadrática en la Figura 11. 


у 
1.0001 


900+ 
(20, 800) 


800+ 


Агеа(А) 


0 10 20 30 40 50 
Longitud(L) 
Figura 11 


(є cómo 


Dada una aplicación que implique ingresos, utilizar una ecuación cuadrática para calcular el máximo. 


1. Escriba una ecuación cuadrática para los ingresos. 
2. Halle el vértice de la ecuación cuadrática. 
3. Determine el valor de y del vértice. 


cemoe 


Determinar el máximo de ingresos 

El precio unitario de un artículo incide en su oferta y demanda. Es decir, si el precio unitario sube, la demanda del 
artículo suele disminuir. Por ejemplo, un periódico local tiene actualmente 84.000 suscriptores con una tarifa trimestral 
de 30 dólares. Los estudios de mercado sugieren que, si los propietarios suben el precio a 32 dólares, perderán 5.000 
suscriptores. Suponiendo que las suscripciones estén relacionadas linealmente con el precio, ¿qué precio debería cobrar 
el periódico por una suscripción trimestral para maximizar sus ingresos? 


© Solución 

Los ingresos son la cantidad de dinero que percibe una empresa. En este caso, los ingresos se calculan al multiplicar el 
precio por suscripción por el número de suscriptores, o la cantidad. Podemos introducir variables, p para el precio por 
abono y O para la cantidad, lo que nos da la ecuación Ingresos = рО. 


Debido a que el número de suscriptores cambia con el precio, tenemos que hallar una relación entre las variables. 
Sabemos que actualmente p = 30 y O = 84, 000. También sabemos que, si el precio sube a 32 dólares, el periódico 
perdería 5.000 suscriptores, lo que da un segundo par de valores, p = 32 y O = 79,000. A partir de esto podemos hallar 
una ecuación lineal que relacione las dos cantidades. La pendiente será 

— 79,000-—84,000 

Е 32—30 
—5,000 

2 


2, 500 


Ш 
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Esto nos indica que el periódico perderá 2.500 suscriptores por cada dólar que suba el precio. Entonces podemos 
resolver la intersección en y. 
O=-2.500p+b  Sustituya en el punto O = 84.000 y p = 30 
84.000 = —2.500(30) + Б  Resuelva рага b 
b = 159.000 
Esto nos да la ecuación lineal О = —2.500р + 159.000 al relacionar costo y suscriptores. Ahora volvemos а nuestra 
ecuación de ingresos. 
Ingresos = pQ 
Ingresos = р(—2.500р + 159.000) 
Ingresos =-2.500p? + 159.000p 
Ahora tenemos una función cuadrática para los ingresos en función de la cuota de suscripción. Para calcular el precio 
que maximice los ingresos del periódico, podemos hallar el vértice. 


159.000 
2(—2.500) 


= 31,8 


El modelo nos indica que los ingresos máximos se producirán si el periódico cobra 31,80 dólares por suscripción. Рага 
saber cuál es el ingreso máximo, evaluamos la función de ingresos. 


máximo de ingresos = -2.500(3 1, 8)? + 159.000(31, 8) 
= 2.528.100 
©) Análisis 
Esto también podría resolverse al graficar la cuadrática como en la Figura 12. Podemos ver los ingresos máximos en un 
gráfico de la función cuadrática. 


y 


4 
3.000.000+ 
(31,80, 2.528.100) 
2.500.000+ 


2.000.000+ 
1.500.000+ 


Ingresos($) 


1,000.000+ 
500.000+ 


х 
O 10 20 30 40 50 60 70 80 
Precio(p) 
Figura 12 


Hallar las intersecciones en x y en y de la función cuadrática 

Al igual que hicimos en los problemas de aplicación anteriores, también necesitamos hallar las intersecciones en las 
ecuaciones cuadráticas para graficar parábolas. Recordemos que hallamos la intersección en y de una cuadrática al 
evaluar la función en una entrada de cero, y hallamos la intersección en x en lugares donde la salida es cero. Observe en 
la Figura 13 que el número de intersecciones en x puede variar en función de la ubicación del gráfico. 
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y y 
4 4 
3 3+ 
2 2+ 
1 1+ 
+ + + + =X + + + +=X 
+, Y + >а A 0 л вада 
1 -17 
2 “21 21 
' ' 
No hay intersección en x Una intersección en x Dos intersecciones en x 


Figura 13 Número de intersecciones en x de una parábola 


(є cómo 


Dada una función cuadrática f (x), hallar las intersecciones en y y en x. 


1. Evalúe f (0) para hallar la intersección еп y. 
2. Resuelva la ecuación cuadrática f (х) = 0 para hallar las intersecciones еп х. 


Hallar las intersecciones tanto en y como en x de una parábola 
Halle las intersecciones tanto en y como en х de la cuadrática f(x) = 3х2 + 5х — 2. 


© Solución 
Hallamos la intersección en y al evaluar / (0). 


70) = 300)? + 5(0) – 2 
= –2 
Así que la intersección en y está en (0, –2). 
Para las intersecciones en x, hallamos todas las soluciones de f (x) = 0, 
0 = 3х2 +5x-2 
En este caso, la cuadrática puede factorizarse fácilmente, lo que proporciona el método más simple рага la solución. 
0 = (3x- 1)(x + 2) 
0=3x-1 0=х+2 
х о х= -2 


Así que las intersecciones еп xestán en (3, 0) y (22,0). 


©) Análisis 
Al graficar la función, podemos confirmar que el gráfico cruza el eje y en (0, –2). También podemos confirmar que el 
gráfico cruza el eje хеп (2, 0) y (2, 0). Ver la Figura 14 
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Figura 14 


Reescribir cuadráticas en forma estándar 
En el Ejemplo 7, la cuadrática se resolvió fácilmente mediante la factorización. Sin embargo, hay muchas cuadráticas que 
no se pueden factorizar. Podemos resolver estas cuadráticas al reescribirlas primero en forma estándar. 


(є cómo 


a 
Dada una función cuadrática, hallar la intersección en x al reescribir en forma estándar. 
1. Sustituya aybenh=-2. 
2. Sustituya x = h en la forma general de la función cuadrática para hallar k. 
3. Reescriba la cuadrática en forma estándar con h y k. 
4. Resuelva cuándo la salida de la función será cero para hallar las intersecciones еп х. 


BR 


Hallar las intersecciones en x de una parábola 
Halle las intersecciones en x de la función cuadrática f(x) = 2х2 + 4x – 4. 


© Solución 
Comenzamos por resolver cuándo la salida será cero. 


0= 2х2 +4x-4 


Dado que la cuadrática no se factoriza fácilmente en este caso, resolvemos las intersecciones al reescribir primero Іа 
cuadrática en forma estándar. 


f0)=ax—Hm?+k 


Sabemos que а = 2. Entonces resolvemos para h y К. 


==>. Бе) 
= 55 = 2-1? + 4(-1) –4 


Así que ahora podemos reescribir en forma estándar. 


Р) = 2(х + 1)? — 6 
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Ahora podemos resolver cuándo la salida será cero. 
0=2x+1)?-6 
6 = 2(х + 1)? 
3 =(x +1) 
x+1l= +13 
x=-l+ уЗ 
El gráfico tiene intersecciones еп х en (=1 — ү, O y E + V3, 0). 
Q Análisis 
Podemos comprobar nuestro trabajo al graficar la función dada en una herramienta gráfica y observar las intersecciones 
en x. Vea la Figura 15. 


Figura 15 


EA INTÉNTELO #4 En otro Ejercicio, hallamos la forma estándar y general de la función g(x) = 13 + x? — 6x. 
Ahora halle las intersecciones, tanto en y como en x (si las hay). 


Resolver una ecuación cuadrática con la fórmula cuadrática 
Resuelva x? +x +2 = 0. 


© Solución 


—b+V b2—4ac 


Empecemos por escribir la fórmula cuadrática: x = 2a 


Al aplicar la fórmula cuadrática, identificamos los coeficientes a, b y c. Para la ecuación: x? + x +2 = 0, tenemos 
a=1, b=1, y c=2.Al sustituir estos valores en la fórmula, tenemos: 
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pe —b+ V b2—dac 


2a 


-1+1/12-4-1-(2) 


2-1 


Las soluciones de la ecuación son: + 


a E E A E 
7 Жо EE i 


Aplicar el vértice y las intersecciones en x de una parábola 
Una pelota es lanzada hacia arriba desde la parte alta de un edificio de 40 pies de altura a una velocidad de 80 pies por 
segundo. La altura de la pelota sobre el suelo puede modelarse con la ecuación H(t) = —16 + 80t + 40. 


(А) ¿Cuándo alcanza la pelota la altura máxima? ¿Cuál es la altura máxima de la pelota? 
(© ¿Cuándo llega la pelota al suelo? 


© Solución 
(А) La pelota alcanza la altura máxima en el vértice de la parábola. 


_ ___80 
7 2(—16) 
— 30 
T 32 
-5 

2 
= 2,5 


La pelota alcanza una altura máxima después de 2,5 segundos. 


Para hallar la altura máxima, hay que determinar la coordenada de la y en el vértice de la parábola. 


= Н (2,5) 
= —16(2,5)2 + 80 (2,5) + 40 
= 140 


La pelota alcanza una altura máxima de 140 pies. 
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(© Para calcular el momento en que la pelota toca el suelo, tenemos que determinar cuándo la altura es cero, 
Н (0) = 0. 
Utilizamos la fórmula cuadrática. 


—80+4/ 802 —4(—16)(40) 


2(—16) 


_ -80+y/8.960 


= -32 


Dado que la raíz cuadrada no se simplifica bien, podemos utilizar una calculadora para estimar los valores de las 
soluciones. 


t= HA 25,458 o t= HARD = —0,458 


La segunda respuesta está fuera del dominio razonable de nuestro modelo, por lo que concluimos que la pelota 
llegará al suelo después de unos 5,458 segundos. Ver la Figura 16 


t 
150} 
+ 
100+ 
(хде —1 a 6) 
50 
| 
4 H 
0 123456 


Figura 16 


[>] INTÉNTELO #5 Una roca es lanzada hacia arriba desde la cima de un acantilado de 112 pies de altura con 
vistas al océano, a una velocidad de 96 pies por segundo. La altura de la roca sobre el 
océano puede modelarse con la ecuación H(t) = —16 + 96t + 112. 


(А) ¿Cuándo alcanza la roca la altura máxima? 
¿Cuál es la altura máxima de la roca? (С) ¿Cuándo llega la roca al océano? 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con las ecuaciones cuadráticas. 


Graficar funciones cuadráticas en forma general (http://openstax.org/l/graphquadgen) 
Graficar funciones cuadráticas en forma estándar (http://openstax.org/l/graphquadstan) 
Revisión de la función cuadrática (http://openstax.org/l/quadfuncrev) 

Características de la función cuadrática (http://openstax.org/l/characterquad) 
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3.2 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. Explique la ventaja de 2. ¿Cómo se utiliza el vértice 3. Explique por qué la 
escribir una función de una parábola para condición de a 4 0 se 
cuadrática en forma resolver problemas del impone en la definición de 
estándar. mundo real? la función cuadrática. 
4. ¿Cuáles otro nombre para 5. ¿Qué dos métodos 
la forma estándar de la algebraicos se pueden 
función cuadrática? utilizar para hallar las 
intersecciones horizontales 
de la función cuadrática? 
Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, reescriba las funciones cuadráticas en forma estándar e indique el vértice. 


6. f(x) = х2 — 12x + 32 7. р(х) = х2 + 2х - 3 8. рх) = х2 х 
9. р(х) = х2 + 5х - 2 10. А (х) = 2х2 + 8х – 10 11. k(x) = 3х2 – 6х – 9 
12. f(x) = 2х2 — 6x 13. f(x) = 3х2 — 5х-1 


Еп los siguientes ejercicios, determine si existe ип valor mínimo o máximo рага cada función cuadrática. Halle el valor у 
el eje de simetría. 
14. у(х) = 2х2 + 10x +12 15. f(x) = 2х2 – 10х +4 16. f(x) = –х2 + 4х +3 


17. f(x) = 4х2 + х-1 18. h(t) =—4 +61 – 1 19. (х) = 2х2 +3х+1 


20. (х) = = 112 – 2х +3 


Еп los siguientes ejercicios, determine el dominio y el rango de la función cuadrática. 


21. рО) = (х – 3)2 +2 22. f(x) = -2(х + 3)2 -6 23. (х) = х2 +6х+4 


24. р(х) = 2х2 4х+2 25. К(х) = 3х2 – 6х -– 9 


En los siguientes ejercicios, resuelva las ecuaciones еп los números complejos. 


26. x? = -25 27. x? = —8 28. x2+36=0 
29. x2+27=0 30. x2+2x+5=0 31. x2-4x+5=0 
32. x2+8x+25=0 33. x? —4x+13=0 34. х2 +6х+25 = 0 
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35. х2 – 10х+26= 0 36. х2 – 6х+10= 0 37. х(х– 4) = 20 
38. х(х– 2) = 10 39. 2х2 +2х+5 = 0 40. 5х2 – 8х +5 = 0 
41. 5х2 +6х+2= 0 42. 2х2 -6x+5=0 43. х2 +х+2=0 


44. х2 –- 2х+4= 0 


Еп los siguientes ejercicios, utilice el vértice (h, k) у un punto en el gráfico (х, у) para hallar la forma general de Іа 
ecuación de la función cuadrática. 


45. (h,k) = (2,0), (х,у) = (4,4) 46. (h,k) = (-2,-1), (х,у) = (—4,3) 47. (h,k) = (0,1), (x, y) = (2,5) 
48. (h,k) = (2,3), (x, у) = (5,12) 49. (h,k) = (—5,3),(х,у) = (2,9) 50. (h,k)=(3,2),(x, y) = (10,1) 


51. (h, k) = (0,1),(х,у) = (1,0) 52. (h,k) = (1,0), (х, y) = (0,1) 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, dibuje un gráfico de la función cuadrática e indique el vértice, el eje de simetría y las 
intersecciones. 


53. f(x)=x?-2x 54. /(х) = х2 — 6х-1 55. (х) = х2 – 5х6 


56. (х) = х2 – 7х +3 57. f(x) = 2х2 + 5х – 8 58. f(x) = 4х2 – 12х – 3 


Еп los siguientes ejercicios, escriba la ecuación de la función graficada. 


59. 60. 


tra i03434% 
7 A ALO 1 2 8 а 5 
-4 
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61. 


63. 


Numéricos 


En los siguientes ejercicios, utilice la tabla de valores que representan puntos en el gráfico de la función cuadrática. Al 
determinar el vértice y el eje de simetría, halle la forma general de la ecuación de la función cuadrática. 


65. 66. 67. 
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68. 69. 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice una calculadora para hallar la respuesta. 


70. Grafique en el mismo conjunto de ejes las 71. Gráfico en el mismo conjunto de ejes 
funciones f(x) = х2, /(х) = 2х2, y f(x) = 3x2. Рх) = х2, х) = х2 +2у 
Рх) = х2, (х) = х2 +5 у f(x) = x? — 3. ¿Cuál 


¿Cuál parece ser el efecto de cambiar el parece ser el efecto de sumar una constante? 


coeficiente? 


72. Gráfico en el mismo conjunto de ejes 
Јо) = х?,/(х) = (2-2), f(x 34, y ДО) = (х +4. 


¿Cuál parece ser el efecto de sumar o restar esos 


números? 

73. Latrayectoria de un objeto proyectado en un 74. Un puente colgante puede modelarse con la 
ángulo de 45 grados, a una velocidad inicial de 80 función cuadrática h(x) = 0,0001x? con la 
pies por segundo, viene dada por la función —2.000 < x < 2.000 donde |x| es el número de 
һ(х) = а + x donde x es la distancia pies desde el centro y Л (x) es la altura en pies. 


Utilice la función TRACE de su calculadora para 
estimar a qué distancia del centro tiene el puente 
una altura de 100 pies. 


horizontal recorrida y h (x) es la altura en pies. 
Utilice la función TRACE de su calculadora para 
determinar la altura del objeto cuando se haya 
alejado 100 pies en horizontal. 


Extensiones 


En los siguientes ejercicios, utilice el vértice del gráfico de la función cuadrática y la dirección en que se abre el gráfico 
para hallar el dominio y el rango de la función. 


75. Vértice (1, —2), se abre 76. Vértice (-1,2) se abre 77. Vértice (—5, 11), se abre 
hacia arriba. hacia abajo. hacia abajo. 


78. Vértice (-100, 100), se 
abre hacia arriba. 


En los siguientes ejercicios, escriba la ecuación de la función cuadrática que contiene el punto dado y tiene la misma 
forma que la función dada. 


79. Contiene (1, 1) y tiene 80. Contiene (-1, 4) y tiene la 81. Contiene (2, 3) y tiene la 
forma de f(x) = 2х2. El forma de f(x) = 2х2. El forma de f(x) = 3x2. El 
vértice está en el eje y. vértice está en el eje y. vértice está en el eje y. 
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82. 


Contiene (1, —3) y tiene la 
forma de f(x) = —x?. El 
vértice está en el eje y. 


83. Contiene (4, 3) y tiene la 
forma de f(x) = 5х2. El 
vértice está en el eje y. 


Aplicaciones en el mundo real 


85. 


88. 


91. 


Calcule las dimensiones del 
corral rectangular que 
produce la mayor área 
cerrada dados 200 pies de 
valla. 


Entre todos los pares de 
números cuya suma es 6, 
halle el par con el mayor 
producto. ¿Cuál es el 
producto? 


Se lanza un cohete al aire. 
Su altura, en metros sobre 
el nivel del mar, en función 
del tiempo, en segundos, 
viene dada por 


h (t) = -4,98 + 2291 + 234. 


Halle la altura máxima que 
alcanza el cohete. 
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86. Calcule las dimensiones del 
corral rectangular dividido 


en 2 corrales del mismo 


tamaño que produzcan la 
mayor área cerrada posible 


dados los 300 pies de 
cercado. 


89. Entretodos los pares de 


números cuya diferencia es 


12, halle el par con el 


menor producto. ¿Cuál es 


el producto? 


92. Se lanza una pelota al aire 
desde lo alto de un edificio. 
Su altura, en metros sobre 


el suelo, en función del 
tiempo, en segundos, 
viene dada por 


h(t) = -4,98 + 24t +8. 
¿Cuánto tiempo tarda en 
alcanzar la altura máxima? 


84. 


87. 


90. 


Contiene (1, -—6) tiene la 
forma de f(x) = 3x2. El 
vértice tiene una 
coordenada de Іа x de —1. 


Calcule las dimensiones del 
corral rectangular que 
produce la mayor área 
cerrada dividida en 3 
corrales del mismo tamaño 
dados 500 pies de cercado. 


Supongamos que el precio 
por unidad en dólares de la 
producción de un teléfono 
móvil está modelado por 
р = $45 — 0,0125х, donde 
x está en miles de 
teléfonos producidos, y los 
ingresos en miles de 
dólares son R = x: p. 
Halle el nivel de 
producción que maximice 
los ingresos. 


93. Un estadio de fútbol tiene 


capacidad para 62.000 
espectadores. Con un 
precio de entrada de 11 
dólares, el promedio de 
asistencia ha sido de 
26.000 personas. Cuando 
el precio bajó a 9 dólares, 
el promedio de asistencia 
aumentó a 31.000 
personas. Suponiendo que 
la asistencia está 
relacionada linealmente 
con el precio de la entrada, 
¿qué precio de la entrada 
maximizaría los ingresos? 
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94. Una agricultora descubre 
que si planta 75 árboles 
por acre, cada uno de ellos 
producirá 20 fanegas de 
fruta. Calcula que, por cada 
árbol adicional plantado 
por acre, el rendimiento de 
cada árbol disminuirá en 3 
fanegas. ¿Cuántos árboles 
debería plantar por 
hectárea para maximizar 
su cosecha? 


3.3 Funciones potencia y funciones polinómicas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Identificar las funciones potencia. 
> Identificar el comportamiento final de las funciones potencia. 
> Identificar funciones polinómicas. 
> Identificar el grado y el coeficiente principal de las funciones polinómicas. 


Figura 1 (Créditos: Jason Bay, Flickr) 


Supongamos que una determinada especie de ave prospera en una pequeña isla. Su población en los últimos años se 
muestra en la Tabla 1. 


Año 2009 2010 2011 2012 2013 
Población de aves 800 897 992 1.083 1.169 
Tabla 1 


La población puede estimarse mediante la función P(t) =-0,31$ + 971 + 800, donde P(t) representa la población de 
aves de la isla і años después de 2009. Podemos utilizar este modelo para estimar la población máxima de aves у 
cuándo se producirá. También podemos utilizar este modelo para predecir cuándo desaparecerá la población de aves de 
la isla. En esta sección, examinaremos las funciones que podemos utilizar para estimar y predecir este tipo de cambios. 


Identificar las funciones potencia 


Para entender mejor el problema de los pájaros, necesitamos comprender un tipo específico de función. La función 
potencia es aquella con un solo término que es el producto de un número real, un coeficiente y una variable elevada a 
un número real fijo. (El número que multiplica una variable elevada a un exponente se conoce como coeficiente). 


296 3: Funciones polinómicas y racionales 


Como ejemplo, considere las funciones para el área o el volumen. La función para el área de un círculo con radio r se 


Alr) = лт? 
y la función рага el volumen de una esfera con radio r se 
4 
Vr) = =ar 
3 
Ambas son ejemplos de funciones potencia porque constan de un coeficiente, ло їл, multiplicado por una variable г 


elevado a una potencia. 
Función potencia 


La función potencia es aquella que puede representarse en la forma 
f(x) = Ех? 


donde k y p son números reales, у k se conoce como el coeficiente. 


3| PREGUNTAS Y ¿Es f(x) = 2* una función potencia? 
RESPUESTAS 


No. La función potencia contiene una base variable elevada a una potencia fija. Esta función 
tiene una base constante elevada a una potencia variable. Se denomina función exponencial, 
no función potencia. 


EE 


Identificar las funciones potencia 
¿Cuáles de las siguientes son funciones potencia? 


/(х) = Función constante 
/(х) = х Función de identidad 


f(x) = x2 Función cuadrática 

Р(х) = х? Función cúbica 

Р(х) = l Función recíproca 

Р(х) = —L Función recíproca al cuadrado 
/(х) = ух Función de raíz cuadrada 
/(х) = Jx Función de raíz cúbica 


© Solución 
Todas las funciones enumeradas son funciones potencia. 


Las funciones constante y de identidad son funciones potencia porque pueden escribirse como f(x) = х0 У (х) = х! 
respectivamente. 


Las funciones cuadrática y cúbica son funciones potencia con potencias de números enteros f(x) = x? y f(x)= x. 


Las funciones recíproca y recíproca al cuadrado son funciones potencia con potencias de números enteros negativos 
porque pueden escribirse como f(x) = х1 y f(x) = х72. 


Las funciones de raíz cuadrada y raíz cúbica son funciones potencia con potencias fraccionarias porque se pueden 
escribir como f(x) = х!? о /(х) = x153, 


[>] INTÉNTELO #1 ¿Cuáles funciones son de potencia? 
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Р(х) = 2х2 . 4x3 


(х) = —х? + 5х? — 4х 
51 


? ү 
Ах) = 4X 
) 3х2+4 


Identificar el comportamiento final de las funciones potencia 


La Figura 2 muestra los gráficos de f(x) = х?, а(х) = xí yy h(x) = хб, que son todas funciones potencia соп 
números pares y enteros. Observe que estos gráficos tienen formas semejantes, muy parecidas a la de la función 
cuadrática en la caja de herramientas. Sin embargo, a medida que se incrementa la potencia, los gráficos se aplanan un 
poco cerca del origen y se vuelven más pronunciados lejos del mismo. 


Figura 2 Funciones potencia par 


Para describir el comportamiento a medida que aumentan los números, utilizamos la idea del infinito. Utilizamos el 
símbolo о para el infinito positivo у —0 para el infinito negativo. Cuando decimos que " x se acerca al infinito", que 


puede escribirse simbólicamente como х > 0, describimos un comportamiento; decimos que x aumenta sin límites. 


Con la función potencia par, a medida que la entrada aumenta o disminuye sin límite, los valores de salida se convierten 
en números positivos muy grandes. Por equivalencia, podríamos describir este comportamiento al afirmar que, a 
medida que x se acerca al infinito positivo o negativo, los valores f (x) aumentan sin límite. En forma simbólica, 
podríamos escribir 


dado que x > +0, f(x) > Ф 


3 3 


La Figura З muestra los gráficos de f(x) = х”, g(x)=x”, y (х) = х7, que son todas funciones potencia con 
potencias de números impares y enteros. Observe que estos gráficos son semejantes a los de la función cúbica en la caja 
de herramientas. De nuevo, a medida que aumenta la potencia, los gráficos se aplanan cerca del origen y se vuelven 
más pronunciados lejos del mismo. 


y 
i ho =x 
a (х) 
gx) + х5 
3+ 
f(x) = 8 
2+ 
1 
<. - + >x 
с 2 0 2 3 
-44 
ei 
-34 
äl. 
y. 


Figura3 Función potencia impar 


Estos ejemplos ilustran que las funciones de la forma f (x) = x” revelan simetría de un tipo u otro. En primer lugar, en la 
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Figura 2 observamos que incluso las funciones de la forma f (x) = x”, n par, son simétricas con respecto al eje y. En la 
Figura 3 observamos que las funciones impares de la forma f (x) = x”, n impar, son simétricas respecto al origen. 


En estas funciones potencia con números impares, a medida que x se acerca al infinito negativo, f (x) disminuye sin 
límites. A medida que x se acerca al infinito positivo, f (x) aumenta sin límites. En forma simbólica escribimos 


dado que x > -—00, f(x) => —% 
dado que х > Ф, f(x) => Ф 


El comportamiento del gráfico de una función a medida que los valores de entrada disminuyen ( x > —% ) y aumentan 


mucho (х > 0 ) se denomina comportamiento final de la función. Podemos utilizar palabras o símbolos para describir 
el comportamiento final. 


La Figura 4 muestra el comportamiento final de las funciones de potencia en la forma f(x) = kx” donde n es un número 
entero no negativo que depende de la potencia y de la constante. 


225 Potencia par Potencia impar 


Constante 
positiva 
k>0 


X > —0, f(x) > о х ә —0, f(x) > — 2% 
y X э х, f(x) > y X — %, f(x) >0 


Constante 
negativa 
k<0 


xX ә —%, f(X) > х-›—®, f(x) >% 
ух х, f(x) > —u Ух >, f(X) > —w 


Figura 4 


(є сомо 


Dada una función potencia f(x) = kx” donde n es un número entero no negativo, identificar el 
comportamiento final. 


1. Determine si la potencia es par o impar. 
2. Determine si la constante es positiva o negativa. 
3. Utilice la Figura 4 para identificar el comportamiento final. 
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Я 


Identificar el comportamiento final de una función potencia 


Describa el comportamiento final del gráfico de f(x) = xê. 


© Solución 
El coeficiente es 1 (positivo) y el exponente de la función potencia es 8 (número par). A medida que x se acerca al infinito, 


la salida (valor de f(x) ) aumenta sin límite. Lo escribimos como x > œ, f(x) > %. Dado que x se acerca al infinito 
negativo, la salida aumenta sin límite. En forma simbólica, como x +-—0, f(x) > 0, Podemos representar 


gráficamente la función como se indica en la Figura 5. 


302 1 9 т Ф з 
ау 
' 


Figura 5 


КШ 993 


Identificar el comportamiento final de una función potencia. 


Describa el comportamiento final del gráfico de f(x) = =x?. 


© Solución 

El exponente de la función de potencia es 9 (número impar). Dado que el coeficiente es —1 (negativo), el gráfico es la 
reflexión alrededor del eje x del gráfico de f(x) = х? Ла Figura 6 muestra que, a medida que х se acerca al infinito, la 
salida disminuye sin límite. A medida que x se acerca al infinito negativo, la salida aumenta sin límite. En forma 
simbólica, escribiríamos 


dado que х э –%, f(x) э œ% 


dado que x => %, f(x) > –% 
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-в1 
' 
Figura 6 


©) Análisis 
Podemos comprobar nuestro trabajo con la función tabular en una herramienta gráfica. 


-10 1.000.000.000 


-5 1.953.125 
0 0 
5 -1.953.125 


10 -1.000.000.000 
Tabla 2 
Podemos observar a partir de la Tabla 2 que, cuando sustituimos valores muy pequeños por x, la salida es muy grande, 


y cuando sustituimos valores muy grandes por x, la salida es muy pequeña (lo que significa que es un valor negativo 
muy grande). 


[>] INTÉNTELO #2 Describa con palabras y símbolos el comportamiento final de f(x) = E, 


Identificar funciones polinómicas 


Un oleoducto estalla en el golfo de México, lo que provoca un derrame de petróleo aproximadamente circular. La 
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mancha tiene actualmente un radio de 24 millas, pero ese radio aumenta 8 millas cada semana. Queremos escribir una 
fórmula para la superficie cubierta por el derrame de petróleo al combinar dos funciones. El radio r del derrame de 
petróleo depende del número de semanas w que han pasado. Esta relación es lineal. 


r(w) = 24 + 8w 
Podemos combinar esto con la fórmula del área A de un círculo. 
A(r) = лт? 
Al componer estas funciones se obtiene una fórmula рага el área en términos de semanas. 
A(w) = A(r(w)) 
= А(24 + 8w) 
= л(24 + 8и)? 
Multiplicando se obtiene la fórmula. 


A(w) = 5761 + 384ли + 64ли? 


Esta fórmula es un ejemplo de función polinómica. Una función polinómica se compone de cero o de la suma de un 
número finito de términos distintos de cero, cada uno de los cuales es el producto de un número, llamado coeficiente 
del término, y una variable elevada a la potencia de un número entero no negativo. 


Funciones polinómicas 


Supongamos que n es un número entero no negativo. La función polinómica es aquella que se puede escribir en la 
forma 


атал TER 


Esto se denomina la forma general de una función polinómica. Cada а; es un coeficiente y puede ser cualquier 
número real, pero an + 0. Cada producto ax! es el término de una función polinómica. 


E aaa 


Identificar funciones polinómicas 
¿Cuáles de las siguientes son funciones polinómicas? 


f0)=2x? -3x+4 
g) = —x(x? — 4) 
h(x) = 54/x +2 


© Solución 
Las dos primeras funciones son ejemplos de funciones polinómicas porque se pueden escribir en la forma 


f(x) = арх" + an1 Ade арх? + арх + ај donde las potencias son números enteros no negativos у los 
coeficientes son números reales. 


• f(x) puede escribirse como f(x) = 6% + 4. 
e g(x) puede escribirse como g(x) = х3 +4x. 
• h(x) no puede escribirse de esta forma y, por ende, no es una función polinómica. 


Identificar el grado y el coeficiente principal de una función polinómica 


Debido a la forma de una función polinómica, podemos ver una variedad infinita en el número de términos y la potencia 
de la variable. Aunque el orden de los términos de la función polinómica no es importante para realizar las operaciones, 
solemos ordenar los términos en orden descendente de potencia o en forma general. El grado del polinomio es la 
potencia más elevada de la variable que aparece en el polinomio; es la potencia de la primera variable si la función tiene 
forma general. El término principal es aquel que contiene la potencia más elevada de la variable o el término del grado 
más alto. El coeficiente principal es el coeficiente del término principal. 


301 


302 3° Funciones polinómicas y racionales 


Terminología de las funciones polinómicas 


A menudo reordenamos los polinomios para que las potencias sean descendentes. 


Coeficiente líder Grado 


Ж 


Хх) = ашыт. + a, + ах + а, 
Término principal 


Cuando un polinomio se escribe de esta manera, decimos que está en forma general. 


CÓMO 


aS 
Dada una función polinómica, identificar el grado y el coeficiente principal. 
1. Calcule la potencia más elevada de x para determinar el grado de la función. 


2. Identifique el término que contiene la potencia más elevada de x para hallar el término principal. 
3. Identifique el coeficiente del término principal. 


BR 


Identificar el grado y el coeficiente principal de una función polinómica 
Identifique el grado, el término principal y el coeficiente principal de las siguientes funciones polinómicas. 


f(x)=3+ 2х2 — 4х3 
80) = 56 – 213 +71 
hp) = 6p— р – 2 
© Solución 


Para que la función f (х) , la máxima potencia de x es 3, por lo que el grado es 3. El término principal es el que contiene 
ese grado, —4x3. El coeficiente principal es el coeficiente de ese término, —4. 


Para que la función g (7) , la máxima potencia de ź es 5, por lo que el grado es 5. El término principal es el que contiene 
ese grado, 515. El coeficiente principal es el coeficiente de ese término, 5. 


Para la función Л (р) , la máxima potencia de p es 3, por lo que el grado es 3. El término principal es el que contiene ese 
grado, =p; el coeficiente principal es el coeficiente de ese término, —1. 


[>] INTÉNTELO #3 Identifique el grado, el término principal y el coeficiente principal del polinomio 
f(x) = 4х2 — xf +2x — 6. 


Identificar el comportamiento final de las funciones polinómicas 

Conocer el grado de una función polinómica nos sirve para predecir su comportamiento final. Para determinar su 
comportamiento final, preste atención al término principal de la función polinómica. Dado que la potencia del término 
principal es la más alta, ese término crecerá mucho más rápido que los demás términos, a medida que x aumenta o 
disminuye mucho, por lo que su comportamiento dominará el gráfico. En cualquier polinomio, su comportamiento final 
coincidirá con el del término del grado más alto. Vea el Tabla 3. 
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Función polinómica Término principal Gráfico de la función polinómica 


Рх) = 5х® + 2х9 -x-4 5x4 
< + >x 
-3 2 3 
Р(х) = —2х° — х? +3х® +x? —2х° 
bass; + >x 
-3 2 3 


Tabla 3 
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Función polinómica 


Término principal 


Gráfico de la función polinómica 


f(x) = 3х5 — 4х4 +2x +1 


/(х) = 6х3 +7x2 +3х +1 


Tabla 3 


3x5 


—6х? 


БЕ - >x 
-3 72 3 

БЕ - >x 
-3 72 3 


Identificar el comportamiento final y el grado de una función polinómica 
Describa el comportamiento final y determine un posible grado de la función polinómica en la Figura 7. 
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Figura 7 


© Solución 
Dado que los valores de entrada x son muy altos, los valores de salida f(x) aumentan sin límite. Dado que los valores de 


entrada x disminuyen mucho, los valores de salida f(x) disminuyen sin límite. Podemos describir el comportamiento 
final simbólicamente al escribir 


dado que x>-—0, f(x) > —% 
dado que х > Ф, f(x) э Ф 


En palabras, podríamos decir que, a medida que los valores de x se acercan al infinito, los valores de la función se 
acercan al infinito, y dado que los valores de x se acercan al infinito negativo, los valores de la función se acercan al 
infinito negativo. 


Podemos afirmar que este gráfico tiene la forma de una función potencia de grado impar que no ha sido reflejada, por 
lo que el grado del polinomio que crea este gráfico deberá ser impar y el coeficiente principal deberá ser positivo. 


INTÉNTELO #4 Describa el comportamiento final, y determine un posible grado de la función polinómica en 
la Figura 8. 
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Figura 8 


BR 


Identificar el comportamiento final y el grado de una función polinómica 


Dada la función f(x) = 3 (x- 1)(х + 4), exprese la función como un polinomio en forma general, y determine el 
término principal, el grado y el comportamiento final de la función. 


© Solución 
Obtenga la forma general al expandir la expresión dada para f (x). 


fœ = —3х°(х— (х +4) 
= —3x? (x? +3x — 4) 
=-3x% – 9x5 + 12x? 


La forma general es f (х) = -3x% — 9x3 + 12х2. El término principal es -3x*; por lo tanto, el grado del polinomio es 4. 
El grado es par (4) y el coeficiente principal es negativo (-3), por lo que el comportamiento final es 


dado que х > —%, f(x) > —% 


dado que х > 00, f(x) э —00 


[>] INTÉNTELO #5 Dada la función f(x) = 0,2(х — 2)(х + 1)(x — 5), exprese la función como un polinomio еп 
forma general y determine el término principal, el grado y el comportamiento final de la 
función. 


Identificar el comportamiento local de las funciones polinómicas 

Además del comportamiento final de las funciones polinómicas, también nos interesa lo que ocurre en el "medio" de la 
función. En particular, nos interesan los lugares donde cambia el comportamiento del gráfico. El punto de inflexión es 
aquel donde los valores de la función pasan de ser crecientes a decrecientes o de decrecientes a crecientes. 


También nos interesan las intersecciones. Al igual que en todas las funciones, la intersección en yes el punto en el que el 
gráfico se cruza con el eje vertical. El punto corresponde al par de coordenadas donde el valor de entrada es cero. Ya que 
el polinomio es una función, solo un valor de salida corresponde a cada valor de entrada, por lo que únicamente puede 
haber una intersección en y (0, ap). Las intersecciones еп х se producen en los valores de entrada que corresponden a 
un valor de salida de cero. Puede haber más de una intersección en x. Vea la Figura 9. 
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y 
intersecciones en x 
2 puntos de 
inflexión 
< + + + + + + + + + +- =X 
intersección en y 
Figura 9 


Intersecciones y puntos de inflexión de las funciones polinómicas 


El punto de inflexión de un gráfico es aquel donde el gráfico cambia de dirección de creciente a decreciente o de 
decreciente a creciente. La intersección en y es el punto donde la función tiene un valor de entrada cero. Las 
intersecciones en x son los puntos donde el valor de salida es cero. 


(є сомо 


Dada una función polinómica, determinar las intersecciones. 


1. Determine la intersección en y al establecer x = 0 y hallar el valor de salida correspondiente. 
2. Determine la intersección en x al resolver los valores de entrada que arrojan un valor de salida de cero. 


A aaa 


Determinar las intersecciones de una función polinómica 


Dada la función polinómica f(x) = (x — 2)(х + 1)(х — 4), escrita en forma factorizada para su comodidad, determine las 
intersecciones en y así como las intersecciones en x. 


© Solución 


La intersección en y se produce cuando la entrada es cero, así que sustituya O por x. 
fO = (0 – 2)00 + 00 — 4) 


= (-2)010)—-4) 
= 8 
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La intersección en y es (0, 8). 
Las intersecciones х se producen cuando la salida es cero. 


0 = (х — 2)(х + 1)(х —4) 
x-2=0 о х+1= 0 о х-4= 0 
х=2 о х= –1 о х= 4 


Las intersecciones еп х son (2, 0), (– 1, 0), у (4, 0). 


Podemos ver estas intersecciones еп el gráfico de la función que se presenta en Іа Figura 10. 
y 
9! 


intersección en y A 


(0, 8) 


intersecciones en x 
(=1, 0), (2, 0), y (4, 0) 


Figura 10 


ААДАДВө 93 


Determinar las intersecciones de una función polinómica con factorización 
Dada la función polinómica f(x) = xt — 4х2 — 45, determine las intersecciones en y así como las intersecciones en x. 


© Solución 
La intersección en y se produce cuando la entrada es cero. 


f0) = (0)# – 40)? – 45 
= —45 


La intersección en y es (0, —45). 


Las intersecciones en x se producen cuando la salida es cero. Para determinar cuándo la salida es cero, tendremos que 
factorizar el polinomio. 
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f(x) = xt – 4х2 – 45 

= (x? — 9)(х2 + 5) 

= (х – 3)(х + 3)(х2 + 5) 

0 = (х – 3)(х + 3)(х2 + 5) 
х-3=0 о x+3=0 о x2+5=0 


х=3 о х= —3 о (sin solución real) 
Las intersecciones еп x son (3, 0) y (3, 0). 


Podemos ver estas intersecciones еп el gráfico de la función que se presenta еп Іа Figura 11. Podemos ver que Іа 
función es de número par porque f (х) = f(=x). 


Sen x 


S intersección en y 


(0, —45) 
Figura 11 


[>] INTÉNTELO #6 Dada la función polinómica f(x) = 2x? — 6х2 — 20x, determine las intersecciones en y así 
como las intersecciones en x. 


Comparar gráficos suaves y continuos 

El grado de una función polinómica nos permite determinar el número de intersecciones en x y el número de puntos de 
inflexión. Una función polinómica de grado n es el producto de n factores, por lo que tendrá como máximo n raíces o 
ceros, о bien intersecciones еп х. El gráfico de la función polinómica de grado n deberá tener como máximo n- 1 puntos 
de inflexión. Esto significa que el gráfico tiene como máximo un punto de inflexión menos que el grado del polinomio o 
uno menos que el número de factores. 


La función continua no tiene interrupciones en su gráfico, el cual puede dibujarse sin levantar el bolígrafo del papel. La 
curva suave es un gráfico que no tiene aristas. Los puntos de inflexión de un gráfico suave deberán producirse siempre 
en curvas redondeadas. Los gráficos de las funciones polinómicas son continuos y suaves. 


Intersecciones y puntos de inflexión de los polinomios 


Un polinomio de grado n tendrá, a lo sumo, n intersecciones еп ху n- 1 puntos de inflexión. 
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Determinar el número de intersecciones y puntos de inflexión de un polinomio 
Sin graficar la función, determine el comportamiento local de la función al hallar el número máximo de intersecciones en 
xy puntos de inflexión para f(x) = -3x1% + 4x7 – xt + 2х3. 


© Solución 
El polinomio tiene un grado de 10, por lo que hay, a lo sumo 10 x y como máximo 10 — 1 = 9 puntos de inflexión. 


[>] INTÉNTELO #7 Sin graficar la función, determine el número máximo de intersecciones en x y puntos de 
inflexión para f(x) = 108 — 13x? – 8х + 14х12 + 2x3 


O 


Extraer conclusiones acerca de una función polinómica a partir del gráfico 
¿Qué podemos concluir en relación con el polinomio que se representa en el gráfico en la Figura 12, con base en sus 
intersecciones y puntos de inflexión? 


Figura 12 


© Solución 
El comportamiento final del gráfico nos indica que es el gráfico de un polinomio de grado par. Vea la Figura 13. 


intersecciones en х 


puntos de inflexión 


Figura 13 


El gráfico tiene 2 intersecciones en x, lo que sugiere un grado 2 o superior, y 3 puntos de inflexión, lo que sugiere un 
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grado 4 o superior. Con base en esto, sería razonable concluir que el grado es par y al menos 4. 


м 


INTÉNTELO #8 ¿Qué podemos concluir con respecto al polinomio que se representa еп el gráfico en la 
Figura 14, con base en sus intersecciones y puntos de inflexión? 


Figura 14 


"о aaa 


Extraer conclusiones acerca de una función polinómica a partir de los factores 
Dada la función f(x) =-4x (x + 3) (х — 4), determine el comportamiento local. 


© Solución 
Las intersecciones en y se hallan al evaluar £(0). 
РО) =—4(0)(0 + 3)(0 — 4) 
=0 

La intersección en y es (0, 0). 
Las intersecciones en x se hallan al determinar los ceros de la función. 

0 =-4x(x + 3)(х — 4) 

x=0 o x+3=0 o x-4=0 

x=0 o х=-3 o x=4 
Las intersecciones еп x son (0, 0), (23, 0), y (4, 0). 


El grado es 3, por lo que el gráfico tiene como máximo 2 puntos de inflexión. 


м 


INTÉNTELO #9 Dada Іа función f(x) = 0,2(х — 2)(х + 1)(х — 5), determine el comportamiento local. 


MEDIA 


[+ 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con las funciones potencia y 
polinómicas. 


Encontrar información clave acerca de una función polinómica dada (http://openstax.orqg/l/keyinfopoly) 
Comportamiento final de una función polinómica (http://openstax.org/l/endbehavior) 
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Puntos de inflexión e intersecciones еп х de funciones polinómicas (http://openstax.org/l/turningpoints) 


Mínimo grado posible de una función polinómica (http://openstax.org/l/leastposdegree) 


3.3 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. Explique la diferencia entre 
el coeficiente de una función 
potencia y su grado. 


4. ¿Cuáles la relación entre el 
grado de una función 
polinómica y el número 
máximo de puntos de 
inflexión en su gráfico? 


2. 


5. 


Si una función polinómica 
está en forma factorizada, 
¿cuál sería el primer paso 
más conveniente para 
determinar el grado de la 
función? 


¿Qué podemos concluir si, 
en general, el gráfico de una 
función polinómica presenta 
el siguiente 
comportamiento final? Dado 


3. En general, explique el 
comportamiento final de 
una función de potencia de 
grado impar si el coeficiente 
principal es positivo. 


que x > —%, f(x) > —% 
y dado que 


x>0, f(x) >-00, 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, identifique la función como función potencia, función polinómica o ninguna de las dos. 


6. у(х) = х5 7. ро) = (х2) 8. р) = хх 


9. уо) = 22 10. у(х) = 2х(х +2) (х1) 11. Д) = 3+1 


хё— 


En los siguientes ejercicios, halle el grado y el coeficiente principal del polinomio dado. 


12. -3x% 13. 7 2х2 14. —2x? — Зх + x-6 


15. х(4- х2) (2х+1) 16. х2(2х — 3)2 


Еп los siguientes ejercicios, determine el comportamiento final de las funciones. 


17. /(х) = х* 18. fœ) = х3 19. f(x) = -xf 
20. ў (х) = -x° 21. р(х) = 2х4 – 3х2 + x-1 22. р(х) = 3х2 + x-2 
23. р(х) = х2(2х3 -x+ 1) 24. үх) = (2- х)! 


Еп los siguientes ejercicios, halle las intersecciones de las funciones. 


25. /@=2@—-1)@+2)@@-3)_ 26. e(m=-2(Bn-D)Qn+1) 27. (х) = х – 16 
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28. f(x) = х +27 29. f(x) = х (х2 – 2х 8) 30. f(x) = (х + 3)(4х2— 1) 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, determine el menor grado posible de la función polinómica indicada. 


31. 32. 


34. 


37. 
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En los siguientes ejercicios, determine si el gráfico de la función proporcionada es la de una función polinómica. Si es así, 
determine el número de puntos de inflexión y el menor grado posible para la función. 


39. y 40. y 2% y 
22 <. V 


42. 43. y 44. y 
45. y 
х 
Numéricos 


En los siguientes ejercicios, construya una tabla para confirmar el comportamiento final de la función. 


46. f(x)=-x? 47. f(x) = xt — 5х2 48. f(x) = х^(1— х)2 


49. /(х) = (х—1)(х— 2)(3 – х) 50. (х) = ы -x 
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En tecnología 


En los siguientes ejercicios, grafique las funciones polinómicas con la ayuda de la calculadora. A partir del gráfico, 
determine las intersecciones y el comportamiento final. 


51. fœ) = x(x- 2) 52. f(x) = x(x — 3)(х + 3) 53. (х) = х(14 – 2х)(10 – 2х) 
54. /(х) = х(14 – 2х)(10 – 2х)2 55. f(x) = х? – 16x 56. f(x) = х? – 27 
57. р(х) = хі – 81 58. f(x) = х? + х2 + 2х 59. f(x) = x? — 2x? — 15x 


60. f(x) = x? – 0,01х 


Extensiones 
En los siguientes ejercicios, disponga de la información acerca del gráfico de una función polinómica para determinar la 
función. Supongamos que el coeficiente principal es 1 o -1. Puede haber más de una respuesta correcta. 


61. La intersección en y es (0, —4). La intersección en х son 
(22,0), (2,0). Elgrado es 2. 


Comportamiento final: 


dado que x > —00, f(x) => 0%, dado que х > Ф, f(x)> Ф. 


62. La intersección en y es (0, 9). La intersección en x son 
(=3,0), (3,0). El grado es 2. 


Comportamiento final: 
dado que x > —00, f(x) > —00 dado que x > Ф, f(x) > —00, 


63. La intersección en y es (0, 0). La intersección en x son 
(0,0), (2,0). Elgrado es 3. 


Comportamiento final: 
dado que x > —00, f(x) > —0 dado que х > %,f(x) > Ф. 


64. La intersección en y es (0, 1). La intersección en x es (1, 0). El 
grado es 3. 


Comportamiento final: 
dado que x > —00, f(x) > ©, dado que х > 0%, f(x) > —00, 


65. La intersección en y es (0, 1). No hay intersección en x. El 
grado es 4. 


Comportamiento final: 


dado que x > —00, f(x) > 0%, dado que х > ©, f(x) => Ф. 
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Aplicaciones en el mundo real 


En los siguientes ejercicios, utilice los enunciados escritos para construir una función polinómica que represente la 


información requerida. 


66. Un derrame de petróleo se 67. Un cubo tiene un borde de 68. Un rectángulo tiene una 
expande como un círculo. 3 pies. El borde aumenta a longitud de 10 pulgadas y 
El radio del círculo un ritmo de 2 pies por una anchura de 6 
aumenta a razón de 20 minuto. Exprese el pulgadas. Si la longitud se 
metros por día. Exprese el volumen del cubo como incrementa en x pulgadas 
área del círculo como función de m, el número de y la anchura aumentada en 
función de d, el número de minutos transcurridos. el doble de esa cantidad, 
días transcurridos. exprese el área del 
rectángulo como función 
de x. 
69. Hay que construir una caja 70. Un rectángulo es el doble 


abierta al recortar 
esquinas cuadradas de 
lados de x pulgadas de un 
pedazo de cartón de 8 por 
8 pulgadas y luego doblar 
los lados. Exprese el 
volumen de la caja como 
función de x. 


de largo que de ancho. Se 
cortan cuadrados de 2 pies 
de lado de cada esquina. A 
continuación, se doblan los 
lados para formar una caja 
abierta. Exprese el 
volumen de la caja como 
función de la anchura ( х ). 


3.4 Gráfico de funciones polinómicas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Reconocer las características de los gráficos de las funciones polinómicas. 


УУ у у у у у 


Utilizar la factorización para hallar los ceros de las funciones polinómicas. 
Identificar los ceros y sus multiplicidades. 

Determinar el comportamiento final. 

Comprender la relación entre grado y puntos de inflexión. 
Graficar funciones polinómicas. 

Utilizar el teorema del valor intermedio. 


Los ingresos en millones de dólares desde 2006 hasta 2013 de una empresa de cable ficticia se muestran en la Tabla 1. 


Año 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 
Ingresos 524 52,8 51,2 49,5 48,6 48,6 48,7 47,1 
Tabla 1 


Los ingresos pueden modelarse con la función polinómica 


К(ї) = —0,0371 + 1,4141? — 19,7772 + 118,696t — 205,332 


donde R representa los ingresos en millones de dólares y f representa el año, соп т = 6 correspondiente а 2006. 
¿En qué intervalos aumentan los ingresos de la empresa? ¿En qué intervalos disminuyen los ingresos de la empresa? 
Estas preguntas, junto con muchas otras, pueden responderse al examinar el gráfico de la función polinómica. Ya hemos 
explorado el comportamiento local de las cuadráticas, que es un caso especial de los polinomios. En esta sección 
exploraremos el comportamiento local de los polinomios en general. 


Reconocer las características de los gráficos de las funciones polinómicas 


Las funciones polinómicas de grado 2 o más constan de gráficos que no tienen ángulos agudos; recuerde que estos 
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gráficos se denominan curvas fluidas. Las funciones polinómicas también muestran gráficos que no tienen cortes. Las 
curvas sin cortes se denominan continuas. La Figura 1 muestra un gráfico que representa una función polinómica y un 
gráfico que representa una función que no es un polinomio. 


y y 
4 1 


Figura 1 


cemos 


Reconocer las funciones polinómicas 
¿Cuál de los gráficos en la Figura 2 representa una función polinómica? 
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y y 
4 


9 
<- =X 
- =X 
f 

ї 

y 

4 
х X 

h k 
' 


Figura 2 


=< 


© Solución 
Los gráficos de f у h son de funciones polinómicas. Son fluidos y continuos. 


Los gráficos de g y К son de funciones que no son polinomios. El gráfico de la función g tiene una esquina aguda. 
El gráfico de la función k no es continuo. 


O | PREGUNTAS Y RESPUESTAS ¿Todas las funciones polinómicas tienen como dominio todos los números 
reales? 


Sí. Cualquier número real es una entrada válida para una función polinómica. 


Usar la factorización para hallar los ceros de las funciones polinómicas 


Recordemos que si f es una función polinómica, los valores de x enelque f(x)=0 se llaman ceros de f. Sila 
ecuación de la función polinómica se puede factorizar, podemos poner cada factor igual a cero y resolver los ceros. 


Podemos utilizar este método para hallar las intersecciones en x porque en las intersecciones en x hallamos los valores 
de entrada cuando el valor de salida es cero. En los polinomios generales, esto puede ser un desafío. Mientras que las 
cuadráticas pueden resolverse mediante la fórmula cuadrática, relativamente sencilla, las fórmulas correspondientes 
para los polinomios cúbicos y de cuarto grado no son tan sencillas de recordar, y no existen fórmulas para los polinomios 
generales de grado superior. En consecuencia, en esta sección nos limitaremos a tres casos: 


1. El polinomio se puede factorizar con métodos conocidos: máximo común divisor у factorización de trinomios. 
2. El polinomio se da en forma factorizada. 
3. La tecnología se utiliza para determinar las intersecciones. 
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CÓMO 


Dada una función polinómica f, hallar las intersecciones en x mediante la factorización. 


1. Establezca f (х) = 0. 

2. Sila función polinómica no está dada en forma factorizada: 
a. Factorizar cualquier factor monomial común. 
р. Factorizar cualquier binomio o trinomio factorizable. 


3. Llevar cada factor a cero y resolver para hallar las intersecciones en x. 


RR 


Hallar las intersecciones en x de una función polinómica mediante la factorización 
Halle las intersecciones en xde f(x) = хб — 3x4 + 2х°. 


© Solución 
Podemos intentar factorizar este polinomio con el objeto de hallar soluciones para f(x) = 0. 


6 4 2 Factorizar el máximo 

x? -3x*4+2x"=0 SARA 
común divisor. 

х? (х4 = 3x? + 2) = 0 Factorizar el trinomio. 


x?(x?-1)X(x? – 2) = О Lleve cada factor a cero. 


(2-1 =0 (?-2)=0 
х2 =0 о х2 = о х2 =2 
х= 0 х= +1 х= +ү2 


Esto nos да cinco intersecciones еп х: (0, 0), (1, 0), (—1, 0), (ү, 0), у E ү, 0). Vea la Figura 3. Podemos ver que se trata 
de una función par. 


Е: | (0, 0) | 2 
10 ' (1, 0) 
Figura 3 


юше aaa 


Hallar las intersecciones en x de una función polinómica mediante la factorización 
Calcule las intersecciones en xde f(x) =x? – 5х2 — x +5. 


© Solución 
Halle soluciones para f(x)=0 mediante factorización 
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x? — 5х2 — х + 5 = 0 Factorice por agrupación. 
х2 (х= 5) — (х— 5) = 0 Еасїопсе el factor común. 
(х2- 1)(х — 5) = 0 Factorice Ја diferencia de cuadrados. 
(х + 1)(х- )(х — 5) = 0 Lleve cada factor a cero. 
х+1=0 o х-1=0 о х-5=0 
x=-1 x=1 x=5 


Hay tres intersecciones еп x: (—1, 0), (1,0), у (5,0). Vea Іа Figura 4. 


Figura 4 


EE 


Hallar las intersecciones en y, así como en x de un polinomio en forma factorizada 
Calcule las intersecciones en y así como las intersecciones en xde g(x) = (x — 2)? (2x + 3). 


© Solución 
La intersección en y se halla al evaluar g(0). 


&(0) = (0 – 2)?(2(0) + 3) 
=12 


Así que la intersección en y es (0, 12). 
Las intersecciones еп x se hallan al resolver g(x) = 0. 


(x-2D20x+3)=0 


(х= 2)2 =0 (2х+ 3) = 0 
x-2=0 о x=-3 
x=2 


Así que las intersecciones en x son (2, 0) y (3, 0) Е 

©) Апаііѕіѕ 

Siempre podemos comprobar que nuestras respuestas son razonables con una calculadora gráfica para graficar el 
polinomio como se muestra en la Figura 5. 
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Figura 5 


99 


Hallar las intersecciones еп х de una función polinómica mediante un gráfico 
Calcule las intersecciones еп х de A(x) = x? + 4х2 + х — 6. 


© Solución 
Este polinomio no está en forma factorizada, no tiene factores comunes y no parece ser factorizable con las técnicas 
mencionadas anteriormente. Afortunadamente, podemos utilizar la tecnología para hallar las intersecciones. Tenga en 


cuenta que algunos valores dificultan la elaboración de gráficos a mano. En estos casos, podemos aprovechar las 
herramientas gráficas. 


Observando el gráfico de esta función, como se muestra en la Figura 6, parece que hay intersecciones en xen 
x=-3,2 y 1. 
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Figura 6 


Podemos comprobar si son correctos al sustituir estos valores por x y verificar que 
h(—3) = 1-42) = h(1)= 0 
Dado que A(x) = x? + 4х2 + х – 6, tenemos: 
h(=3) = (=3)} + 4(—3)2 + (-3) – 6 = -27 +36 -3 -6 =0 
А2) = C2} + 4—2)? +2) -6 =-8+16-2-6=0 
AD = (19 +40? +(1)-6=1+4+1-6=0 


Cada x corresponde a un cero de la función polinómica y cada cero arroja un factor, por lo que ahora podemos escribir el 
polinomio en forma factorizada. 


x? +4х2 +х-6 
(х + 3)(х + 2)(х— 1) 


х) 


11 


[>] INTÉNTELO #1 Calcule las intersecciones en y y en xde la función f(x) = х“ — 19x? + 30x. 


Identificar los ceros y sus multiplicidades 


Los gráficos se comportan de manera diferente en diversas intersecciones en x. A veces, el gráfico cruza el eje horizontal 
en una intersección. Otras veces, el gráfico toca el eje horizontal y rebota. 


Supongamos, por ejemplo, que graficamos la función 
ЈО) = (х + 3)(х — 2x1. 


Observe que en la Figura 7 el comportamiento de la función еп cada una de las intersecciones en x es diferente. 
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Figura 7 Identificar el comportamiento del gráfico en una intersección еп x al examinar la multiplicidad del cero. 


La intersección enx —3 esla solución de la ecuación (х + 3) = 0. El gráfico pasa directamente por la intersección en 


хеп x = —3. El factor es lineal (tiene un grado de 1), por lo que el comportamiento cerca de la intersección es como el 
de una línea: pasa directamente por la intersección. Llamamos a esto un solo cero porque el cero corresponde a un solo 
factor de la función. 


La intersección enx 2 esla solución repetida de la ecuación (х — 2)? = 0. El gráfico toca el eje en la intersección y 
cambia de dirección. El factor es cuadrático (grado 2), por lo que el comportamiento cerca de la intersección es como el 
de un cuadrático: rebota del eje horizontal en la intersección. 


(x — 2% = (x — 2)(х — 2) 


El factor se repite, es decir, el factor (х — 2) aparece dos veces. El número de veces que aparece un factor determinado 


en la forma factorizada de la ecuación de un polinomio se denomina multiplicidad. El cero asociado a este factor, 
x=2, tiene multiplicidad 2 porque el factor (х — 2) ocurre dos veces. 


La intersección enx —1 esla solución repetida del factor (x + 1) = 0. El gráfico pasa por el eje en la intersección, 

pero se aplana un poco primero. Este factor es cúbico (grado 3), por lo que el comportamiento cerca de la intersección 

es como el de una cúbica, con la misma forma de S cerca de la intersección que la función de la caja de herramientas 
Р(х) = x’. Aesto lo denominamos triple cero, o un cero con multiplicidad 3. 


En los ceros con multiplicidades pares, los gráficos tocan o son tangentes al eje x. En los ceros con multiplicidades 
impares, los gráficos cruzan o se intersecan con el eje x. Consulte en la Figura 8 ejemplos de gráficos de funciones 
polinómicas con multiplicidad 1, 2 y 3. 


y y y 
p 1 p 2 p 3 
an =X —< >X — Хх 
Cero simple Cero con multiplicidad 2 Cero con multiplicidad 3 
Figura 8 


Para potencias pares más altas, como 4, 6 y 8, el gráfico seguirá tocando y rebotando en el eje horizontal. Sin embargo, 
por cada potencia par creciente, el gráfico aparecerá más plano a medida que se acerque y abandone el eje x. 


En las potencias impares más altas, como 5, 7 y 9, el gráfico seguirá cruzando el eje horizontal. Sin embargo, por cada 
potencia impar creciente, el gráfico aparecerá más plano a medida que se acerque y abandone el eje x. 
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Comportamiento gráfico de los polinomios en las intersecciones en x 


Si un polinomio contiene un factor де la forma (х— h}, el comportamiento cerca de la intersección еп х h se 
determina por la potencia р. Decimos que х = h esun сего de multiplicidad р. 


El gráfico de una función polinómica toca la intersección en x en ceros con multiplicidades pares. El gráfico cruza el 
eje xen los ceros con multiplicidades impares. 


La suma de las multiplicidades es el grado de la función polinómica. 


(є cómo 


Dado un gráfico de una función polinómica de grado. n, identificar los ceros y sus multiplicidades. 


Si el gráfico cruza el eje x, por lo que parece casi lineal en la intersección, se trata de un único cero. 
Si el gráfico toca el eje x, para rebotar en el eje, es un cero con multiplicidad par. 

Si el gráfico cruza el eje xen un cero, es un cero con multiplicidad impar. 

La suma de las multiplicidades es и. 


BB 


Identificar los ceros y sus multiplicidades 


Utilice el gráfico de la función de grado 6 en la Figura 9 para identificar los ceros de la función y sus posibles 
multiplicidades. 


A ОЭ е 


Figura 9 
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© Solución 
La función polinómica es de grado и. La suma de las multiplicidades deberá ser n. 


Empezando por la izquierda, el primer cero se produce еп x = —3. El gráfico toca el eje x, por lo que la multiplicidad 
del cero deberá ser par. El cero de —3 tiene multiplicidad 2. 


El siguiente cero se produce en х = —1. El gráfico parece casi lineal en este punto. Se trata de un único cero de 
multiplicidad 1. 


El último cero se produceen х = 4. El gráfico cruza el eje х, por lo que la multiplicidad del cero deberá ser impar. 
Sabemos que la multiplicidad es probablemente З y que la suma de las multiplicidades es probablemente 6. 


[>] INTÉNTELO #2 Utilice el gráfico de la función de grado 7 en la Figura 10 para identificar los ceros de la 
función y sus multiplicidades. 


Figura 10 


Determinar el comportamiento final 


Como ya hemos aprendido, el comportamiento del gráfico de una función polinómica de la forma 
РО) = anx" +ap рх" +... + ax + ao 


al final sube o baja en la medida en que x aumenta sin límites, y sube o bajar a medida que x disminuye sin límites. 
Esto se debe a que, en el caso de las entradas muy grandes, por ejemplo 100 o 1.000, el término principal domina el 
tamaño de la salida. Lo mismo ocurre con entradas muy pequeñas, por ejemplo -100 o -1.000. 


Recordemos que llamamos a este comportamiento el comportamiento final de una función. Como señalamos al hablar 
de las ecuaciones cuadráticas, cuando el término principal de una función polinómica, a, х”, es una función potencia par, 
a medida que x aumenta o disminuye sin límites, f(x) aumenta sin límites. Cuando el término principal es una función 
potencia impar, a medida que x disminuye sin límites, f(x) también disminuye sin límite; a medida que x aumenta sin 
límites, f(x) también aumenta sin límites. Si el término principal es negativo, cambia la dirección del comportamiento 
final. La Figura 11 resume los cuatro casos. 
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Coeficiente líder 
positivo, a, > 0 


y 
4 


i РА 


=x 


t 


Comportamiento final; 
х —у 0, f(X) —> © 
x> —0, f(x) > 0 


Coeficiente líder 
negativo, a, < 0 


y 
4 


4 N 


Y 


Comportamiento final: 
x>0%, f(x) >-0 
х > —0, f(x) + —0w 


Coeficiente líder 
positivo, a, > 0 


y 


Comportamiento final: 
Хх у о, f(x) >» 
x> — 00, f(x) > — 0 


Coeficiente líder 
negativo, a, < 0 


y 


Comportamiento final: 
х у %, f(x) + -œ 
x—> —%, f(x) —> œ 


Figura 11 
Comprender la relación entre el grado y los puntos de inflexión 


Además del comportamiento final, recordemos que podemos analizar el comportamiento local de una función 
polinómica. Puede tener un punto de inflexión en el que el gráfico pasa de ser creciente a ser decreciente (de aumento a 
disminución) o de decreciente a creciente (de disminución a aumento). Observe el gráfico de la función polinómica 

f(x) = xt — x? — 4х2 + 4х en la Figura 12. El gráfico tiene tres puntos de inflexión. 
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Creciente 


Decreciente 


=X 
Creciente 


Puntos de inflexión 


Figura 12 
Esta función f es una función polinómica de 4.” grado y tiene 3 puntos de inflexión. El número máximo de puntos de 


inflexión de una función polinómica es siempre uno menos que el grado de la función. 


Interpretar los puntos de inflexión 


Un punto de inflexión es un punto en el gráfico en el que este pasa de ser creciente a ser decreciente (de aumento a 
disminución) o de decreciente a creciente (de disminución a aumento). 


Un polinomio de grado n tendrá como máximo n- 1 puntos de inflexión. 


BB 


Hallar el número máximo de puntos de inflexión mediante el grado de una función polinómica 
Halle el número máximo de puntos de inflexión de cada función polinómica. 


O f0)=-4+4x -3x2+1 /@х) = —(х—1)? (1+2x?) 

© Solución 

O f6)=-x9%44x – 3х2 +1 

Primero, reescriba la función polinómica en orden descendente f(x) = 4х5 — x? – 3х2 + 1 


Identifique el grado de la función polinómica. Esta función polinómica es de grado 5. 


El número máximo de puntos de inflexión es 5— 1 = 4. 


Хо) = —(х—-1)7 (1+2x?) 


En primer lugar, identifique el término principal de la función polinómica si la función se expandiera. 


Кх) = Ax — 1? (1 + 28) 
а, = 00) (2х2) 2 
A continuación, identifique el grado de la función polinómica. Esta función polinómica es de grado 4. 


El número máximo de puntos de inflexión es 4 — 1 = 3. 


Graficar funciones polinómicas 


Podemos utilizar lo que hemos aprendido acerca de las multiplicidades, el comportamiento final y los puntos de 
inflexión para trazar gráficos de funciones polinómicas. Pongamos todo esto en orden y veamos los pasos necesarios 
para graficar funciones polinómicas. 
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CÓMO 


Dada una función polinómica, dibujar el gráfico. 


1. Calcule las intersecciones. 

2. Compruebe la simetría. Si la función es una función раг su gráfico es simétrico con respecto al eje y, es decir, 
f(-x) = f (x). Si una función es impar, su gráfico es simétrico con respecto al origen, es decir, f (~x) = – / (х). 

3. Utilice las multiplicidades de los ceros para determinar el comportamiento del polinomio en las intersecciones en 

X: 

Determine el comportamiento final al examinar el término principal. 

Utilice el comportamiento final y el comportamiento en las intersecciones para trazar un gráfico. 

Verifique que el número de puntos de inflexión no sea superior a uno menos que el grado del polinomio. 

Opcionalmente, utilice la tecnología para comprobar el gráfico. 


cemoe 


Trazar el gráfico de una función polinómica 
Dibuje un gráfico de f(x) = —2(х + 3% (x — 5). 


IDE 


© Solución 

Este gráfico tiene dos intersecciones еп x. А x = —3, el factor se eleva al cuadrado, Іо que indica una multiplicidad de 2. 
El gráfico rebota en esta intersección en x. A x = 5, la función tiene una multiplicidad de uno, lo que indica que el gráfico 
cruza por el eje en esta intersección. 


La intersección en y se halla al evaluar f(0). 


—2(0 + 3)2(0— 5) 
-2-9-(-5) 
= 90 


ЈО) 


La intersección en y es (0, 90). 


Además, podemos ver que el término principal, si este polinomio se multiplicara, sería 2х3, por Іо que el 
comportamiento final es el de una cúbica reflejada verticalmente, donde las salidas disminuyen a medida que las 
entradas se acercan al infinito, y las salidas aumentan a medida que las entradas se acercan al infinito negativo. Vea la 


Figura 13. 
y 
4 


' 
Figura 13 


Para trazar esto, consideramos que: 
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• Dado que x > —0 la función f(x) — %, por lo que sabemos que el gráfico comienza en el segundo cuadrante y es 


decreciente hacia el eje de la x. 
• Dado que f (—x) = —2(-x + 3? (=x-5) no es iguala f (x), el gráfico no exhibe simetría. 
6 A(—3,0), el gráfico rebota en el eje х, por lo que la función deberá comenzar a aumentar. 
A (0, 90), el gráfico cruza el eje y en la intersección еп y. Vea la Figura 14. 


y 
4 


$ (0, 90) 


(=3, 0) 


' 
Еїдига 14 


En algún momento después de este punto, el gráfico deberá volver a bajar o empezar a disminuir hacia el eje horizontal 
porque pasa por la siguiente intersección en (5, 0). Vea la Figura 15. 


Y 
Figura 15 
Dado que x => 0 la función f(x) > -оо, por lo que sabemos que el gráfico sigue disminuyendo, y podemos dejar de 
dibujarlo en el cuarto cuadrante. 


Con la tecnología podemos crear el gráfico de la función polinómica, que se indica en la Figura 16, y verificar que el 
gráfico resultante se parezca a nuestro trazado en la Figura 15. 
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SS за, "O 
-304 


-5 -4 -3 


607 


Figura 16 El gráfico completo de la función polinómica f(x) = —2(х + 3)? (x — 5) 


[>] INTÉNTELO #3  Dibujeun gráfico de f(x) = 15(х- 1)4(х +3). 


Usar el teorema del valor intermedio 


En algunas situaciones, podemos conocer dos puntos de un gráfico, pero no los ceros. Si esos dos puntos están en lados 
opuestos del eje x, podemos confirmar que hay un cero entre ellos. Consideremos una función polinómica f cuyo 
gráfico es fluido y continuo. El teorema del valor intermedio establece que para dos números a y b en el dominio de f, 
sia < by f (а) + f (b) , entonces la función f adopta cualquier valor entre f (a) y f (b). Podemos aplicar este teorema a 
un caso especial que sirva para graficar funciones polinómicas. Si un punto del gráfico de una función continua f en 

x = ase encuentra por encima del eje x y otro punto en x = b se encuentra por debajo del eje x, debe existir un tercer 
punto entre x = a y x = b donde el gráfico cruza el eje х. Llamemos a este punto (c, f (c)). Esto significa que estamos 
seguros de que hay una solución c donde f (c) = 0. 


En otras palabras, el teorema del valor intermedio nos señala que cuando una función polinómica pasa de un valor 
negativo a un valor positivo, la función deberá cruzar el eje x. La Figura 17 revela que hay un cero entre a y b. 


y 


f(b) es 
positivo 


“ы, f(a) es 
negativo 
Figura 17 Utilizar el teorema del valor intermedio para demostrar que existe un cero. 


Teorema del valor intermedio 


Supongamos que f es una función polinómica. El teorema del valor intermedio establece que, si f (a) y f (b) tienen 
signos opuestos, entonces existe al menos un valor с entre a y b para los cuales f (с) = 0. 


Acceso gratis en openstaxX.org 


3.4 • Gráfico de funciones polinómicas 


BR 


Usar el teorema del valor intermedio 
Demuestre que la función f(x) = x? — 5х2 + Зх + 6 tiene al menos dos ceros reales entre x = 1 y x = 4. 


© Solución 
Para empezar, evalúe f(x) en los valores enteros x = 1,2,3, y 4. Vea la Tabla 2. 


0х) | 5101-3 | 2 
Tabla 2 


Vemos que se produce un cero en x = 2. Además, como f(3) es negativo y f(4) es positivo, por el teorema del valor 
intermedio, deberá haber al menos un cero real entre 3 y 4. 


Hemos demostrado que hay al menos dos ceros reales entre x = 1 y x = 4. 


©) Análisis 
También podemos ver en el gráfico de la función en la Figura 18 que hay dos ceros reales entre x = 1 y x = 4. 
y 
ә} 
8+ 
7 Қ1) = 5 
positivo 
6 


f(4) = 2 
positivo 


X 


1(3) = З 
=Б negativo 


Figura 18 


[>] INTÉNTELO #4 Demuestre que la función f(x) = 7х5 — 9x4 — x? tiene al menos ип cero real entre x = 1 y 
EER 


Escribir fórmulas para funciones polinómicas 

Ahora que sabemos cómo hallar los ceros de las funciones polinómicas, podemos utilizarlos para escribir fórmulas 
basadas en los gráficos. Debido a que una función polinómica escrita en forma factorizada tendrá una intersección en x, 
donde cada factor es igual a cero, podemos formar una función que pase por un conjunto de intersecciones en x al 
introducir el correspondiente conjunto de factores. 
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Forma factorizada de los polinomios 


Si un polinomio de grado mínimo p tiene intersecciones horizontales en x = x1, X2, ... , xn, entonces el polinomio se 
puede escribir en la forma factorizada: f(x) = а(х— ху )?1 (x-x9)2 .-- (x— хп)?" donde las potencias р; en cada 
factor se determinan por el comportamiento del gráfico en la intersección correspondiente, y el factor de 
estiramiento a se determina dado un valor de la función distinto de la intersección en x. 


(є cómo 


Dado el gráfico de una función polinómica, escribir una fórmula para la función. 


1. Identifique las intersecciones en x del gráfico para hallar los factores del polinomio. 

2. Examine el comportamiento del gráfico en las intersecciones en x para determinar la multiplicidad de cada 
factor. 

3. Halle el polinomio de grado mínimo que contenga todos los factores determinados en el paso anterior. 

4. Utilice cualquier otro punto en el gráfico (la intersección en y puede ser la más fácil) para determinar el factor de 
estiramiento. 


O Э9 


Escribir la fórmula para una función polinómica a partir del gráfico 
Escriba una fórmula para la función polinómica que se muestra en la Figura 19. 


Figura 19 


© Solución 

Este gráfico tiene tres intersecciones en x: x = —3, 2, y 5. La intersección en y se encuentra en (0, —2). A x = —3 y x = 5, 
el gráfico pasa por el eje linealmente, lo que sugiere que los factores correspondientes del polinomio serán lineales. A 

x = 2, el gráfico rebota en la intersección, lo que sugiere que el factor correspondiente del polinomio será de segundo 
grado (cuadrático). En conjunto, esto nos da 


JŒ) = a(x + 3)(х — 2) (x — 5) 


Para determinar el factor de estiramiento, utilizamos otro punto еп el gráfico. Utilizaremos la intersección en y (0, – 2), 
para resolver para a. 
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fO = а(0 + 310 — 2)2(0 – 5) 
—2 = a(0 + 3)(0 — 2)2(0— 5) 
—2 = —60a 


a= 30 


El polinomio graficado parece representar la función f(x) = +e + 3)(х — 2)2(х — 5). 


[>] INTÉNTELO #5 Dado el gráfico en la Figura 20, escriba una fórmula para la función que se muestra. 


Figura 20 


Usar los extremos locales y globales 

Con las cuadráticas calculamos algebraicamente el valor máximo o mínimo de la función al hallar el vértice. En los 
polinomios generales, no es posible hallar estos puntos de inflexión sin técnicas más avanzadas de cálculo. Incluso 
entonces, hallar dónde se producen los extremos puede ser retador desde el punto de vista del álgebra. Por ahora, 
estimaremos las ubicaciones de los puntos de inflexión con la tecnología para generar un gráfico. 


Cada punto de inflexión representa un mínimo o un máximo local. A veces, el punto de inflexión es el punto más alto o 
más bajo de todo el gráfico. En estos casos, decimos que el punto de inflexión es un máximo global o un mínimo 
global. También se denominan valores máximos y mínimos absolutos de la función. 


Extremos locales y globales 


Un máximo local o mínimo local en x = a (a veces llamado máximo o mínimo relativo, respectivamente) es la salida 
en el punto más alto o más bajo del gráfico en un intervalo abierto alrededor de x = a. Si una función tiene un 
máximo local en a, entonces f(a) > f(x) para todo x en un intervalo abierto alrededor дех = a. Si una función tiene 
un mínimo local en a, entonces f(a) < f(x) para todo x en un intervalo abierto alrededor de x = a. 


Un máximo global o un mínimo global es la salida en el punto más alto o más bajo de la función. Si una función 
tiene un máximo global en a, entonces f(a) > f(x) para todo x. Si una función tiene un mínimo global en a, 
entonces f(a) < f(x) para todo x. 


Podemos ver la diferencia entre extremos locales y globales en la Figura 21. 
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y 
5 “—— Máximo 
4 global 
Máximo 
3 
2 
1 
+ + + + + + +e X 
ea E 6 7 8 9 
=E 
El 
3 Y 
Mínimo 
-4 
-5 
-6 
Figura 21 
3| PREGUNTAS Y ¿Todas las funciones polinómicas tienen un mínimo global o un máximo global? 


RESPUESTAS No. Solo las funciones polinómicas de grado par tienen un mínimo global o un máximo global. 


Por ejemplo, f (x) = x no tiene ni un máximo global ni un mínimo global. 


O 


Usar extremos locales para resolver aplicaciones 

Para construir una caja abierta, se recortan cuadrados de cada esquina de una lámina de plástico de 14 cm por 20 cm y 
se doblan los lados. Halle el tamaño de los cuadrados que hay que recortar para maximizar el volumen que encierra la 
caja. 


© Solución 
Comenzaremos este problema al hacer un dibujo como el que aparece en la Figura 22, y etiquetar el ancho de los 
cuadrados recortados con una variable, w. 


Figura 22 


Observe que, después de cortar un cuadrado de cada extremo, deja un rectángulo de (14 — 2w) cm por (20 — 2w) cm 
para la base de la caja, y la caja tendrá w cm de altura. Esto da el volumen 
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V(w) = (20 — 2ш)(14 — 2w)w 
= 280w — 68w? + 4ш” 


Observe que, dado que los factores son w, 20-2w y 14-21, los tres ceros son 10, 7 y 0, respectivamente. Ya que una 
altura de O cm no es razonable, consideramos únicamente los ceros 10 y 7. El lado más corto es 14 y estamos cortando 
dos cuadrados, por lo que los valores w que pueden tomarse son mayores que cero o menores que 7. Esto significa que 
restringiremos el dominio de esta función a 0 < w < 7. Al utilizar la tecnología para dibujar el gráfico de V (w) en este 
dominio razonable, obtenemos un gráfico como el de la Figura 23. Podemos utilizar este gráfico para estimar el valor 
máximo del volumen, restringido a los valores de w que son razonables para este problema: valores de 0 a 7. 


V(w) 


3501 


3004 
2504 
2004 
1504 
100+ 


Figura 23 


A partir de este gráfico, nos centramos apenas en la parte del dominio razonable, [0, 7]. Podemos estimar que el valor 
máximo es de unos 340 cm cúbicos, lo que ocurre cuando los cuadrados tienen unos 2,75 cm en cada lado. Para mejorar 
esta estimación, podríamos utilizar funciones avanzadas de nuestra tecnología, si están disponibles, o simplemente 
cambiar nuestra ventana para ampliar nuestro gráfico y producir la Figura 24. 


30+ + } H + + +w 
2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 29 3 
Еїдига 24 


A partir de esta vista ampliada, podemos afinar nuestra estimación del volumen máximo а unos 339 cm cúbicos, cuando 
los cuadrados miden aproximadamente 2,7 cm en cada lado. 
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[>] INTÉNTELO 


#6 


función f(x) = —0,2(х — 2% (x + 1)2(х — 4). 


[>] MEDIA 


Acceda al siguiente recurso en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con la representación grafica 
de las funciones polinómicas. 


Teorema del valor intermedio (http://openstax.org/l/ivt) 


3.4 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Utilice la tecnología para hallar los valores máximos y mínimos en el intervalo [—1, 4] de la 


Verbales 
1. ¿Cuáles la diferencia entre 2. Siuna función polinómica 3. Explique cómo el teorema 
la intersección en x y el cero de grado n tiene n ceros del valor intermedio nos 
de una función polinómica distintos, ¿qué sabe del ayuda a determinar el cero 
f? gráfico de la función? de una función. 
4. Explique cómo la forma 5. Siel gráfico de un polinomio 
factorizada del polinomio solo toca el eje x y luego 
nos permite graficarlo. cambia de dirección, ¿qué 
podemos concluir sobre la 
forma factorizada del 
polinomio? 
Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, halle las intersecciones en x o las intersecciones en tde las funciones polinómicas. 


6. С@=2(@-4(@+1)@-6) 7. Сау=3(@+2)@—-3)(@т+5) 8. C(0)=44(t-D2(1+1) 


9. C(1)=21(1-3)(1+ 1)? 10. С(0) = 214 – 88 + 62 11. С@) = 4 + 1213 — 408 


12. f(x) = х®— x? 13. f(x) = x? + х2 – 20x 14. f(x) = х? + 6х2 – 7х 


15. р(х) = х + х2 4х 4 16. f(x) = х + 2х2 – 9х – 18 17. f(x) = 2х3 – х2 – 8х +4 


18. f(x) = х6 – 7х3 – 8 19. f(x) = 2х + 6х2 – 8 20. f(x) = х? – 3х2 - х +3 


21. р(х) = х6 – 2х4 — 3х2 22. /(х) = хб — 3x4 — 4х2 23. f(x) = х? — 5x? + 4х 


Еп los siguientes ejercicios, utilice el teorema del valor intermedio para confirmar que el polinomio dado tiene al menos 
un cero dentro del intervalo dado. 


24. f(x)= х3 — 9x, entre 25. f(x)= х= 9x, entre 26. f(x)= х – 2х, entre 
х=-4ух = -–2. х= 2ух= 4. х= 1ух= 2. 

27. f(x) = —х* +4, entre 28. /(х) = -2x — x, entre 29. /(х) = х? — 100x +2, 
х= 1ух= 3. х=-1ух= 1. entre х = 0,01 ух = 0,1 
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En los siguientes ejercicios, halle los ceros y dé la multiplicidad de cada uno. 


30. f(x) = (x +2 (x – 3)? 31. р(х) = х2(2х + 3)5(х – 4)2 32. f00)=x(-1Y (х +2) 

зз. f(x) = х? (x? +4х+4) 34. f(x) = (2х + 1) (9х2 – 6х +1) 

35. f(x) = (3х +2) (x? — 10x + 25) 36. f(x) = х (4х2 – 12x +9) (x? + 8x + 16) 
37. f(x) = xf — х — 2х4 38. f(x) = 3х4 + 6х3 + 3х2 39. f(x) = 4х5 — 12х + 9х3 


40. f(x) = 2х4 (х3 – 4х2 +4х) 41. у(х) = 4х4 (9x4 – 12x? + 4х7) 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, grafique las funciones polinómicas. Tome nota de las intersecciones en x y en y, la 
multiplicidad y el comportamiento final. 


42. f(x) = (х+ 3)2(х – 2) 43. g(x) = (x + 4) (x-1)? 44. h(x) = (х- 1) (x +3? 


45. К(х) = (х— 3) (х – 2)? 46. m(x) = –2х(х- 1) (х +3) 47. п(х) = -3x (х +2) (х — 4) 


Еп los siguientes ejercicios, utilice los gráficos para escribir Іа fórmula de una función polinómica de grado mínimo. 


48. х) 49. 
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50. 51. 


0 
1 


=2 
73 
74 
75: 


75 74 -3 -2 -1_ 


52. х) 


Еп los siguientes ejercicios, utilice el gráfico para identificar los ceros y Іа multiplicidad. 


53. 54. 


y 
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En los siguientes ejercicios, disponga de la información dada acerca del gráfico del polinomio para escribir la ecuación. 


57. Grado 3. Ceros en x = –2, 
x = 1,ух = 3. intersección 
en y, en (0,-4). 


60. Grado 4. Raíz de 
multiplicidad 2 en x = 4, y 
una raíz de multiplicidad 1 
епх=1ух=-2. 
intersección еп y en (0,—3). 


63. Grado 3. Ceros en x = —3, 
х= -2ух = 1. 
intersección en уеп (0, 12). 


66. Doble cero en x = -3 y el 
triple cero en x = 0. Pasa 
por el punto (1, 32). 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice una calculadora para estimar los mínimos y máximos locales o el mínimo y el máximo 


global. 
67. /(х)у=х%—х-1 


70. f(x)=-x*+3x-2 
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58. Grado 3. Ceros en x = 5, 
x=-2yx=1l. 
intersección en y en (0, 6) 


61. Grado 5. Doble cero en 
x = 1, y el triple cero en 
x = 3. Pasa por el punto 
(2, 15). 


64. Grado 5. Raíces de 
multiplicidad 2 en x = —3 y 
x = 2 y Una raíz de 
multiplicidad 1 en x =-2. 


intersección en yen (0, 4). 


68. f(x) = 2х3 – 3x-1 


71. fx) = х -x +1 


59. 


62. 


65. 


69. 


Grado 5. Raíces de 
multiplicidad 2 en x = 3 y 
x = 1, y una raíz de 
multiplicidad 1 en x =-3. 
intersección en y en (0, 9) 


Grado 3. Ceros en x = 4, 
x = 3,y x = 2. intersección 
en уеп (0, —24). 


Grado 4. Raíces de 
multiplicidad 2 en x = 4 y 
raíces de multiplicidad 1 en 
x=6yx = -2. 


intersección en yen (0,18). 


fœ) = xt +x 
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Extensiones 


En los siguientes ejercicios, utilice los gráficos para escribir una función polinómica de grado mínimo. 


72. 


Aplicaciones en el mundo real 


73 . f(x) 


(0, 50,000,000) 


74. 


Еп los siguientes ejercicios, escriba la función polinómica que modele Іа situación dada. 


75. 


78. 


3.5 Dividir polinomios 


Un rectángulo tiene una 
longitud de 10 unidades y 
una anchura de 8 
unidades. Cuadrados de x 
por x se recortan unidades 
en cada esquina y luego se 
doblan los lados para crear 
una Caja abierta. Exprese el 
volumen de la caja como 
una función polinómica en 
términos de x. 


Un cilindro tiene un radio 
de x + 2 unidades y una 
altura de 3 unidades más. 
Exprese el volumen del 
cilindro como una función 
polinómica. 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 

> Utilizar la división larga para dividir polinomios. 

> Utilizar la división sintética para dividir polinomios. 
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79. 


Considere el mismo 
rectángulo del problema 
anterior. Cuadrados de 2x 
entre 2x unidades se 
recortan en cada esquina. 
Exprese el volumen de la 
caja como un polinomio en 
términos de x. 


Un cono circular recto 
tiene un radio de Зх + бу 
una altura de 3 unidades 
menos. Exprese el volumen 
del cono como función 
polinómica. El volumen de 
un cono es V = War2h 


para el radio r y altura h. 


77. Un cuadrado tiene lados de 
12 unidades. Cuadrados 
x+ l entre x+1se 
recortan unidades en cada 
esquina y luego se doblan 
los lados para crear una 
caja abierta. Exprese el 
volumen de la caja como 
una función en términos 
de x. 
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Figura 1 Lincoln Memorial, Washington, D.C. (créditos: Ron Cogswell, Flickr) 


El exterior del Monumento a Lincoln en Washington, D.C., es un gran sólido rectangular con 61,5 metros (m) de largo, 40 
m de ancho y 30 m de alto.* Podemos calcular fácilmente el volumen con la geometría elemental. 
V=l-w-h 
= 61,5 -40.30 
= 73.800 


Así que el volumen es de 73.800 metros cúbicos (m3). Supongamos que conocemos el volumen, la longitud y la anchura. 
Podríamos dividir para determinar la altura. 


Por lo que podemos confirmar a partir de las dimensiones anteriores, la altura es de 30 m. Podemos utilizar métodos 
similares para dar con cualquiera de las dimensiones que faltan. También podemos utilizar el mismo método si alguna o 
todas las medidas contienen expresiones variables. Por ejemplo, supongamos que el volumen de un sólido rectangular 
viene dado por el polinomio 3x4 — 3x3 — 33x? + 54x. La longitud del sólido viene dada por Зх; la anchura viene dada 
por x — 2. Para hallar la altura del sólido, podemos utilizar la división polinómica, que es el objetivo de esta sección. 


Usar la división larga para dividir polinomios 


Conocemos el algoritmo de la división larga para la aritmética ordinaria. Comenzamos por dividir entre los dígitos del 
dividendo que tienen el mayor valor posicional. Dividimos, multiplicamos, restamos, incluimos el dígito en la siguiente 
posición de valor posicional y repetimos. Por ejemplo, dividamos 178 entre 3 mediante la división larga. 

División larga 


_59 Paso 1: 5 x 3 = 15y 17 – 15 = 2 
3)178 Paso 2: Baje el 8 


15 | Paso 3: 9 Х 3 = 27 y 28 – 27 = 1 
28 Respuesta: 59 R 10 594 
27 
1 


Otra forma de ver Іа solución es сото Іа suma de las partes. Esto debería resultarle familiar, уа que es el mismo método 
que se utiliza para comprobar la división en la aritmética elemental. 


dividendo = (divisor - cociente) + restante 
178 = (3-59) +1 
=177+1 
= 178 


Lo denominamos algoritmo de la división y lo analizaremos más formalmente después de ver un ejemplo. 


La división de polinomios que contienen más de un término tiene similitudes con la división larga de números enteros. 


1 Servicio de Parques Nacionales. "Estadísticas del edificio Monumento a Lincoln". http://www.nps.gov/linc/historyculture/lincoln-memorial- 
building-statistics.htm. Consultado el 3 de abril de 2014 
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Podemos escribir el dividendo de un polinomio como el producto del divisor y el cociente sumado al restante. Los 
términos de la división polinómica corresponden a los dígitos (y valores posicionales) de la división de números enteros. 
Este método nos permite dividir dos polinomios. Por ejemplo, si dividimos 2x3 — 3х2 + 4x + 5 entre x + 2 mediante el 
algoritmo de la división larga, quedaría así: 


x+2)2x – 3x2 + 4x +5 Plantee el problema de la división. 


2x? 
х+2)2х3 – Зх + Ах +5 2х3 dividido entre x es 2х2. 


2° 
х+2)2ҳ8 – 3х2 + 4х +5 Multiplique х + 2 рог 2х2, 
– (2X? + 4x?) Reste. 
-7Х2 + AX Baje el próximo término. 
2x?— TX 
х+2)2х° – 3х? +4x +5 
- (25° + 42) 
-7Х? + AX -7x? dividido entre x es —7x. 
– (7% – 14x) Multiplique х + 2 рог -7xX. 
18x + 5 Reste. Baje el próximo término. 
AK = TK 


х+2)2х° – 3х? + 4х + 5 
= (De + 4x?) 
—7Х? + Ax 
=- (—7Х°- 14x) 
18x +5 18x dividido entre x es 18. 
- (48x + 36) Multiplique x + 2 por 18. 
-31 Reste. 


Hemos calculado 


2x? – Зх? +4х+5 _ 
х+2 х+2 


2х3 — 3х2 + 4x + 5 = (х + 2)(2х2 – 7х + 18) – 31 


Podemos identificar el dividendo, el divisor, el cociente у el restante. 
2x3 — Зх? + Ах + 5 = (x + 2) (2x? – 7x + 18) + (-31) 


С и и 


Dividendo Divisor Cociente Restante 


Escribir el resultado de esta manera ilustra el algoritmo de la división. 
El algoritmo de la división 


El algoritmo de la división establece que, dado un dividendo polinómico f(x) y un divisor polinómico distinto de 
cero d(x) donde el grado de d(x) es menor o igual que el grado de f(x), existen polinomios únicos q(x) у r(x) de 
manera que 


FG) = а(х)ч(х) + r(x) 
q(x) es el cociente y r(x) es el restante. El restante es igual a cero o tiene un grado estrictamente menor que d(x). 


Si los valores de r(x) = 0, entonces d(x) se divide uniformemente entre f(x). Esto significa que, en este caso, tanto 
а(х) сото q(x) son factores de f(x). 
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CÓMO 


Dado un polinomio y un binomio, utilizar la división larga para dividir el polinomio entre el binomio. 

1. Establezca el problema de la división. 

2. Determine el primer término del cociente al dividir el término principal del dividendo entre el término principal 
del divisor. 

Multiplique la respuesta por el divisor y escríbala debajo de los términos semejantes del dividendo. 

Reste el binomio inferior del binomio superior. 

Baje el siguiente término del dividendo. 

Repita los pasos 2 al 5 hasta llegar al último término del dividendo. 

Si el restante es distinto de cero, expréselo como una fracción con el divisor como denominador. 


Шш Ť aaa 


Usar la división larga para dividir un polinomio de segundo grado 
Divida 5x? + 3x — 2 entre x + 1. 


lA Шу = Y 


© Solución 


Хх+1)5х?+3Зх—2 Plantee el problema de la división. 
5X 
х+1)5х + 3х - 2 5х? dividido entre x es 5x. 
5X 
x + 1)52+3x-2 Multiplique x + 1 por 5x. 
— (5x? + 5x) Reste. 
=2х—727 
5х-2 Baje el próximo término. 
х+1)5Х + 3Х- 2 -2x dividido entre x es –2. 
— (5x? + 5х) 
2x2 
- (-2x - 2) Multiplique x + 1 рог -2. 
0 Reste. 
El cociente es 5x — 2. El restante es 0. Escribimos el resultado como 
5х2 + 3x-2 
ž ш = 5х -– 2 
х+1 
о 
5x? +3x — 2 = (х + 1) (5х – 2) 
©) Análisis 


Este problema de división tenía un restante de 0. Esto nos indica que el dividendo se divide en partes iguales entre el 
divisor, y que el divisor es un factor del dividendo. 


cemoe 


Usar la división larga para dividir un polinomio de tercer grado 
Divida 6x? + 11x? — 31x + 15 entre 3x — 2. 


344 3+*Funciones polinómicas y racionales 


© Solución 


DEE { 
3x-2)6x* + 11x? – 31x + 15 6X* dividido entre 3x es 2х2. 
- (6х2 - 4x3) Multiplique Зх — 2 por 2х2, 
15? - 31x Reste. Baje el próximo término. 15x? dividido entre Зх es 5x. 
— (15? - 10%) Multiplique 3x — 2 por 5x. 


21? + 15 Reste. Baje el siguiente término. – 21x dividido entre 3x es —7. 
- (- 21x? + 14) Multiplique Зх – 2 por —7. 
1 Reste. El restante es 1. 
Hay un restante de 1. Podemos expresar el resultado como: 


6x? + 11x? – 31х +15 2 1 
= 252 +5х—7 
3х—2 коок р 


Análisis 
не comprobar nuestro trabajo con el algoritmo de la división para reescribir la solución. Luego multiplicamos. 
(Зх – 2)(2х2 + 5х – 7) +1 = 6х? + 11x? – 31х +15 
Observe que, al escribir nuestro resultado, 
· el dividendo es 6x? + 11x? — 31x + 15 
• el divisor es 3x — 2 


* el cociente es 2х2 + 5х – 7 
e elrestante es 1 


[>] INTÉNTELO #1  Divida16x3 – 12x? + 20x — 3 entre 4x + 5. 


Usar la división sintética para dividir polinomios 


Como hemos visto, la división larga de polinomios implica muchos pasos y puede resultar bastante engorrosa. La 
división sintética es un método abreviado de dividir polinomios para el caso especial de dividir entre un factor lineal 
cuyo coeficiente principal es 1. 


Para ilustrar el proceso, recuerde el ejemplo al principio de la sección. 
Divida 2x? — 3x? + 4x + 5 entre x + 2 con el algoritmo de la división larga. 


La forma final del proceso lucía así: 


2x? – 7x + 18 
х + 2)2х9 — 3х2 +4x+5 
—(2х3 + 4x?) 
—7x? + 4x 
—(—7х? — 14x) 
18x + 5 
—(18х + 36) 
-31 


Hay mucha repetición en la tabla. Si no escribimos las variables, sino que alineamos sus coeficientes en columnas bajo el 
signo de la división y además eliminamos los productos parciales, ya tenemos una versión simplificada de todo el 


problema. 
2)2 3 4 Б 
-2 4 
-7 14 
18 -36 
-31 
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La división sintética lleva esta simplificación incluso unos cuantos pasos más. Colapse la tabla al mover cada una de las 
filas hacia arriba para llenar los espacios vacíos. Además, en lugar de dividir entre 2, como haríamos en la división de 
números enteros, y luego multiplicar y restar el producto medio, cambiamos el signo del "divisor" a -2, multiplicamos y 
sumamos. El proceso se inicia con la reducción del coeficiente principal. 


2|2 3 4 5 
-4 14 -36 
2: =1 18 31 
A continuación, lo multiplicamos por el "divisor" y sumamos, repitiendo este proceso columna a columna, hasta que no 


queden entradas. La fila inferior representa los coeficientes del cociente; la última entrada de la fila inferior es el 
restante. En este caso, el cociente es 2x?—7x + 18 y el restante es -31. El proceso se aclarará en el Ejemplo 3. 


División sintética 


La división sintética es un atajo que se utiliza cuando el divisor es un binomio en la forma x — k. En la división 
sintética, solamente se utilizan los coeficientes. 


CÓMO 


Dados dos polinomios, utilizar la división sintética para dividirlos. 


Escriba k para el divisor. 

Escriba los coeficientes del dividendo. 

Baje el coeficiente principal. 

Multiplique el coeficiente principal entre k. Escriba el producto en la siguiente columna. 

Sume los términos de la segunda columna. 

Multiplique el resultado por k. Escriba el producto en la siguiente columna. 

Repita los pasos 5 y 6 para el resto de las columnas. 

Utilice los números inferiores para escribir el cociente. El número de la última columna es el restante y tiene 
grado 0, el siguiente número de la derecha tiene grado 0, el siguiente número de la derecha tiene grado 1, y así 
sucesivamente. 


BR 


Usar la división sintética para dividir un polinomio de segundo grado 
Utilice la división sintética para dividir 5x2 — Зх — 36 entre x — 3, 


ей буы A SS 


© Solución 
Comience por establecer la división sintética. Escriba k y los coeficientes. 


315 -3 -36 


Baje el coeficiente principal. Multiplique el coeficiente principal entre k. 


ЗЫ -3 -36 
15 
5 


Continúe sumando los números de la segunda columna. Multiplique el número resultante por k. Escriba el resultado en 
la siguiente columna. A continuación, sume los números de la tercera columna. 


3|5 -3 -36 
15 36 
5 12 0 


El resultado es 5х + 12. El restante es 0. Así que x — 3 es un factor del polinomio original. 
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©) Análisis 
Al igual que con la división larga, podemos comprobar nuestro trabajo al multiplicar el cociente por el divisor y sumar el 
restante. 


(х — 3)(5х + 12) +0 = 5х2 – 3x – 36 


BR Э 95 


Usar Іа división sintética para dividir un polinomio де tercer grado 
Utilice la división sintética para dividir 4x? + 10x? — 6x — 20 entre x + 2. 


© Solución 
El divisor binomial es x + 2 por lo que k = —2. Sume cada columna, multiplique el resultado por -2 y repita hasta llegar a 
la última columna. 


—2|4 10 -6 -20 
-8 -4 20 
4 2—10 0 
El resultado es 4x? + 2х — 10. El restante es 0. Así, x + 2 es un factor de 4x? + 10x? — бх — 20. 
©) Análisis 
El gráfico de la función polinómica f(x) = 4x3 + 10x? — бх – 20 en la Figura 2 muestra un cero en x = k = —2, Esto 
confirma que x + 2 es un factor de 4x3 + 10x? — 6x — 20. 


y 


Figura 2 


Acceso gratis en openstaxX.org 


3.5 * Dividir polinomios 347 


ЭЭ 


Usar Іа división sintética para dividir un polinomio de cuarto grado 
Utilice la división sintética para dividir 9х4 + 10x3 + 7х2 — 6 entre x — 1. 


© Solución 
Observe que no hay ningún término x. Utilizaremos un cero como coeficiente para ese término 


El resultado es -9x3 + х2 + 8х + 8 + 27. 


INTÉNTELO #2 Utilice la división sintética para dividir 3x4 + 18x3 — 3x + 40 entre x +7. 


Uso de la división polinómica para resolver problemas de aplicación 


La división polinómica se utiliza para resolver una variedad de problemas de aplicación que implican expresiones de área 
y volumen. Al principio de esta sección hemos visto una aplicación. Ahora resolveremos ese problema en el siguiente 
ejemplo. 


BR 


Usar la división de polinomios en un problema de aplicación 


El volumen de un sólido rectangular viene dado por el polinomio 3x4 — 3x3 – 33x2 + 54x. La longitud del sólido viene 
dada por 3x y la anchura viene dada por x — 2. Calcule la altura del sólido. 


© Solución 
Hay unas cuantas maneras de abordar este problema. Tenemos que dividir la expresión del volumen del sólido entre las 
expresiones de la longitud y la anchura. Hagamos un esquema como en la Figura 3. 


Altura 


Ancho x — 2 


Longitud 3x 


Figura 3 


Ahora podemos escribir una ecuación al sustituir los valores conocidos en la fórmula del volumen de un sólido 
rectangular. 


V=l-w-h 
3x4 — 3x? — 33x? + 54x = 3x : (x — 2) -h 
Para resolver h, divida primero ambos lados entre 3x. 


3х-(х—2)+һ _ 3x%4-3x3-33x24+54x 
3x = Зх 


(х — 2) = х? – x? – 11х + 18 


Ahora resuelva рага h mediante Іа división sintética. 


x? = х2 – 11х+18 


ћ = 
х- 2 
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El cociente es х2 + x — 9 y el restante es 0. La altura del sólido es х2 + x – 9. 


м 


INTÉNTELO #3 El área de un rectángulo viene dada por 3x3 + 14x? — 23x + 6. La anchura del rectángulo 
viene dada por x + 6. Halle una expresión para la longitud del rectángulo. 


MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con la división de polinomios. 


Dividir un trinomio entre un binomio con la división larga (http://openstax.org/l/dividetribild) 

Dividir un polinomio entre un binomio con la división larga (http://openstax.org/l/dividepolybild) 

Ej. 2: Dividir un polinomio por un binomio con la división sintética (http://openstax.org/l/dividepolybisd2) 
Ej. 4: Dividir un polinomio por un binomio con la división sintética (http://openstax.org/l/dividepolybisd4) 


3.5 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 

1. Sila división de un polinomio entre un binomio da 2. Si un polinomio de grado п se divide entre un 
como resultado un restante de cero, ¿qué se puede binomio de grado 1, ¿cuál es el grado del cociente? 
concluir? 

Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, utilice la división larga. Especifique el cociente y el restante. 


з. (x? +5х-1) + (х-1) 4. (2х2 -9x — 5) +(х- 5) 5. (3х2 +23х + 14) +(x+7) 


6. (4х2 10х+6) +(4х+2) 7. (6х2 -25x-25)+(6x+5) 8. (–х2-1) + (х+1) 


9. (2х2 -3x+2) = (х+2) 10. (х3 – 126) + (х— 5) 11. (3х2 — 5x +4) + (3х +1) 


12. (x? – 3х2 4+5x-6)+(x-2) 13. (2х3 +3х2 — 4x + 15) +(х+3) 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la división sintética para calcular el cociente. 


14. (3х3 -2x24+x-4) =(x+3) 15. (2х3 – 6х2 — 7x +6) + (x-4) 
16. (6x? — 10x? — 7х – 15) +(x + 1) 17. (4х3 — 12x? — 5x- 1) + (2x + 1) 
18. (9х3 – 9х2 + 18x +5) + (3х—1) 19. (3x? –2х2 +x- 4) + (х +3) 

20. (—6x? + х2 – 4) + (2x — 3) 21. (2х3 +7х2 — 13x — 3) + (2x — 3) 
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22. (3x? – 5х2 +2х+3) +(х+2) 23. (4x – 5x? +13)+(x+4) 24. (x? -3x+2) +(х+2) 


25. (х? – 21x? + 147x — 343) + (х – 7) 26. (x? — 15x? + 75х — 125) + (x — 5) 

27. (9х? — x +2) = (3x-1) 28. (6x7 — х2 +5х+2) + (3х +1) 

29. (х + х? – 3х2 –2х+1) +(х+1) 30. (х4 3х2 +1) + (х-1) 

31. (xt + 2х3 – 3х2 +2х+6) +(х+3) 32. (xf — 10х3 + 37х2 — 60x + 36) + (х —2) 
33. (xf — 8х? +24х2 — 32x + 16) + (х – 2) 34. (х4 + 5х3 — 3х2 — 13x +10) + (x + 5) 
35. (х4 — 12x? + 54x? — 108x +81) + (x — 3) 36. (4x%-2x* — 4x + 2) + (2х-1) 


37. (4х +2х3 – 4х2 +2x +2) +(2x+ 1) 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la división sintética para determinar si la primera expresión es un factor de Іа 
segunda. Si es así, indique la factorización. 


38. x-2, 4х -3x2-8x+4 39. х—2, 3x%-6x-5x+10 40. x+3, —4х%+5х^+8 


41. х- 2, 4х4 — 15x2 — 4 42. х-1, 2x4 — x? +2x-1 43. x+ 1, 3х4 + х3 —3х+1 


7.3 3° 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, utilice el gráfico del polinomio de tercer grado y un factor para escribir la forma factorizada 


del polinomio que se sugiere en el gráfico. El coeficiente principal es uno. 


44. Elfactores х2 =- х +3 45. Elfactor es x? +2x +4 
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46. El factores х2 + 2x +5 47. Elfactoresx2+x+1 


48. Elfactores х2 +2x +2 
y 


En los siguientes ejercicios, utilice la división sintética para calcular el cociente y el restante. 


4х3 -33 2x3+25 3х3+2х—5 
Е 5 Е a 9и 
-ах3—х2—12 422 
52 7 8а 53. с 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice una calculadora con sistema de álgebra computacional (Computer Algebra Systems, 
CAS)) para responder las preguntas. 


: хЁ—1 ; хЁ+1 ; AA 
54. Considere que =] “on la 55. Considere que 1 Para 56. Considere que zx Para 
К = 1,2, 3. ¿Cuál espera k = 1,3,5. ¿Cuál espera que k = 1,2,3. ¿Cuál espera que 
que sea el resultado si sea el resultado si k = 7? sea el resultado si k = 4? 


к= 4? 
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k k 
57. Considere que STT con la 58. Considere que = con la 
k = 1,2,3. ¿Cuál espera que k = 1,2,3. ¿Cuál espera que 
sea el resultado si k = 4? sea el resultado si k = 4? 


Extensiones 


En los siguientes ejercicios, utilice la división sintética para determinar el cociente que implica un número complejo. 


59, х+1 60 х2+1 61. El 
” x-i б x-i о x+i 
2 3 
x“+1 х7? +1 
62. Ea 63. = 


Aplicaciones en el mundo real 


En los siguientes ejercicios, utilice la longitud y el área dadas de un rectángulo para expresar la anchura 
algebraicamente. 


64. La longitud es x + 5, el 65. Lalongitudes2x + 5,el 66. La longitud es 3x-4, el 
área es 2х2 + 9х — 5. área es área es 
4x9 + 10x? + 6х +15 6x? — 8х3 +9x? – 9x — 4 


En los siguientes ejercicios, utilice el volumen dado de una caja y su longitud y anchura para expresar algebraicamente la 
altura. 


67. El volumen es 12x? + 20x? — 21x — 36, la 68. El volumen es 18x? — 21x? — 40x + 48, la 
longitud es 2x + 3, la anchura es 3x — 4. longitud es 3x- 4, la anchura es 3x- 4. 


69. El volumen es 10x? + 27x? + 2x — 24, la longitud 70. Elvolumen es 10x? + 30x? — 8x — 24, la longitud 
es 5x- 4, la anchura es 2х + 3. es 2, la anchura es x + 3. 


En los siguientes ejercicios, utilice el volumen y el radio dados de un cilindro para expresar algebraicamente su altura. 


71. El volumen es z(25x? — 65x? — 29x — 3), el radio 72. El volumen es z(4x? + 12x? — 15x — 50), el radio 
es 5х +1. es 2х + 5. 


73. El volumen es х(3х + 24х3 + 46х2 — 16x — 32), 
е! гааіо еѕ х + 4. 


3.6 Ceros de funciones polinómicas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Evaluar un polinomio con el teorema del resto. 
Utilizar el teorema del factor para resolver una ecuación polinómica. 
Utilizar el teorema del cero racional para hallar los ceros racionales. 
Hallar los ceros de una función polinómica. 
Utilizar el teorema de la factorización lineal para hallar polinomios con ceros dados. 
Utilizar la regla de los signos de Descartes. 
> Resolver aplicaciones del mundo real de las ecuaciones polinómicas. 


УУ у у у у 


Una nueva panadería ofrece pasteles decorados de varios pisos para exponerlos y cortarlos en celebraciones de 
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quinceañeras y bodas, así como pasteles en bandeja para servir a la mayoría de los invitados. La panadería quiere que el 
volumen de un pastel pequeño de bandeja sea de 351 pulgadas cúbicas. El pastel tiene forma de sólido rectangular. 
Quieren que la longitud del pastel sea diez centímetros más larga que la anchura y que la altura del pastel sea un tercio 
de la anchura. ¿Cuáles deben ser las dimensiones del molde? 


Este problema se resuelve al escribir una función cúbica y resolver una ecuación cúbica para el volumen del pastel. En 
esta sección, abordaremos una variedad de herramientas para escribir funciones polinómicas y resolver ecuaciones 
polinómicas. 


Evaluar un polinomio con el teorema del resto 


En la última sección, aprendimos a dividir polinomios. Ahora podemos utilizar la división de polinomios para evaluarlos 
con el teorema del resto. Si el polinomio se divide entre х— К, el resto se puede hallar rápidamente si evaluamos la 
función polinómica en К, es decir, / (К) Repasemos la demostración del teorema. 


Recordemos que el algoritmo de la división establece que, dado un dividendo polinómico f(x) y un divisor polinómico 
distinto de cero d(x) donde el grado de d(x) es menor o igual que el grado de f(x), existen polinomios únicos q(x) y r(x) 
tal que 


FG) = 4(х)а(х) + r(x) 
Si el divisor, d(x), es x — k, esto asume la forma 
FG) = (х – Юа(х) +r 
Dado que el divisor х — k es lineal, el resto será una constante, r. Si evaluamos esto рага х = k, tenemos 


РОЮ = (k — Юа(к) +r 
=0-q() +, 


=r 


En otras palabras, f(k) es el resto que se obtiene al dividir f(x) entre x — k. 


El teorema del resto 


Si un polinomio f(x) se divide entre x — k, entonces el restante es el valor f(k). 


(є cómo 


Dada una función polinómica f, evaluar f (x) en x = k con el teorema del resto. 


1. Utilice la división sintética para dividir el polinomio entre х — k. 
2. El restante es el valor f(k). 


BB 


Usar el teorema del resto para evaluar un polinomio 
Utilice el teorema del resto para evaluar f(x) = 6x* — x? — 15x? + 2х – 7 alas x = 2. 


© Solución 
Para hallar el restante con el teorema del resto, emplee la división sintética para dividir el polinomio entre x — 2. 


А 6 -1 -15 2 -—7 
12 22 14 32 
6 11 7 16 25 


El restante es 25. Por lo tanto, /(2) = 25. 
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©) Análisis 
Podemos comprobar nuestra respuesta al evaluar /(2). 


Рх) = 6х — x? — 15x? + 2х – 7 
ЈО) = 6(2)* – (2)? – 15(2)2 +22) –7 
= 25 


INTÉNTELO #1 Utilice el teorema del resto para evaluar f(x) = 2х5 — 3х4 – 9x3 + 8х2 +2 епх = —3, 


Usar el teorema del factor para resolver una ecuación polinómica 

El teorema del factor es otro teorema que nos permite analizar las ecuaciones polinómicas. Nos indica cómo se 

relacionan los ceros de un polinomio con los factores. Recordemos que el algoritmo de la división nos señala que 
Fx) = (х – Юа(х) +r. 

Si los valores de k es un cero, entonces el restante res f(k) = Оу f(x) = (х – к)а(х) +00 f(x) = (х — k)q(x). 


Observe que, escrito en esta forma, x — k es un factor de f(x). Podemos concluir que, si k es un cero de f(x), entonces 
х — k es un factor de f(x). 


Del mismo modo, si x — k es un factor de f(x), entonces el restante del algoritmo de la división f(x) = (х — k)g(x) +r 
es 0. Esto nos dice que k es un cero. 


Este par de implicaciones constituye el teorema del factor. Como veremos más adelante, un polinomio de grado n en el 
sistema de números complejos tendrá n ceros. Podemos utilizar el teorema del factor para factorizar completamente un 


polinomio en el producto de n factores. Una vez que el polinomio se ha factorizado por completo, podemos determinar 
fácilmente los ceros. 


El teorema del factor 


Según el teorema del factor, k es un cero de f(x) si y solo si (x — k) es un factor de f(x). 


(є cómo 


@ 
Dado un factor у un polinomio de tercer grado, utilizar el teorema del factor para factorizar el polinomio. 


Utilice la división sintética para dividir el polinomio entre (x — k). 
Confirme que el restante sea 0. 

Escriba el polinomio como el producto de (x — К) y el cociente cuadrático. 
Si es posible, factorice el cuadrático. 

Escriba el polinomio como producto de factores. 


а Э95 


Usar el teorema del factor para resolver una ecuación polinómica 


Demuestre que (x + 2) es un factor de x? — 6х2 — x + 30. Halle los factores restantes. Utilice los factores para 
determinar los ceros del polinomio. 


Sl о р с 


© Solución 
Podemos utilizar la división sintética para demostrar que (x + 2) es un factor del polinomio. 
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-2|1 -6 -1 30 
-2 16 -30 


1 -8 15 0 


El restante es cero, por lo que (x + 2) es un factor del polinomio. Podemos utilizar el algoritmo de la división para 
escribir el polinomio como el producto del divisor y el cociente: 


(х +2 (x? – 8х + 15) 
Podemos factorizar el factor cuadrático para escribir el polinomio como 
Qe + 2)(х — 3)(x — 5) 


Por el teorema del factor, los ceros de x? — 6х2 — x + 30 son -2,3 y 5. 


[>] INTÉNTELO #2 Utilice el teorema del factor para hallar los ceros de f(x) = x? + 4х2 — 4x – 16 dado que 
(x — 2) es un factor del polinomio. 


Usar el teorema del cero racional para hallar los ceros racionales 


Otro uso del teorema del resto es probar si un número racional es un cero para un polinomio dado. No obstante, 
primero necesitamos un conjunto de números racionales para probar. El teorema del cero racional nos permite reducir 
el número de posibles ceros racionales mediante la relación de los factores del término constante y los factores del 
coeficiente principal del polinomio. 


Consideremos una función cuadrática con dos ceros, x = 2 Ух = 3. Según el teorema del factor, estos ceros tienen 


factores asociados. Supongamos que cada factor es igual a O, y luego construyamos la función cuadrática original sin su 
factor de estiramiento. 


-10+ 
1 


Observe que dos de los factores del término constante, 6, son los dos numeradores de las raíces racionales originales: 2 
y 3. Del mismo modo, dos de los factores del coeficiente principal, 20, son los dos denominadores de las raíces 
racionales originales: 5 y 4. 


Podemos deducir que los numeradores de las raíces racionales serán siempre factores del término constante y los 
denominadores serán factores del coeficiente principal. Esta es la esencia del teorema del cero racional; es un medio 
para darnos un conjunto de posibles ceros racionales. 
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El teorema del cero racional 


El teorema del cero racional afirma que, si el polinomio f(x) = anx” + oepa +... + ajx + ау tiene coeficientes 
enteros, entonces cada cero racional de f(x) tiene la forma + donde p es un factor del término constante a y q es un 


factor del coeficiente principal an. 


Cuando el coeficiente principal es 1, los posibles ceros racionales son los factores del término constante. 


(ә cómo 


а 
Dada una función polinómica f(x), utilizar el teorema del cero racional para hallar los ceros racionales. 
1. Determine todos los factores del término constante y del coeficiente principal. 

2. Determine todos los valores posibles de = donde p es un factor del término constante y q es un factor del 


coeficiente principal. Incluya los candidatos tanto positivos como los negativos. 
3. Determine qué posibles ceros en realidad lo son al evaluar cada caso de FG). 


ЕИ 


Enumerar todos los posibles ceros racionales 
Enumere todos los posibles ceros racionales de f(x) = 2х® — 5x3 + x? — 4. 


© Solución 
Los únicos ceros racionales posibles de f(x) son los cocientes de los factores del último término, -4, y los factores del 
coeficiente principal, 2. 


El término constante es -4; los factores de -4 son р = +1, +2, +4. 
El coeficiente principal es 2; los factores de 2 son q = +1, +2. 


Si alguno de los cuatro ceros reales son ceros racionales, entonces serán de uno de los siguientes factores de -4 dividido 
entre uno de los factores de 2. 


= 1 4 4 
=Ł т, El, 1? 


t3 


2 р _ 
‚+2, 5 


= + 


р 
q q 


2 q 
Observe que 5 = 1у 5 = 2, que ya se han enumerado. Así que podemos acortar nuestra lista. 


р _ Factores de la última 
q Factores de la primera 


Э Э95 


Usar el teorema del cero racional para hallar los ceros racionales 
Utilice el teorema del cero racional para hallar los ceros racionales de f(x) = 2х3 + x2-4x+1. 


= 1l, +2, +4, +1, 


N| = 


© Solución 
El teorema del cero racional nos dice que si г es un cero de f(x), entonces р es un factor de 1 y q es un factor де 2. 
р — _factor de término constante 
q factor de coeficiente principal 
— factor de 1 
factor de 2 


Los factores de 1 son +1 y los factores de 2 son +1 y +2. Los posibles valores de 2 son +1 y +2. Estos son los posibles 


ceros racionales de la función. Podemos determinar cuáles de los posibles ceros son realmente ceros al sustituir estos 
valores por x en f(x). 
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А1) = 20-1) + (1? – 4-0) +1=4 
УО) = 2(1)3 + (12 – 400) +1=0 
еее ee (2) 13 
703) =20) +0) 40) +1= 3 
1 


De esos, –1, — 4, y 5 no son ceros de f(x). 1 es el único cero racional de f(x). 


[>] INTÉNTELO #3 Utilice el teorema del cero racional para hallar los ceros racionales de 
Рх) = х -5x +2х +1. 


Hallar los ceros de las funciones polinómicas 


El teorema del cero racional nos permite reducir la lista de posibles ceros racionales de una función polinómica. Una vez 
hecho esto, podemos utilizar la división sintética repetidamente para determinar todos los ceros de una función 
polinómica. 


(є cómo 


Dada una función polinómica f, utilizar la división sintética para hallar sus ceros. 


1. Utilice el teorema del cero racional para enumerar todos los posibles ceros racionales de la función. 

2. Utilice la división sintética para evaluar un posible cero dado al dividir sintéticamente el candidato en el 
polinomio. Si el restante es 0, el candidato es un cero. Si el restante no es cero, descarte el candidato. 

3. Repita el segundo paso con el cociente hallado con la división sintética. Si es posible, continúe hasta que el 
cociente sea un cuadrático. 

4. Halle los ceros de la función cuadrática. Dos métodos posibles para resolver cuadráticas son la factorización y el 
uso de la fórmula cuadrática. 


BR 


Hallar los ceros de una función polinómica con ceros reales repetidos 
Halle los ceros de f(x) = 4x? — Зх — 1. 


© Solución 


El teorema del cero racional nos dice que si Е es un сего de f(x), entonces р es un factor de -1 y q es un factor de 4. 
P — _factor de término constante 
q factor de coeficiente principal 
— factor de —1 
factor de 4 


Los factores de — 1 son +1 y los factores de 4 son +1, +2, y +4. Los posibles valores de 2 son +1, +1,4, y +1. Estos 


son los posibles ceros racionales de la función. Utilizaremos la división sintética para evaluar cada uno de los posibles 
ceros hasta encontrar uno que dé un resto de 0. Empecemos con 1. 


114 0 -3 -1 
4 4 1 
44 1 0 


Dividiendo entre (x- 1) da un restante de 0, por lo que 1 es un cero de la función. El polinomio puede escribirse como 
(х— 1)(4х2 + 4x + 1). 


La cuadrática es un cuadrado perfecto. f(x) puede escribirse como 
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(х-1)(2х + 1)2. 


Ya sabemos que el 1 es ип cero. El otro cero tendrá una multiplicidad de 2 porque el factor es cuadrado. Para hallar el 
otro cero, podemos llevar el factor igual a 0. 


2x+1=0 


*x=-— 


ni 


Los ceros de la función son 1 y -4 con multiplicidad 2. 
Q Análisis 
Mire el gráfico de la función f en la Figura 1. Observe que, en x = —0,5, el gráfico rebota en el eje x, lo cual indica la 


multiplicidad par (2,4,6...) para el cero —0,5. En x = 1, el gráfico cruza el eje x, lo cual indica la multiplicidad impar (1, 3, 
5...) para el cero x = 1. 


Figura 1 


Usar el teorema fundamental del álgebra 


Ahora que podemos hallar los ceros racionales de una función polinómica, veremos un teorema que aborda el número 
de ceros complejos de una función polinómica. El teorema fundamental del álgebra nos instruye que toda función 
polinómica tiene al menos un cero complejo. Este teorema constituye la base para la resolución de ecuaciones 
polinómicas. 


Supongamos que f es una función polinómica de grado cuatro, y f(x) = 0. El teorema fundamental del álgebra 
establece que existe al menos una solución compleja, llámese ст. Por el teorema del factor, podemos escribir f(x) como 
producto de x — су y un cociente polinómico. Dado que x — с] es lineal, el cociente polinómico será de grado tres. Ahora 
aplicamos el teorema fundamental del álgebra al cociente del polinomio de tercer grado. Tendrá al menos un cero 
complejo, llámese со. Así que podemos escribir el cociente de polinomios como un producto de x — с) y un nuevo 
cociente polinómico de grado dos. Continúe aplicando el teorema fundamental del álgebra hasta hallar todos los ceros. 
Serán cuatro y cada uno de ellos arrojará un factor de f(x). 


El teorema fundamental del álgebra establece que, si f(x) es un polinomio de grado п > 0, entonces f(x) tendrá al 
menos un cero complejo. 


Podemos utilizar este teorema para argumentar que, si f(x) es un polinomio de grado п > 0, y a es un número real 
distinto de cero, entonces f(x) tiene exactamente n factores lineales 


Fx) = а(х — с|)(х — с2)...(х — сп) 


donde сі, со, ..., Сп SON Números complejos. Por lo tanto, f(x) tiene n raíces si permitimos las multiplicidades. 


3| PREGUNTAS Y ¿Todo polinomio tiene al menos un cero imaginario? 
RESPUESTAS 


No. Un número complejo no es necesariamente imaginario. Los números reales también 
son números complejos. 
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E 


Hallar los ceros de una función polinómica con ceros complejos 
Halle los ceros de f(x) = Зх? + 9х2 +x 43. 


© Solución 
El teorema del cero racional nos dice que si 2 es un cero de f(x), entonces р es un factor de 3 y q es un factor de 3. 


— factor de término constante 
factor de coeficiente principal 


— factor de 3 
— factor de 3 


Los factores de 3 son +1 y +3. Los posibles valores de Z, y, por ende, los posibles ceros racionales de la función son 


+3,+1у + 1. Utilizaremos la división sintética para evaluar cada uno de los posibles ceros hasta encontrar uno que dé 


э y 


un restante de 0. Empecemos con -3. 


313 91 3 
-9 0 -3 
з 0 1 0 


Dividiendo entre (x + 3) da un restante de 0, por lo que -3 es un cero de la función. El polinomio puede escribirse como 
(х + 3)(3х2 + 1) 
Podemos entonces fijar Іа cuadrática igual a 0 y resolver para hallar los demás ceros de la función. 
3х2 +1=0 


= 1 
PUE 


Е Т.А 
STENTI кыса 


Los ceros de f(x) son -3 y g 
Q Análisis 
Mire el gráfico de la función f en la Figura 2. Observe que, en x = —3, el gráfico cruza el eje x, lo cual indica una 


multiplicidad impar (1) para el cero. x =— 3. Observe también la presencia de los dos puntos de inflexión. Esto significa 
que, al existir un polinomio de 3. grado, estamos ante el máximo número de puntos de inflexión. Así, el 
comportamiento final de aumento sin límite hacia la derecha y disminución sin límite hacia la izquierda continuará. Por 
lo tanto, se muestran todas las intersecciones еп x para la función. Así que, o bien la multiplicidad de x = —3 es 1 y hay 
dos soluciones complejas, que es lo que encontramos, o la multiplicidad en x = —3 es tres. En cualquier caso, nuestro 
resultado es correcto. 


Figura 2 


[>] INTÉNTELO #4 Halle los ceros de f(x) = 2х3 + 5х2 — 11x +4. 
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Usar el teorema de la factorización lineal para hallar polinomios con ceros dados 


Una implicación vital del teorema fundamental del álgebra, como mencionamos anteriormente, es que una función 
polinómica de grado n tendrá п ceros en el conjunto de los números complejos, si permitimos las multiplicidades. Esto 
significa que podemos factorizar la función polinómica en n factores. El teorema de la factorización lineal nos señala 
que una función polinómica tendrá el mismo número de factores que su grado, y que cada factor estará en la forma 
(x — с), donde с es un número complejo. 


Supongamos que f es una función polinómica con coeficientes reales, y supongamos que a + bi, b + 0, es un cero de 
f(x). Entonces, según el teorema del factor, x — (a + bi) es un factor de f(x). Para que f tenga coeficientes reales, 

x — (a — bi) también deberá ser un factor de f(x). Esto es así porque cualquier factor que no sea x — (a — bi), cuando se 
multiplica por x — (a + bi), dejará componentes imaginarios en el producto. Solo la multiplicación con pares conjugados 
eliminará las partes imaginarias y dará lugar a coeficientes reales. En otras palabras, si una función polinómica f con 
coeficientes reales tiene un cero complejo a + bi, entonces el conjugado complejo a — bi también será un cero de f(x). 
Esto se denomina el teorema del conjugado complejo. 


Teorema del conjugado complejo 


Según el teorema de la factorización lineal, una función polinómica tendrá el mismo número de factores que su 
grado, y cada factor estará en la forma (x — c), donde c es un número complejo. 


Sila función polinómica f tiene coeficientes reales y un cero complejo en la forma a + bi, entonces el conjugado 
complejo del cero, a — bi, también es un cero. 


(є cómo 
@ 


Dados los ceros de una función polinómica f y un punto (с, f(c)) en el gráfico de f, utilizar el teorema de la 
factorización lineal para hallar la función polinómica. 


Utilice los ceros para construir los factores lineales del polinomio. 
Multiplique los factores lineales para expandir el polinomio. 

Sustituya (c, f (c)) en la función para determinar el coeficiente principal. 
Simplifique. 


да 95 


Usar el teorema de la factorización lineal para hallar un polinomio con ceros dados 
Halle un polinomio de cuarto grado con coeficientes reales que tenga ceros de -3, 2, i, de manera que f(-2) = 100. 


POINTE 


© Solución 

Dado que x = ¡es un cero, según el teorema del conjugado complejo x =— i también es un cero. El polinomio tendrá 
factores de (x + 3), (х— 2), (х – 1), y (x + i). Ya que estamos buscando un polinomio de grado 4, y ahora tenemos 
cuatro ceros, tenemos los cuatro factores. Empecemos por multiplicar estos factores. 


/(х) = а(х + 3)(х — 2)(х — (х +) 
ЈО) = a(x? + х — 6)(х? +1) 
/(х) = а(х +x — 5x? +x- 6) 
Tenemos que hallar а para asegurar que /(—2) = 100. Sustituya x =-2 y f(2) = 100 еп f(x). 
100 = a((- 2f + (2) — 5(—2)? + (2) - 6) 
100 = a(—20) 


-5 =a 


Así que la función polinómica es 


Р) = -5x4 + х? — 5х2 +x-6) 
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f00)=-5x* — 5x? + 25x? — 5x + 30 
©) Análisis 
Hemos comprobado que tanto i y —i eran ceros, pero solo había que dar uno de estos ceros. Si los valores de і es un 


cero de un polinomio con coeficientes reales, entonces —i también será un cero del polinomio porque —i es el 
conjugado complejo de i. 


[0] PREGUNTAS Y Si 2 + 3i se diera como un cero de un polinomio con coeficientes reales, sería 2 — 3i 
RESPUESTAS ¿también tiene que ser un cero? 


Sí. Cuando cualquier número complejo соп un componente imaginario se da como un cero de 
un polinomio con coeficientes reales, el conjugado también será un cero del polinomio. 


[>] INTÉNTELO #5 Halle un polinomio de tercer grado con coeficientes reales que tenga ceros de 5 y —2i de 
manera дие f(1) = 10. 


Usar la regla de los signos de Descartes 


Existe una forma directa de determinar el número posible de ceros reales positivos y negativos de cualquier función 
polinómica. Si el polinomio se escribe en orden descendente, la regla de los signos de Descartes nos habla de una 
relación entre el número de cambios de signo en f(x) y el número de ceros reales positivos. Por ejemplo, la función 
polinómica siguiente tiene un cambio de signo. 


100) = + x+x+x-1 


Esto nos indica que la función tendrá 1 cero real positivo. 
Existe una relación similar entre el número de cambios de signo en f(—x) y el número de ceros reales negativos. 


Қ) = IA OA OA 1 
Қ-х) = += +x?=x- 1 


CANA 


En este caso, f(—x) tiene 3 cambios de signo. Esto nos dice que f(x) puede tener 3 o 1 ceros reales negativos. 


La regla de los signos de Descartes 


Según la regla de los signos de Descartes, supongamos que f(x) = anx” + кылд" +... апл + ао еѕ ипа 
función polinómica con coeficientes reales: 


• El número de ceros reales positivos es igual al número de cambios de signo de f(x) o es menor que el número 
de cambios de signo en un número entero par. 

• El número de ceros reales negativos es igual al número de cambios de signo de f(x) o es menor que el número 
de cambios de signo en un número entero par. 


Шыны aaa 


Usar la regla de los signos de Descartes 
Utilice la regla de los signos de Descartes para determinar el número posible de ceros reales positivos y negativos para 
Хх) = -xt -3x? + 6x? — 4x — 12. 


© Solución 
Comience por determinar el número de cambios de signo. 
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f(x) = —х* —3x? +6x? —4x — 12 
E, 


Figura 3 


Hay dos cambios de signo, por lo que hay 2 о 0 raíces reales positivas. A continuación, examinamos f(=x) para 
determinar el número de raíces reales negativas. 


/(—х) = —(—х)# – a + 6(—х)? — 4(—х) — 12 
/(=х) = —х®* +3 + 6x? +4х— 12 


К—х) = —х* +ЗхЗ +6x? +4x — 12 
Р. E, 


Figura 4 
De nuevo, hay dos cambios de signo, por lo que hay 2 о 0 raíces reales negativas. 


Hay cuatro posibilidades, como podemos ver en la Tabla 1. 


Ceros reales positivos Сегоѕ reales negativos Сегоѕ complejos Total de ceros 


2 2 0 4 
2 0 2 4 
0 2 2 4 
0 0 4 4 


Tabla 1 


©) Análisis 
Podemos confirmar el número de raíces reales positivas y negativas al examinar un gráfico de la función. Vea la Figura 5. 
Observamos en el gráfico que la función tiene O raíces reales positivas y 2 raíces reales negativas. 


y 


Қх) = —х* -3x% +6x? —4x – 12 


Figura 5 


у 


INTÉNTELO #6 Utilice la regla de los signos de Descartes para determinar el número máximo posible de 
ceros reales positivos y negativos para f(x) = 2x4 — 10x? + 11x? — 15x + 12. Utilice un 
gráfico para verificar el número de ceros reales positivos y negativos de la función. 
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Resolver aplicaciones del mundo real 


Ahora hemos introducido una variedad de herramientas para resolver ecuaciones polinómicas. Utilicemos estas 
herramientas para resolver el problema de la panadería al principio de la sección. 


94 


Resolver ecuaciones polinómicas 

Una nueva panadería ofrece pasteles decorados de varios pisos para exponerlos y cortarlos en celebraciones de 
quinceañeras y bodas, así como pasteles en bandeja para servir a la mayoría de los invitados. La panadería quiere que el 
volumen de un pastel pequeño de bandeja sea de 351 pulgadas cúbicas. El pastel tiene forma de sólido rectangular. 
Quieren que la longitud del pastel sea diez centímetros más larga que la anchura y que la altura del pastel sea un tercio 
de la anchura. ¿Cuáles deben ser las dimensiones del molde? 


© Solución 

Empiece por escribir una ecuación para el volumen del pastel. El volumen de un sólido rectangular viene dado por 

V = Iwh. Nos dieron que la longitud debe ser cuatro pulgadas más larga que la anchura, por lo que podemos expresar 
la longitud del pastel como / = w + 4. Nos han dado que la altura del pastel es un tercio de la anchura, por lo que 


podemos expresar la altura como h = tw. Escribamos el volumen del pastel en términos de su anchura. 


V = (ш + 4)(0)(1ш) 
-i 342 

V =3wW +з 

Sustituya el volumen dado en esta ecuación. 
1 4 : 
351 = Zur + tw? Sustituya 351 por V. 
1053 = и? + 4и? Multiplique ambos lados рог 3. 
0 =w? + 4w? – 1053 Reste 1053 de ambos lados. 

La regla de los signos de Descartes nos indica que hay una solución positiva. El teorema del cero racional nos indica que 
los posibles ceros racionales son +1, +3,...3, +9, +13, +27, +39, +81, +117, +351, y +1053. Podemos utilizar 
la división sintética para comprobar estos posibles ceros. Solo los números positivos tienen sentido como dimensiones 


para un pastel, así que no necesitamos probar ningún valor negativo. Empecemos por probar los valores que tienen más 
sentido como dimensiones para un pastel de molde pequeño. Utilice la división sintética para comprobar x = 1. 


11 4 O -—1053 
1 5 5 
1 5 5 —1048 
Ya que 1 no es una solución, comprobaremos x = 3. 
311 4 0 —1053 
3 21 63 
17 21 —990 


Ya que 3 tampoco es una solución, probaremos х = 9. 


911 4 0 —1053 
9 117 1053 


113117 0 


La división sintética da un restante de O, por lo que 9 es una solución de la ecuación. Podemos utilizar las relaciones 
entre la anchura y las demás dimensiones para determinar la longitud y la altura del molde del pastel. 


1 1 
CIDO IO 


El molde debería tener unas dimensiones de 13 pulgadas por 9 pulgadas por 3 pulgadas. 


[>] INTÉNTELO #7 Un contenedor de transporte con forma de sólido rectangular deberá tener un volumen de 
84 metros cúbicos. El cliente indica al fabricante que, debido al contenido, la longitud del 
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contenedor deberá ser un metro mayor que la anchura, y la altura deberá ser un metro 
mayor que el doble de la anchura. ¿Cuáles deberán ser las dimensiones del contenedor? 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con los ceros de las funciones 
polinómicas. 


Ceros reales, factores y gráficos de funciones polinómicas (http://openstax.orq/l/realzeros) 
Teorema de la factorización compleja (http://openstax.org/l/factortheorem) 

Hallar los ceros de una función polinómica (http://openstax.org/l/findthezeros) 

Hallar los ceros de una función polinómica 2 (http://openstax.org/l/findthezeros2) 

Hallar los ceros de una función polinómica З (http://openstax.org/l/findthezeros3) 


3.6 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. Describa un uso del 
teorema del resto. 


2. Explique por qué el teorema 
del cero racional no 
garantiza que se hallen los 
ceros de una función 
polinómica. 


3. ¿Cuál es la diferencia entre 
los ceros racionales y los 
reales? 


4. Sila regla de los signos de 5. Sila división sintética revela 


Descartes revela un no 
cambio de signos o un signo 
de cambios, ¿qué conclusión 
concreta se puede extraer? 


un cero, ¿por qué 
deberíamos probar de 
nuevo ese valor como 
posible solución? 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, utilice el teorema del resto para hallar el restante. 


6. (х4 – 9x? + 14) + (x — 2) 7. (3х3 — 2x? +x — 4) + (x +3) 8. (х4 + 5х3 – 4х – 17) +(x +1) 


9. (3х2 + 6х +24) + (x — 4) 10. (5х5 — 4х4 + 3х3 — 2х2 + x-1) + (х +6) 


11. (1-1) +(x-4) 12. (3х3 +4x? -8x+2)=(x-3) 13. (4x +5x? -2x+7) +(x+2) 


En los siguientes ejercicios, utilice el teorema del factor para hallar todos los ceros reales de la función polinómica dada y 
un factor. 


14. f(x) = 2х3 — 9х2 + 13x — 6; x-1 15. f(x) = 2х3 +x? — 5x + 2; x+2 
16. f(x) = 3x? +x? — 20x + 12; x+3 17. f(x) = 2х3 + 3х2 + x + 6; х+2 
18. f(x) = —5х% + 16х2 -9; x-3 19. x? +3х2 +4x +12; x+3 


20. 4x3 -7x +3; x-1 21. 2х3 +5x2-12x-30, 2x+5 
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En los siguientes ejercicios, utilice el teorema del cero racional para hallar todos los ceros reales. 


22. x? -3x2-10x+24=0 23. 2х3 +7x? — 10х-24=0 24. x? + 2х2 – 9х – 18 = 0 


25. x? + 5х2 – 16х- 80 = 0 26. х? – 3х2 – 25х + 75 = 0 27. 2х3 – 3x? – 32х – 15 = 0 


28. 2х3 +x? – 7х-6=0 29. 2x? – 3х2 -х+1=0 30. 3x? – х2 – 11х-6=0 

31. 2х3 – 5х2 +9х-9=0 32. 2х3 — 3x? +4х+3 = 0 33. 1-2 – 7х2 + 8х + 12 = 0 
34. х^ + 2х3 – 9х2 -2x+8=0 35. 4х4 + 4х3 – 25х2 -х+6= 0 

36. 2х4 — 3x? — 15х2 + 32х – 12 = 0 37. xf + 2х3 – 4х2 – 10х 5 = 0 

38. 4х%—3х+1=0 39. 8х“ + 263 + 39х2 + 26х+6 


Еп los siguientes ejercicios, halle todas las soluciones complejas (reales y no reales). 


40. x? +x? +х+1=0 41. x? — 8x? +25x -26 =0 42. x? +13x? + 57х + 85 = 0 


43. 3x? – 4х2 +11х+10=0 44. xt + 2х3 + 2202 + 50х – 75 = 0 


45. 2х3 — 3х2 +32х +17 = 0 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, utilice la regla de Descartes para determinar el número posible de soluciones positivas y 
negativas. A continuación, trace un gráfico para confirmar cuál de esas posibilidades es la combinación real. 


46. (х) = х? 1 47. f(x) = xt — x-1 48. (х) = х? – 2х2 – 5х+6 
49. р(х) = х? – 2х2 + х-1 50. f(x) = х + 2х3 — 12x? + 14х – 5 
51. f(x) = 2х3 + 37х2 + 200х + 300 52. р(х) = х? — 2х2 — 16x + 32 

53. р(х) = 2х4 — 5х3 — 5х2 + 5х +3 54. f(x) = 2х — 5x? — 14x? + 20x +8 


55. f(x) = 10х4 – 21x? +11 


Numéricos 


En los siguientes ejercicios, enumere todos los posibles ceros racionales de las funciones. 


56. /(х)=х%+3х%—4х+4 57. /(х)=2х +3х2—-8х+5 58. 03 +5х2—5х+4 


59. f(x)=6x%-—10x2+13x+1 60. /(х) = 4х5 – 10x% + 8х5 +x? – 8 


Acceso gratis en openstax.org 


3.6 * Ceros de funciones polinómicas 365 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice la calculadora para graficar la función polinómica. A partir del gráfico, halle los ceros 
racionales. Todas las soluciones reales son racionales. 


61. f(x) = 6х – 7х2 +1 62. f(x) = 4х3 – 4х2 – 13х-5 63. (х) = 8х3 – 6х2 – 23х+6 


64. f(x) = 12x4 + 55х3 + 12x? — 117x + 54 65. f(x) = 16х4 — 24x? + x? — 15x + 25 


Extensiones 


En los siguientes ejercicios, construya una función polinómica del menor grado posible con la información dada. 


66. Raíces reales: -1, 1,3 y 67. Raíces reales: -1, 1 (con 68. Raíces reales: -2, 4 (con 
(2,7(02)) = (2,4) multiplicidad 2 y 1) y multiplicidad 2) y 
2, f 2) = (2,4) (3, f (—3)) = (—3, 5) 
69. Raíces reales: – 2, 0, 1 y 70. Raíces reales: -4, -1, 1,4 y 
(22, f C2) = (22, 6) C2, $42) = (2, 10) 


Aplicaciones en el mundo real 


En los siguientes ejercicios, halle las dimensiones de la caja descrita. 


71. La longitud es el doble de 72. La longitud, la anchura y la 73. La longitud es una pulgada 


la anchura. La altura es 2 altura son números más que la anchura, que es 
pulgadas mayor que la enteros consecutivos. El una pulgada más que la 
anchura. El volumen es de volumen es de 120 altura. El volumen es de 
192 pulgadas cúbicas. pulgadas cúbicas. 86,625 pulgadas cúbicas. 


74. La longitud es tres veces la 75. La longitud es 3 pulgadas 


altura y la altura es una más que la anchura. La 
pulgada menos que la anchura es 2 pulgadas más 
anchura. El volumen es de que la altura. El volumen es 
108 pulgadas cúbicas. de 120 pulgadas cúbicas. 


En los siguientes ejercicios, halle las dimensiones del cilindro circular descrito. 


76. El radio es 3 pulgadas más 77. La altura es uno menos 78. El radio y la altura difieren 
que la altura. El volumen es que la mitad del radio. El en un metro. El radio es 
16л pulgadas cúbicas. volumen es 727 metros mayor y el volumen es 487 
cúbicos. metros cúbicos. 


79. El radio y la altura difieren 80. 80. El radio es + metro 


3 
en dos metros. La altura es mayor que la altura. El 
mayor y el volumen es volumen es 28 л metros 


28,1257 metros cúbicos. тр ә 
cúbicos. 
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3.7 Funciones racionales 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Utilizar la notación de flechas. 
Resolver problemas aplicados con funciones racionales. 
Hallar los dominios de las funciones racionales. 
Identificar las asíntotas verticales. 
Identificar las asíntotas horizontales. 
Graficar funciones racionales. 


vvvvv 


Supongamos que sabemos que el costo de fabricación de un producto depende del número de artículos, x, producidos. 
Esto viene dado por la ecuación C(x) = 15.000x — 0,1х2 + 1.000. Si queremos saber el costo promedio de producir x 
artículos, dividiríamos la función de costo entre el número de artículos, x. 


La función de costo promedio, que arroja el costo promedio por artículo para x artículos producidos, es 


15.000x — 0,1x2 + 1.000 
х 


ЈО) = 


Muchos otros problemas de aplicación requieren hallar un valor promedio de forma similar, para darnos variables en el 
denominador. Esta función, escrita sin ninguna variable en el denominador, contendrá una potencia entera negativa. 


En las últimas secciones, hemos trabajado con funciones polinómicas, que son funciones con enteros no negativos para 
los exponentes. En esta sección, exploramos las funciones racionales, que tienen variables en el denominador. 


Usar la notación de flechas 


Hemos visto los gráficos de la función recíproca básica y de la función recíproca al cuadrado a partir de nuestro estudio 
de las funciones de la caja de herramientas. Examine estos gráficos, como se muestra en la Figura 1, y observe algunas 
de sus características. 


Gráficos de las funciones del kit de herramientas 


y 
a 


А 
Ss 

x |e 
P 
2% 
| 


Figura 1 


Varios aspectos son evidentes si examinamos el gráfico de f(x) = 1. 


1. En la rama izquierda del gráfico, la curva se acerca al eje х (у = 0) dado que x >-00, 


2. Amedida que el gráfico se acerca a x = O desde la izquierda, la curva desciende; sin embargo, a medida que nos 
acercamos a cero desde la derecha, la curva sube. 


3. Finalmente, en la rama derecha del gráfico, las curvas se acercan al eje х (у = 0) dado que x => 00, 


Para resumir, utilizamos la notación de flecha para mostrar que x o f(x) se acerca a un valor determinado. Vea la Tabla 
T, 
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Símbolo Significado 


x>a x se acerca a a desde la izquierda ( x < a pero está cerca de а). 


x se acerca а a desde la derecha (х > a pero está cerca de а). 


х э 0 х se acerca al infinito ( х aumenta sin límite) 
x> -—00 x se acerca al infinito negativo ( x disminuye sin límite) 
Рх) > w la salida se acerca al infinito (la salida aumenta sin límite) 


fœ) > –% la salida se acerca al infinito negativo (la salida disminuye sin límite) 


FO) => a la salida se acerca a a 


Tabla 1 Notación de flechas 


Comportamiento local de f(x) = 1. 


Empecemos por ver la función recíproca, f(x) = 1. No podemos dividir entre cero, lo que significa que la función es 
indefinida en x = 0; por lo que el cero no está en el dominio. A medida que los valores de entrada se acercan a cero 
desde el lado izquierdo (para convertirse en valores muy pequeños y negativos), los valores de la función disminuyen sin 
límite (en otras palabras, se acercan al infinito negativo). Podemos ver este comportamiento en la Tabla 2. 


X -0,1 -0,01 -0,001 -0,0001 
Хо) = 1-10 -100 -1.000 -10.000 
Tabla 2 
Escribimos en la notación de flechas 


dado que x > 07, f(x) > —% 


A medida que los valores de entrada se acercan a cero desde el lado derecho (para convertirse en valores positivos muy 


pequeños), los valores de la función aumentan sin límite (se acercan al infinito). Podemos ver este comportamiento en la 
Tabla 3. 


Xx 0,1 | 0,01 0,001 0,0001 
fG)= 10 100 1.000 10.000 
Tabla 3 
Escribimos en la notación de flechas 


Dado que x > 0+, f(x) > Ф. 


Vea la Figura 2. 
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Como x > 0* 
f(X) => о 
y 

4 

3 

2 

1 
Como Х > —% Е Сото x > хо 
х) => 0 f(x) >0 


Como x >0 
f(X) > 


Figura 2 


Este comportamiento crea una asíntota vertical, que es una línea vertical a la que se acerca el gráfico, pero nunca 
cruza. En este caso, el gráfico se acerca a la línea vertical x = 0 a medida que la entrada se acerca a cero. Vea la Figura 3. 


y 


Figura 3 
Asíntota vertical 


La asíntota vertical de un gráfico es una línea vertical x = a donde el gráfico tiende hacia el infinito positivo o 
negativo a medida que la entrada se acerca a a ya sea a la izquierda o a la derecha. Escribimos 


Dado que x > а7, f(x) > +% ох э at, f(x) > +0, 


Comportamiento final de f(x) = 1 


Dado que los valores де х se acercan al infinito, los valores de la función se acercan a 0. Dado que los valores de х se 
acercan al infinito negativo, los valores de la función se acercan a 0. Vea la Figura 4. Simbólicamente, mediante la 
notación de flechas 


Dado que x > ©, f(x) — Oy dado que x => —00, f(x) > 0. 
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Como x >0* 
Қх) > 


Como x —> œ 
+ + +=X 


+ 
1 2 з 4 &хәо 


Como x => 07 
f(x) > —оо 


Figura 4 


Con base en este comportamiento general y en el gráfico, vemos que la función se acerca a 0, pero nunca llega 
realmente a 0; parece que se nivela a medida que aumentan las entradas. Este comportamiento crea una asíntota 
horizontal, una línea horizontal a la que se acerca el gráfico a medida que la entrada aumenta o disminuye sin límite. En 
este caso, el gráfico se acerca a la línea horizontal у = О. Vea la Figura 5. 


Figura 5 


Asíntota horizontal 


La asíntota horizontal de un gráfico es una línea horizontal y = b donde el gráfico se aproxima a la línea a medida 
que las entradas aumentan o disminuyen sin límite. Escribimos 


Dado дие x > о 0x>-0, f(x) > Б. 


Usar la notación de flechas 
Utilice la notación de flecha para describir el comportamiento final y el comportamiento local de la función graficada en 
la Figura 6. 
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о 
+ 
АҮТТЧІТТТТТТТІТТТТТЧҸ 


XK 
3 4 5 6 
-4l 
-6l 
-gl 
-107 
Figura 6 


© Solución 
Observe que el gráfico muestra una asíntota vertical en x = 2, que nos señala que la función es indefinida en x = 2. 


Dado que x > 27, f(x) > —%, y dado que x — 2+, f(x) > Ф. 


Además, a medida que las entradas disminuyen sin límite, el gráfico parece nivelarse en los valores de salida de 4, lo que 
indica una asíntota horizontal en y = 4. A medida que las entradas aumentan sin límite, el gráfico se nivela en 4. 


Dado que x > Фо, f(x)— 4y dado que x > —00, f(x) > 4. 


м 


INTÉNTELO #1 Use la notación de flecha para describir el comportamiento final у el comportamiento local 
de la función recíproca al cuadrado. 


шз aaa 


Usar transformaciones para graficar una función racional 
Dibuje un gráfico de la función recíproca, desplazada 2 unidades hacia la izquierda y 3 unidades hacia arriba. Identifique 
las asíntotas horizontales y verticales del gráfico, si las hay. 


© Solución 
Al desplazar el gráfico 2 unidades hacia la izquierda y 3 unidades hacia arriba se obtendría la función 


1 
eS t? 


o, de forma equivalente, al conferir a los términos un denominador común, 


El gráfico de la función desplazada se muestra en la Figura 7. 
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a «0606 { 


1+ 
+ су ++ SHA X 
100 1 2 3 4 5 6 7 
к! 


! 
N 
+ 


Figura 7 
Observe que esta función es indefinida en x = —2, y el gráfico también muestra una asíntota vertical en х = —2. 
Dado que x > -27, f(x) > —0, y dado que x > 2%, х) э Ф. 


A medida que las entradas aumentan y disminuyen sin límite, el gráfico parece nivelarse еп los valores de salida de 3, lo 
que indica una asíntota horizontal en y = 3. 


Dado que x > +0, f(x) => 3. 
©) Análisis 


Observe que las asíntotas horizontales y verticales se desplazan 2 unidades hacia la izquierda y 3 unidades hacia arriba, 
junto con la función. 


[>] INTÉNTELO #2 Dibuje el gráfico y halle las asíntotas horizontales y verticales de la función recíproca al 
cuadrado que se ha desplazado 3 unidades hacia la derecha y 4 unidades hacia abajo. 


Resolver problemas aplicados con funciones racionales 


3x+7 
x+2 
es un ejemplo de función racional. La función racional es aquella que se escribe como el cociente de dos funciones 


polinómicas. Muchos problemas del mundo real exigen que hallemos el cociente de dos funciones polinómicas. Los 
problemas que implican tasas y concentraciones a menudo implican funciones racionales. 


En el Ejemplo 2, hemos desplazado una función de la caja de herramientas de manera que la función f(x) = . Este 


Función racional 


La función racional es aquella que se escribe como el cociente de dos funciones polinómicas P(x) y Q(x). 


Te Р(х) арх? + поа +... ах Тао 
Ох) Баха + by xl +... + bix + bo 


Шш] a 


Resolver un problema aplicado con una función racional 
Después de quedarse sin suministros preempacados, una enfermera de un campo de refugiados prepara una solución 


‚О0) #0 
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de azúcar intravenosa para los pacientes del hospital de campaña. Un gran tanque de mezcla contiene actualmente 100 
galones de agua en los que se han mezclado 5 libras de azúcar. Un grifo se abrirá para verter 10 galones por minuto de 
agua en el tanque, al mismo tiempo que se vierte azúcar a un ritmo de 1 libra por minuto. Halle la concentración (libras 
por galón) de azúcar en el tanque después de 12 minutos. ¿Es una concentración mayor que al principio? 


© Solución 
Supongamos que f es el número de minutos desde que se abrió el grifo. Dado que el agua aumenta a 10 galones por 
minuto, y el azúcar aumenta a 1 libra por minuto, estas son tasas constantes de cambio. Esto nos indica que la cantidad 
de agua en el tanque cambia linealmente, al igual que la cantidad de azúcar. Podemos escribir una ecuación de forma 
independiente para cada una de ellas: 

agua: W(t) = 100 + 10 en galones 

azúcar: S(t) = 5 + 11 en libras 


La concentración, C, será la proporción de libras de azúcar por galones de agua 


5+1 
100 + 10ї 


La concentración después de 12 minutos viene dada por la evaluación de С(т)епт= 12. 


C(t) = 


= 5+12 
C(12) = 100+10(12) 


17. 
7 220 


Esto significa que la concentración es de 17 libras de azúcar рог 220 galones де agua. 


Al principio, la concentración es 


= 5+0 
C(0) = 100+10(0) 
=. 
7 20 
Dado que 2 z 0,08 > =: = 0,05, la concentración es mayor después de 12 minutos que al principio. 
©) Análisis 


Para calcular la asíntota horizontal, divida el coeficiente principal del numerador entre el coeficiente principal del 
denominador: 

1 

10 
Observe que la asíntota horizontal es y = 0,1. Esto significa que la concentración, С, la proporción de libras de azúcar 
por galones de agua, se acercará a 0,1 a largo plazo. 


0,1 


[>] INTÉNTELO #3 Hay 1.200 estudiantes de primer año y 1.500 de segundo en una concentración al mediodía. 
Después de las 12 p. m., 20 estudiantes de primer año llegan a la concentración cada cinco 
minutos, mientras que 15 estudiantes de segundo año la abandonan. Halle la relación de 
estudiantes de primer y segundo años a la 1 p. m. 


Hallar los dominios de las funciones racionales 


La asíntota vertical representa un valor en el que una función racional es indefinida, por lo que ese valor no está en el 
dominio de la función. La función recíproca no puede tener valores en su dominio que hagan que el denominador sea 
igual а cero. En general, para hallar el dominio de la función racional, necesitamos determinar qué entradas ргоуосагїап 
la división entre cero. 


Dominio de la función racional 


El dominio de una función racional incluye todos los números reales excepto aquellos que hacen que el denominador 
sea igual a cero. 
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CÓMO 


an 
Dada una función racional, hallar el dominio. 
1. Igualar el denominador a cero. 


2. Resuelva para hallar los valores de x que hacen que el denominador sea igual a cero. 
3. Eldominio son todos los números reales, excepto los encontrados en el paso 2. 


Hallar el dominio de una función racional 


Halle el dominio de f(x) = 4, 
x2-9 


© Solución 
Comience por igualar el denominador a cero y resolver. 


x2-9=0 
x2 =9 
x=+3 


El denominador es igual a cero cuando x = +3. El dominio de la función son todos los números reales, excepto x = +3. 
Q Análisis 
El gráfico de esta función, como se muestra en la Figura 8, confirma que la función no está definida cuando x = +3. 


y 
at 


========= AAA 


-4} 
Figura 8 


Hay una asíntota vertical en x = 3 y un agujero еп el gráfico en x = —3. Más adelante hablaremos con más detalle 
acerca de este tipo de agujeros. 


м 


INTÉNTELO #4 Halle е аотіпіо де f(x) = Е 


Identificar las asíntotas verticales de las funciones racionales 


Al observar el gráfico de una función racional, podemos investigar su comportamiento local y ver fácilmente si hay 
asíntotas. Puede que incluso seamos capaces de calcular aproximadamente su ubicación. Sin embargo, incluso sin el 
gráfico, podemos determinar si una función racional dada tiene alguna asíntota y calcular su ubicación. 


Asíntotas verticales 
Las asíntotas verticales de una función racional se hallan al examinar los factores del denominador que no son comunes 
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a los factores del numerador. Las asíntotas verticales se producen еп los ceros de dichos factores. 


(є cómo 


Dada una función racional, identificar las asíntotas verticales de su gráfico. 


Factorice el numerador y el denominador. 

Tenga en cuenta las restricciones en el dominio de la función. 

Reduzca la expresión al cancelar los factores comunes en el numerador y el denominador. 

Tenga en cuenta los valores que hacen que el denominador sea cero en esta versión simplificada. Aquí es donde 
se producen las asíntotas verticales. 


5. Observe cualquier restricción en el dominio donde no se produzcan asíntotas. Se trata de discontinuidades 
removibles. 


cemos 


Identificar asíntotas verticales 


D ОО ога 


2 
Halle las asíntotas verticales en el gráfico de k(x) = o 
ХХ 


© Solución 
En primer lugar, factorice el numerador y el denominador. 


5+2х2 
k(x) = == 
о) 2-х-х2 


5+2x2 
О+х)(1—х) 


Para hallar las asíntotas verticales, determinamos dónde esta función será indefinida al igualar el denominador а cero: 
(2+ х)(1- х) = 0 
х= 2,1 


Ni x =-2 ni x = 1 son ceros del numerador, рог lo que los dos valores indican dos asíntotas verticales. El gráfico de la 
Figura 9 confirma la ubicación de las dos asíntotas verticales. 


Figura 9 
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Discontinuidades removibles 
En ocasiones, un gráfico contiene un agujero: un único punto en el que el gráfico no está definido, indicado por un 
círculo abierto. Denominamos a tal agujero discontinuidad removible. 


2 
Por ejemplo, la función f(x) = a. puede reescribirse mediante la factorización del numerador y del denominador. 
Xx —LX— 
(х + 1) 6-1) 
ОЕ сз aa 
(х + 1) (х — 3) 
Observe que x + 1 es un factor común al numerador y al denominador. El cero de este factor, х = —1, es la ubicación de 


la discontinuidad removible. Observe también que х—3 no es un factor ni en el numerador ni en el denominador. El cero 
de este factor, x = 3, es la asíntota vertical. Vea la Figura 10. 


y 
4 i 
Dicontinuidad „ Н 
removible еп i 
Х = -1 9 ! 
1 Н 
1 
' 
3 + + + +=X 
$ 4 5 6 7 
' 
' 
' Аѕіпіоќа 
' 
¡vertical en 
i х= З 


Еїдига 10 
Discontinuidades removibles de las funciones racionales 


La discontinuidad removible ocurre en el gráfico de una función racional en x = asi a es un cero para un factor en 
el denominador que es común con un factor en el numerador. Factorizamos el numerador y el denominador y 
comprobamos si hay factores comunes. Si encontramos alguno, igualamos a 0 el factor común y resolvemos. Esta es 
la ubicación de la discontinuidad removible. Esto es así si la multiplicidad de este factor es mayor o igual que la del 
denominador. Si la multiplicidad de este factor es mayor en el denominador, entonces sigue habiendo una asíntota en 
ese valor. 


Identificar asíntotas verticales y discontinuidades removibles para un gráfico 


Calcule las asíntotas verticales y las discontinuidades removibles del gráfico de k(x) = = 


12-4' 


© Solución 
Factorice el numerador y el denominador. 
x-2 


Ко) = aer 


Observe que hay un factor común еп el numerador y en el denominador, х— 2. El cero en este factor es х = 2. Esta es la 
ubicación de la discontinuidad removible. 


Observe que hay un factor еп el denominador que no está en el numerador, x + 2. El сего en este factor es x = —2, La 
asíntota vertical es x = —2. Vea la Figura 11. 
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Еїдига 11 


El gráfico de esta función tendrá Іа asíntota vertical en х = –2, pero en х = 2 el gráfico tendrá un agujero. 


[>] INTÉNTELO #5 Calcule las asíntotas verticales y las discontinuidades removibles del gráfico de 
? 
f(x) = х^—25 


х3-6х2+5х 


Identificar las asíntotas horizontales de las funciones racionales 


Mientras que las asíntotas verticales describen el comportamiento de un gráfico cuando la salida es muy grande o muy 
pequeña, las asíntotas horizontales describen el comportamiento de un gráfico cuando la entrada es muy grande o muy 
pequeña. Recordemos que el comportamiento final de un polinomio reflejará el del término principal. Asimismo, el 
comportamiento final de la función racional reflejará el del cociente de los términos principales de las funciones del 
numerador y del denominador. 


Hay tres resultados distintos al comprobar las asíntotas horizontales: 


Caso 1: Si el grado del denominador > grado del numerador, existe una asíntota horizontal en y = 0. 


4х+2 
Е) lo: = ————— 
jemplos /0) х2 +4x-5 


En este caso, el comportamiento final es f(x) % ax = 2. Esto nos indica que, a medida que las entradas aumentan о 
x 


disminuyen sin límite, esta función se comportará de forma similar a la función g(x) = А, y las salidas se acercarán a 
cero, lo que dará lugar a una asíntota horizontal en y = 0. Vea la Figura 12. Observe que este gráfico cruza la asíntota 
horizontal. 


х 
9 10 


AAA AAA 


A; Н 
eb a5 х= 1 Asíntota 
1 horizontal 
! у=0 


Figura 12 Asíntota horizontal y = 0 cuando f(x) = 29, q(x) # 0 donde el grado de р < grado de q. 
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Caso 2: Si el grado del denominador < grado del numerador en uno, obtenemos una asíntota oblicua. 


3x2 -2x+1 


Ejemplo: f(x) = 1 


En este caso, el comportamiento final es f(x) % 3? = 3x. Esto nos indica que, a medida que las entradas aumentan o 
disminuyen sin límite, esta función se comportará de forma similar a la función g(x) = 3x. A medida que las entradas 
crezcan, las salidas crecerán y no se nivelarán, por lo que este gráfico no tiene asíntota horizontal. Sin embargo, el 
gráfico de g(x) = 3x parece una línea diagonal, y dado que f se comportará de forma similar a g, se aproximará a una 
línea cercana a y = 3x. Esta línea es una asíntota oblicua. 


2 
Para hallar la ecuación de la asíntota oblicua, divida A El cociente es 3x + 1, y el restante es 2. La asíntota 
oblicua es el gráfico de la recta g(x) = 3x + 1. Vea la Figura 13. 


y 


10 ә 7 

в № 
Жл 

6 ‚ е Аѕіпіоѓа oblicua 
1” у=3х+1 
„ 

4 A 
' 

21 1 
1 

= + Н + + + +x 
-5 74 24223 4 5 
i 
L 
1 
i 
' 
Ш 
Ц 
U 
i 
ix=1 
g 
Figura 13 Asíntota oblicua cuando f(x) = za, q(x) + O donde el grado de p > grado de q por 1. 


Caso 3: Si el grado del denominador = grado del numerador, existe una asíntota horizontal en y = T donde а, y bn son 
n 


los coeficientes principales de р(х) como q (x) por f(x) = РО) a(x) £ 0. 


ax)” 
А 3x? +2 
Ejemplo: f(x) = =_— 
x2+4x-5 
2 
En este caso, el comportamiento final es f(x) = kras = 3. Esto nos indica que, a medida que las entradas crezcan, esta 
х 


función se comportará сото la función g(x) = 3, que es una línea horizontal. Dado que х > +00, f(x) > 3, lo que da 


lugar a Una asíntota horizontal en y = 3. Vea la Figura 14. Observe que este gráfico cruza la asíntota horizontal. 
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Asíntota 
horizontal 


- - x 
720 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 6 8 10 12 14 16 


х= –5 


== A 
E ++ == == ллы лд, 


рб) 
а(х)? 


Figura 14 Asíntota horizontal cuando f(x) = q(x) + 0 donde el grado de p = grado de q. 


Observe que, mientras que el gráfico de una función racional nunca cruzará una asíntota vertical, el gráfico puede o no 
cruzar una asíntota horizontal u oblicua. Además, aunque el gráfico de una función racional puede tener muchas 
asíntotas verticales, el gráfico tendrá como mucho una asíntota horizontal (u oblicua). 


Hay que tener en cuenta que, si el grado del numerador es mayor que el grado del denominador en más de uno, el 
comportamiento final del gráfico imitará el comportamiento de la fracción reducida de comportamiento final. Por 
ejemplo, si tuviéramos la función 


ЈО) = 


con comportamiento final 


3 5 
у(х) ае 2^— 3, 
х 


el comportamiento final del gráfico sería semejante al de un polinomio par con coeficiente principal positivo. 


хә +%, f(x) => © 


Asíntotas horizontales de las funciones racionales 


La asíntota horizontal de una función racional se determina al mirar los grados del numerador y del denominador. 


• El grado del numerador es menor дие el grado del denominador: asíntota horizontal en у = 0. 

• El grado del numerador es mayor que el grado del denominador en uno: no hay asíntota horizontal; asíntota 
oblicua. 

• Elgrado del numerador es igual al grado del denominador: asíntota horizontal en la relación de los coeficientes 
principales. 


BB 


Identificar asíntotas horizontales y oblicuas 
En las siguientes funciones, identifique la asíntota horizontal o la asíntota oblicua. 


O g(x x)= 5 ® h(x) = х аа © k(x у= х хра 


С) Solución 
р(х) 


Para estas soluciones, utilizaremos f(x) = FOL a(x) # 0. 
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© x)= say а El grado de р = grado de д = 3, por lo que podemos hallar Іа asíntota horizontal al tomar el 


cociente de los términos principales. Hay una asíntota horizontal en y = £ oy=3. 


O Ах) = х2 : El grado дер = 2 y el grado de q = 1. Dado que p > q por 1, hay una asíntota oblicua, que se 


EA 
х2-4х+1 
encuentra еп и 
—2|1 -4 1 
—2 12 
1 —6 13 


El cociente es x- 6 y el restante es 13. Hay una asíntota oblicua en y = x- 6. 


© К) = x S, : El grado de p=2_< grado de q = 3, por lo que hay una asíntota horizontal у = 0. 


e 


Identificar asíntotas horizontales 


En el problema de concentración de azúcar anterior, creamos la ecuación C(t) = E 


100+10f * 


Halle la asíntota horizontal e interprétela en el contexto del problema. 


© Solución 

Tanto el numerador como el denominador son lineales (grado 1). Dado que los grados son iguales, habrá una asíntota 
horizontal en la relación de los coeficientes principales. En el numerador, el término principal es £, con el coeficiente 1. En 
el denominador, el término principal es 107, con el coeficiente 10. La asíntota horizontal estará en el cociente de estos 
valores: 


1 
тә о, Сау» — 
> © > то 


Esta función tendrá una asíntota horizontal en y = 1. 


Esto nos indica que, a medida que los valores de t aumentan, los valores de С se асегсагап a b En el contexto, esto 


significa que, a medida que pasa el tiempo, la concentración de azúcar en el tanque se acercará a un décimo de libra de 
azúcar por galón de agua о = g libras por galón. 


94 


Identificar asíntotas horizontales y verticales 
Halle las asíntotas horizontales y verticales de la función 
(х — 2)(x + 3) 
(х— DG + 2)(х – 5) 


ЈО) = 


© Solución 
En primer lugar, hay que tener en cuenta que esta función no tiene factores comunes, por lo que no hay posibles 
discontinuidades removibles. 


La función tendrá asíntotas verticales cuando el denominador sea cero, lo que hace que la función sea indefinida. El 
denominador será cero en x = 1,-2, y 5, lo que indica las asíntotas verticales en estos valores. 


El numerador tiene grado 2, mientras que el denominador tiene grado 3. Ya que el grado del denominador es mayor que 
el grado del numerador, el denominador aumentará más rápido que el numerador, por lo que las salidas tenderán a cero 


a medida que aumenten las entradas, y así como x > +0, f(x) > 0. Esta función tendrá una asíntota horizontal en 


y = 0. Vea la Figura 15. 
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Figura 15 


[ INTÉNTELO #6 Halle las asíntotas vertical y horizontal de la función: 


_ (2x-1)(2x+1) 
Јо) = (х—2)(х+3) 


Intersecciones de las funciones racionales 


Una función racional tendrá una intersección en y cuando la entrada sea cero, si la función está definida en cero. Una 
función racional no tendrá intersección en ysi la función no está definida en cero. 


Del mismo modo, una función racional tendrá intersecciones еп хеп las entradas que hacen que la salida sea cero. 
Dado que una fracción solo es igual a cero cuando el numerador es cero, las intersecciones en x ocurren únicamente 
cuando el numerador de la función racional es igual a cero. 


O 99 


Hallar las intersecciones de una función racional 
(x—2)(x+3) 


Halle las intersecciones de f(x) = 0049095): 


© Solución 
Podemos encontrar la intersección en y al evaluar la función en cero 


_  (0-2)1(0+3) 
iS (0—1)(0+2)(0—5) 


Las intersecciones en x se producirán cuando la función sea igual a cero: 
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(x—2)(x+3) 
(x-1)(x+2)(x—5) 


0 = (х — 2)(х +3) 
х=2, —3 


О= Es cero cuando el numerador es cero. 


La intersección en y es (0, —0,6), las intersecciones еп x son (2, 0) y (=3, 0). Vea la Figura 16. 


A AAA тг; 


Figura 16 


[>] INTÉNTELO #7 Dada la función recíproca al cuadrado que se desplaza 3 unidades hacia la derecha y 4 
unidades hacia abajo, escríbala como una función racional. A continuación, halle las 
intersecciones en xy en y, así como las asíntotas horizontales y verticales. 


Graficar funciones racionales 


En el Ejemplo 9, vemos que el numerador de la función racional revela las intersecciones en x del gráfico, mientras que el 
denominador revela las asíntotas verticales. Al igual que con los polinomios, los factores del numerador pueden tener 
potencias enteras mayores que uno. Afortunadamente, el efecto sobre la forma del gráfico en esas intersecciones es el 
mismo que vimos con los polinomios. 


Las asíntotas verticales asociadas a los factores del denominador reflejarán una de las dos funciones recíprocas de la 
caja de herramientas. Cuando el grado del factor en el denominador es impar, la característica distintiva es que, a un 
lado de la asíntota vertical, el gráfico se dirige hacia el infinito positivo, mientras que, al otro lado, el gráfico se dirige 
hacia el infinito negativo. Vea la Figura 17. 
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Figura 17 


Cuando el grado del factor en el denominador es par, la característica distintiva es que el gráfico se dirige hacia el infinito 
positivo en ambos lados de la asíntota vertical o se dirige hacia el infinito negativo en ambos lados. Vea la Figura 18. 


Figura 18 


(+1)? (x-3) 


Por ej lo, el gráfico d 
or ejemplo, el gráfico de f(x) 8202) 


se muestra еп Іа Figura 19. 
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(«+ 1? (x-3) 
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Еїдига 19 
• En la intersección en xx = —1 correspondiente al factor (x + 1? del numerador, el gráfico rebota, en consonancia 


con la naturaleza cuadrática del factor. 

• En la intersección en x x = 3 correspondiente al factor (x — 3) del numerador, el gráfico pasa por el eje, como cabría 
esperarse de un factor lineal. 

• Еп la asíntota vertical х = —3 correspondiente al factor (x + 3)? del denominador, el gráfico se dirige hacia el 


infinito positivo a ambos lados de la asíntota, lo que es compatible con el comportamiento de la función f(x) = s 


z 

X 

• Еп la asíntota vertical х = 2, correspondiente al factor (x — 2) del denominador, el gráfico se dirige hacia el infinito 
positivo en el lado izquierdo de la asíntota y hacia el infinito negativo en el lado derecho. 


(є cómo 


Dada una función racional, dibuje un gráfico. 


1. Evalúe la función en 0 para hallar la intersección en y. 

2. Factorice el numerador y el denominador. 

3. En los factores del numerador que no son comunes al denominador, determine dónde cada factor del 
numerador es cero para hallar las intersecciones en x. 

4. Calcule las multiplicidades de las intersecciones en x para determinar el comportamiento del gráfico en esos 
puntos. 

5. En los factores del denominador, observe las multiplicidades de los ceros para determinar el comportamiento 
local. En los factores que no sean comunes al numerador, halle las asíntotas verticales al igualar esos factores a 
cero y luego resuelva. 

6. En los factores en el denominador comunes a los factores en el numerador, halle las discontinuidades removibles 
al igualar esos factores a 0 y luego resuelva. 

7. Compare los grados del numerador y del denominador para determinar las asíntotas horizontales u oblicuas. 

8. Dibuje el gráfico. 
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Graficar una función racional 
(х+2)(х—3) 


Dibuj áfico d Е 
ibuje un gráfico de /(х) = a 


© Solución 
Podemos empezar observando que la función ya está factorizada, lo que nos ahorra un paso. 


A continuación, hallaremos las intersecciones. Al evaluar la función en el cero se obtiene la intersección en y: 


(0+2)(0—3) 
fO = (0+1)2(0—2) 
=3 
Para hallar las intersecciones en x, determinamos cuándo el numerador de la función es cero. Si cada factor es igual a 
cero, hallaremos las intersecciones en хеп x = —2 y x = 3. En cada una de ellas, el comportamiento será lineal 
(multiplicidad 1), donde el gráfico pasa a través de la intersección. 


Tenemos una intersección en уеп (0, 3) y las intersecciones en x en (-2, 0) y (3, 0). 


Para hallar las asíntotas verticales, determinamos cuándo el denominador es igual a cero. Esto ocurre cuando х + 1 = 0 
y cuando x-2 = 0, lo que nos da asíntotas verticales en x = —1 y x = 2. 


No hay factores comunes en el numerador y el denominador. Esto significa que no hay discontinuidades removibles. 


Finalmente, el grado del denominador es mayor que el grado del numerador, lo que nos indica que este gráfico tiene 
una asíntota horizontal en y = 0. 


Para dibujar el gráfico, podríamos empezar por trazar las tres intersecciones. Debido a que el gráfico no tiene 
intersecciones en x entre las asíntotas verticales, y la intersección en y es positiva, sabemos que la función debe seguir 
siendo positiva entre las asíntotas, lo que nos permite rellenar la parte central del gráfico como se muestra en la Figura 


20. 
| + +e HET +- eo- +=х 
5 4 =3 02 “190 2 3 4 5 
=. 
-31 
-44 
' 
Еїдига 20 
El factor asociado a la asíntota vertical en х = —1 se elevó al cuadrado, por lo que sabemos que el comportamiento será 


el mismo a ambos lados de la asíntota. El gráfico se dirige hacia el infinito positivo a medida que las entradas se acercan 
a la asíntota de la derecha, por lo que el gráfico también se dirigirá hacia el infinito positivo de la izquierda. 


Para la asíntota vertical en x = 2, el factor no se elevó al cuadrado, por lo que el gráfico tendrá un comportamiento 
opuesto a ambos lados de la asíntota. Vea la Figura 21. Después de pasar por las intersecciones en x, el gráfico se 
nivelará hacia una salida de cero, como lo indica la asíntota horizontal. 
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ж = = ® = = = = = е{чф‹ 


‚= == == == == of 


-} 


Figura 21 


(х+2)2(х-2) 
2(х-1)2(х-3) 
funciones racionales para describir su comportamiento y hacer un esquema de la función. 


INTÉNTELO +8 Dada la función f(x) = , Utilice las características de los polinomios y de las 


Escribir funciones racionales 


Ahora que hemos analizado las ecuaciones de las funciones racionales y cómo se relacionan con un gráfico de la función, 
podemos utilizar la información dada por un gráfico para escribir la función. La función racional escrita en forma 
factorizada tendrá una intersección en x, donde cada factor del numerador es igual a cero. (Se produce una excepción en 
el caso de discontinuidad removible). En consecuencia, podemos formar el numerador de una función cuyo gráfico pase 
por un conjunto de intersecciones en x, al introducir el correspondiente conjunto de factores. Asimismo, dado que la 
función tendrá una asíntota vertical en la que cada factor del denominador es igual a cero, podemos formar un 
denominador que produzca las asíntotas verticales al introducir el correspondiente conjunto de factores. 


Escribir funciones racionales a partir de intersecciones y asíntotas 


Si una función racional tiene intersecciones en xen х = ху, X2, ..., Xn, asíntotas verticales en x = 0], U2, ..., Um» Y 
ninguna x; = cualquier vj, entonces la función se puede escribir en la forma: 


GPL 28 ++ (xp) 
(х= 0141 (092 -++ (Um Jim 


Fx) = а 


donde las potencias р; о д; en cada factor se determinan por el comportamiento del gráfico en Іа intersección о 
asíntota correspondiente y el factor de estiramiento a puede determinarse dado un valor de la función distinto de la 
intersección en x o por la asíntota horizontal si es distinta de cero. 


(є cómo 


Dado el gráfico de una función racional, escribir la función. 


1. Determine los factores del numerador. Examine el comportamiento del gráfico en las intersecciones en x para 
determinar los ceros y sus multiplicidades. (Esto es fácil cuando se halla la función "más simple" con 
multiplicidades pequeñas [como 1 o 3]. Sin embargo, puede ser difícil рага multiplicidades mayores [como 5 о 7, 
por ejemplo]). 
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2. Determine los factores del denominador. Examine el comportamiento a ambos lados de cada asíntota vertical 
para determinar los factores y sus potencias. 


3. Utilice cualquier punto claro еп el gráfico para hallar el factor de estiramiento. 


O 


Escribir una función racional a partir de las intersecciones y las asíntotas 
Escriba una ecuación para la función racional que se muestra en la Figura 22. 


y 
д 


N 
a+ 
oH 


Figura 22 


© Solución 


El gráfico parece tener intersecciones en xen x =—2 y x = 3. En ambos, el gráfico pasa por la intersección, lo que 
sugiere factores lineales. El gráfico tiene dos asíntotas verticales. La que está en x =— 1 exhibe el comportamiento 
básico, semejante al de 1, donde el gráfico se dirige hacia el infinito positivo por un lado y hacia el infinito negativo por 
el otro. La asíntota en x = 2 exhibe un comportamiento semejante al de > donde el gráfico se dirige hacia el infinito 


negativo a ambos lados de la asíntota. Vea la Figura 23. 
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Asíntotas 
verticales 


intersecciones en х 


io 


Figura 23 


Podemos utilizar esta información para escribir una función de la forma 
(х + 2)(х — 3) 

fosa E 
(x + D(x — 2) 


Para hallar el factor de estiramiento, podemos utilizar otro punto claro en el gráfico, como la intersección en y (0, -2). 


9 = 4203) 
(0+1)(0—2)2 


_ „—6 
-2=а-р 

-3_4 
2526 8 


4(х+2)(х-3) 


Esto nos da una función final de = ; 
fœ 3(х+1)(х—2)2 


[> | MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con las funciones racionales. 


Graficar funciones racionales (http://openstax.org/l/graphrational) 

Hallar la ecuación de una función racional (http://openstax.orq/l/equatrational) 

Determinar asíntotas verticales y horizontales (http://openstax.org/l/asymptote) 

Hallar las intersecciones, las asíntotas y el agujero de una función racional (http://openstax.org/l/interasymptote) 


3.7 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 

1. ¿Cuál es la diferencia 2. ¿Cuál es la diferencia 3. Siel gráfico de una función 
fundamental en la fundamental en los gráficos racional tiene una 
representación algebraica de las funciones discontinuidad removible, 
de una función polinómica y polinómicas y las funciones ¿qué debe ser cierto de la 


una función racional? racionales? regla funcional? 
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4. ¿El gráfico de una función 5. ¿El gráfico de una función 
racional puede no tener racional puede no tener 
asíntota vertical? Si es así, intersecciones en x? Si es 
¿cómo? así, ¿cómo? 

Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, halle el dominio de las funciones racionales. 


в. Ло) = 5 7. уб) = 50 в. ло) = 3 


х2—2х—8 


2 
9. х) = = +4х-3 
о) хФ%—5х2+4 


En los siguientes ejercicios, halle el dominio, las asíntotas verticales y las asíntotas horizontales de las funciones. 


10. Јо) = 57 1. 0) = 525 taa 
13. /0) = -ziz 14. Го) = 3225 15. (х) = ота 
19. f(x)= 


Еп los siguientes ejercicios, halle las intersecciones en х y en y de las funciones. 


255. х 2 08х+7 

21. = 22. A 

JOs A ЈО) аар 
2 
23. х 2 х+6 24. — 9-2x 
fœ) = x2—10x+24 f 3x2—12 


En los siguientes ejercicios, describa el comportamiento local y final de las funciones. 


ГО) = тт 26. f) = 2 27. ЈО) = 225 
х2 4х+3 2x2-32 
Pl ав 29. = 2 

dE x2-4x-5 fœ 6х2+13х—5 


Еп los siguientes ejercicios, halle la asíntota oblicua de las funciones. 


2 С = 
30. f(x) = ten . Jœ) = at- Е 32. f(x)= siat 5 
бх —5х —5х х 24554 
33. = = AD 
Јо) = EE Јо) = 
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Gráficos 


En los siguientes ejercicios, utilice la transformación dada para graficar la función. Observe las asíntotas verticales y 
horizontales. 


35. La función recíproca se 
desplazó 2 unidades hacia 
arriba. 


36. La función recíproca se 
desplazó 1 unidad hacia 
abajo y 3 unidades hacia la 
izquierda. 


37. Lafunción recíproca al 
cuadrado se desplazó 2 
unidades hacia la derecha. 


38. Lafunción recíproca al 
cuadrado se desplazó 2 
unidades hacia abajo y 1 
unidad hacia la derecha. 


En los siguientes ejercicios, halle las intersecciones horizontales, la intersección vertical, las asíntotas verticales y la 
asíntota horizontal u oblicua de las funciones. Dibuje un gráfico con esta información. 


_ 2x-3 — x-5 Z 4 
39. p(x)= а 40. д(х) = 41 41. s(x)= E 
2 2 
42. 5 43. = 3x*—14x-5 44. ӨК 2x*+7x-15 
о) (х+1)2 fœ 3x2+8x-16 80) 3x2-14x+15 
45 x*+2x-3 46. b 22 х2—х—6 47. h == 2х2+ х-1 
. a(x) 21 . р(х) = оу - hi) = =——у— 
2 E E 2 
48. k(x) = 2222 49. w(x) 07 НАЈ Э) 50. (х) = LD 


(х+2)2(х-4) 


(х—3)(х+1)(х+4) 


Еп los siguientes ejercicios, escriba una ecuación para una función racional con las características dadas. 


51. 


52. Asíntotas verticales en 
х=-4ух= –1, 
intersecciones еп х, en 
(1, 0) y (5, 0), intersección 


Asíntotas verticales en 
х=5ух=—5, 
intersecciones en x, en 
(2,0) y E1, 0), intersección 


53. Asíntotas verticales en 
x=-4yx=-Í, 
intersecciones en x, en 
(4, 0) y (6, 0) , asíntota 


en y, en (0, 4) en y, en (0, 7) horizontal en y = 7 

54. Asíntotas verticales en 55. Asíntota vertical en 56. Asíntota vertical en x = 3, 
x=-3yx=6, x = —1, Doble cero en Doble cero en x = 1, 
intersecciones en x, en x = 2, intersección en y, en intersección en y, en (0, 4) 
(22,0) y (1, 0), asíntota (0, 2) 


horizontal en y = —2 


En los siguientes ejercicios, utilice los gráficos para escribir una ecuación ае la función. 
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ч Оч су соч шо 
dae С. Р 
1 


өзө == == == =ф@{›=ю==тәт=тә 


62. 


57 
59. 
61. 
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63. y 64. 


K 

оі. 

ort 

a) 
реа 

] 

a O ЕЕЕ, 

+ 

+ 

+ 
A O AAA 

л+ 

D+ 

N 


Numéricos 


En los siguientes ejercicios, haga tablas que muestren el comportamiento de la función cerca de la asíntota vertical y que 


reflejen la asíntota horizontal 


65. fœ) =- 66. /(х)= = 67. fO = 2% 


68. f(x) = 


69. f(x)= 


сл Aoi 


En tecnología 


En los md ejercicios, utilice una calculadora para graficar f (х). Utilice el gráfico para resolver f (х) > 0. 


_ 4 
Ја) = зат ЛЕ аз 72. fO) = с DD 
- 42 _ РЗ? 
73. ЈО) = 52 та. Јо) = =; 


Extensiones 
En los siguientes ejercicios, identifique la discontinuidad removible. 


75. fo) = 2254 ло) = 2 77. у) = 426 


2 Е 2 
78. Јо) = 2 ‚ уо) = жы 
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Aplicaciones en el mundo real 


En los siguientes ejercicios, exprese una función racional que describa la situación. 


80. 


En el hospital del campo de refugiados, un gran 
tanque de mezcla contiene actualmente 200 
galones de agua, en los que se han mezclado 10 
libras de azúcar. Se abre un grifo para verter 10 
galones de agua por minuto en el tanque, al 
mismo tiempo que se vierte el azúcar a un ritmo 
de 3 libras por minuto. Calcule la concentración 
(libras por galón) de azúcar en el tanque después 
де т minutos. 


81. En el hospital del campo de refugiados, un gran 


tanque de mezcla contiene actualmente 300 
galones de agua, en los que se han mezclado 8 
libras de azúcar. Se abre un grifo para verter 20 
galones de agua por minuto en el tanque al 
mismo tiempo que se vierte el azúcar a un ritmo 
de 2 libras por minuto. Calcule la concentración 
(libras por galón) de azúcar en el tanque después 
de 7 minutos. 


En los siguientes ejercicios, utilice la función racional dada para responder la pregunta. 


82. 


La concentración C de un medicamento en el 
torrente sanguíneo de un paciente f horas 
después de la inyección viene dada por 

C(t) = 325. ¿Qué ocurre con la concentración 


del fármaco a medida que 7 aumenta? 


83. La concentración С de un medicamento en el 


torrente sanguíneo de un paciente , horas 
después de la inyección viene dada por 


С(?) = + Utilice una calculadora para 
212475 


estimar el momento en que la concentración es 
más alta. 


En los siguientes ejercicios, construya una función racional para resolver el problema. A continuación, utilice una 
calculadora para responder la pregunta. 


84. 


87. 


Una caja abierta con base 


85. Una caja rectangular con 


86. Un cilindro recto tiene un 


cuadrada debe tener un 
volumen de 108 pulgadas 
cúbicas. Calcule las 
dimensiones de la caja que 
tendrá un área superficial 
mínima. Supongamos que 
x = longitud del lado de la 
base. 


base cuadrada debe tener 
un volumen de 20 pies 
cúbicos. El material para la 
base cuesta 30 céntimos/ 
pie cuadrado. El material 
para los laterales cuesta 10 
céntimos/pie cuadrado. El 
material para la parte 
superior cuesta 20 
céntimos/pie cuadrado. 
Determine las dimensiones 
que le supondrán un costo 
mínimo. Supongamos que 
x = longitud del lado de la 
base. 


volumen de 100 pulgadas 
сабісаѕ. Calcule el radio y 
la altura que le permitirán 
obtener un área superficial 
mínima. Supongamos que 
x = radio. 


88. Un cilindro recto debe tener un volumen de 40 


Un cilindro recto sin tapa tiene un volumen de 50 
metros cúbicos. Calcule el radio que le permitirá 
obtener área superficial mínima. Supongamos 
que x = radio. 
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pulgadas cúbicas. Cuesta 4 céntimos/pulgada 
cuadrada construir la parte superior e inferior y 1 
céntimo/pulgada cuadrada construir el resto del 
cilindro. Calcule el radio que le permita obtener el 
costo mínimo. Supongamos que x = radio. 
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3.8 Inversas y funciones radicales 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Hallar la inversa de una función polinómica. 
> Restringir el dominio para hallar la inversa de una función polinómica. 


Los guardaparques y otros administradores de senderos pueden construir pilas de rocas, apilamientos u otros arreglos, 
normalmente llamados mojones, para marcar senderos u otros puntos de referencia (los guardaparques y los científicos 
medioambientales desaconsejan que los excursionistas hagan lo mismo, para evitar confusiones y preservar los hábitats 
de plantas y animales). Un mojón en forma de montículo de grava tiene forma de cono con una altura igual al doble del 
radio. 


Figura 1 


El volumen se calcula con una fórmula de geometría elemental. 


V= 


Hemos escrito el volumen V en términos de radio r. Sin embargo, en algunos casos, podemos empezar соп el volumen 
y querer determinar el radio. Por ejemplo: Un cliente compra 100 pies cúbicos de grava para construir un montículo en 
forma de cono con una altura del doble del radio. ¿Cuáles son el radio y la altura del nuevo cono? Para responder esta 
pregunta, utilizamos la fórmula 


Esta función es la inversa de la fórmula de Y en términos der. 


En esta sección, exploraremos las inversas de las funciones polinómicas y racionales y, en particular, las funciones 
radicales que encontramos en el proceso. 


Hallar la inversa de una función polinómica 


Dos funciones f y g son funciones inversas si para cada par de coordenadas en f, (a, Б), existe un par de coordenadas 
correspondiente еп la función inversa, g, (Б, а). En otras palabras, los pares de coordenadas de las funciones inversas 
tienen la entrada y la salida intercambiadas. 


Para que una función tenga una inversa, debe crear una función que sea biunívoca y que tendría una inversa. 


Por ejemplo, supongamos que el Club de Sostenibilidad construye un colector de escorrentía con forma de artesa 
parabólica, como se ilustra en la Figura 2. Podemos utilizar la información en la figura para hallar el área superficial en la 
artesa como función de la profundidad del agua. 
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12 in 
3 ft ps 


Figura 2 


Ya que será útil tener una ecuación para la forma de sección transversal parabólica, impondremos un sistema de 
coordenadas, donde x se mide horizontalmente, mientras que y se mide verticalmente, con el origen en el vértice de la 
parábola. Vea la Figura 3. 
y 
18} 


16+ 


239 2 4 6 
2 


Figura 3 


76 74 


A partir de esto hallamos una ecuación para la forma parabólica. Hemos situado el origen en el vértice de la parábola, 
por lo que sabemos que la ecuación tendrá la forma y(x) = ax?. Nuestra ecuación deberá pasar por el punto (6, 18), a 
partir del cual podemos resolver el factor de estiramiento a. 


18 = a6? 
— 18 
= =6 
=Й 
=2 


Nuestra sección transversal parabólica tiene la ecuación 


2°? 

Nos interesa el área superficial del agua, por lo que debemos determinar Іа anchura en la parte de arriba como función 
de la profundidad del agua. Para cualquier profundidad y la anchura vendrá dada por 2x, así que tenemos que resolver 
la ecuación anterior para x y hallar la función inversa. Sin embargo, observe que la función original no es biunívoca, y de 
hecho, dada cualquier salida hay dos entradas que producen la misma salida: una positiva y otra negativa. 


у(х) = 


Para hallar una inversa, podemos restringir nuestra función original а un dominio limitado en el que sea biunívoca. En 
este caso, tiene sentido limitarse a los valores positivos de x. En este dominio, podemos hallar una inversa al resolver la 
variable de entrada: 
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N 
< 
Il 


x = +y2y 


Esto no es una función tal y como está escrita. Nos limitamos a los valores positivos de x, por lo que eliminamos la 
solución negativa, lo que arroja la función inversa que buscamos. 


Dado que x es la distancia desde el centro de la parábola hasta cualquier lado, toda la anchura del agua en la parte 
superior será 2x. La artesa tiene 3 pies (36 pulgadas) de largo, por lo que el área superficial será entonces: 
Área = l - w 
= 36:2х 
= 72х 


= 724/2у 
Este ejemplo ilustra dos puntos importantes: 


1. Al momento de hallar la inversa de una cuadrática, tenemos que limitarnos a un dominio en el que la función sea 
biunívoca. 

2. La inversa de una función cuadrática es una función de raíz cuadrada. Ambas son funciones de la caja de 
herramientas y diferentes tipos de funciones de potencia. 


Las funciones que implican raíces suelen llamarse funciones radicales. Aunque no es posible hallar la inversa de la 
mayoría de las funciones polinómicas, algunos polinomios básicos tienen inversa. Tales funciones se denominan 
funciones invertibles y utilizamos la notación +. 


Advertencia: fx) no es lo mismo que el recíproco de la función f (х). Este uso de "-1" está reservado para denotar 
funciones inversas. Para denotar el recíproco de una función f (х) , tendríamos que escribir (f toy! = TO 


Una relación importante entre las funciones inversas es que se "deshacen" entre sí. Si los valores de у! es la inversa de 
una función f, entonces f es la inversa de la función PA En otras palabras, lo que sea que la función f haga a x, e 
lo deshace, y viceversa. Más formalmente, escribimos 


f! (А (х)) = х, para todos x en el ámbito de f 


f do (x)) = х, para todos x en el ámbito de fa 
Comprobar que dos funciones son inversas 


Dos funciones, f y g, son inversas entre sí si para todo x en el dominio de f y g. 


EDET (8 (0) = х 


(є сомо 
a 


Dada una función polinómica, hallar la inversa de la función al restringir el dominio de tal manera que la 
nueva función sea biunívoca. 


1. Sustituya f (x) con la y. 
2. Intercambie la ху y. 
3. Resuelva para y, y renombre la función у" (х). 
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E 


Verificar funciones inversas 
Demuestre que f (x) = + y у (х) = 1-1 son inversas, para x 4 0, —1. 


© Solución 
Debemos demostrar que f7! (f (х)) = xy f (s! (х)) =x. 


Со) =$ (2) 
1 


=x 
fm) = f (4-1) 
1 
1 


Por lo tanto, f (x) = 517 у у} (х) = 1-1 son inversas. 


[>] INTÉNTELO #1 Demuestre que f (х) = == y fT! (х) = Зх — 5 son inversas. 


Шыр aaa 


Hallar la inversa de una función cúbica 
Halle la inversa de la función f(x) = 5x? + 1. 


© Solución 
Esta es una transformación de la función cúbica básica de la caja de herramientas, y basándonos en nuestro 
conocimiento de esa función, sabemos que es biunívoca. Resolver para la inversa mediante la resolución de х. 


y=5x +1 
x=5y +1 
x-1 = 5y 
х-1 _,3 
75. ты 


F = 951 
©) Análisis 


Observe el gráfico de f y q . Observe que los dos gráficos son simétricos respecto a la línea y = x. Este es siempre el 
caso cuando se grafica una función y su función inversa. 


Además, dado que el método implicaba intercambiar la x y y, note los puntos correspondientes. Si los valores de (a, b) 
está en el gráfico de f, entonces (b, a) está en el gráfico de F Dado que (0, 1) está en el gráfico de f, entonces (1, 0) 
está en el gráfico de A . Del mismo modo, dado que (1, 6) está en el gráfico de f, entonces (6, 1) está en el gráfico de 


f! . Vea la Figura 4. 
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4 f(x) = 5х? + 1 


Figura 4 


[>] INTÉNTELO #2 Calcule la función inversa de f(x) = Yx + 4. 


Delimitar del dominio para calcular la inversa de una función polinómica 


Hasta ahora, hemos hallado las inversas de las funciones cúbicas sin tener que restringir sus dominios. Sin embargo, 
como sabemos, no todos los polinomios cúbicos son biunívocos. Puede que el dominio en algunas funciones que no son 
biunívocas se restrinja para que sea biunívoco, pero únicamente con respecto a ese dominio. La función sobre el 


dominio restringido tendría entonces una función inversa. Dado que las funciones cuadráticas no biunívocas, debemos 
restringir su dominio para hallar sus inversas. 


Restringir el dominio 


Si una función no es biunívoca, no puede tener ninguna inversa. Si restringimos el dominio de la función para que sea 
biunívoco, y creamos así otra función, esta última tendrá una inversa. 


(є cómo 


Dada una función polinómica, restringir el dominio de una función que no sea biunívoca y luego hallar la 
inversa. 


Restrinja el dominio al determinar un dominio en el que la función original sea biunívoca. 
Sustituya f(x) con y. 

Intercambie la x y y. 

Resuelva para y, y renombre la función o el par de funciones Б) 


Repase la fórmula рага ДБ verifique que las salidas de la función inversa correspondan al dominio 
restringido de la función original. 


II 
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ЕИ 


Delimitar del dominio рага calcular la inversa de una función polinómica 
Calcule la función inversa de f : 


a f)=(x-4?, x>4 
р. /(х)=(х-—4)?, x<4 


© Solución 
La función original f(x) = (x= 4)2 no es biunívoca, sino que está restringida а un dominio de x > 40 х < 4еп la que es 
biunívoca. Vea la Figura 5. 


f(x) = (х-4)°,х>4 


єх ыа oe m ах 


+ 
001234567 8 


Қх) = (х – 4)2, х= 4 


y 


e мю о һоло ч б 


© 
m 
N 
w 
- 
л 
о 
Y 
со 


Figura 5 
Para hallar la inversa, empiece por sustituir f(x) con la variable simple у. 
y = (x = 4)2 Intercambie la x y y. 


х =(у— 4)2 Tome Ја raíz cuadrada. 
+yx =y-4 бише 4 aambos lados. 


4+ yx=y 


Esto no es una función tal y como está escrita. Tenemos que examinar las restricciones en el dominio de la función 
original para determinar la inversa. Ya que invertimos los papeles de la x y y para la f(x), original, miramos el dominio: 
podrían suponerse los valores de x. Cuando invertimos los papeles de la x y y, esto nos dio los valores que y. Para esta 
función, x > 4, así como para la inversa, deberíamos tener y > 4, que es lo que da nuestra función inversa. 
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(А) El dominio de la función original se restringió a x > 4, por lo que las salidas de la inversa tienen que ser las 
mismas, f (x) > 4, y debemos utilizar el caso +: 

110) = 4+ yx 
El dominio de la función original se restringió a x < 4, por lo que las salidas de la inversa tienen que ser las 
mismas, f (x) < 4, y debemos utilizar el caso -: 


S'a =4= yx 


©) Análisis 

En los gráficos que se indican en la Figura 6, vemos la función original graficada en el mismo conjunto de ejes que su 
función inversa. Observe que los gráficos muestran juntos una simetría en torno a la línea y = x. El par de coordenadas 
(4, 0) está en el gráfico de f y el par de coordenadas (0, 4) está en el gráfico de fE Para cualquier par de 
coordenadas, si (a, b) está еп el gráfico de f, entonces (b, a) está еп el gráfico de TR Por último, observe que el 
gráfico de f interseca el gráfico de F! en la línea y = x. Puntos de intersección de los gráficos de f y pa siempre 


estará en la línea y = x. 
10 4 e” 
1 
r 
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' 
П + 
1 


+ 


' 

A 
ts 
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Figura 6 


Hallar la inversa de una función cuadrática cuando la restricción no está especificada 
Restringir el dominio y luego hallar la inversa de 


ЈО) = (х – 2)2 -3, 


© Solución 
Podemos ver que se trata de una parábola con vértice en (2, —3) que se abre hacia arriba. Dado que el gráfico será 


decreciente a un lado del vértice y creciente al otro, podemos restringir esta función a un dominio en el que sea 
biunívoca al restringir el dominio a x > 2. 

Para hallar la inversa, utilizaremos la forma de vértice de la cuadrática. Empezamos por sustituir f(x) con una simple 
variable, y, y luego resolvemos para x. 
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y =(x-2?-3 Intercambie la x y y. 
х= (у= 2)2 – 3 Sume 3 a ambos lados. 
x+3 =(y- 2? Tome la raíz cuadrada. 
+ yx +3 =y-2 Añada 2 a ambos lados. 
2+yx+3=y Renombre la función. 


1х) = 2+ \/х+3 


Ahora tenemos que determinar qué caso utilizar. Dado que hemos restringido nuestra función original а un dominio de 
x > 2, las salidas de la inversa deberían ser las mismas, lo que nos indica que debemos utilizar el caso + 


10) = 2+ \/х +3 


Si la cuadrática no se hubiera dado en forma de vértice, reescribirla así sería el primer paso. De esta manera podemos 
observar fácilmente las coordenadas del vértice para restringir el dominio. 

©) Análisis 

Observe que hemos decidido arbitrariamente restringir el dominio en x > 2. Podríamos haber optado fácilmente por 
restringir el dominio en x < 2, en cuyo caso po (х) = 2 – yx + 3. Observe la función original graficada en el mismo 
conjunto de ejes que su función inversa en la Figura 7. Observe que ambos gráficos muestran simetría respecto a la 
línea y = x. El par de coordenadas (2, —3) está en el gráfico de f y el par de coordenadas (—3, 2) está en el gráfico de 
fa . Observe a partir del gráfico de ambas funciones sobre el mismo conjunto de ejes que 


dominio de f = rango de Г! = |2, ©) 


dominio de f = rango de f = [-3.®) 


Por último, observe que el gráfico de f interseca el gráfico de JA a lo largo de la línea y = x. 


Figura 7 


м 


INTÉNTELO #3 Halle la inversa de la función f(x) = х2 + 1, en el dominio x >0. 


Acceso gratis en openstax.org 


3.8 * Inversas y funciones radicales 401 


Resolver aplicaciones de funciones radicales 

Observe que las funciones de los ejemplos anteriores eran todas polinomios, y sus inversas eran funciones radicales. Si 
queremos hallar la inversa de una función radical, tendremos que restringir el dominio de la respuesta porque el rango 
de la función original es limitado. 


(є cómo 


Dada una función radical, hallar la inversa. 


1. Determine el rango de la función original. 
2. Sustituya f (x) con la y, y luego resolvemos para x. 
3. бі еѕ necesario, restrinja el dominio de la función inversa al rango de la función original. 


ЕИ 


Hallar Іа inversa de una función radical 
Restrinja el dominio y luego calcule la inversa de la función f(x) = yx — 4. 


© Solución 

Observe que la función original tiene rango f(x) > 0. Sustituya f(x) con la у, y luego resolvemos рага х. 
y = yx-4 Sustituya f(x) con y. 
х = Му-4 Intercambie la x y y. 

= Му-4 Eleve al cuadrado cada lado. 

хе =y-4 Sume 4. 


о м 


х2 +4 =y Renombre la función f7! (х). 
Fu) =2+4 
Recordemos que el dominio de esta función deberá limitarse al rango de la función original. 
fiy=4+4,x>20 
©) Análisis 
Observe en la Figura 8 que la inversa es una reflexión de la función original sobre la línea y = x. Dado que la función 
original tiene únicamente salidas positivas, la función inversa solo tiene entradas positivas. 


0.123456.7 8 9 10 
Figura 8 


402 3-Funciones polinómicas y racionales 


[>] INTÉNTELO #4 Restrinja el dominio y luego calcule la inversa de la función f(x) = y2x +3. 


Las funciones radicales son comunes en los modelos físicos, como vimos en la sección inicial. Ahora tenemos suficientes 
herramientas para poder resolver el problema planteado al principio de la sección. 


94 


Resolver una aplicación con una función cúbica 
Los guardaparques construyen un montículo de grava en forma de cono con una altura igual al doble del radio. El 
volumen del cono en función del radio viene dado por 


2 3 
V = ar 
3 
Halle la inversa de la función = Zar? que determina el volumen V de un cono y es una función del radio r. A 
continuación, utilice la función inversa para calcular el radio de dicho montículo de grava que mide 100 pies cúbicos. 


Utilice л = 3,14. 


© Solución 

Comience con la función dada para V. Observe que el dominio significativo de la función es r > O ya que los radios 
negativos no tendrían sentido en este contexto. Observe igualmente que el rango de la función (por ende, el dominio de 
la función inversa) es V > 0. Resuelva para r en términos де V, con el método descrito anteriormente 


= 253 
V = =лғ 
г = Зи. Resuelva рага r°. 
л 
r=% 3K Resuelva para r. 
л 


Este es el resultado que se indica al principio de la sección. Ahora evalúe esto рага V = 100 y z = 3,14. 


Por lo tanto, el radio es de unos 3,63 pies. 


Determinar el dominio de una función radical compuesta con otras funciones 
Cuando las funciones radicales se componen con otras funciones, puede complicarse la determinación del dominio. 


cemo 


Hallar el dominio de una función radical compuesta con una función racional 


Halle el dominio de la función f(x) = 4 | D, 


© Solución 


Dado que una raíz cuadrada está definida solamente cuando la cantidad bajo el radical es no negativa, tenemos que 
(х+2)(х—3) 
(x-1) 
negativo y viceversa) en las intersecciones en x y en las asíntotas verticales. Para esta ecuación, el gráfico podría cambiar 

de signo en x = -2, 1 y 3. 


determinar dónde > 0. La salida de una función racional puede cambiar de signo (pasar de positivo a 


Para determinar los intervalos en los que la expresión racional es positiva, podríamos probar algunos valores de la 
expresión o dibujar un gráfico. Aunque ambos enfoques funcionan igualmente bien, para este ejemplo utilizaremos un 
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gráfico como el que se indica en la Figura 9. 


10 


Las salidas son 8 Las salidas son 
no negativas no negativas 


Figura 9 


Esta función tiene dos intersecciones en x, ambas de las cuales muestran un comportamiento lineal cerca de las 
intersecciones en x. Hay una asíntota vertical, que corresponde a un factor lineal; este comportamiento es similar al de 
la función recíproca básica de la caja de herramientas, y no hay asíntota horizontal porque el grado del numerador es 


mayor que el grado del denominador. Hay una intersección en уеп (0, \/б). 


A partir de la intersección en y, así como de la intersección en хеп x = —2, podemos dibujar el lado izquierdo del 
gráfico. A partir del comportamiento en la asíntota, podemos esbozar el lado derecho del gráfico. 


A partir del gráfico, ahora podemos saber en qué intervalos las salidas serán no negativas, por lo que podemos estar 
seguros de que la función original f (x) se definirá. f (x) tiene dominio —2 < х < 1 о x > 3, оеп notación de intervalo, 


[-2, 1) U [3, 0). 


Hallar las inversas de las funciones racionales 

Al igual que con la búsqueda de las inversas de las funciones cuadráticas, a veces es deseable hallar la inversa de una 
función racional, especialmente de las que son el cociente de las funciones lineales, como en las aplicaciones de 
concentración. 


BB 


Hallar la inversa de una función racional 
20+0,4n 
100+n 
a 100 mL de una solución al 20 %. En primer lugar, halle la inversa de la función; es decir, defina una expresión para n en 

términos de C. A continuación, utilice su resultado para determinar qué cantidad de la solución al 40 % debe añadirse 


para que la mezcla final sea una solución al 35 %. 


La función С = representa la concentración C de una solución ácida después de añadir n mL de solución al 40 % 


© Solución 
Primero queremos la inversa de la función. Resolvemos para п en términos de С. 
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_ 20+0,4n 
C= тол 


С(100 + n) = 20 + 0,4n 
100C + Cn = 20 + 0,4n 
100C — 20 = 0,4n — Cn 
100C — 20 = (0,4 — C)n 


100C-20 
0,4-C 


n= 


Ahora evalúe esta función para С = 0,35 (35%). 
— 100(0,35)-20 
— 0,4—0,35 


2.15 
7 0,05 


= 300 


Podemos concluir que hay que añadir 300 mL de la solución al 40 %. 


>| INTÉNTELO #5 Halle la inversa de la función f(x) = ==. 


» | MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con las inversas y funciones radicales. 


Graficar la función básica de raíz cuadrada (http://openstax.orq/l/graphsquareroot) 

Hallar la inversa de una función de raíz cuadrada (http://openstax.orqg/l/inversesquare) 

Hallar la inversa de una función racional (http://openstax.org/l/inverserational) 

Hallar la inversa de una función racional y un valor de función inversa (http://openstax.org/l/rationalinverse) 
Funciones inversas (http://openstax.org/l/inversefunction) 


3.8 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 

1. Explique por qué no 2. ¿Por qué hay que restringir 3. Al momento de hallar la 
podemos hallar funciones el dominio de una función inversa de una función 
inversas para todas las cuadrática al momento de radical, ¿qué restricción 
funciones polinómicas. hallar su inversa? tendremos que hacer? 


4. ¿Qué forma tendrá siempre 
la inversa de una función 
cuadrática? 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, halle la inversa de la función en el dominio dado. 


5. у(х) = (х – 4), [4,0) 6. у(х) = (х+ 2)2, [-2,%) 7. Јох) = (х+1)2 3, [-1,0) 
8. /(ху=2—\/3+х 9. рх) = 3х2 +5, (-=.0] 10. (х) = 12 2, [0,00) 
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11. f()=9-x?, [0,0) 12. f(x)=2x? +4, [0,00) 


En los siguientes ejercicios, calcule la inversa de las funciones. 


13. р(х) = х3 +5 14. (х) = Зх? +1 15. р(х) =4- x 


16. f(x) = 4-2х3 


Еп los siguientes ejercicios, calcule la inversa de las funciones. 


17. Рх) = ү2х +1 18. (х) = ү3 – 4х 19. (х) = 9+ y4x-4 


20. f(x)=vV6x-8+5 21. (х) =9+24/x 22. (3=3=x/% 
23. у(х) = 25 24. у(х) = 25. у(х) = 28 
26. у(х) = 222 27. 0) = 221 28. у(х) = 32 


29. р(х) = х2 + 2х, [-1,0) 30. р(х) = х2 +4х+1, [-2,0) 31. (х) = х2 – 6х+3, [3, о) 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, halle la inversa de la función y grafique tanto la función como su inversa. 


32. (х) = х2+2, x>0 33. (х) =4- х2, x>0 34. f(x) = (х + 3)2, x>-3 
35. р(х) = (х – 4)2, x>4 36. f(x) = х +3 37. (х) =1- x 


38. р(х) = х2 +4х, x>-2 39. f(x) = х2 -бх+1, х>3 40. у(х) = 2 


Еп los siguientes ejercicios, utilice un gráfico para determinar е! dominio de las funciones. 


42. Р(х) = 3 үсе) 43. /(х)=‹+ EA 44. f(x)= y 
AE 7. 
45. fœ) = y 3 46. /(х) = ү/5=Җ 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice la calculadora para graficar la función. A continuación, indique tres puntos en el 
gráfico de la inversa con las coordenadas dadas de y. 


47. х) = х -х-2, y=1, 2, 3 48. р(х) = х +х- 2, у= 0, 1, 2 
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49. f(x) = х +3x-4, y=0, 1, 2 


50. /(х)=х?+8х—4, y=-1, 0, 1 


51. f(x)=xf+5x+1, y=-1, 0, 1 


Extensiones 


En los siguientes ejercicios, halle la inversa de las funciones con a, b, c números reales positivos. 


52. 


55. 


х) = ах? +b 53. 
/(х) = Yax+b 56. 


Aplicaciones en el mundo real 


f(x) = х2 + bx 54. 
Јо) = E 


Хх) = Мах? +b 


Еп los siguientes ejercicios, determine la función descrita y luego utilícela para responder la pregunta. 


57. 


60. 


Un objeto lanzado desde 
una altura de 200 metros 
tiene una altura h (t), еп 
metros después de que t 
segundos hayan 
transcurrido, de manera 
que A(t) = 200 — 4,97. 
Exprese 7 en función de la 
altura, h, y calcule el 
tiempo que tarda para 
alcanzar una altura de 50 
metros. 


El área superficial, A, de 61. 


una esfera en función de 
su radio, r, viene dada por 
A(r) = 4ar?. Exprese геп 
función de A, y halle el 
radio de una esfera con un 
área superficial de 1.000 
pulgadas cuadradas. 
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Un objeto lanzado desde 
una altura de 600 pies 
tiene una altura h (7) , еп 
pies después de диет 
segundos han 
transcurrido, de manera 
que A(t) = 600 — 167. 
Exprese f en función de la 
altura h, y calcule el tiempo 
que tarda para alcanzar 
una altura de 400 pies. 


Un recipiente contiene 100 
ml de una solución que 
tiene 25 ml de ácido. Si se 
añaden п ml de una 
solución ácida al 60 %, la 


función C(m) = 22496" da 


la concentración, C, en 
función de la cantidad de 
ml añadidos, n. Exprese п 
en función de C y 
determine cuántos mL hay 
que añadir para tener una 
solución ácida al 50 %. 


59. 


62. 


El volumen, V, de una 
esfera en función de su 
radio, r, viene dado por 
V(r) = Sar”. Exprese r en 
función de V, y halle el 
radio de una esfera con un 
volumen de 200 pies 
cúbicos. 


El periodo Т, en segundos, 
de un péndulo simple en 
función de su longitud /, en 
pies, viene dado por 

TM) = 27 


=m 


32,2* 
en función de T y 
determine la longitud de 
un péndulo con periodo de 
2 segundos. 


Exprese / 
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63. El volumen de un cilindro, 64. Elárea superficial, A,deun 65. El volumen de un cono 
V, en términos de radio, r, cilindro en función de su circular recto, V, en 
y la altura, h, viene dado radio, r, y la altura, h, viene términos de su radio, r, y 
por V = zr?h. Si ип dada por su altura, h, viene dado por 
cilindro tiene una altura de A=2ar? + 2лгһ. Si la = +лт?һ. Exprese r en 
6 metros, exprese el radio altura del cilindro es de 4 términos de Y si la altura 
en función de V y halle el pies, exprese el radio en del cono es de 12 pulgadas 
radio de un cilindro con un función de A y determine y determine el radio de un 
volumen de 300 metros el radio si el área cono con volumen de 50 
cúbicos. superficial es de 200 pies pulgadas cúbicas. 

cuadrados. 


66. Considere un cono con una 
altura de 30 pies. Exprese 
el radio, r, en términos de 
volumen, V, y determine el 
radio de un cono con un 
volumen de 1.000 pies 
cúbicos. 


3.9 Modelado mediante la variación 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Resolver problemas de variación directa. 
> Resolver problemas de variación inversa. 
> Resolver problemas que impliquen una variación conjunta. 


Un concesionario de automóviles usados acaba de ofrecer a su mejor candidata, Nicole, un cargo en ventas. El cargo 
ofrece una comisión del 16 % sobre sus ventas. Sus ganancias dependen del importe de sus ventas. Por ejemplo, si 
vende un vehículo por 4.600 dólares, ganará 736 dólares. Al considerar la oferta, tiene en cuenta el precio típico de los 
automóviles del concesionario, el mercado en general y cuántos puede esperar vender razonablemente. En esta sección, 
examinaremos las relaciones, como esta, entre las ganancias, las ventas y la tasa de comisión. 


Resolver problemas de variación directa 


En el ejemplo anterior, las ganancias de Nicole se hallan al multiplicar sus ventas por su comisión. La fórmula е = 0,165 
nos cuenta sus ganancias, e, provienen del producto de 0,16, su comisión, y el precio de venta del vehículo. Si creamos 
una tabla, observamos que, a medida que aumenta el precio de venta, también aumentan las ganancias, lo que debería 
ser intuitivo. Vea la Tabla 1. 


s, precios de 


Interpretación 


venta 

$4.600 e = 0,16 (4.600) = 736 La venta de un vehículo de 4.600 dólares supone una ganancia de 
736 dólares. 

$9.200 e =0,16(9.200) = 1.472 La venta de un vehículo de 9.200 dólares supone una ganancia de 


1.472 dólares. 


$18.400 e = 0,16 (18.400) = 2.944 La venta de un vehículo de 18.400 dólares supone una ganancia de 
2.944 dólares. 


Tabla 1 


Observe que las ganancias son un múltiplo de las ventas. A medida que aumentan las ventas, las ganancias se 
incrementan de forma previsible. Duplicamos las ventas del vehículo de 4.600 a 9.200 dólares, y duplicamos las 


407 


408 3-*Funciones polinómicas y racionales 


ganancias de 736 a 1.472 dólares. A medida que aumenta la entrada, la salida aumenta como un múltiplo de la entrada. 


La relación en la que una cantidad es una constante multiplicada por otra cantidad se denomina variación directa. Cada 
variable en este tipo de relación varía directamente con la otra. 


La Figura 1 representa los datos de las posibles ganancias de Nicole. Decimos que las ganancias varían directamente con 
el precio de venta del automóvil. La fórmula y = kx” se utiliza para la variación directa. El valor k es una constante no 
nula mayor que cero y se denomina constante de variación. En este caso, k = 0,1буп = 1. 


(18.400, 2.944) 


e, Ganancias, $ 


(9.200, 1.472) 


(4.600, 736) 


0 6.000 12.000 18.000 24.000 30.000 
5, Precios de venta en dólares 
Figura 1 


Variación directa 


Si los valores de x y y están relacionados por una ecuación de la forma 
у= kx" 


entonces decimos que la relación es de variación directa y y varía directamente con la enésima potencia de x. En 
las relaciones de variación directa, existe un cociente constante no nulo k = => donde k se denomina constante de 


variación, que ayuda a definir la relación entre las variables. 


(є cómo 


@ 
Dada la descripción de un problema de variación directa, resolver una incógnita 


1. Identifique la entrada, x, y la salida, y. 


2. Determine la constante de variación. Es posible que tenga que dividir y entre la potencia especificada de x para 
determinar la constante de variación. 


3. Utilice la constante de variación para escribir una ecuación para la relación. 
4. Sustituya los valores conocidos en la ecuación para hallar la incógnita. 


A aa 


Resolver un problema de variación directa 
La cantidad y varía directamente con el cubo de x. Si y = 25 cuando x = 2, calcule y cuando x es 6. 


Acceso gratis en openstax.org 


3.9 * Modelado mediante la variación 


© Solución 
La fórmula general para la variación directa con un cubo es y = kx3. La constante se halla al dividir y entre el cubo de x. 


25 
8 


Ahora, utilice la constante para escribir una ecuación que represente esta relación. 


25 з 
= ——х 
= 
Sustituya х = 6 y resuelva рага y. 
у= (б) 
= 675 
©) Análisis 
El gráfico de esta ecuación es un cúbico simple, como se muestra еп la Figura 2. 
y 
800 
(6, 675) 
600 
400 
200 
0 HA X 
2 4 6 8 10 
Figura 2 
D| PREGUNTAS Y ¿Los gráficos de todas las ecuaciones de variación directa se parecen al Ejemplo 1? 
RESPUESTAS i ЖЕКЕ ; В , 
No. Las ecuaciones de variación directa son funciones de potencia: pueden ser lineales, 


cuadráticas, cúbicas, cuárticas, radicales, etc. No obstante, todos los gráficos pasan por (0.0). 


INTÉNTELO #1 La cantidad y varía directamente con el cuadrado de x. Si y = 24 cuando x = 3, calcule y 
cuando x es 4. 


Resolver problemas de variación inversa 


La temperatura del agua en un océano varía inversamente a la profundidad del agua. Entre las profundidades de 250 


pies y 500 pies, la fórmula T = 14000 nos da la temperatura en grados Fahrenheit a una profundidad en pies bajo la 
superficie de la Tierra. Consideremos el Océano Atlántico, que cubre el 22 % de la superficie de la Tierra. En un lugar 


determinado, a una profundidad de 500 pies, la temperatura puede ser de 28 °F. 


Si creamos la Tabla 2, observamos que, a medida que aumenta la profundidad, la temperatura del agua disminuye. 
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d, profundidad = Interpretación 
500 pies ==” =28 Auna profundidad de 500 pies, la temperatura del agua es de 28 °F. 
350 pies 14000 =40 Auna profundidad de 350 pies, la temperatura del agua es de 40 °F. 
250 pies 15000 = 56 A una profundidad de 250 pies, Іа temperatura del agua es de 56 °F. 
Tabla 2 


Observamos en la relación entre estas variables que, a medida que una cantidad aumenta, la otra disminuye. Se dice 
que las dos cantidades son inversamente proporcionales y que cada término varía inversamente con el otro. Las 
relaciones inversamente proporcionales también se denominan variaciones inversas. 


Para nuestro ejemplo, la Figura 3 representa la variación inversa. Decimos que la temperatura del agua varía 
inversamente a la profundidad del agua porque, a medida que la profundidad aumenta, la temperatura disminuye. La 
fórmula y = k para la variación inversa en este caso utiliza k = 14.000. 


вої (250, 56) 
H 50+ 
d= 350, 40 
52 40+ ) 
= = 
Б E зо! (500, 28) 
ei 
e, 20+ 
po — 
10+ 
— — ——Ak—— 
0 200 400 600 
Profundidad, d (pies) 
Figura 3 


Variación inversa 
Si los valores de x y y están relacionados por una ecuación de la forma 
= зт 


donde К es una constante по nula, entonces decimos que у varía inversamente соп la enésima potencia de х. En las 
relaciones inversamente proporcionales o variaciones inversas hay un múltiplo constante k = x” y. 


шшш aaa 


Escribir una fórmula para una relación inversamente proporcional 


Un turista planea conducir 100 millas. Halle una fórmula para el tiempo que durará el viaje en función de la velocidad a 
la que conduce el turista. 


© Solución 


Recordemos que, al multiplicar la velocidad por el tiempo, se obtiene la distancia. Supongamos que ż representan el 
tiempo de conducción en horas, y v representa la velocidad (rapidez o tasa) a la que el turista conduce, entonces 


vt = distancia. Dado que la distancia está fijada en 100 millas, vt = 100. Resolviendo esta relación para el tiempo nos da 
nuestra función. 
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100 
to) = 


10007! 


Podemos ver que la constante de variación es 100 y, aunque podemos escribir la relación mediante el exponente 
negativo, es más común verla escrita como una fracción. 


(є cómo 


@ 
Dada la descripción de un problema de variación indirecta, resolver una incógnita 


1. Identifique la entrada, x, y la salida, y. 

2. Determine la constante de variación. Es posible que tenga que multiplicar y entre la potencia especificada de x 
para determinar la constante de variación. 

3. Utilice la constante de variación para escribir una ecuación para la relación. 

4. Sustituya los valores conocidos en la ecuación para hallar la incógnita. 
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Resolver un problema de variación inversa 
Una cantidad y varía inversamente con el cubo de x. Si y = 25 cuando x = 2, calcule y cuando x es 6. 


© Solución 


La fórmula general de la variación inversa con un cubo es y = £. La constante se halla al multiplicar y entre el cubo de 
х 


х. 
k= xy 
=2 +05 
= 200 
Ahora utilizamos la constante para escribir una ecuación que represente esta relación. 
y=%, k=200 
х 
у= 53 


Sustituya х = 6 y resuelva рага y. 


©) Análisis 
El gráfico de esta ecuación es una función racional, como se muestra en la Figura 4. 
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Figura 4 


[>] INTÉNTELO #2 Una cantidad y varía inversamente con el cuadrado de x. Si y = 8 cuando x = 3, calcule y 
cuando x es 4. 


Resolver problemas que implican una variación conjunta 


Muchas situaciones son más complicadas que un modelo básico de variación directa o de variación inversa. Una variable 
suele depender de varias otras variables. Cuando una variable depende del producto o cociente de dos o más variables, 
se denomina variación conjunta. Por ejemplo, el costo del transporte en autobús de los alumnos por cada viaje escolar 
varía en función del número de alumnos que asisten y de la distancia de la escuela. La variable с, costo, varía junto con el 
número de estudiantes, n, y la distancia, d. 


Variación conjunta 


La variación conjunta se produce cuando una variable varía directa o inversamente con múltiples variables. 


Por ejemplo, si x varía directamente tanto con уу z, tenemos x = kyz. Si x varía directamente con y e inversamente 
con c, tenemos x = 2, Observe que solo utilizamos una constante en una ecuación de variación conjunta. 


cemo a 


Resolver de problemas que implican una variación conjunta 
Una cantidad x varía directamente con el cuadrado de y e inversamente con la raíz cúbica de c. Six = 6 cuando y = 2 y 
2 = 8, Calcule x cuando y = 1 y z = 27. 


© Solución 
Empiece por escribir una ecuación para mostrar la relación entre las variables. 


А 
52 


Sustituya х = 6, у = 2, y 2 = 8 para hallar el valor de la constante К. 


х 


2 
6 = 2 
E 
_ ák 
бе. 
З= к 


Ahora podemos sustituir el valor de la constante еп Іа ecuación de la relación. 
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Para hallar x cuando y = 1 y z = 27, sustituiremos los valores de y y c en nuestra ecuación. 


>| INTÉNTELO #3 


Z= 


» | MEDIA 


_ за 
Ya 
=1 


х 


x varía directamente соп el cuadrado de y e inversamente соп с. Si х = 40 cuando у = 4 y 
2, calcule x cuando y = 10 y z = 25. 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con la variación directa e inversa. 


Variación directa (http://openstax.org/l/directvariation) 


Variación inversa (http://openstax.org/l/inversevariatio) 


Variación directa e inversa (http://openstax.org/l/directinverse) 


3.9 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. ¿Qué hay de cierto en el 
aspecto de los gráficos que 
reflejan una variación 
directa entre dos variables? 


Algebraicos 


2. Sidos variables varían 
inversamente, ¿cómo será la 
ecuación que represente su 
relación? 


¿Existe un límite al número 
de variables que pueden 
variar conjuntamente? 
Explique. 


En los siguientes ejercicios, escriba una ecuación que describa la relación de las variables dadas. 


4. yvaría directamente como x 
y cuando x=6, y=12. 


7. yvaría directamente como 
el cubo de x y cuando 
x=36, y=24. 


10. y varía inversamente a ху 
cuando x = 4, y=2. 


13. y varía inversamente como 
la cuarta potencia de x y 
cuando x = 3, у = 1. 


5. y varía directamente сото 
el cuadrado de x y cuando 


x=4, у=80. 


8. yvaría directamente como 
la raíz cúbica de x y cuando 
x=27, y=15. 


11. y varía inversamente al 
cuadrado de x y cuando 
x=3, y=2. 


14. yvaría inversamente a la 
raíz cuadrada de x y 
cuando x = 25, y=3. 


6. 


12. 


15. 


y varía directamente como 
la raíz cuadrada de x y 
cuando x = 36, у= 24. 


y varía directamente como 
la cuarta potencia de x y 
cuando x = 1, у= 6. 


у varía inversamente al 
cubo de x y cuando 
x=2, y=5. 


y varía inversamente como 
la raíz cúbica de x y cuando 
x=64, у= 5. 
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16. yvaríajunto con x y c y 
cuando x=2yz=3, 
у = 36. 


19. yvaría junto сото ху la 
raíz cuadrada де су 
cuando х = 2y z = 25, 


entonces у = 100. 


22. yvaría conjuntamente сото el 


cuadrado de x y la raíz cuadrada de c e 


inversamente como el cubo de ш. 


Cuando 


x = 3,2 = 4, уш = 3, entonces y = 6. 


Numéricos 


17. 


20. 


y varía junto como x, c y w 
y cuando x=1,c=2, 
w = 5, entonces y = 100. 


y varía conjuntamente 21. 


como el cuadrado de x el 
cubo de c y la raíz 
cuadrada de w. Cuando 
x=1c=2, 

y w = 36, entonces y = 48. 


18. 


y varía conjuntamente 
como el cuadrado de x y el 
cuadrado de c y cuando 

x = Зу с = 4, entonces 

у = 72. 


y varía junto como xy се 
inversamente como w. 
Сиапдох = 3, с= 5 у 
w = 6, entonces у = 10. 


23. yvaríajunto сото хусе 


cuadrada de w y el 


cuadrado de т. Cuando 


x=3c=1,w=25, 


yt = 2, entonces y = 6. 


inversamente como la raíz 


En los siguientes ejercicios, utilice la información dada para determinar el valor desconocido. 


24. y varía directamente сото x. Cuando 


х= 3, 


entonces у = 12. Calcule y cuando х = 20. 


26. 
Cuando x = 3, 


entonces y = 5. Calcule y cuando x = 4. 


28. 
de x. Cuando x = 125, 


entonces y = 15. Calcule y cuando х = 1, 


000. 


31. yvaría inversamente con el 
cubo de x. Cuando x = 3, 
entonces y = 1. Calcule y 
cuando x = 1. 


34. yvaríajunto como х y 2. 
Cuando х = 4у2 = 2, 
entonces у = 16. Halle y 


cuando x=3yz=3. 
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y varía directamente como el cubo de x. 


y varía directamente como la raíz cúbica 


32. 


35. 


25. yvaría directamente como 


el cuadrado de x. Cuando 


x = 2, entonces 
y = 16. Calcule y 
cuando x = 8. 


27. y varía directamente сото la raíz 


cuadrada de x. Cuando x = 16, 


х. Cuando x = 3, 


cuando x = 1. 


y varía inversamente conla 33. 
raíz cuadrada de x. Cuando 

x = 64, entonces y = 12. 

Halle y cuando x = 36. 

y varía junto como 36. 


x, Z, y w. Cuando x = 2, 
z = 1,y w = 12, entonces 
y = 72. Halle y cuando 
x=1,z2=2yw=3. 


29. yvaría inversamente con 


entonces y = 2. Calcule y 


entonces y = 4. Calcule y cuando x = 36. 


30. yvaría inversamente con el 
cuadrado de x. Cuando 
х= 4, 

entonces у = 3. Calcule 

y cuando x = 2. 


y varía inversamente con la 
raíz cúbica de x. Cuando 
x = 27, entonces у = 5. 
Halle y cuando х = 125. 


y varía junto como x y el 
cuadrado de z. Cuando 
х = 2у 2 = 4, entonces 
у = 144. Halle y cuando 
x=4yz=05. 


37. yvaría conjuntamente 38. 


como el cuadrado de x y la 
raíz cuadrada de c. Cuando 
х = 2у 2 = 9, entonces 

у = 24. Halle y cuando 
x=3yz=25. 


40. y varía conjuntamente 
como el cuadrado de x y 
de ce inversamente como 
la raíz cuadrada de w y de 
1. Cuando x = 2, 2 = 3, 

w = 16, y t = 3, entonces 
y = 1. Halle y cuando 

x = 3,2 =2,ш = 36,y 

і = 5. 


En tecnología 


y varía junto como x y ce 
inversamente como w. 
Cuando x=5,z=2,y 
w = 20, entonces y = 4. 
Halle y cuando x = 3 y 

2 = 8,у ш = 48. 
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. y varía conjuntamente 


como el cuadrado de x y el 
cubo de c e inversamente 
como la raíz cuadrada de 


w. Сиапаох = 2, 2 = 2, 


y w = 64, entonces у = 12. 
Halle y cuando х = 1, 
2=3,уш = 4. 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la calculadora para graficar Іа ecuación implícita en la variación dada. 


41. yvaría directamente conel 42. 
cuadrado de x y cuando 
x=2, y=3. 


44. yvaría inversamente conx 45. 


y cuando x = 6, y=2. 


Extensiones 


y varía directamente como 
el cubo de x y cuando 
x=2, y=4. 


y varía inversamente al 
cuadrado de x y cuando 
x=], y=4. 


43. y varía directamente como 
la raíz cuadrada de x y 
cuando x = 36, y=2. 


En los siguientes ejercicios, utilice la ley de Kepler, que establece que el cuadrado del tiempo, T, que se necesita para que 
un planeta orbite alrededor del Sol varía directamente con el cubo de la distancia media, a, que el planeta es del Sol. 


46. Utilizando el tiempo de la 47. 


Tierra de 1 año y la 
distancia media de 93 
millones de millas, halle la 
ecuación que relaciona T y 
a. 


49. Utilice el resultado del 50. 


ejercicio anterior para 
determinar el tiempo 
necesario para que Venus 
orbite el Sol si su distancia 
media es de 108 millones 
de kilómetros. 


Utilice el resultado del 
ejercicio anterior para 
determinar el tiempo 
necesario para que Marte 
orbite el Sol si su distancia 
media es de 142 millones 
de millas. 


Utilizando la distancia de la 
Tierra de 1 unidad 
astronómica (U.A.), 
determine el tiempo que 
tarda Saturno en orbitar el 
Sol si su distancia media es 
de 9,54 U.A. 


48. Utilizando la distancia de la 


Tierra de 150 millones de 
kilómetros, halle la 
ecuación que relaciona T y 
a. 
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Aplicaciones en el mundo real 


En los siguientes ejercicios, utilice la información dada para responder las preguntas. 


51. 


54. 


57. 


La distancia s a la que cae 
un objeto varía 
directamente con el 
cuadrado del tiempo, t, de 
la caída. Si un objeto cae 
16 pies en un segundo, 
¿cuánto tiempo tarda en 
caer 144 pies? 


El volumen de un gas 
mantenido a temperatura 
constante varía 
indirectamente como la 
presión del gas. Si el 
volumen de un gas es de 
1.200 centímetros cúbicos, 
cuando la presión es de 
200 milímetros de 
mercurio, ¿cuál es el 
volumen cuando la presión 
es de 300 milímetros de 
mercurio? 


La corriente en un circuito 
varía inversamente con su 
resistencia medida en 
ohmios. Cuando la 
corriente en un circuito es 
de 40 amperios, la 
resistencia es de 10 
ohmios. Halle la corriente 
si la resistencia es de 12 
ohmios. 
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52. 


55. 


58. 


La velocidad y de un objeto 
que cae varía directamente 
al tiempo, т, de la caída. Si, 
después de 2 segundos, la 
velocidad del objeto es de 
64 pies por segundo, ¿cuál 
es la velocidad después de 
5 segundos? 


El peso de un objeto sobre 
la superficie de la Tierra 
varía inversamente con el 
cuadrado de la distancia al 
centro de la Tierra. Si un 
cuerpo pesa 50 libras 
cuando está a 3.960 millas 
del centro de la Tierra, 
¿cuánto pesaría si 
estuviera a 3.970 millas del 
centro de la Tierra? 


La fuerza que ejerce el 
viento sobre una superficie 
plana varía junto con el 
cuadrado de la velocidad 
del viento y con el área de 
la superficie plana. Si el 
área de la superficie es de 
40 pies cuadrados y la 
velocidad del viento es de 
20 millas por hora, la 
fuerza resultante es de 15 
libras. Halle la fuerza sobre 
una superficie de 65 pies 
cuadrados a una velocidad 
de 30 millas por hora. 


53. 


56. 


59. 


La velocidad de vibración 
de una cuerda sometida a 
una tensión constante 
varía inversamente a la 
longitud de la cuerda. Si 
una cuerda mide 24 
pulgadas y vibra 128 veces 
por segundo, ¿cuál es la 
longitud de una cuerda 
que vibra 64 veces por 
segundo? 


La intensidad de la luz 
medida en pies candela 
varía inversamente al 
cuadrado de la distancia a 
la fuente de luz. 
Supongamos que la 
intensidad de una bombilla 
es de 0,08 pies candela a 
una distancia de 3 metros. 
Halle el nivel de intensidad 
a 8 metros. 


La potencia (CV) que un eje 
puede transmitir con 
seguridad varía junto con 
su velocidad (en 
revoluciones por minuto 
[rpm]) y el cubo del 
diámetro. Si el eje de un 
determinado material de 3 
pulgadas de diámetro 
puede transmitir 45 CV a 
100 rpm, ¿qué diámetro 
deberá tener para 
transmitir 60 CV a 150 
rpm? 
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60. La energía cinética K de un 
objeto en movimiento varía 
junto con su masa m y el 
cuadrado de su velocidad 
v. Si un objeto que pesa 40 
kilogramos a una velocidad 
de 15 metros por segundo 
tiene una energía cinética 
de 1.000 julios, halle la 
energía cinética si la 
velocidad aumenta a 20 
metros por segundo. 
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Revisión del capítulo 
Términos clave 


Algoritmo de la división dado un dividendo polinómico f(x) y un divisor polinómico distinto de cero d(x) donde el 
grado de d(x) es menor o igual que el grado de f(x), existen polinomios únicos q(x) у r(x) tal que 
f(x) = d(x)q(x) + r(x) donde q(x) es el cociente у r(x) es el restante. El restante es igual a cero o tiene un grado 
estrictamente menor que d(x). 

asíntota horizontal línea horizontal y = b donde el gráfico se aproxima a la línea a medida que las entradas aumentan 
o disminuyen sin límite. 

asíntota vertical línea vertical x = a donde el gráfico tiende hacia el infinito positivo o negativo a medida que las 
entradas se acercan hasta a 

ceros en una función determinada, los valores de x en los que y = 0, también se denominan raíces 

coeficiente número real no nulo multiplicado por una variable elevada a un exponente 

coeficiente principal el coeficiente del término principal 

comportamiento final el comportamiento del gráfico de una función cuando la entrada disminuye y aumenta sin 
límite 

conjugado complejo el número complejo en el que se cambia el signo de la parte imaginaria y se deja inalterada la 
parte real del número; cuando se suma o multiplica por el número complejo original, el resultado es un número real 

constante de variación el valor no nulo k que permite definir la relación entre variables en variación directa o inversa 

curva suave un gráfico sin ángulos agudos 

discontinuidad removible un punto único en el que una función es indefinida que, si se rellena, haría que la función 
fuera continua; aparece como un agujero en el gráfico de una función 

división sintética método abreviado que se utiliza para dividir un polinomio entre un binomio de la forma x — k 

eje de simetría línea vertical trazada a través del vértice de una parábola alrededor de la cual la parábola es simétrica; 

b 


se define por x = TE 


forma de vértice de una función cuadrática otra designación para la forma estándar de la función cuadrática 

forma estándar de una función cuadrática la función que describe una parábola, escrita en la forma 
f(x) = а(х — hy? + k, donde (h, К) es el vértice. 

forma general de una función cuadrática la función que describe una parábola, escrita en la forma 
f(x) = ax? + bx + c, donde a, b, y c son números reales y a 4 0 

función continua función cuyo gráfico se puede dibujar sin levantar el bolígrafo del papel porque no hay 
interrupciones en el gráfico 

función invertible cualquier función que tenga una función inversa 

función polinómica función que consta de cero o de la suma de un número finito de términos distintos de cero, cada 
uno de los cuales es un producto de un número, denominado coeficiente del término, y una variable elevada a una 
potencia entera no negativa. 

función potencia función que puede representarse en la forma f(x) = kx? donde k es una constante, la base es una 
variable y el exponente, p, es una constante 

función racional función que se escribe como el cociente de dos polinomios 

grado la potencia más elevada de la variable que aparece en un polinomio 

inversamente proporcional una relación en la que una cantidad es una constante dividida entre la otra cantidad; 
cuando una cantidad aumenta, la otra disminuye 

La regla de los signos de Descartes una regla que determina el número máximo posible de ceros reales positivos y 
negativos en función del número de cambios de signo de f(x) y f(=x) 

máximo global el punto de inflexión más alto en un gráfico f(a) donde f(a) > f(x) para todo x. 

mínimo global el punto de inflexión más bajo en un gráfico /(а) donde f(a) < f(x) para todo x. 

multiplicidad el número de veces que un factor determinado aparece en la forma factorizada de la ecuación de un 
polinomio; si el polinomio contiene un factor de la forma (х — А)?, x = h es un cero de multiplicidad р. 

notación de flecha forma de representar simbólicamente el comportamiento local y final de una función mediante el 
uso de flechas para indicar que una entrada o salida se acerca a un valor 

número complejo la suma de un número real y un número imaginario, escrita en la forma estándar a + bi, donde a es 
la parte real, y bi es la parte imaginaria 

número imaginario un número en la forma bi donde i = y-1 

plano complejo ип sistema de coordenadas en el que el eje horizontal se utiliza para representar la parte real de un 
número complejo y el eje vertical se utiliza para representar la parte imaginaria 

punto de inflexión е! lugar en el que el gráfico de una función cambia de dirección 

Teorema de la factorización lineal permitiendo las multiplicidades, una función polinómica tendrá el mismo número 


Acceso gratis en openstax.org 


3 + Revisión del capítulo 419 


de factores que su grado, y cada factor estará en la forma (x — c), donde c es un número complejo 
Teorema del cero racional los posibles ceros racionales de una función polinómica tienen la forma г donde p es un 


factor del término constante y q es un factor del coeficiente principal. 

Teorema del factor k es un cero de la función polinómica f(x) si y solo si (x — К) es un factor de f(x) 

Teorema del resto si un polinomio f(x) se divide entre x — k, entonces el restante será igual al valor f(k) 

Teorema del valor intermedio рага dos números a y b en el dominio de f,sia<by f (a) # f (р), entonces la 
función f adopta cualquier valor entre f (a) y f (b); concretamente, cuando una función polinómica pasa de un valor 
negativo a un valor positivo, la función deberá cruzar el eje x 

Teorema fundamental del álgebra una función polinómica de grado superior a O tiene al menos un cero complejo 

término de una función polinómica cualquier ах! de una función polinómica en la forma 
f(x) = anx" + азах" +... + ах? + аух+а| 

término principal el término que contiene la potencia más elevada de la variable 

varía directamente la relación en la que una cantidad es una constante multiplicada por la otra cantidad 

varía inversamente la relación en la que una cantidad es una constante dividida entre la otra cantidad 

variación conjunta la relación en la que una variable varía directamente o inversamente con múltiples variables 

variación directa Іа relación entre dos variables que son un múltiplo constante de la otra; cuando una cantidad 
aumenta, también lo hace la otra 

variación inversa la relación entre dos variables en la que el producto de las variables es una constante 

vértice el punto en el que una parábola cambia de dirección, correspondiente al valor mínimo o máximo de la función 
cuadrática 


Ecuaciones clave 


forma general de una función cuadrática Р(х) = ах? +bx+c 


= A/p = 
la fórmula cuadrática =b+ Vb —4ас 


= 2а 


forma estándar de una función cuadrática (х) = а(х – hy? +k 
forma general de una función polinómica (х) = anx” + apq 1 +...+а›х” + аүх+ ај 
Algoritmo de la división f(x) = d(x)g(x) + r(x) donde q(x) 4 0 


р pla „р 
‚2, с P apx +a e Б ат x+a() 
Función racional f(x) = 209 = М 


О(х) #0 


Баха + px 07 14... 4b] x+bp * 


Variación directa у = kx”, k es una constante no nula. 


isa dl k 
Variación inversa у= e К es una constante no nula. 
х 


Conceptos clave 


3.1 Números complejos 


• La raíz cuadrada de cualquier número negativo se puede escribir como múltiplo de i. Vea el Ejemplo 1. 

• Para representar un número complejo, utilizamos dos líneas numéricas, cruzadas para formar el plano complejo. El 
eje horizontal es el eje real y el eje vertical es el eje imaginario. Vea el Ejemplo 2. 

• Los números complejos se pueden sumar y restar al combinar las partes reales y las partes imaginarias. Vea el 


Ejemplo 3. 
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Los números complejos se pueden multiplicar y dividir. 

Para multiplicar números complejos, distribuya igual que con los polinomios. Vea el Ejemplo 4, el Ejemplo 5 y el 
Ejemplo 8. 

Para dividir números complejos, multiplique tanto el numerador como el denominador por el conjugado complejo 
del denominador para eliminar el número complejo del denominador. Vea el Ejemplo 6, el Ejemplo 7 y el Ejemplo 9. 
Las potencias de i son cíclicas, pues se repiten cada cuatro. Vea el Ejemplo 10. 


3.2 Funciones cuadráticas 


La función polinómica de grado dos se denomina función cuadrática. 

El gráfico de una función cuadrática es una parábola. La parábola es una curva en forma de U que se abre hacia 
arriba o hacia abajo. 

El eje de simetría es la línea vertical que pasa por el vértice. Los ceros, o intersecciones en x, son los puntos en los 
que la parábola cruza el eje x. La intersección en y es el punto en el que la parábola cruza el eje y. Vea el Ejemplo 1, 
el Ejemplo 7 y el Ejemplo 8. 

Las funciones cuadráticas suelen escribirse en forma general. La forma estándar o de vértice sirve para identificar 
fácilmente el vértice de una parábola. Cualquiera de las dos formas puede escribirse a partir de un gráfico. Vea el 
Ejemplo 2. 

El vértice se halla a partir de una ecuación que representa una función cuadrática. Vea el Ejemplo 3. 

El dominio de la función cuadrática son todos los números reales. La gama varía según la función. Vea el Ejemplo 4. 
El valor mínimo o máximo de la función cuadrática viene dado por el valor de y del vértice. 

El valor mínimo o máximo de la función cuadrática se utiliza para determinar el rango de la función y para resolver 
muchos tipos de problemas del mundo real, incluso de área e ingresos. Vea el Ejemplo 5 y el Ejemplo 6. 

Algunas ecuaciones cuadráticas deberán resolverse con la fórmula cuadrática. Vea el Ejemplo 9. 

El vértice y las intersecciones pueden identificarse e interpretarse para resolver problemas del mundo real. Vea el 


Ejemplo 10. 


3.3 Funciones potencia y funciones polinómicas 


La función potencia es una base variable elevada a una potencia numérica. Vea el Ejemplo 1. 

El comportamiento de un gráfico cuando la entrada disminuye más allá del límite y aumenta más allá del límite se 
denomina comportamiento final. 

El comportamiento final depende de que la potencia sea par o impar. Vea el Ejemplo 2 y el Ejemplo 3. 

La función polinómica es la suma de términos, cada uno de los cuales consiste en una función potencia 
transformada con número entero positivo. Vea el Ejemplo 4. 

El grado de una función polinómica es la potencia más elevada de la variable que aparece en un polinomio. El 
término que contiene la potencia más elevada de la variable se denomina término principal. El coeficiente del 
término principal se denomina coeficiente principal. Vea el Ejemplo 5. 

El comportamiento final de una función polinómica es el mismo que el de la función potencia representada por el 
término principal de la función. Vea el Ejemplo 6 y el Ejemplo 7. 

Un polinomio de grado n tendrá como máximo и intersecciones en хуа lo sumo n- 1 puntos de inflexión. Vea el 
Ejemplo 8, el Ejemplo 9, el Ejemplo 10, el Ejemplo 11 y el Ejemplo 12. 


3.4 Gráfico de funciones polinómicas 


Las funciones polinómicas de grado 2 o más son fluidas y continuas. Vea el Ejemplo 1. 

Para hallar los ceros de una función polinómica, si se puede, factorice la función y lleve a cero cada factor. Vea el 
Ejemplo 2, el Ejemplo 3 y el Ejemplo 4. 

Otra forma de hallar las intersecciones en x de una función polinómica es graficar la función e identificar los puntos 
en los que el gráfico cruza el eje x. Vea el Ejemplo 5. 

La multiplicidad de un cero determina cómo se comporta el gráfico en las intersecciones en x. Vea el Ejemplo 6. 

El gráfico de un polinomio cruza el eje horizontal en un cero con multiplicidad impar. 

El gráfico de un polinomio toca el eje horizontal en un cero con multiplicidad par. 

El comportamiento final de la función polinómica depende del término principal. 

El gráfico de una función polinómica cambia de dirección en sus puntos de inflexión. 

Una función polinómica de grado n tiene como máximo n- 1 puntos de inflexión. Vea el Ejemplo 7. 

Para graficar funciones polinómicas, halle los ceros y sus multiplicidades, determine el comportamiento final y 
verifique que el gráfico final tenga como máximo n- 1 puntos de inflexión. Vea el Ejemplo 8 y el Ejemplo 10. 
Graficar una función polinómica ayuda a estimar los extremos locales y globales. Vea el Ejemplo 11. 

El teorema del valor intermedio nos indica que, si f(a) у f(b) tienen signos opuestos, entonces existe al menos un 
valor c entre a y b para los cuales f (с) = 0. Vea el Ejemplo 9. 
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3.5 Dividir polinomios 


La división larga de polinomios se utiliza para dividir un polinomio entre cualquier polinomio de grado igual o 
inferior. Vea el Ejemplo 1 y el Ejemplo 2. 

El algoritmo de la división nos señala que un dividendo polinómico se puede escribir como el producto del divisor y 
el cociente sumado al restante. 

La división sintética es un atajo que se utiliza para dividir un polinomio entre un binomio en la forma x — k. Vea el 
Ejemplo 3, el Ejemplo 4 y el Ejemplo 5. 

La división polinómica se utiliza para resolver problemas de aplicación, como el área y el volumen. Vea el Ejemplo 6. 


3.6 Ceros de funciones polinómicas 


Para hallar f(k), determine el restante del polinomio f(x) cuando se divide entre x — k. Vea el Ejemplo 1. 

k es un cero de f(x) si y solo si (х — К) es un factor de f(x). Vea el Ejemplo 2. 

Cada cero racional de una función polinómica con coeficientes enteros será igual a un factor del término constante 
dividido entre un factor del coeficiente principal. Vea el Ejemplo 3 y el Ejemplo 4. 

Cuando el coeficiente principal es 1, los posibles ceros racionales son los factores del término constante. 

La división sintética puede utilizarse para hallar los ceros de una función polinómica. Vea el Ejemplo 5. 

Según el teorema fundamental, toda función polinómica tiene al menos un cero complejo. Vea el Ejemplo 6. 

Toda función polinómica de grado superior a O tiene al menos un cero complejo. 

Teniendo en cuenta las multiplicidades, una función polinómica tendrá el mismo número de factores que su grado. 
Cada factor tendrá la forma (x — c), donde c es un número complejo. Vea el Ejemplo 7. 

El número de ceros reales positivos de una función polinómica es o bien el número de cambios de signo de la 
función o bien menor que el número de cambios de signo en un número entero par. 

El número de ceros reales negativos de una función polinómica es el número de cambios de signo de f(—x) о 
menos que el número de cambios de signo por un número entero par. Vea el Ejemplo 8. 

Las ecuaciones polinómicas modelan muchas situaciones en el mundo real. La resolución de las ecuaciones es más 
fácil de realizar mediante la división sintética. Vea el Ejemplo 9. 


3.7 Funciones racionales 


Podemos utilizar la notación de flecha para describir el comportamiento local y el comportamiento final de las 
funciones de la caja de herramientas f(x) = 1 у /(х) = L. Vea el Ejemplo 1. 
X 


Una función que se nivela en un valor horizontal tiene una asíntota horizontal. Una función puede tener más de una 
asíntota vertical. Vea el Ejemplo 2. 

Los problemas de aplicación que implican tasas y concentraciones a menudo implican funciones racionales. Vea el 
Ejemplo 3. 

El dominio de una función racional incluye todos los números reales excepto aquellos que hacen que igualan el 
denominador a cero. Vea el Ejemplo 4. 

Las asíntotas verticales de una función racional se darán cuando el denominador de la función sea igual a cero y el 
numerador sea distinto a cero. Vea el Ejemplo 5. 

Puede producirse una discontinuidad removible en el gráfico de una función racional si una entrada hace que tanto 
el numerador como el denominador sean cero. Vea el Ejemplo 6. 

El comportamiento final de una función racional reflejará el de la relación de los términos principales de las 
funciones del numerador y del denominador. Vea el Ejemplo 7, el Ejemplo 8, el Ejemplo 9 y el Ejemplo 10. 

Grafique funciones racionales al hallar las intersecciones, el comportamiento en las intersecciones y las asíntotas, 
así como el comportamiento final. Vea el Ejemplo 11. 

Si una función racional tiene intersecciones en xen x = х], X2, ... , Xn, asíntotas verticales en x = V1, V2, ..., Um, Y 
ninguna x; = cualquier vj, entonces la función se puede escribir de la forma 


(х-х)Ё1(х-ху)Ў?2 (a en 
(х—01 )41 (uy) --"(x-Up Jin 


ЈО) = 


Vea el Ejemplo 12. 


3.8 Inversas y funciones radicales 


La inversa de una función cuadrática es una función de raíz cuadrada. 

Si los valores de у= es la inversa de una función f, entonces f es la inversa de la función f7| Vea el Ejemplo 1. 
Aunque no es posible hallar la inversa de la mayoría de las funciones polinómicas, algunos polinomios básicos son 
invertibles. Vea el Ejemplo 2. 
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• Рага hallar la inversa de determinada función, debemos restringirla а un dominio en el que sea biunívoca. Vea el 
Ejemplo 3 y el Ejemplo 4. 

+ Cuando hallamos la inversa de una función radical, necesitamos una restricción en el dominio de la respuesta. Vea 
el Ejemplo 5 y el Ejemplo 7. 

• Las funciones inversas y radicales se utilizan para resolver problemas de aplicación. Vea el Ejemplo 6 y el Ejemplo 8. 


3.9 Modelado mediante la variación 


• La relación en la que una cantidad es una constante multiplicada por otra cantidad se denomina variación directa. 
Vea el Ejemplo 1. 

+ Dos variables que son directamente proporcionales entre sí tendrán una relación constante. 

• La relación en la que una cantidad es una constante dividida entre otra cantidad se denomina variación inversa. Vea 
el Ejemplo 2. 

+ Dos variables que son inversamente proporcionales entre sí tendrán un múltiplo constante. Vea el Ejemplo 3. 

• En muchos problemas, la variable varía directa о inversamente con múltiples variables. Este tipo de relación recibe 
el nombre de variación conjunta. Vea el Ejemplo 4. 


Ejercicios 
Ejercicios de repaso 


Ha llegado al final del capítulo 3: Funciones polinómicas y racionales. Repasemos algunos de los términos, conceptos y 
ecuaciones clave que aprendió. 


Números complejos 


Realice la operación indicada con números complejos. 


1. (4+34+62=5) 2. (6-5i)-(10+31) 3. (2-30) (3 + 61) 
4. = 


Resuelva las siguientes ecuaciones sobre el sistema de números complejos. 


5. x2-4x+5=0 6. х2 +2x+10=0 


Funciones cuadráticas 


En los siguientes ejercicios, escriba la función cuadrática en forma estándar. A continuación, dé los vértices y las 
intersecciones de los ejes. Por último, grafique la función. 


7. f(x) = х2 - 4х - 5 8. f(x) = 2х2 – 4х 


En los siguientes problemas, halle la ecuación de la función cuadrática con Іа información dada. 


9. El vértice es (-2, 3) y un 10. El vértice es (-3, 6,5) y un 
punto en el gráfico es (3, 6). punto en el gráfico es 
(2,6). 
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Responda las siguientes preguntas. 


11. Una parcela rectangular será cercada con vallas. 12. Un objeto proyectado desde el suelo en un ángulo 
Uno de los lados está junto a un río, por lo que no de 45 grados a una velocidad inicial de 120 pies 
hace falta la valla. Si el total de vallas disponibles por segundo tiene altura, Л, en términos de 
es de 600 metros, calcule las dimensiones de la distancia horizontal recorrida, x, dado por 
parcela para tener la máxima superficie. h(x) = ы? х2 + x. Calcule la altura máxima 


que alcanza el objeto. 


Funciones de potencia y funciones polinómicas 


En los siguientes ejercicios, determine si la función es polinómica y, de ser así, dé el grado y el coeficiente principal. 


13. f(x) = 4х5 – 3х? +2x-1 14. у(х) = 5х+1 — x? 15. f(x) = x? (3 — 6х+ х2) 


Еп los siguientes ejercicios, determine el comportamiento final de Іа función polinómica. 


16. Рх) = 2х4 + 3х9 — 5х2 +7 17. Рх) = 4х3 – 6х2 +2 18. Рх) = 2х2(1 + 3х х2) 


Gráfico de funciones polinómicas 


En los siguientes ejercicios, halle todos los ceros de la función polinómica; tome nota de las multiplicidades. 


19. f(0)=(x+320x-DG+DÍ 20. f(x) = х? +4x% + 4x0 21. х) =x – 4х2 +х- 4 


Еп los siguientes ejercicios, a partir del gráfico dado, determine los ceros de Іа función y tome nota де la multiplicidad. 


22. 23. 


y 
10 


м Pp с со 


24. Utilice el teorema del valor intermedio рага 
demostrar que al menos un cero se encuentra 
entre 2 y 3 para la función f(x) = x3-5x+1 
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Dividir polinomios 


En los siguientes ejercicios, utilice la división larga para hallar el cociente y el restante. 


25, х3-2х244х+4 26. 3х4—4х2+4х+8 
i x-2 ; х+1 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la división sintética para calcular el cociente. Si el divisor es un factor, entonces escriba 
la forma factorizada. 


3 2 3 3 2 
x?-2x*+5x-1 x? +4х+10 2x? +6х^—11х—12 
27} = тач 28. созу БЫ ашык e 


3x4+3x3+2x+2 
30. х+1 


Сето de funciones polinómicas 


En los siguientes ejercicios, utilice el teorema del cero racional para resolver la ecuación polinómica. 


31. 2х3 – 3х2 – 18х-8 = 0 32. 3x3 + 11х2 +8х-4= 0 


33. 2х4 — 17x? + 46х2 – 43х +12 = 0 34. 4х4 + 8х3 + 192 + 32х + 12 = 0 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la regla de los signos de Descartes para calcular el número posible de soluciones 
positivas y negativas. 


35. х -3x2-2x+4=0 36. 2х4 — x? +4х2 – 5х+1=0 


Funciones racionales 


En las siguientes funciones racionales, halle las intersecciones y las asíntotas verticales y horizontales, y luego úsales 
para trazar un gráfico. 


2 ds 
37. fx) = 2 38. f(x) = с 39. у(х) = Е 


40. = 2 
о) = 32 


Еп los siguientes ejercicios, halle Іа asíntota oblicua. 


2 3_,2 
=% l — 2х?—х^+4 


Funciones inversas y radicales 


En los siguientes ejercicios, halle la inversa de la función con el dominio dado. 


43. f(x) = (х- 2)2, x>2 44. р(х) = (х+4)2-3, x>-4 45. f(x) = х2 +6х-2, x>-3 
46. f(x) = 2х3 – 3 47. f(x) = М4х+5 3 48. (х) = 21 


Acceso gratis en openstax.org 


3 + Ejercicios 425 


Modelado mediante la variación 


En los siguientes ejercicios, calcule el valor de la incógnita. 


49. yvaría directamente como 50. y varía inversamente a la 51. y varía conjuntamente 
el cuadrado de x. Si raíz cuadrada de x Si como el cubo de x y dado 
cuando x = 3, у = 36, cuando х = 25, у= 2, дие с. Si cuando х = 1 y 
calcule y si х = 4. calcule у si х = 4. 2= 2, у = 6, calcule y si 
х= 2у=2= 3. 


52. умагіа junto сото ху el 
cuadrado de ce 
inversamente como el 
cubo de w. Si cuando 
x=3,z2=4,yw=2, 

y = 48, calcule y six = 4, 
2=5,уш = 3. 


Еп los siguientes ejercicios, resuelva el problema de aplicación. 


53. El peso de un objeto sobre la Tierra varía 54. El volumen V de un gas ideal varía directamente 
inversamente con el cuadrado de su distancia al con la temperatura T e inversamente con la 
centro de la Tierra. Si una persona pesa 150 libras presión P. Un cilindro contiene oxígeno a una 
cuando está en la superficie de la Tierra (a 3.960 temperatura de 310 grados K y una presión de 18 
millas del centro), calcule su peso si está a 20 atmósferas en un volumen de 120 litros. Calcule la 
millas por encima de la superficie. presión si el volumen disminuye a 100 litros y la 


temperatura aumenta a 320 grados K. 


Examen de práctica 


Realice la operación indicada o resuelva la ecuación. 


1. (3-40(4+21) 2. {=н з. x2-4x+13=0 


Diga el grado y el coeficiente principal de la siguiente función polinómica. 


4. үх) = x? (3 —6x— 2x?) 


Determine el comportamiento final de la función polinómica. 


5. f(x) = 8х5 -3x2+2x-4 6. f(x) = –2х2(4 -3x – 5х2) 


Escriba la función cuadrática en forma estándar. Determine el vértice y las intersecciones de los ejes y grafique la 
función. 


7. р(х) = х2 + 2х – 8 


Dada la información acerca del gráfico de una función cuadrática, halle su ecuación. 


8. Vértice (2, 0) y punto en el 
gráfico (4, 12). 
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Resuelva el siguiente problema de aplicación. 


9. Un campo rectangular será cercado con vallas. 
Además de la valla de cerramiento, otra valla 
dividirá el campo en dos partes, paralelas a ambos 
lados. Si se dispone de 1.200 pies de vallas, calcule 
la superficie máxima que puede cerrarse. 


Halle todos los ceros de las siguientes funciones polinómicas; tome nota de las multiplicidades. 


10. f(x) = (х -3P Bx-1)X(x-1) 11. f(x) = 2х6 — 12х5 + 18x! 


A partir del gráfico, determine los ceros de la función y las multiplicidades. 


12. 


Utilice la división larga para hallar el cociente. 


3 
2х° +3x—4 
13. x+2 


Utilice la división sintética para hallar el cociente. Si el divisor es un factor escriba la forma factorizada. 


4 2 3 2 
х*'+3х^°—4 2x? +5х^—7х—12 
14. х—2 15. х+3 


Utilice el teorema del cero racional para hallar los ceros de las funciones polinómicas. 


16. f(x)= 2х3 + 5х2 – бх – 9 17. Р(х) = 4x4 + 8х3 + 21х2 + 17х +4 


18. f(x) = 4х4 + 16x? + 13х2 – 15х – 18 19. f(x) = xð + 6х + 131% + 14х2 + 12х + 8 


Dada Іа siguiente información en torno a una función polinómica, halle la función. 


20. Tiene un doble cero en x = З y cerosenx= 1 у 21. Tiene un cero de multiplicidad 3 en x = 1 y otro 
x = —2. Su intersección en y es (0, 12). cero en x = —3. Contiene el punto (1, 8). 


Utilice la regla de los signos de Descartes para determinar el número posible de soluciones positivas y negativas. 


22. 8x3 — 21x? +6=0 
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En las siguientes funciones racionales, halle las intersecciones y las asíntotas horizontales y verticales, y trace un gráfico. 


2 
23. = x+4 24. = х +2x-3 
fœ х2-2х-3 fœ x2—4 


Halle la asíntota oblicua de la función racional. 


2 
25. f(x) = х<+3х-3 


х—1 


Halle la inversa de la función. 


26. f(a)=yx-2+4 27. fœ = 3х3 —4 28. /(х)= Pets 


Calcule el valor de la incógnita. 


29. yvaría inversamente al cuadrado de x y cuando 30. y varía junto con x y la raíz cúbica de с. Si cuando 
x=3,y=2.Halle ysi x = 1. х= 2y 2 = 27, y = 12, calcule ysi x = 5y z = 8. 


Resuelva el siguiente problema de aplicación. 


31. La distancia de caída de un cuerpo varía 
directamente como el cuadrado del tiempo de 
caída. Si un objeto cae 64 pies en 2 segundos, 
¿cuánto tiempo tardará en caer 256 pies? 
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Micrografía electrónica de la bacteria E. coli (créditos: "Mattosaurus", Wikimedia Commons) 


Esquema del capítulo 


4.1 Funciones exponenciales 

4.2 Gráficos de funciones exponenciales 

4.3 Funciones logarítmicas 

4.4 Gráficos de funciones logarítmicas 

4.5 Propiedades logarítmicas 

4.6 Ecuaciones exponenciales y logarítmicas 
4.7 Modelos exponenciales y logarítmicos 

4.8 Ajustar modelos exponenciales a los datos 


Introducción 


Concéntrese en un centímetro cuadrado de su piel. Mire más de cerca. Más cerca aún. Si se pudiera mirar con suficiente 
atención, se verían cientos de miles de organismos microscópicos. Son bacterias, y no solo están en la piel, sino también 
en la boca, en la nariz y hasta en los intestinos. De hecho, las células bacterianas en su cuerpo superan a sus propias 
células en cualquier momento. Sin embargo, eso no es motivo para sentirse mal consigo mismo. Aunque algunas 
bacterias pueden causar enfermedades, muchas son saludables y hasta esenciales para el organismo. 


Las bacterias se reproducen en un proceso denominado fisión binaria, durante el cual una célula bacteriana se divide en 
dos. Cuando las condiciones son adecuadas, las bacterias se reproducen muy rápidamente. A diferencia de los humanos 
y otros organismos complejos, el tiempo necesario para formar una nueva generación de bacterias suele ser cuestión de 
minutos u horas, en lugar de días o años.* 
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Para simplificar, supongamos que empezamos con un cultivo de una célula bacteriana que se divide cada hora. La Tabla 
1 muestra el número de células bacterianas al final de cada hora. Vemos que la única célula bacteriana da lugar a ¡más 
de mil células bacterianas en solo diez horas! Si extrapolamos la tabla a veinticuatro horas, ¡tendríamos más de 16 
millones! 


Hora 0111213 4 5 6 7 8 9 10 
Bacterias 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1.024 
Tabla 1 


En este capítulo, exploraremos las funciones exponenciales, que se utilizan, entre otros aspectos, para modelar patrones 
de crecimiento como los que se encuentran en las bacterias. También investigaremos las funciones logarítmicas, que 
guardan estrecha relación con las funciones exponenciales. Ambos tipos de funciones tienen numerosas aplicaciones en 
el mundo real a la hora de modelar e interpretar datos. 


4.1 Funciones exponenciales 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Evaluar funciones exponenciales. 
> Hallar la ecuación de una función exponencial. 
> Utilizar las fórmulas de interés compuesto. 
> Evaluar funciones exponenciales con base e. 


La India es el segundo país más poblado del mundo, con unos 1,39 mil millones de habitantes en 2021. La población 
crece a un ritmo de aproximadamente 1,2% cada año”. Si este ritmo continúa, la población de la India superará a la de 
China en el año 2027 Cuando las poblaciones crecen rápidamente, a menudo decimos que el crecimiento es 
"exponencial", lo que significa que algo asciende muy rápidamente. Sin embargo, para un matemático, el término 
crecimiento exponencial tiene un significado muy específico. En esta sección, echaremos un vistazo a las funciones 
exponenciales, que modelan este tipo de crecimiento rápido. 


Identificación de funciones exponenciales 


Al explorar el crecimiento lineal, observamos una tasa de cambio constante: una cifra constante en la que la producción 
aumenta por cada incremento de unidad en la entrada. Por ejemplo, en la ecuación f(x) = 3x + 4, la pendiente nos 
indica que la salida aumenta en 3 cada vez que la entrada aumenta en 1. El escenario del ejemplo de la población de la 
India es diferente porque tenemos un cambio porcentual por unidad de tiempo (en lugar de un cambio constante) en el 
número de personas. 


Definir una función exponencial 

Un estudio reveló que el porcentaje de la población que es vegana en Estados Unidos se duplicó de 2009 a 2011. En 
2011, el 2,5 % de la población era vegana, tras adherirse a una dieta que no incluye ningún producto de origen animal: 
sin carne, aves, pescado, lácteos ni huevos. Si este ritmo continúa, los veganos representarán el 10 % de la población 
estadounidense en 2015, el 40 % en 2019 y el 80 % en 2021. 


¿Qué significa exactamente crecer exponencialmente? ¿Qué tiene en común la palabra doble con el porcentaje de 
aumento? La gente usa estas palabras erróneamente. ¿Se utilizan correctamente estas palabras? Ciertamente, las 
palabras aparecen con frecuencia en los medios de comunicación. 


• El cambio porcentual se refiere а un cambio basado en un porcentaje de la cantidad original. 

+ Elcrecimiento exponencial se refiere a un aumento basado en una tasa de cambio multiplicativa constante a lo 
largo de incrementos iguales de tiempo, es decir, un aumento porcentual de la cantidad original con el paso del 
tiempo. 

• Eldecaimiento exponencial se refiere a una disminución basada en una tasa de cambio multiplicativa constante а 
lo largo de incrementos iguales de tiempo, es decir, una disminución porcentual de la cantidad original con el paso 
del tiempo. 


Para entender claramente el crecimiento exponencial, contrastémoslo con el crecimiento lineal. Construiremos dos 


1 Todar, PhD, Kenneth. Todar's Online Textbook of Bacteriology. http://textbookofbacteriology.net/growth_3.htmi. 


2 http://www.worldometers.info/world-population/. Consultado el 24 de febrero de 2014. 
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funciones. La primera función es exponencial. Empezaremos con una entrada de 0 y aumentaremos cada entrada en 1. 
Duplicaremos las correspondientes salidas consecutivas. La segunda función es lineal. Empezaremos con una entrada de 
0 y aumentaremos cada entrada en 1. Sumaremos 2 a las salidas consecutivas correspondientes. Vea la Tabla 1. 


0 1 0 
1 2 2 
2 4 4 
3 8 6 
4 16 8 
5 32 10 
6 64 12 
Tabla 1 


A partir de la Tabla 1, podemos deducir que, en lo que respecta a estas dos funciones, el crecimiento exponencial 
empequeñece al crecimiento lineal. 


• Elcrecimiento exponencial se refiere a que el valor original a partir del rango aumenta en el mismo porcentaje en 
incrementos iguales, hallados en el dominio. 

+ El crecimiento lineal se refiere a que el valor original a partir del rango se incrementa en la misma cantidad en 
incrementos iguales, hallados en el dominio. 


Aparentemente, la diferencia entre "el mismo porcentaje" y "la misma cantidad" es bastante significativa. En el caso del 
crecimiento exponencial, en incrementos iguales, la tasa de cambio multiplicativa constante daba como resultado la 
duplicación de la producción cada vez que la entrada aumentaba en uno. En el caso del crecimiento lineal, la tasa de 
cambio sumatoria constante sobre incrementos iguales daba como resultado la suma de 2 a la salida cada vez que la 
entrada se incrementaba en uno. 


La forma general de la función exponencial es f(x) = ab*, donde a es cualquier número distinto a cero, bes un número 
real positivo, que no sea igual a 1. 


* Si los valores de b > 1, la función crece a un ritmo proporcional a su tamaño. 
• Si los valores de 0 < b < 1, la función decae a un ritmo proporcional a su tamaño. 


Veamos la función f(x) = 2* de nuestro ejemplo. Crearemos una tabla (Tabla 2) para determinar las salidas 
correspondientes durante un intervalo en el dominio de -3 con 3. 


х =3 =2 = 0 1 2 3 


fo=2 23= 


оо|— 


Tabla 2 


Examinemos el gráfico de f al trazar los pares ordenados que observamos en la tabla en la Figura 1, y luego hagamos 
algunas observaciones. 
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Figura 1 


Definamos el comportamiento del gráfico de la función exponencial f(x) = 2* y destaquemos algunas de sus 
características principales. 


e el dominio es (—®, х) , 
• elrango es (o, ©) А 
* amedida que x > о, f(x) > 0, 


* атеаіда que x > —00, f(x) > 0, 


e Р(х) es siempre creciente, 

• el gráfico de f(x) nunca tocará el eje x porque la base dos elevada a cualquier exponente nunca tiene el resultado 
de cero. 

* y= 0 еѕ Іа asíntota horizontal. 

• la intersección en yes 1. 


Función exponencial 


Para cualquier número real x, la función exponencial es aquella con la forma 
(ху ар 
donde 
* aesun número real distinto a cero, denominado valor inicial, en tanto que 
e bes cualquier número real positivo, tal que b Æ 1. 
• Eldominio де f son todos números reales. 
• Elrangode f son todos números reales positivos si a > 0. 


• Elrango de f son todos los números reales negativos si a < 0. 
• La intersección en y es (0, а), y la asíntota horizontal es y = 0. 


BB 


Identificar funciones exponenciales 
¿Cuáles de las siguientes ecuaciones no son funciones exponenciales? 


Јо) = Ф0-9 
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во) = х) 
` во) = (3) 
Јр) = (2) 


© Solución 

Por definición, la función exponencial tiene una constante como base y una variable independiente como exponente. 
Así, g(x) = x? no representa ninguna función exponencial porque la base es una variable independiente. De hecho, 
g(x) = x? es una función potencia. 


Recordemos que la base b de la función exponencial es siempre una constante positiva, y b # 1. Por lo tanto, 
j(x) = (22) no representa ninguna función exponencial porque la base, —2, es menor que 0. 


[>] INTÉNTELO #1 ¿Cuáles de las siguientes ecuaciones representan funciones exponenciales? 


f(x) = 2х2 —3х +1 
g(x) = 0,875* 

h(x) = 1,75х +2 
j(x) = 1095,67? 


Evaluar funciones exponenciales 


Recordemos que la base de la función exponencial debe ser un número real positivo, distinto a 1. ¿Por qué limitamos la 
base b a valores positivos? Para garantizar que las salidas sean números reales. Observe lo que ocurre si la base no es 
positiva: 


1 
* Supongamos que b = —9 y x = 2. Entonces /(х) = f (2) (—9)2 = ү 9, que no es un número real. 


¿Por qué limitamos la base a valores positivos que no sean 1? Porque la base 1 da como resultado la función constante. 
Observe lo que ocurre si Іа base es 1 : 


* Supongamos que b = 1. Entonces f(x) = 1* = 1 para cualquier valor de х. 


Para evaluar una función exponencial con la forma f(x) = b*, simplemente sustituimos x con el valor dado, y 
calculamos la potencia resultante. Por ejemplo: 


Supongamos que f(x) = 2%. ¿Qué es /(3)? 
fœ) =2* 
fB) =2  Sustituya x = 3. 
=8 Evalúe la potencia. 


Para evaluar una función exponencial con una forma distinta a la básica, es importante seguir el orden de las 
operaciones. Por ejemplo: 


Supongamos que f(x) = 30(2)*. ¿Qué es /(3)? 
fœ) = 3002)* 
/ (3) =300Y  Sustituya x = 3. 
= 30(8)  Simplifique la potencia primero. 
= 240 Multiplique. 


Observe que, de no seguirse el orden de las operaciones, el resultado sería incorrecto: 


fG6)=300)7 + 60° = 216.000 


ше Ť aaa 


Evaluar funciones exponenciales 
Supongamos que f (x) = 5(3)х+1. Evalúe f (2) sin usar Іа calculadora. 
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© Solución 
Siga el orden de las operaciones. Preste atención a los paréntesis. 


fœ =5(3)*+! 

FO = 5(3)2+1 Sustituya x = 2. 
= 5(3)3 Sume los exponentes. 
=5(27)  —Simplifique la potencia. 
= 135 Multiplique. 


[>] INTÉNTELO #2 Supongamos que f (x) = 81,25, Evalúe f (3) utilizando una calculadora. Redondee a 
cuatro decimales. 


Definir el crecimiento exponencial 

Dado que el resultado de las funciones exponenciales aumenta muy rápidamente, el término "crecimiento exponencial" 
se utiliza a menudo en el lenguaje cotidiano para describir cualquier cosa que crezca o aumente rápidamente. Sin 
embargo, el crecimiento exponencial puede definirse con mayor precisión en un sentido matemático. Si la tasa de 
crecimiento es proporcional a la cantidad presente, la función modela un crecimiento exponencial. 


Crecimiento exponencial 


Una función que modela el crecimiento exponencial crece a una tasa proporcional a la cantidad presente. Para 
cualquier número real x y cualquier número real positivo a y b de manera que b Æ 1, una función de crecimiento 
exponencial tiene la forma 


FG) = ab” 
donde 


* ае» е! valor inicial о de partida de la función. 
+ besel factor de crecimiento o multiplicador de crecimiento por unidad x. 


En términos generales, tenemos una función exponencial, en la que una base constante se eleva a un exponente 
variable. Para diferenciar entre funciones lineales y exponenciales, consideremos dos empresas, A y B. La empresa A 
tiene 100 tiendas y se expande con la inauguración de 50 tiendas al año, por lo que su crecimiento puede representarse 
mediante la función A (x) = 100 + 50x. La empresa B tiene 100 tiendas y se expande al aumentar el número de tiendas 
en un 50 % cada año, por lo que su crecimiento puede representarse mediante la función B(x) = 100(1 + 0,5). 


Algunos años de crecimiento de estas empresas se ilustran en la Tabla 3. 


Айо, х Tiendas, empresaA Tiendas, empresa В 
0 100+50(0)=100  100(1+0,5)% = 100 
1 100+50(1)=150 100(1 +0,5)! = 150 


2 100 + 50 (2) = 200 100(1 + 0,5)? = 225 


3 100 + 50 (3) = 250 1001 + 0,57 = 337,5 
X A(x) = 100 + 50x B(x) = 100(1 + 0,5)” 
Tabla 3 


Los gráficos que comparan el número de tiendas de cada empresa en el lapso de cinco años se muestran en la Figura 2. 
Podemos ver que, con el crecimiento exponencial, el número de tiendas aumenta mucho más rápidamente que con el 
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crecimiento lineal. 


B(x) = 100(1 + 0,5) 


A(X) = 100 + 50x 


Número de tiendas 
N 
ол 
о 
- 


Años 


Figura 2 El gráfico muestra el número de tiendas que las empresas A y B han abierto en el lapso de cinco años. 


Observe que el dominio de ambas funciones es [0, о), y el rango en ambas funciones es [100, о). Después del año 1, la 


empresa B siempre tiene más tiendas que la empresa A. 


Ahora, nos centraremos en la función que representa el número de tiendas de la empresa В, B(x) = 100(1 + 0,5)*. En 
esta función exponencial, 100 representa el número inicial de tiendas, 0,50 representa la tasa de crecimiento y 

1 +0,5 = 1,5 representa el factor de crecimiento. En términos más generales, podemos escribir esta función como 
B(x) = 100(1,5)*, donde 100 es el valor inicial, 1,5 se denomina la base, у x se denomina el exponente. 


cemo 


Evaluar un modelo exponencial еп el mundo real 

Al principio de esta sección, aprendimos que la población de la India era de unos 1,25 mil millones en el año 2013, con 
una tasa de crecimiento anual de aproximadamente 1,2%. Esta situación está representada por la función de 
crecimiento P(t) = 1,25(1,012)', donde т es el número de años transcurridos desde 2013. A la milésima más cercana, 
¿cuál será la población de la India en 2031? 


© Solución 
Para estimar la población en 2031, evaluamos los modelos рага t = 18, porque 2031 es 18 años después de 2013. 
Redondeando a la milésima más cercana, 
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P(18) = 1,25(1,012)!5 x= 1,549 


En el año 2031 habrá unos 1.549 millones de habitantes en India. 


INTÉNTELO #3 La población de China era de unos 1.390 millones de habitantes en el año 2013, a una tasa 
de crecimiento anual de aproximadamente 0,6%. Esta situación está representada por la 
función de crecimiento P(t) = 1,39(1,006)', donde f es el número de años transcurridos 
desde 2013. A la milésima más cercana, ¿cuál será la población de China en el año 2031? 
¿Cómo se compara esto con la predicción de población que hicimos para la India en el 


Ejemplo 3? 


Hallar ecuaciones de funciones exponenciales 


En los ejemplos anteriores, se nos dio una función exponencial, que luego evaluamos para una entrada dada. А veces 
nos dan información acerca de una función exponencial sin conocer la función explícitamente. Debemos utilizar la 
información para escribir primero la forma de la función y luego determinar las constantes a y b, y evaluar la función. 


(є cómo 


Dados dos puntos de datos, escribir un modelo exponencial. 


1. Si uno de los puntos de datos tiene la forma (0, a), entonces a es el valor inicial. Utilizando a, sustituya el 
segundo punto en la ecuación f(x) = a(b)*, y resuelva para b. 

2. Si ninguno de los puntos de datos tiene la forma (0, a) , sustituya ambos puntos en dos ecuaciones соп la forma 
f(x) = a(b)*. Resuelva el sistema que resulta de dos ecuaciones en dos incógnitas para hallar a y b. 

3. Con elay b determinados en los pasos anteriores, escriba la función exponencial en la forma f(x) = а(Ь)*. 


BR 


Escribir un modelo exponencial cuando se conoce el valor inicial 

En 2006, se introdujeron 80 ciervos en un refugio de vida silvestre. En 2012, la población había aumentado a 180 ciervos. 
La población crecía exponencialmente. Escriba una función exponencial N(t) que represente a la población (N) de 
ciervos a lo largo del tiempo t. 


© Solución 

Supongamos que nuestra variable independiente г es el número de años posteriores a 2006. Así, la información dada en 
el problema puede escribirse en pares de entrada-salida: (0, 80) y (6, 180). Observe que, al elegir como variable de 
entrada los años posteriores a 2006, nos hemos dado el valor inicial de la función, a = 80. Ahora podemos sustituir el 
segundo punto en la ecuación N(f) = 80b' para calcular b : 


N() = 80% 
180 = 8056 Sustituya utilizando el punto (6, 180). 
2 = 6 Divida y escriba en términos mínimos. 
b = (2) 6 Aísle b mediante el empleo de las propiedades de los exponentes. 
b ж 1,1447 Redondee a 4 decimales. 


NOTA: A menos que se indique lo contrario, no se redondean los cálculos intermedios. A continuación, redondee la 
respuesta final a cuatro lugares para el resto de esta sección. 


El modelo exponencial con respecto a la población de ciervos es N(f) = 80(1,1447). (Observe que esta función 
exponencial modela el crecimiento a corto plazo. A medida que la entrada crece, el resultado será cada vez mayor, tanto 
así que el modelo podría no servir a largo plazo). 


Podemos representar gráficamente nuestro modelo para observar el crecimiento demográfico de ciervos en el refugio 
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con el paso del tiempo. Observe que el gráfico en la Figura 3 pasa por los puntos iniciales dados en el problema, (0, 80) y 
(6, 180) . También podemos ver que el dominio de la función es [0, о), y el rango de la función es [80, оо). 


м@ 
320 
300 
280 
260 
240 
220 
200 
180 
160 
140 


Población de ciervos 


120 
100 


Años 


Figura 3 Gráfico que muestra la población de ciervos a lo largo del tiempo, N(f) = 80(1,1447)', t años después de 
2006 


[>] INTÉNTELO #4 La población de lobos crece exponencialmente. En 2011 se contabilizaron 129 lobos. Para 
2013, la población había alcanzado los 236 lobos. ¿Qué dos puntos se pueden utilizar para 
derivar una ecuación exponencial que modele esta situación? Escriba la ecuación que 
represente la población N de lobos a lo largo del tiempo t. 


Шын aaa 


Escribir un modelo exponencial cuando no se conoce el valor inicial 
Halle una función exponencial que pase por los puntos (—2, 6) y (2, 1). 


© Solución 
Como no tenemos el valor inicial, sustituimos ambos puntos en una ecuación de la forma f(x) = арх, y luego 
resolvemos el sistema para a y b. 


+ Al sustituir (-2, 6) da como resultado 6 = ab”? 
+ Al sustituir (2, 1) da como resultado 1 = ab? 


Utilice la primera ecuación para resolver a en términos de b : 
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Б^ Divida. 
Utilice las propiedades de los exponentes para 
а = 6b? reescribir д nominados R е 


Sustituya а en Іа segunda ecuación, y resuelva рага b : 


1 = ab? 

1 = 6b?b? = 6b* Sustituya a. 

Wa (у Utilice las propiedades de los 
6 exponentes para aislar b. 

b = 0,6389 Redondee 4 decimales. 


Utilice el valor de b en la primera ecuación para resolver el valor de a : 
a = 6b? = 6(0.6389)? = 2.4492 
Así, la ecuación es f(x) = 2,4492(0,6389)*. 


Podemos graficar nuestro modelo para comprobar nuestro trabajo. Observe que el gráfico en la Figura 4 pasa por los 
puntos iniciales dados en el problema, (2, 6)y (2, 1). El gráfico es un ejemplo de función de decaimiento 
exponencial. 


f(x) 


"+ AM 
3:2 “1012 8 465 


Figura 4 el gráfico de f(x) = 2,4492(0,6389)* modela el decaimiento exponencial. 


[>] INTÉNTELO #5 Dados los dos puntos (1, 3) y (2, 4,5), halle la ecuación de la función exponencial que pasa 
por estos dos puntos. 


[0] PREGUNTAS Y ¿Dos puntos siempre determinan una única función exponencial? 


RESPUESTAS Sí, siempre que los dos puntos estén por encima del eje x o por debajo del eje x y tengan 


coordenadas x diferentes. Tenga en cuenta que también necesitamos saber que el gráfico es, 
de hecho, una función exponencial. No todos los gráficos que parecen exponenciales lo son 
realmente. Tenemos que saber que el gráfico se basa en un modelo que muestra el mismo 
porcentaje de crecimiento con cada aumento unitario de x, que en muchos casos del mundo 
real implica tiempo. 
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сомо 


Dado el gráfico de una función exponencial, escribir su ecuación. 


1. En primer lugar, identifique dos puntos del gráfico. Elija la intersección en ycomo uno de los dos puntos siempre 
que sea posible. Intente elegir puntos que estén lo más separados posible para reducir el error de redondeo. 

2. Si uno de los puntos de datos es la intersección en y (0, a), entonces a es el valor inicial. Utilizando a, sustituya el 
segundo punto en la ecuación f(x) = a(b)*, y resuelva para b. 

3. Si ninguno de los puntos de datos tiene la forma (0, a) , sustituya ambos puntos en dos ecuaciones con la forma 
f(x) = a(b)*. Resuelva el sistema que resulta de dos ecuaciones en dos incógnitas para hallar a y b. 

4. Escriba la función exponencial, f(x) = a(b)*. 


ИОН 


Escribir una función exponencial dado su gráfico 
Halle una ecuación para la función exponencial graficada en la Figura 5. 


f(x) 
4 

214 

184 


х 
-3.5 -3 -2,5 -2 -1.5 -1 -0,5 05 1 15 2 25 3 3.5 
=з; 


Figura 5 


© Solución 
Podemos elegir la intersección en y del gráfico, (0, 3), como nuestro primer punto. Esto nos da el valor inicial, a = 3. A 


continuación, elija un punto de la curva a cierta distancia de (0, 3) que tiene coordenadas enteras. Uno de estos puntos 
es (2, 12). 


у= ab* Escriba la forma general de una ecuación exponencial. 
y =3b* Sustituya el valor inicial 3 por a. 
12 = 3b? Sustituya el 12 por y y 2 por x. 
4= № Divida entre 3. 
b= +2 Tome la raíz cuadrada. 


Dado que nos limitamos a los valores positivos de b, utilizaremos b = 2. Sustituya a y b en la forma estándar para 
obtener la ecuación f(x) = 3(2)*. 


[>] INTÉNTELO #6 Halle una ecuación para la función exponencial graficada en la Figura 6. 
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Figura 6 


(є cómo 


o 
Dados dos puntos de la curva de una función exponencial, utilizar la calculadora gráfica para la ecuación. 


Pulse [STAT]. 

Borre las entradas existentes en las columnas L1 o L2. 

En L1, introduzca las coordenadas dadas de la x. 

En L2, introduzca las correspondientes coordenadas de la y. 

Pulse de nuevo [STAT] . Lleve el cursor a la derecha hasta CALC, desplácese hasta ExpReg (regresión 
exponencial), y pulse [ENTER]. 

6. La pantalla muestra los valores de a y b en la ecuación exponencial y = a · Б. 


cemo 


Usar la calculadora gráfica para una función exponencial 
Utilice una calculadora gráfica para hallar la ecuación exponencial que incluya los puntos (2, 24,8) y (5, 198,4). 


A SS 


© Solución 

Siga las directrices anteriores. Primero pulse [STAT], [EDIT], [1: Edit...], y borre las listas L1 y L2. A continuación, en la 
columna L1, introduzca las coordenadas de la x, 2 y 5. Haga lo mismo en la columna L2 con las coordenadas de la y, 24,8 
y 198,4. 


Ahora pulse [STAT], [CALC], [0: ExpReg] y presione [ENTER]. Los valores a = 6,2 y b = 2 se mostrarán. La ecuación 
exponencial es y = 6,2 · 2%, 


[>] INTÉNTELO #7 Utilice una calculadora gráfica para hallar la ecuación exponencial que incluye los puntos (3, 
75,98) y (6, 481,07). 


Aplicar la fórmula del interés compuesto 


Los instrumentos de ahorro en los que las ganancias se reinvierten continuamente, como los fondos de inversión y las 
cuentas de jubilación, utilizan el interés compuesto. El término compuesto se refiere a los intereses devengados no solo 
sobre el valor original, sino sobre el valor acumulado de la cuenta. 


La tasa anual equivalente (TAE) de una cuenta, también llamada tasa nominal, es el tipo de interés anual que devenga 
una cuenta de inversión. El término nominal se utiliza cuando la capitalización se produce un número de veces distinto 
de una vez al año. De hecho, cuando se capitalizan los intereses más de una vez al año, jel tipo de interés efectivo acaba 
siendo mayor que el nominal! Se trata de una poderosa herramienta para invertir. 


Podemos calcular el interés compuesto con la fórmula del interés compuesto, que es una función exponencial de las 
variables tiempo т, capital Р, ТАЕ r, y el número de periodos de capitalización en un айол: 
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4.1 • Funciones exponenciales 


А@) = Р(1 + 2)" 


Por ejemplo, observe la Tabla 4, que muestra el resultado де invertir 1.000 dólares al 10 % durante un año. Observe 
cómo el valor de la cuenta aumenta a medida que aumenta la frecuencia de la capitalización. 


Frecuencia Valor después de 1 año 


Anualmente $1.100 
Semestralmente $1.102,50 
Trimestralmente $1.103,81 
Mensualmente $1.104,71 

Diariamente $1.105,16 

Tabla 4 


La fórmula del interés compuesto 


El interés compuesto puede calcularse mediante la fórmula 


ne 


А@ =P (142) 
n 
donde 


* A(t) es el valor de la cuenta, 

• 15е mide en años, 

e Pesel importe inicial de la cuenta, a menudo denominado capital, o más generalmente valor actual, 
* resla tasa anual equivalente (TAE) expresada en decimales, у 

* neselnúmero de periodos de capitalización en un año. 


RR 


Calcular el interés compuesto 
Si invertimos 3.000 dólares en una cuenta de inversión que paga un 3 % de interés compuesto trimestralmente, ¿cuánto 
valdrá la cuenta dentro de 10 años? 


© Solución 


Dado que estamos empezando con 3.000 dólares, P = 3.000. Nuestro tipo de interés es del 3%, por lo quer = 0,03. 
Ya que capitalizamos trimestralmente, esto significa 4 veces al año, así que n = 4. Queremos saber el valor de la cuenta 
еп 10 años, por lo que buscamos А (10), el valor cuandot = 10. 
А() = P(1 + гүп Utilice la fórmula del interés compuesto. 
0,03 ү” 10 . о. 
A(10) = 3.000(1 + з Sustituya utilizando los valores dados. 
z $4.045,05 Redondee a dos decimales. 


La cuenta tendrá un valor de unos 4.045,05 dólares en 10 años. 


4 


INTÉNTELO #8 Una inversión inicial de 100.000 dólares а un interés del 12 % se capitaliza semanalmente 
(utilice 52 semanas en un año). ¿Cuánto valdrá la inversión dentro de 30 años? 
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BR 


Usar la fórmula del interés compuesto para resolver el capital 

El plan 529 es un plan de ahorro para la universidad que permite a los familiares invertir dinero para pagar la futura 
matrícula universitaria de un hijo; la cuenta crece libre de impuestos. Lily quiere crear una cuenta 529 para su nueva 
nieta y quiere que la cuenta crezca hasta 40.000 dólares en 18 años. Cree que la cuenta ganará un tipo de interés 
compuesto de 6 % semestralmente (dos veces al año). Al dólar más cercano, ¿cuánto tendrá que invertir Lily en la cuenta 
ahora? 


© Solución 
El tipo de interés nominal es del 6 %, por lo que r = 0,06. El interés se capitaliza dos veces al año, por lo que k = 2. 


Queremos calcular la inversión inicial, P, necesaria para que el valor de la cuenta sea de 40.000 dólares en 18 años. 
Sustituya los valores dados en la fórmula del interés compuesto y resuelva para P. 


А() =P(l+ гү" Utilice la fórmula del interés compuesto. 
0,06 1218) . Ез 
40.000 = Р(1 + 298) Sustituya utilizando los valores dados A, r, n y t. 
40.000 = Р(1,03)26 Simplifique. 
40.000 =P Aísle P. 
(1,03)36 
Р ғ $13.801 Divida y redondee al dólar más cercano. 


Lily tendrá que invertir 13.801 dólares para tener 40.000 dólares en 18 años. 


[>] INTÉNTELO #9 Consulte el Ejemplo 9. Al dólar más cercano, ¿cuánto necesitaría invertir Lily si la cuenta se 
capitaliza trimestralmente? 


Evaluar funciones con base e 


Como hemos visto anteriormente, el importe ganado en una cuenta aumenta a medida que aumenta la frecuencia de 
capitalización. La Tabla 5 muestra que el aumento de la capitalización anual a la semestral es mayor que el aumento de 
la mensual a la diaria. Esto podría llevarnos a preguntarnos si este patrón continuará. 


Examine el valor de 1 dólar invertido al 100 % de interés durante 1 año, capitalizado a diversas frecuencias, que figuran 
en la Tabla 5. 


Frecuencia A(n)= (1+ 1)" Valor 
Anualmente (1 + гү! $2 
Semestralmente (1 + г) $2,25 
Trimestralmente (1 $ тү $2,441406 
Mensualmente (1 4 2) $2,613035 
Diariamente (i+ „үн $2,714567 
Рог һога (1+ а $2,718127 
Tabla 5 
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4.1 + Funciones exponenciales 


Frecuencia A(n) = (1+ 1)" Valor 


і 525.600 
Una vez рог minuto (1 + == ) $2,718279 


Una vez por segundo (1 + 00m кен $2,718282 


Tabla 5 


Estos valores parecen acercarse a un límite a medida que n aumenta sin límites. De hecho, como n aumenta cada vez 
А v n , ТА ; PHN А 
más, la expresión (1 + 1) se acerca a un número utilizado con tanta frecuencia en matemáticas que hasta tiene su 


propio nombre: la letra e. Este valor es un número irracional, lo que significa que su expansión decimal se eterniza sin 
repetirse. A continuación, se muestra su aproximación con seis decimales. 


El número e 
La letra e representa el número irracional 
1 п 
(1 + 2) , dado que n aumenta sin límites 
п 


La letra e se utiliza como base para muchos modelos exponenciales еп el mundo real. Para trabajar con la base e, 
utilizamos la aproximación, e = 2,718282. El matemático suizo Leonhard Euler (1707-1783), nombró la constante, 
quien investigó y descubrió por primera vez muchas de sus propiedades. 


O Ť aaa 


Usar la calculadora para hallar las potencias de e 
Calcule e?!4, Redondee a cinco decimales. 


© Solución 
En una calculadora, pulse el botón denominado [e*] . La ventana muestra [e ^( ]. Escriba 3,14 y luego cierre el 


paréntesis, [)] . Pulse [ENTER]. Redondee a 5 decimales, еЗ.14 ~ 23,10387. Precaución: Muchas calculadoras científicas 
tienen un botón "Exp", que se utiliza para introducir números en notación científica. No se utiliza para calcular potencias 
de e. 


INTÉNTELO #10 Utilice una calculadora para hallar e705, Redondee a cinco decimales. 


Investigar el crecimiento continuo 


Hasta ahora hemos trabajado con bases racionales para funciones exponenciales. Sin embargo, en la mayoría de los 
fenómenos del mundo real, se utiliza e como base de las funciones exponenciales. Los modelos exponenciales que 
utilizan e como base se denominan modelos de crecimiento o decaimiento continuo. Vemos estos modelos en las 
finanzas, la informática y la mayoría de las ciencias, como la física, la toxicología y la dinámica de fluidos. 


La fórmula del crecimiento o decaimiento continuo 
En todos los números reales Т, y todos los números positivos a y r, el crecimiento o decaimiento continuo se 
representa con la fórmula 
A(t) = ае" 
donde 


e aes el valor inicial, 
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• resla tasa de crecimiento continuo por unidad de tiempo, 
* ytes eltiempo transcurrido. 


Si los valores de r > 0, entonces la fórmula representa crecimiento continuo. Si los valores de r < 0, entonces la 
fórmula representa decaimiento continuo. 


En las aplicaciones empresariales, la fórmula de crecimiento continuo se denomina fórmula de composición continua 
y adopta la forma 


A(t) = Pe” 
donde 


e P es el capital o la inversión inicial, 
e resla tasa de crecimiento o de interés por unidad de tiempo, 
• yteselperiodo o plazo de la inversión. 


(є cómo 
@ 


Dados el valor inicial, la tasa de crecimiento o decaimiento у el tiempo г, resolver una función de crecimiento о 
decaimiento continuo. 


1. Utilice la información del problema para determinar a, el valor inicial de la función. 
2. Utilice la información del problema para determinar la tasa de crecimiento r. 

a. Siel problema se refiere al crecimiento continuo, entonces r > 0. 

b. Si el problema se refiere al decaimiento continuo, entonces r < 0. 


3. Utilice la información del problema para determinar el tiempo t. 
4. Sustituya la información dada en la fórmula de crecimiento continuo y resuelva para A(t). 


BB 


Calcular el crecimiento continuo 
Alguien invierte 1.000 dólares en una cuenta que devenga un tipo de interés nominal del 10 % anual, capitalizado 
continuamente. ¿Cuánto había en la cuenta al final de un año? 


© Solución 

Dado que el valor de la cuenta es creciente, se trata de un problema de composición continua con tasa de crecimiento 

r = 0,10. La inversión inicial fue de 1.000 dólares, por lo que Р = 1.000. Utilizamos la fórmula de capitalización continua 
para calcular el valor después de f = 1 año: 


A(t) = Ре" Utilice la fórmula de capitalización continua. 
= 1.000(e)®! Sustituya los valores conocidos por P, r, yt. 
д 1.105,17 Utilice una calculadora para estimar. 


La cuenta tiene un valor de 1.105,17 dólares al cabo de un año. 


[>] INTÉNTELO #11 Alguien invierte 100.000 dólares a un tipo de interés nominal del 12 % anual, capitalizado 
continuamente. ¿Cuál será el valor de la inversión dentro de 30 años? 


ДД 94 


Calcular el decaimiento continuo 
El radón 222 decae a un ritmo continuo del 17,3 % al día. ¿A cuánto ascenderán 100 mg de radón 222 en 3 días? 
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© Solución 
Dado que la sustancia decae, la tasa, 17,3%, es negativa. Así que,r = — 0,173. La cantidad inicial de radón 222 era de 
100 mg, por lo que a = 100. Utilizamos la fórmula de decaimiento continuo para calcular el valor después de t = 3 días: 


А() = ae" Utilice la fórmula de crecimiento continuo. 
= 100e 70-1736) Sustituya los valores conocidos por a, r, y t. 
д 59,5115 Utilice una calculadora para estimar. 


Por lo que quedarán 59,5115 mg de radón 222. 


[>] INTÉNTELO #12 Con los datos del Ejemplo 12, ¿cuánta cantidad de radón 222 quedará después de un año? 


[>] MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con las funciones exponenciales. 


Función de crecimiento exponencial (http://openstax.orq/l/expgrowth) 
Interés compuesto (http://openstax.org/l/compoundint) 


4.1 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. Explique por qué los valores 2. Dada una fórmula para una 3. El diccionario Oxford define 


de una función exponencial función exponencial, ¿es la palabra nominal como un 
creciente acabarán posible determinar si la valor "declarado o 
superando los de una función crece o decae expresado, pero que no 
función lineal creciente. exponencialmente con tan necesariamente 
solo mirar la fórmula? corresponde exactamente al 
Explique. valor real". Desarrolle un 


argumento razonable de 
por qué el término tasa 
nominal se utiliza para 
describir la tasa anual 
equivalente de una cuenta 
de inversión que capitaliza 
el interés. 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, identifique si el enunciado representa una función exponencial. Explique. 


4. El aumento promedio anual 5. Una población de bacterias 6. El valor de una colección de 
de la población de una disminuye en un factor de + monedas ha aumentado еп 
manada de lobos es de 25. cada 24 horas. 3,25% anualmente en los 


últimos 20 años. 


3 Diccionario Oxford. http://oxforddictionaries.com/us/definition/american_english/nomina. 
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7. Por cada sesión de 8. La altura de un proyectil en 
entrenamiento, un el tiempo f viene 
entrenador personal cobra a representada por la función 
sus clientes $5 menos que la h(t) = —4,9t? + 18t + 40. 
sesión de entrenamiento 
anterior. 


En los siguientes ejercicios, considere este escenario: Por cada año t, la población de un bosque de árboles viene 
representada por la función A(t) = 115(1,025). En un bosque vecino, la población del mismo tipo de árbol viene 
representada por la función B(t) = 82(1,0297. (Redondee las respuestas al número entero más cercano). 


9. ¿Cuál es el bosque cuya 
población crece más 
rápidamente? 


10. ¿Qué bosque tenía 
inicialmente un mayor 
número de árboles? ¿Por 
cuántos? 


11. Suponiendo que los 
modelos de crecimiento de 
la población sigan 
representando el 
crecimiento de los 
bosques, ¿qué bosque 
tendrá un mayor número 
de árboles después de 20 
años? ¿Por cuántos? 


12. Suponiendo que los 13. Analice los resultados de 


modelos de crecimiento de 
la población sigan 
representando el 
crecimiento de los 
bosques, ¿qué bosque 
tendrá un mayor número 
de árboles después de 100 
años? ¿Por cuántos? 


los cuatro ejercicios 
anteriores. Suponiendo 
que los modelos de 
crecimiento demográfico 
sigan representando el 
crecimiento de los 
bosques, ¿qué bosque 
tendrá mayor número de 


árboles a largo plazo? ¿Por 
qué? ¿Cuáles son los 
factores que influirían en la 
validez a largo plazo del 
modelo de crecimiento 
exponencial? 


En los siguientes ejercicios, determine si la ecuación representa crecimiento exponencial, decaimiento exponencial o 
ninguno de los dos. Explique. 


1 
14. y=300(1 – 05 15. у = 220(1,06)* 16. у = 16,5(1,025)х 


17. y=11,701(0,97) 


Еп los siguientes ejercicios, halle la fórmula de una función exponencial que pase por los dos puntos dados. 


18. (0,6) y (3,750) 19. (0,2000) y (2, 20) 20. (-1,3)y(3,24) 


21. (-2,6)y (3,1) 22. (3,1)y (5,4) 
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En los siguientes ejercicios, determine si la tabla puede representar una función lineal, exponencial o ninguna de las dos. 


4.1 • Funciones exponenciales 


Si resulta ser exponencial, halle una función que pase por los puntos. 


23. 24. 
х 1lal3la x 1l2l3 
f(x) 70 40 10 -20 h(x) 70 49 34,3 

25. 26. 

x 1l2l3 4 х 1 |2 

m(x) 80 61 42,9 25,61 fœ 10 20 
27. 

x 1 2| 3 4 

g(x) -3,235 2 7,25 12,5 


En los siguientes ejercicios, utilice la fórmula del interés compuesto, A(t) = P(1 + =) 


Al cabo де un determinado 29. 
número de años, el valor 

de una cuenta de inversión 

viene representado por la 


ecuación 
120 
A= 10,250(1 + м) | 


¿Cuál es el valor de la 
cuenta? 


28. 


31. Se abre una cuenta con un 32. 
depósito inicial de 6.500 

dólares y se devenga 3,6% 

de interés compuesto 
semestralmente. ¿Qué 

valor tendrá la cuenta en 


20 años? 


34. Utilice la fórmula 35. 
determinada en el ejercicio 
anterior para calcular el 

depósito inicial de una 

cuenta que vale 

$14. 472,74 después de 

devengar 5,5% de interés 
compuesto mensualmente 

para 5 años. (Redondee al 


dólar más cercano). 


¿Cuál fue el depósito inicial 
realizado en la cuenta en el 
ejercicio anterior? 


¿Cuánto más habría valido 
la cuenta del ejercicio 
anterior si los intereses se 
acumularan 
semanalmente? 


¿Cuánto más valdría la 
cuenta de los dos ejercicios 
anteriores si devengara 
intereses por 5 años más? 


4 

24,01 
3 4 
40 80 


pym 


30. ¿Cuántos años llevaba la 
cuenta del ejercicio 
anterior acumulando 
intereses? 


33. Resuelva la fórmula del 
interés compuesto para el 


importe de capital, P. 


36. Utilice las propiedades de 
los exponentes racionales 
para resolver la fórmula 
del interés compuesto para 


el tipo de interés, r. 
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Utilice la fórmula 
determinada en el ejercicio 
anterior para calcular el 
tipo de interés de una 
cuenta que se capitalizaba 
mensualmente, con un 
depósito inicial de 5.500 
dólares y ascendía a 38.455 
dólares después de 30 
años. 


37. Utilice la fórmula 38. 
determinada en el ejercicio 
anterior para calcular el 
tipo de interés de una 
cuenta que se capitalizaba 
semestralmente, con un 
depósito inicial de 9.000 
dólares y ascendía a 
13.373,53 dólares después 
de 10 años. 


En los siguientes ejercicios, determine si la ecuación representa el crecimiento continuo, el decaimiento continuo o 
ninguno de los dos. Explique. 


3,25 


39. у = 3742(е)075' 40. у= 150(е) t 41. у= 2,25(е) 72 


42. Supongamos дие se abre 43. ¿Cuánto menos valdría la 


una cuenta de inversión 
con un depósito inicial de 
$12.000 devengando 7,2% 
de interés compuesto 


cuenta del ejercicio 42 
después de 30 años si se 
capitaliza mensualmente 
en su lugar? 


continuamente. ¿Cuánto 
valdrá la cuenta después 
de 30 años? 


Numéricos 


En los siguientes ejercicios, evalúe cada función. Redondee las respuestas a cuatro decimales, si es necesario. 


44. f(x) = 2(5)*, рог f(-3) 45. f(x) =—42+3, рог (1) 46. у(х) = ех, рог f (3) 


49. у(х) = 1,2е2х – 0,3, por 
FG) 


48. у(х) = 2,7(4) +1 + 1,5, 
рог f (2) 


47. f(x)=-2e* 1, рог f(-1) 


50. f(x)= -308)> + 3, рог 
FO) 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice una calculadora gráfica para hallar la ecuación de una función exponencial dados los 
puntos en la curva. 


51. (0,3)y (3,375) 52. (3,222,62) y (10,77,456) 53. (20,29,495) y (150, 730,89) 


54. (5,2,909) y (13, 0,005) 55. (11.310,035) y 


(25,356365.2) 
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Extensiones 


56. El porcentaje de 
rendimiento anual (annual 
percentage yield, APY) de 
una cuenta de inversión es 
una representación del 
tipo de interés real 
obtenido en una cuenta de 
capitalización. Se basa en 
un período de 
capitalización de un año. 
Demuestre que el APY de 
una cuenta que se 
capitaliza mensualmente 
se puede determinar con la 
fórmula 


APY = (1+5)? -1. 


59. En una función de 
decaimiento exponencial, 
la base del exponente es 
un valor entre 0 y 1. Por lo 
tanto, para algún número 
b > 1, la función de 
decaimiento exponencial 
puede escribirse como 
fŒ) = а. (L)*. Utilice 
esta fórmula, junto con е! 
hecho de que b = e”, para 
demostrar que una función 
de decaimiento 
exponencial adopta la 
forma f(x) = а(е) "* para 
algún número positivo n. 


Aplicaciones en el mundo real 


61. La población de zorros de 
una determinada región 
tiene una tasa de 
crecimiento anual del 9 %. 
En el año 2012, se 
contabilizaron 23.900 
zorros en la zona. ¿Cuál es 
la población de zorros 
prevista para el año 20207? 


57. 


60. 


62. 


Repita el ejercicio anterior 
para hallar la fórmula del 
APY en una cuenta que se 
capitaliza diariamente. 
Utilice los resultados de 
este ejercicio y del anterior 
para desarrollar una 
función I(n) para el APY de 
cualquier cuenta que 
capitalice n veces al año. 


La fórmula del importe A 
en una cuenta de inversión 
con un tipo de interés 
nominal r en cualquier 
tiempo і viene dada por 
A(t) = a(e)" , donde a es la 
cantidad de capital 
depositada inicialmente en 
una cuenta que se 
capitaliza continuamente. 
Demuestre que el 
porcentaje de los intereses 
devengados con respecto 
al capital en cualquier 
momento 7 se puede 
calcular con la fórmula 

It) =e" – 1. 


Un científico comienza соп 
100 miligramos de una 
sustancia radiactiva que 
decae exponencialmente. 
Después de 35 horas, 
quedan 50 mg de la 
sustancia. ¿Cuántos 
miligramos quedarán 
después de 54 horas? 


58. 


63. 


4.1 + Funciones exponenciales 


Recordemos que la función 
exponencial es cualquier 
ecuación escrita en la 
forma f(x) = a · Бх de 
manera que a y b son 
números positivos y 

b + 1. Cualquier número 
positivo b puede 
escribirse como b = e” 
para algún valor de n. 
Utilice este hecho para 
reescribir la fórmula de 
una función exponencial 
que emplee el número e 
como base. 


En el año 1985, una casa 
estaba valorada en 110.000 
dólares. En el año 2005, se 
había revalorizado hasta 
los 145.000 dólares. ¿Cuál 
fue la tasa de crecimiento 
anual entre 1985 y 2005? 
Supongamos que el valor 
siguió creciendo en el 
mismo porcentaje. ¿Cuál 
era el valor de la casa en el 
año 2010? 
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64. 


67. 


Un automóvil fue valorado 
en 38.000 dólares en el año 
2007. En 2013, se había 
depreciado hasta los 
11.000 dólares Si sigue 
bajando en el mismo 
porcentaje, ¿cuál será su 
valor en 2017? 


Alyssa abrió una cuenta de 
jubilación a una TAE de 
7,25 % en el año 2000. Su 
depósito inicial fue de 
13.500 dólares. ¿Cuánto 
valdrá la cuenta en 2025 si 
los intereses se capitalizan 
mensualmente? ¿Cuánto 
más ganaría si los 
intereses se capitalizaran 
continuamente? 


65. Jaylen quiere ahorrar 
54.000 dólares para la 
cuota inicial de una casa. 
¿Cuánto tendrá que invertir 
en una cuenta a una TAE al 
8,2 %, con capitalización 
diaria, para alcanzar su 
objetivo en 5 años? 


68. Se ha abierto una cuenta 
de inversión con un tipo de 
interés anual del 7 %, con 
un depósito inicial de 4.000 
dólares. Compare los 
valores de la cuenta 
después de 9 años, con los 
intereses capitalizados 
anualmente, 
trimestralmente, 
mensualmente y de forma 
continua. 


4.2 Gráficos de funciones exponenciales 


Objetivos de aprendizaje 
> Graficar funciones exponenciales. 
> Graficar funciones exponenciales mediante transformaciones. 


Como comentamos en la sección anterior, las funciones exponenciales se utilizan para muchas aplicaciones en el mundo 
real, como las finanzas, la medicina forense, la informática y la mayoría de las ciencias naturales. Trabajar con una 
ecuación que describe una situación en el mundo real nos brinda un método para hacer predicciones. Sin embargo, la 
mayoría de las veces la ecuación no es suficiente. Aprendemos mucho sobre las cosas al ver sus representaciones 
pictóricas, y es precisamente por tal motivo que graficar ecuaciones exponenciales es una herramienta poderosa. Nos da 


otra capa más de conocimiento para predecir acontecimientos futuros. 


Graficar funciones exponenciales 


Antes de empezar a graficar, vale la pena repasar el comportamiento del crecimiento exponencial. Recordemos la tabla 
de valores de una función de la forma f(x) = b* cuya base es mayor que uno. Utilizaremos la función f(x) = 2%. 


66. 


Kyoko tiene 10.000 dólares 
que quiere invertir. Su 
banco tiene varias cuentas 
de inversión para elegir, 
todas ellas con 
capitalización diaria. Su 
objetivo es tener 15.000 
dólares para cuando 
termine sus estudios de 
posgrado dentro de 6 
años. ¿Cuál debería ser el 
tipo de interés anual 
mínimo para alcanzar su 
objetivo? (Pista: resuelva la 
fórmula del interés 
compuesto para el tipo de 
interés). 


Observe cómo cambian los valores de salida en la Tabla 1 cuando la entrada aumenta en 1. 


Cada valor de salida es el producto de la salida anterior y la base, 2. Designamos la base 2 el cociente constante. De 
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= | 1|[1 |1 {1 


Tabla 1 
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hecho, para cualquier función exponencial con la forma f(x) = ab*, b es el cociente constante de la función. Esto 
significa que al aumentar la entrada en 1, el valor de la salida será el producto de la base y la salida anterior, 
independientemente del valor de a. 


Observe en la tabla que 


• los valores de salida son positivos para todos los valores de x; 
* a medida que x aumenta, los valores de salida aumentan sin límite, y 
* а medida que x disminuye, los valores de salida se hacen más pequeños, para acercarse a cero. 


La Figura 1 muestra la función de crecimiento exponencial f(x) = 2х. 


f(x) 


Pb 
о 


(3, 8) 


foo 2 


N ш HE л с N O о 


=9 


El eje de la x es una asíntota. 


Figura 1 Observe que el gráfico se acerca al eje x, pero nunca lo toca. 


El dominio de f(x) = 2* son todos números reales, el rango es (o, o) ‚ y la asíntota horizontal es y = 0. 


Para tener una idea del comportamiento del decaimiento exponencial, podemos crear una tabla de valores para una 
función de la forma f(x) = b* cuya base está entre cero y uno. Utilizaremos la función g(x) = (2) . Observe cómo 
cambian los valores de salida en la Tabla 2 cuando la entrada aumenta en 1. 


Xx —3|-2|1-=110|1 112 |3 


в(х)= (2) 8 4 2 1 


n|= 
Ej 
оо|— 


Tabla 2 


De nuevo, debido a que la entrada se incrementa en 1, cada valor de salida es el producto de la salida anterior y la base, 
o la relación constante 2. 


Observe еп Іа tabla que 


* los valores de salida son positivos para todos los valores de x; 
* a medida que x aumenta, los valores de salida se reducen, para acercarse a cero, y 
* а medida que x disminuye, los valores de salida crecen sin límite. 


La Figura 2 muestra la función de decaimiento exponencial, g(x) = (1) 
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El eje de la x es una asíntota 


Figura 2 


El dominio de g(x) = (1) son todos números reales, el rango es (o, ©) ‚у la asíntota horizontal es у = 0. 


Características del gráfico de la función matriz f(x) = b* 


Una función exponencial con la forma f(x) = Б“, b > 0, b # 1, tiene estas características: 
» función biunívoca 
*  asíntota horizontal: y = 0 
e dominio: (— 00, оо) 
* rango: (0, оо) 
e intersección en x: ninguna 
» intersección en y: (0, 1) 
e creciente sib > 1 
e decreciente si b < 1 


La Figura 3 compara los gráficos de las funciones de crecimiento y decaimiento exponencial. 
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Figura 3 


(є cómo 


Г 
Dada una función exponencial de la forma f(x) = b*, graficar la función. 
Cree una tabla de puntos. 


Trace al menos 3 puntos de la tabla, incluso la intersección en у (0, 1). 
Dibuje una curva suave a través de los puntos. 


IS 


Indique el dominio, (-o, o) , el rango, (o, ©) ‚ y la asíntota horizontal, у = 0. 


А5 


Trazar el gráfico de una función exponencial de la forma f(x) = Бх 
Dibuje un gráfico de f(x) = 0,25*. Indique el dominio, el rango y la asíntota. 


© Solución 
Antes de graficar, identifique el comportamiento y crea une tabla de puntos para el gráfico. 


• Dado que b = 0,25 está entre cero y uno, sabemos que la función es decreciente. La cola izquierda del gráfico 
aumentará sin límite, y la cola derecha se acercará a la asíntota y = 0. 
«Cree una tabla de puntos como en la Tabla 3. 


xX -3 2 -1 0 1 2 3 
у(х) = 0,25" | 64 16 4 1 | 0,25 0,0625 | 0,015625 
Tabla 3 


• Trace la intersección en у, (0, 1) , junto con otros dos puntos. Podemos utilizar (—1, 4) y (1, 0,25). 


Dibuje una curva suave que conecte los puntos como en la Figura 4. 
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(1, 4) 


f(x) = 0.25* 


3 AA 1 2 зл 
= 
і 


Figura 4 


El dominio es (—°, ©) ; el rango es (o, © ; la asíntota horizontal es у = 0. 


м 


INTÉNTELO #1 Dibuje el gráfico de f(x) = 4*. Indique el dominio, el rango у Іа asíntota. 


Graficar transformaciones de funciones exponenciales 


Las transformaciones de los gráficos exponenciales se comportan de forma similar a las de otras funciones. Al igual que 
con otras funciones matrices, podemos aplicar los cuatro tipos de transformaciones (desplazamiento, reflexión, 
estiramiento y compresión) a la función matriz f(x) = b* sin perder la forma. Por ejemplo, al igual que la función 
cuadrática mantiene su forma parabólica cuando se desplaza, refleja, estira o comprime, la función exponencial también 
mantiene su forma general, independientemente de las transformaciones aplicadas. 


Graficar un desplazamiento vertical 

La primera transformación se produce cuando añadimos una constante d a la función matriz f(x) = b*, que nos da un 
desplazamiento vertical de d unidades en la misma dirección que el signo. Por ejemplo, si empezamos por graficar una 
función matriz, f(x) = 2*, podemos entonces graficar dos desplazamientos verticales junto a ella, mediante d = 3 : el 
desplazamiento hacia arriba, g(x) = 2* + 3 y el desplazamiento hacia abajo, h(x) = 2* — 3. Ambos desplazamientos 
verticales se muestran en la Figura 5. 
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Figura 5 


Observe los resultados del desplazamiento f(x) = 2* verticalmente: 


• Eldominio, (—®, ©) se mantiene sin cambios. 


+ Cuando la función se desplaza hacia arriba 3 unidades a g(x) = 2х +3: 
о [а intersección en y se desplaza hacia arriba 3 unidades a (0, 4). 
o [а asíntota se desplaza hacia arriba 3 unidades a y = 3. 


o El rango se convierte en (3, о) A 


+ Cuando la función se desplaza hacia abajo 3 unidades a h(x) = 2* — 3 : 
o  Laintersección en y se desplaza hacia abajo 3 unidades a (0, —2) . 
o [а asíntota también se desplaza hacia abajo 3 unidades a y = —3, 


o El rango se convierte еп (-3, ©) ‚ 


Graficar un desplazamiento horizontal 

La siguiente transformación se produce cuando añadimos una constante с a la entrada de la función matriz f(x) = b*, 
lo que nos da un desplazamiento horizontal с unidades en la dirección opuesta al signo. Por ejemplo, si empezamos por 
graficar la función matriz f(x) = 2*, podemos entonces graficar dos desplazamientos horizontales junto a esta, 
mediante c = 3 : el desplazamiento a la izquierda, g(x) = 2998, y el desplazamiento а la derecha, h(x) = 2*-3 Ambos 
desplazamientos horizontales se muestran en la Figura 6. 
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hb) = 2-3 


79 В ГВ 49 ә ANT aA O ь o т 
4 


Figura 6 


Observe los resultados del desplazamiento f(x) = 2* horizontalmente: 


+» Eldominio, (—®, ©} , se mantiene sin cambios. 


• Laasíntota, y = 0, se mantiene sin cambios. 
• La intersección en y se desplaza de tal manera que: 
o Cuando la función se desplaza a la izquierda 3 unidades a g(x) = 2*+3 la intersección en y se convierte en (0, 8). 
Esto se debe a que 2513 = (8) 2*, por lo que el valor inicial de la función es 8. 
o Cuando la función se desplaza a la derecha 3 unidades a А(х) = 2х—3 la intersección en yse convierte en 
1 


(0, +) . De nuevo, observe que 2^—3 = (1) 2*, por lo que el valor inicial de la función es у. 


Desplazamientos de la función matriz f(x) = b* 


Para cualquier constante су d, la función f(x) = b*** + d desplaza la función matriz f(x) = Б 


e verticalmente d unidades, en la misma dirección del signo de d. 

* horizontalmente c unidades, en la dirección opuesta al signo de с. 
• La intersección en y se convierte еп (0, b* + d). 

• Laasíntota horizontal se convierte en y = d. 


+ El rango se convierte en (a, 00 ) З 


+ Eldominio, (—®, ©) , se mantiene sin cambios. 


(є cómo 


Dada una función exponencial con la forma f(x) = b**“ + d, graficar la traslación. 


1. Dibuje la asíntota horizontal y = d. 

2. Identifique el desplazamiento como (—с, d) . Desplace el gráfico de f(x) = b* a la izquierda c unidades si c es 
positivo, y a la derecha c unidades si c es negativo. 

3. Desplace el gráfico de f(x) = b* hacia arriba d unidades si d es positivo, y hacia abajo d unidades si d es 
negativo. 


4. Indique el dominio, (—®, ә) , el rango, (a, ©) ‚ y la asíntota horizontal у = 4. 
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ЕИ 


Graficar el desplazamiento de una función exponencial 
Grafique f(x) = 23, Indique el dominio, el rango y Іа asíntota. 


© Solución 
Tenemos una ecuación exponencial de la forma f(x) = 2+ + d, con la b = 2, c = 1,y d = -3, 


Dibuje la asíntota horizontal у = d, así que dibuje y = 3. 
Identifique el desplazamiento como (—с, d) , por lo que el desplazamiento es (-1, —3) . 


Desplace el gráfico de f(x) = b* 1 unidad а la izquierda y З unidades hacia abajo. 


f(x) 
4 


+ 


8 
7 
ві 
5 Қх) = 2*+1—-3 
4 


Figura 7 


El dominio es (—°, ©} ; el rango es (=, o) ; la asíntota horizontal es y = 3. 


[>] INTÉNTELO +2 Grafique f(x) = 2%! + 3. Establezca el dominio, rango y asíntota. 


(є cómo 


Dada una ecuación de la forma f(x) = + + d por x, utilizar la calculadora gráfica para estimar la solución. 


e Pulse [Y=]. Introduzca la ecuación exponencial dada en la línea titulada “Yy=". 

e Introduzca el valor dado para f(x) en la línea titulada “Y2=". 

+ Pulse [WINDOW]. Ajuste el eje y para que incluya el valor introducido para “Y2=". 

+ Pulse [GRAPH] para observar el gráfico de la función exponencial junto con la línea para el valor especificado de 
Fx). 

• Рага hallar el valor de x, calculamos el punto de intersección. Pulse [2ND] y luego [CALC]. Seleccione "intersect" 
(intersección) y pulse tres veces la tecla [ENTER]. El punto de intersección da el valor de x para el que se indica 
de la función. 
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Determinar Іа solución de una ecuación exponencial 
Resuelva 42 = 1,2(5)* + 2,8 gráficamente. Redondee a la milésima más cercana. 


© Solución 

Pulse [Y=] e introduzca 1,2(5)* + 2,8 junto a Yy=. A continuación, introduzca 42 junto a Y2=. Para una ventana, utilice los 
valores de -3 a 3 para x y -5 a 55 para y. Pulse [GRAPH]. Los gráficos deberían intersecarse en algún lugar cerca de 

х= 2. 


Para una mejor aproximación, pulse [2ND] у luego [CALC]. Seleccione [5: intersección] у pulse [ENTER] tres veces. La 
coordenada de la x del punto de intersección se muestra como 2,1661943. (Su respuesta puede ser diferente si utiliza 
otra ventana о un valor distinto para “Guess?” Supongamos que...). A la milésima más cercana, х ғ 2,166. 


[>] INTÉNTELO #3 Resuelva 4 = 7,85(1,15)* — 2,27 gráficamente. Redondee a la milésima más cercana. 


Graficar un estiramiento o una compresión 

Mientras que los desplazamientos horizontales y verticales implican la adición de constantes a la entrada o a la propia 
función, se produce estiramiento o compresión cuando multiplicamos la función matriz f(x) = b* por una constante 

la| > 0. Por ejemplo, si empezamos por graficar la función matriz f(x) = 2х, podemos entonces graficar el 
estiramiento, mediante a = 3, para obtener g(x) = 3(2)* como se muestra a la izquierda en la Figura 8, y la compresión, 
mediante a = +, para obtener h(x) = io como se muestra a la derecha en la Figura 8. 


Estiramiento vertical Compresión vertical 


y 


- з(2ух у 
g) = 3(2) Е. 


f(x) = 2* F о 


ho) = 202) 


x x 
q AA L ES 4 
-1} 
y 
(a) (b) 


Figura 8 (а) g(x) = 3(2)* estira el gráfico de f(x) = 2* verticalmente por un factor de 3. (b) A(x) = 30) comprime el 
gráfico de f(x) = 2* verticalmente рог un factor de 2. 


Estiramiento y compresión de la función matriz f(x) = b* 


Para cualquier factor a > 0, la función f(x) = a(b)* 


* se estira verticalmente por un factor de asi |a| > 1. 
• se comprime verticalmente por un factor de asi |a| < 1. 
e intersección en yde (0, а). 


e tiene una asíntota horizontal en y = 0, un rango de (o, ©) , y un dominio de (—°, © ‚ que no se modifican a 


partir de la función matriz. 
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Graficar el estiramiento de una función exponencial 
Dibuje un gráfico de f(x) = 4(1.)^. Indique el dominio, el rango y la asíntota. 


© Solución 
Antes de graficar, identifique el comportamiento y los puntos clave del gráfico. 


1 
2 
y la cola de la derecha se acercará al eje x, a medida que x aumenta. 


* Dado que a = 4, el gráfico de f(x) = (1) se estirará por un factor de 4. 


* Dado que b = = está entre cero y uno, la cola izquierda del gráfico aumentará sin límite, a medida que x disminuye, 


+ Cree una tabla de puntos, como se indica en la Tabla 4. 


/(х) =4 


Tabla 4 


• Trace la intersección en y, (0, 4), junto con otros dos puntos. Podemos utilizar (—1, 8) y (1,2). 


Trace una curva suave que conecte los puntos, como se muestra en la Figura 9. 


f(x) 
4 


Figura 9 


El dominio es (—°, ©) ; el rango es (0, ©} ; la asíntota horizontal es у = 0. 


[>] INTÉNTELO #4 Dibuje el gráfico de f(x) = 14. Indique el dominio, el rango y la asíntota. 


Graficar reflexiones 

Además de desplazar, comprimir y estirar un gráfico, también podemos reflejarlo sobre el eje xo el eje y. Cuando 
multiplicamos la función matriz f(x) = b* entre —1, obtenemos una reflexión sobre el eje x. Cuando multiplicamos la 
entrada por —1, obtenemos una reflexión sobre el eje y. Por ejemplo, si empezamos por graficar la función matriz 

f(x) = 2х, podemos entonces graficar las dos reflexiones junto a esta. La reflexión sobre el eje x, g(x) = —2*, se 
muestra en el lado izquierdo de la Figura 10, y la reflexión en torno al eje y h(x) = 27*, se muestra en el lado derecho de 
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la Figura 10. 


Reflexión sobre el eje de la x Reflexión sobre el eje de la y 


h(x) = 2х fx) = 2х 


Figura 10 (а) g(x) = —2* refleje el gráfico de f(x) = 2* alrededor del eje х. (b) g(x) = 27 refleje el gráfico de 
f(x) = 2* en torno al eje у. 


Reflexiones de la función matriz f(x) = b* 


La función f(x) = —b* 


e refleja la función matriz f(x) = b* alrededor del eje x. 
• tiene una intersección en y de (0, —1). 


• tiene un rango de (-=.0). 

e бепе una asíntota horizontal en у = 0 y dominio de (—®, ©) ‚ que no se modifican a partir de la función matriz. 
La función f(x) = Бх 

e refleja la función matriz f(x) = b* en torno al eje y. 

• tiene una intersección en y de (0, 1), una asíntota horizontal en y = 0, un rango de (o, ©) ‚у un dominio de 


(—®, o) , que no se modifican a partir de la función matriz. 


ЭЭ 


Escribir y graficar la reflexión de una función exponencial 


Halle y grafique la ecuación de una función, g(x), que refleja f(x) = (1)" alrededor del eje х. Indique su dominio, rango 
y asíntota. 


© Solución 


Dado que queremos reflejar la función matriz f(x) = (1 alrededor del eje x, multiplicamos f(x) entre —1 para 
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obtener: g(x) = UH A continuación, creamos una tabla de puntos como en la Tabla 5. 
x =3 -2 | -1 0 1 2 3 
11" | -64 -16 | -4 | -1 | -0,25 | -0,0625 | -0,0156 
g(x) =- 4 


Tabla 5 


Trace la intersección en y, (0, –1) , јипќо con otros dos puntos. Podemos utilizar (—1,—4) y (1, —0,25). 


Dibuje una curva suave que conecte los puntos: 


9(х) 


(1, —0.25) 


Еїдига 11 


El dominio es (—°, © ; el rango es (—°, 0) ; la asíntota horizontal es y = 0. 


[>] INTÉNTELO #5 Halle y grafique la ecuación de una función, g(x), que refleja f(x) = 1,25% en torno al eje y. 
Indique su dominio, rango y asíntota. 


Resumir las traslaciones de la función exponencial 
Ahora que hemos trabajado con cada tipo de traslación para la función exponencial, podemos resumirlas en la Tabla 6 
para llegar a la ecuación general de traslación de funciones exponenciales. 


Traslaciones de la función matriz f(x) = b* 


Traslación Forma 


Desplazamiento Хох) = В + а 
*  Horizontalmente с unidades а la izquierda 
e Verticalmente d unidades hacia arriba 


Estirar y comprimir Гбх) = ab* 
e Estirarsi |a| > 1 
«e Comprimir 510 < |a| < 1 


Tabla 6 
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Traslaciones de la función matriz f(x) = b* 


Traslación Forma 
Reflexión sobre el eje x /(х) = —Ь* 
Reflexión sobre el eje _ Iy 
je y лов (5) 
Ecuación general para todas las traslaciones f(x) =ab* +d 


Tabla 6 


Trasladar funciones exponenciales 


La traslación de una función exponencial tiene la forma 


Cm abu Ta 
Donde la función matriz, y = b*, b > 1, es 
* desplaza horizontalmente с unidades a la izquierda. 
e estira verticalmente por un factor de la] si |a| > 0. 
e comprimida verticalmente por un factor de |а| 510 < la] < 1. 
e desplaza verticalmente d unidades. 
e refleja alrededor del eje xcuando a < 0. 


Observe que el orden de los desplazamientos, transformaciones y reflexiones sigue el orden de las operaciones. 


RR 


Escribir una función a partir de una descripción 
Escriba la ecuación de la función descrita a continuación. Indique la asíntota horizontal, el dominio y el rango. 


6 f(x) = ех se estira verticalmente por un factor де 2, se refleja a través del eje y, y luego se desplaza hacia arriba 4 
unidades. 


© Solución 
Queremos hallar una ecuación de la forma general f(x) = ab**" + d. Utilizamos la descripción proporcionada para 
calcular a, b, c, y d. 


* бе nos da la función matriz f(x) = ех, por lo que b = е. 

• La función se estira por un factor de 2, por lo que a = 2. 

• La función se refleja alrededor del eje y. Reemplazamos x con —x para obtener: e™. 
• El gráfico se desplaza verticalmente 4 unidades, por lo que d = 4. 


Sustituyendo en la forma general obtenemos: 
fœ) =ab* +d 
=2e™+0 +4 
=2e* +4 


El dominio es (—°, ©) ; el rango es (4, ©} ; la asíntota horizontal es y = 4. 


у 


INTÉNTELO #6 Escriba la ecuación de la función descrita a continuación. Indique la asíntota horizontal, el 
dominio y el rango. 
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* f(x) = ех se comprime verticalmente por un factor de 1, se refleja a través del eje ху 


[>] MEDIA 


Acceda a este recurso en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con la elaboración de gráficos de 


funciones exponenciales. 
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luego se desplaza hacia abajo 2 unidades. 


Graficar funciones exponenciales (http://openstax.org/l/graphexpfunc) 


4.2 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. ¿Qué papel desempeña la 
asíntota horizontal de una 
función exponencial para 
informarnos acerca del 
comportamiento final del 
gráfico? 


Algebraicos 


3. el gráfico de f(x) = 3* se 
refleja alrededor del eje y, y 
se estira verticalmente por 
un factor de 4. ¿Cuál es la 
ecuación de la nueva 
función? g(x)? Indique su 
intersección en y, su 
dominio y su rango. 


6. el gráfico de f(x) = (1,68)* 
se desplaza a la derecha 3 
unidades, y se estira 
verticalmente por un factor 
de 2, se refleja alrededor del 
eje x, y luego se desplaza 
hacia abajo 3 unidades. 
¿Cuál es la ecuación de la 
nueva función, g(x)? 
Indique su intersección en y 
(a la milésima más cercana), 
el dominio y el rango. 


2. 


¿Cuál es la ventaja de saber 
reconocer las 
transformaciones en el 
gráfico de una función 
matriz de forma algebraica? 


—X 


el gráfico de f(x) = (3) 
se refleja alrededor del eje y, 
además de que se 
comprime verticalmente por 
un factor de 1. ¿Cuál es Іа 


ecuación de la nueva 
función? g(x)? Indique su 
intersección en y, su 
dominio y su rango. 


el gráfico de 

fQ)= ij” +4se 
desplaza hacia abajo 4 
unidades, y luego se 
desplaza a la izquierda 2 
unidades, y se estira 
verticalmente por un factor 
de 4, y se refleja alrededor 
del eje x. ¿Cuál es la 
ecuación de la nueva 
función, g(x)? Indique su 
intersección en y, su 
dominio y su rango. 


5. elgráfico de f(x) = 10* se 
refleja alrededor del eje x, y 
se desplaza hacia arriba 7 
unidades. ¿Cuál es la 
ecuación de la nueva 
función, g(x)? Indique su 
intersección en y, su 
dominio y su rango. 
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Gráficos 


En los siguientes ejercicios, grafique la función y su reflexión alrededor del eje y en los mismos ejes, y obtenga la 
intersección en y. 


8. f(x) = 3(3) 9. g(x) = —2(0,25)* 10. А(х) =6(1,75)* 


Еп los siguientes ejercicios, grafique cada conjunto de funciones en los mismos ejes. 


11. 50) = 3(1)*, 12. у(х) = $6, а(х) = 23), y М(х) = 43Y" 
gu) = 302), y 
h(x) = 3(4)* 


Еп los siguientes ejercicios, empareje cada función con una de los gráficos еп la Figura 12. 


4 
B Ç D Ё 


' 
Еїдига 12 
13. f(x) = 2(0,69)* 14. f(x) = 2(1,28)* 15. /(х) = 2(0,81)* 
16. f(x) = 4(1,28)* 17. f(x) = 2(1,59)* 18. f(x) = 4(0,69)* 
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En los siguientes ejercicios, utilice los gráficos que se indican en la Figura 13. Todos tienen la forma f (x) = ab*. 


Figura 13 
19. ¿Qué gráfico tiene el mayor 20. ¿Qué gráfico tiene el 21. ¿Qué gráfico tiene el mayor 
valor de b? menor valor para b? valor de a? 


22. ¿Qué gráfico tiene el 
menor valor para a? 


En los siguientes ejercicios, grafique la función y su reflexión alrededor del eje x en los mismos ejes. 


23. f(x) = 14у 24. f(x) = 3(0,75)*-1 25. /(х)=—-402)* +2 


En los siguientes ejercicios, grafique la transformación de f(x) = 2^. Indique la asíntota horizontal, el dominio y el 
rango. 


26. f(x)=2* 27. h(x)=2* +3 28. f(x) = 2%? 


En los siguientes ejercicios, describa el comportamiento final de los gráficos de las funciones. 


29. f(x) = —5(4)5*—1 30. /(х) =3(1)' -2 31. (х) =3(4* +2 


En los siguientes ejercicios, comience con el gráfico de f (x) = 4*. Luego escriba una función que resulte de la 
transformación dada. 


32. Desplazamiento f(x) 4 33. Desplazamiento f(x) 3 34. Desplazamiento f(x) 2 
unidades hacia arriba unidades hacia abajo unidades a la izquierda 
35. Desplazamiento f(x) 5 36. Refleje f(x) alrededor del 37. Refleje f(x) alrededor del 


unidades a la derecha eje x eje y 
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En los siguientes ejercicios, cada gráfico es la transformación de y = 2*. Escriba una ecuación que describa la 
transformación. 


38. 39. 40. 


En los siguientes ejercicios, halle una ecuación exponencial para el gráfico. 


41. 42. 


-5 -4 -3 -2 -1 0 
sel 


-24 


Numéricos 


En los siguientes ejercicios, evalúe las funciones exponenciales para el valor indicado de x. 


43. g(x) = $0) por g(6). 44. f(x) = 40)! — 2 por 45. тх) = –1(1)* +6 por 
FG). 0—7). 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice una calculadora gráfica para determinar las soluciones de la ecuación. Redondee a la 
milésima más cercana. 


46. –50 = -(1)* 47. 116= 1(1)* 48. 12 = 2(3)* +1 


49. 5=3(1) -2 50. —30=-—4(2)**2 +2 


l 
2 
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Extensiones 
51. Explore y comente los gráficos de F(x) = (b)* y 52. Demuestre la conjetura hecha en el ejercicio 
G(x) = GY. A continuación, haga una conjetura anterior. 


sobre la relación entre los gráficos de las 


А х А Р 
funciones Бх y (2) para cualquier número real 


b 
b>0. 
53. Explore y comente los gráficos de f(x) = 4%, 54. Demuestre la conjetura hecha en el ejercicio 
g(x) = 442, y ha) = (%) 4% A continuación, anterior. 


haga una conjetura sobre la relación entre los 
gráficos de las funciones b* y (5) БХ рага 


cualquier número real пу número real b > 0. 


4.3 Funciones logarítmicas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 

> Convertir de forma logarítmica a exponencial. 
Convertir de forma exponencial a logarítmica. 
Evaluar logaritmos. 
Utilizar logaritmos comunes. 
Utilizar logaritmos naturales. 


Уу у у 


Figura 1 Devastación del terremoto del 11 de marzo de 2011 en Honshu, Japón. (créditos: Daniel Pierce) 


En 2010, un gran terremoto azotó Haití y causó estragos en más de 285.000 hogares”. Un año después, otro terremoto 
más fuerte devastó Honshu, Japón, con destrucción y daños a más de 332.000 edificaciones,> como las que se muestran 
en la Figura 1. Aunque ambos infligieron daños considerables, el terremoto de 2011 fue 100 veces más fuerte que el de 
Haití. ¿Cómo lo sabemos? La magnitud de los movimientos telúricos se mide en lo que se conoce como la escala de 
Richter. El terremoto de Haití registró una magnitud de 7,0 en la escala de Richter, mientras que el sismo en Japón 


registró una magnitud de 9,0.2 


La escala de Richter es una escala logarítmica de base diez. En otras palabras, un sismo de magnitud 8 no es dos veces 
mayor que uno de magnitud 4. Es 108—4 = 10% = 10.000 veces más grande. En esta lección, investigaremos la 
naturaleza de la escala de Richter y la función de base diez de la que depende. 


http://earthquake.usgs.gov/earthquakes/eginthenews/2010/us2010rja6/ttsummary. Consultado el 4 de marzo de 2013. 
http://earthquake.usgs.gov/earthquakes/eginthenews/2011/usc0001xgp/ttsummary. Consultado el 4 de marzo de 2013. 
http://earthquake.usgs.gov/earthquakes/eqinthenews/2010/us2010rja6/. Consultado el 4 de marzo de 2013. 


мо щл Б 


http://earthquake.usgs.gov/earthquakes/eqginthenews/2011/usc0001xgp/ttdetails. Consultado el 4 de marzo de 2013. 
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Convertir de la forma logarítmica a la exponencial 


Para analizar la magnitud de un movimiento telúrico o compararla con la de otro, debemos estar en capacidad de 
convertir entre la forma logarítmica y la exponencial. Por ejemplo, supongamos que la cantidad de energía que libera un 
terremoto es 500 veces mayor que la cantidad de energía que libera otro. Queremos calcular la diferencia en la 
magnitud. La ecuación que representa este problema es 10* = 500, donde x representa la diferencia de magnitud en la 
escala de Richter. ¿Cómo podríamos resolver x? 


Todavía no hemos aprendido el método para resolver ecuaciones exponenciales. Ninguna de las herramientas 
algebraicas que se han analizado hasta ahora basta para resolver 10* = 500. Sabemos que 10? = 100 y 103 = 1.000, 
рог Іо que está claro que х deberá ser algún valor entre 2 у 3, уа que у = 10% aumenta. Podemos examinar un gráfico, 
como en la Figura 2, para estimar mejor la solución. 


05 1 15 2 295 3 


Figura 2 


Sin embargo, la estimación a partir de un gráfico es imprecisa. Para hallar una solución algebraica, debemos introducir 
una nueva función. Observe que el gráfico en la Figura 2 pasa la prueba de la línea horizontal. La función exponencial 
y = b* es biunívoca, por lo que su inversa, х = БУ también es una función. Como ocurre con todas las funciones 
inversas, simplemente intercambiamos la x como y, a la vez que resolvemos para y con el fin de dar con la función 
inversa. Para representar y en función de x, utilizamos una función logarítmica de la forma y = log, (x). La base b 
logaritmo de un número es el exponente por el que debemos elevar b para obtener esa cifra. 


Leemos una expresión logarítmica como: "El logaritmo con base b de x es igual a y ", o, simplificado, la "base logarítmica 
b de x es y. «". También podemos enunciar: " b elevado a la potencia de y es x ", porque los logaritmos son exponentes. 
Por ejemplo, el logaritmo de base 2 de 32 es 5, porque 5 es el exponente que debemos aplicar a 2 para obtener 32. Dado 
que 25 = 32, podemos escribir log, 32 = 5. Lo leemos como “la base logarítmica 2 de 32 es 5". 


Podemos expresar la relación entre la forma logarítmica y su correspondiente forma exponencial como sigue: 
log, (х) = у Б? = х,Ь> 0,6 #1 


Tenga en cuenta que Іа base b es siempre positiva. 


м, i 
Piense 
00-7 Баву=я 
dl y 


Dado que el logaritmo es una función, la manera más correcta de escribirlo es: log, (x), con paréntesis para denotar la 
evaluación de la función, al igual que haríamos con f(x). Sin embargo, cuando la entrada es una sola variable o un 
número, es común ver los paréntesis eliminados y la expresión escrita sin paréntesis, como log, x. Tenga en cuenta que 
muchas calculadoras requieren paréntesis alrededor de la x. 


Podemos ilustrar la notación de los logaritmos de la siguiente manera: 
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o 
log, (с) = a significa b? = с 


a 


Observe que, al comparar la función logarítmica y la función exponencial, la entrada y la salida se intercambian. Esto 
significa que y = log, (x) y de y = b* son funciones inversas. 


Definición de la función logarítmica 


Una base logarítmica b de un número positivo x cumple la siguiente definición. 
Рага >р > 0 рел 

y = log, (х) equivale a Б? = х 
donde, 


* leemos log, (х) como, "el logaritmo con base b de х" o la "base logarítmica b de x ". 
• el logaritmo y es el exponente al que hay que elevar b para obtener х. 


Además, ya que las funciones logarítmicas y exponenciales cambian los valores de la x como y, el dominio y el rango 
de la función exponencial se intercambian por la función logarítmica. Por lo tanto, 


• el dominio de la función logarítmica con base b es (0, о). 


• el rango de la función logarítmica con base b es (—% , о). 


O | PREGUNTAS Y ¿Podemos tomar el logaritmo de un número negativo? 
RESPUESTAS 


No. Como la base de una función exponencial siempre es positiva, ninguna potencia de esa 


base puede ser nunca negativa. Nunca podemos tomar el logaritmo de un número negativo. 


Además, no podemos tomar el logaritmo de cero. Las calculadoras pueden emitir un 
logaritmo de un número negativo cuando están en modo complejo, pero el logaritmo de un 
número negativo no es un número real. 


(є cómo 


Dada una ecuación en forma logarítmica. log, (x) = y, convertirla en forma exponencial. 


1. Examine la ecuación у = log, (x) e identifique b, y, yx. 
2. Reescriba log, (х) = y cuando БУ = x. 


Ер 


Convertir de Іа forma logarítmica а la forma exponencial 
Escriba las siguientes ecuaciones logarítmicas en forma exponencial. 


O 108; (vs) =l log; (9) = 2 
© Solución 
En primer lugar, identifique los valores de b, y y x. Entonces, escriba la ecuación en la forma ЬУ = х. 


O logs (v6) =3 


1 
Aquí, b= 6, y = 5, y x= y6. Por lo tanto, la ecuación logg (vs) = 1 equivale a62 = y6. 
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log; (9) = 2 
Aquí, b = 3, y =2, y x = 9. Por lo tanto, la ecuación log; (9) = 2 equivale a 32 =9. 


[>] INTÉNTELO #1 Escriba las siguientes ecuaciones logarítmicas en forma exponencial. 


@) 10810 (1.000.000) = 6 logs (25) = 2 


Convertir de la forma exponencial a la forma logarítmica 


Para convertir de exponentes a logaritmos, seguimos los mismos pasos, pero a la inversa. Identificamos la base b, 
exponente x, y salida y. Entonces escribimos x = log; (y). 


E 


Convertir de la forma exponencial a la forma logarítmica 
Escriba las siguientes ecuaciones exponenciales en forma logarítmica. 


a 2=8 
р. 52=25 
10% = 5 


10.000 


© Solución 
En primer lugar, identifique los valores de b, y, yx. Entonces, escriba la ecuación en la forma x = log; (у). 


а. 2=8 
Aquí, b = 2, x = 3, y y = 8. Por lo tanto, la ecuación 2=3 equivale a log, (8) = 3. 
b. 52 = 25 
Aquí, b = 5, x = 2, у y = 25. Рог lo tanto, Іа ecuación 52 – 25 equivale а log; (25) = 2. 
4 _ 1 
с. 10° = 70000 


Aquí, b = 10, х =—4,y y = = 


p 4 _ 1 Я 1 2 
0.000 - Por lo tanto, la ecuación 10* = -ggg equivale а log10 (i0000) = -4 


[>] INTÉNTELO #2 Escriba las siguientes ecuaciones exponenciales en forma logarítmica. 
@ 3? =9 5 =1235 © 21= 


Evaluar logaritmos 


Conocer los cuadrados, cubos y raíces de los números nos permite evaluar mentalmente muchos logaritmos. Por 
ejemplo, considere log, 8. Nos preguntamos: "¿A qué exponente hay que elevar 2 para obtener el 8?". Dado que ya 
sabemos que 23 = 8, se deduce que log,8 = 3. 


NS 


Ahora, considere resolver log749 y 102327 mentalmente. 


* Preguntamos: "¿A qué exponente hay que elevar 7 para obtener 497". Sabemos que 72 = 49. Por lo tanto, 


1085 49 = 2 
* Preguntamos: "¿A qué exponente hay que elevar 3 para obtener 27?". Sabemos que 33 = 27. Por lo tanto, 
log; 27 = 3 


Incluso algunos logaritmos aparentemente más complicados pueden evaluarse sin necesidad de la calculadora. Por 
ejemplo, evaluemos log 2 5 mentalmente. 
3 


+ Preguntamos: "¿A qué exponente hay que elevar 2 para obtener 47 “. Sabemos que 22 = 4у 32 = 9, tal que 


(2) = 4. Por lo tanto, log 2 (+) =2. 
3 
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CÓMO 


Dado un logaritmo de la forma y = log, (х) , evaluarlo mentalmente. 
1. Reescriba el argumento х como potencia de b : Б? = х. 


2. Utilice el conocimiento previo de las potencias de b identifique y al preguntar: "¿A qué exponente hay que elevar 
b para obtener x?”. 


BR 


Resolver logaritmos mentalmente 
Resuelva y = log, (64) sin usar la calculadora. 


© Solución 
Primero reescribimos el logaritmo en forma exponencial: 47 = 64. A continuación, preguntamos: "¿A qué exponente hay 
que elevar 4 para obtener 64?”. 


Sabemos que 
43 =64 
Por lo tanto, 


log 4(64) = 3 


INTÉNTELO #3 Resuelva y = log¡>1 (11) sin usar la calculadora. 


11 


Evaluar el logaritmo de un recíproco 
‚ > 1 | 
Evalúe у = 1орз (55) sin usar la calculadora. 


© Solución 
Primero reescribimos el logaritmo en forma exponencial: 3) = 2. A continuación, preguntamos: "¿A qué exponente hay 
que elevar 3 para obtener >?” 


Sabemos que 33 = 27, pero, ¿qué hay que hacer рага obtener el recíproco, 1? Recordemos del trabajo con exponentes 


que 67 = т. Utilizamos esta información para escribir 


Por lo tanto, logs (5) = –3, 


[>] INTÉNTELO #4 Evalúe y = log, (5) sin usar la calculadora. 


Usar logaritmos comunes 


Aveces podemos ver un logaritmo escrito sin base. En este caso, suponemos que la base es 10. En otras palabras, la 
expresión log (x) significa log ¡y (х). Llamamos logaritmo común a un logaritmo de base 10. Los logaritmos comunes 
se utilizan para medir la escala de Richter que se menciona al principio de la sección. Las escalas para medir el brillo de 
las estrellas y el pH de los ácidos y las bases también utilizan logaritmos comunes. 
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Definición del logaritmo común 


El logaritmo común es un logaritmo con base 10. Escribimos Іор (x) simplemente como log (x) . El logaritmo 
común de un número positivo x cumple la siguiente definición. 


Para x > 0, 
y = log (x) equivale a 107 = х 
Leemos log (х) como, "el logaritmo con base 10 de х" o "base logarítmica 10 de х“. 


El logaritmo y es el exponente al que hay que elevar 10 para obtener x. 


(є cómo 


ы 
Dado un logaritmo común de la forma y = log (х), evaluarlo mentalmente. 


1. Reescriba el argumento x como potencia de 10 : 107 = х. 


2. Utilice el conocimiento previo de las potencias de 10 para identificar y al preguntar: "¿A qué exponente hay que 
elevar 10 para obtener x? “. 


Шш] kŤñť aaa 


Hallar mentalmente el valor de un logaritmo común 
Evalúe y = log(1.000) sin usar la calculadora. 
© Solución 
Primero reescribimos el logaritmo en forma exponencial: 107 = 1.000. A continuación, nos preguntamos: "¿A qué 
exponente hay que elevar 10 para obtener 1.000?”. Sabemos que 
103 = 1.000 
Por Іо tanto, log (1.000) = 3. 


у 


INTÉNTELO #5 Evalúe у = log(1.000.000). 


(ә cómo 


@ 
Dado un logaritmo común соп la forma у = log (х), evaluarlo con la calculadora. 


1. Presione [LOG]. 
2. Introduzca el valor indicado para x, seguido de [)1. 
3. Presione [ENTER]. 


Шын] aaa 


Calcular el valor de un logaritmo común соп la calculadora 
Evalúe y = log (321) a cuatro decimales utilizando la calculadora. 


© Solución 
e Presione [LOG]. 
» Introduzca 321, seguido de [) 1. 
e Presione [ENTER]. 
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Si redondeamos a cuatro decimales, log (321) = 2,5065. 
©) Análisis 
Observe que 10? = 100 y que 103 = 1.000. Dado que 321 está entre 100 y 1.000, sabemos que log (321) deberá estar 
entre log (100) y log (1.000). Esto nos da lo siguiente: 
100 < 321 < 1.000 
2 < 2,5065 < 3 


[>] INTÉNTELO #6 Evalúe y = log (123) a cuatro decimales utilizando la calculadora. 


ЕИ 


Reescribir y resolver un modelo exponencial del mundo real 

La cantidad de energía que liberó un terremoto fue 500 veces mayor que la cantidad de energía que liberó otro. La 
ecuación 10* = 500 representa esta situación, en la que x es la diferencia en la magnitud en la escala de Richter. A la 
milésima más cercana, ¿cuál fue la diferencia en la magnitud? 


© Solución 
Comenzamos por reescribir la ecuación exponencial en forma logarítmica. 


10* = 500 
Іор (500) =x Utilice la definición del logaritmo común. 


A continuación, evaluamos el logaritmo con la calculadora: 


e Presione [LOG]. 

• Ingrese 500, seguido de [ ) 1. 

e Presione [ENTER]. 

• Ala milésima más cercana, log (500) = 2,699. 


La diferencia en la magnitud fue aproximadamente 2,699. 


[>] INTÉNTELO #7 La cantidad de energía liberada por un terremoto fue 8.500 veces mayor que la liberada por 
otro. La ecuación 10% = 8.500 representa esta situación, en la que x es la diferencia en la 
magnitud en la escala de Richter. A la milésima más cercana, ¿cuál fue la diferencia en la 
magnitud? 


Usar logaritmos naturales 


La base más utilizada para los logaritmos es e.Los logaritmos con base e son importantes en el cálculo y en algunas 
aplicaciones científicas; reciben el nombre de logaritmos naturales. El logaritmo con base e, log, (x) , tiene su propia 
notación, In(x). 


La mayoría de los valores de 1п (x) se hallan únicamente con la calculadora. La mayor excepción es esa, porque el 
logaritmo de 1 es siempre 0 en cualquier base, ln 1 = 0. Para otros logaritmos naturales, podemos utilizar la tecla In, 
que se encuentra en la mayoría de las calculadoras científicas. También podemos hallar el logaritmo natural de cualquier 
potencia de e utilizando la propiedad inversa de los logaritmos. 


Definición del logaritmo natural 
Un logaritmo natural es un logaritmo con base e. Escribimos log, (x) simplemente como Ір (x) . El logaritmo natural 
de un número positivo x cumple la siguiente definición. 


Para x > 0, 


у= (х) equivale a e? = х 
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Leemos In (x) como, "el logaritmo con base e de x" o "el logaritmo natural de x". 
El logaritmo y es el exponente al que hay que elevar e para obtener x. 


Dado que las funciones у = ех como у = In (x) son funciones inversas, Іп (ех) = x para todos los valores x y 
е 109 x para x > 0. 


CÓMO 


60 
Dado ип logaritmo natural con Іа forma у = In (х), evaluarlo con la calculadora. 
1. Presione [LN]. 


2. Introduzca el valor indicado para x, seguido de [)1. 
3. Presione [ENTER]. 


АДАД 93 


Evaluar un logaritmo natural con Іа calculadora 
Evalúe y = 1n (500) a cuatro decimales utilizando la calculadora. 


© Solución 
e Presione [LN]. 
• Ingrese 500, seguido de [ ) 1. 
e Presione [ENTER]. 


Si redondeamos a cuatro decimales, In(500) = 6,2146 


м 


INTÉNTELO #8 Evalúe 15(—500). 


[v 


MEDIA 
Acceda a este recurso en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con los logaritmos. 


Introducción a los logaritmos (http://openstax.org/l/intrologarithms) 


4.3 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 

1. ¿Qué es el logaritmo con 2. ¿De qué manera se 3. ¿Cómo puede la ecuación 
base b? Analice el relaciona la función logarítmica log,x = y 
significado interpretando logarítmica f(x) = log¿x resolverse para x con las 
cada parte de las ecuaciones con la función exponencial propiedades de los 
equivalentes bY = x y g(x) = Б? ¿Cuál es el exponentes? 
log¿x = yporb > 0, Б £1. resultado de componer 


estas dos funciones? 
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4. Comente acerca el 5. Comente acerca del 
significado del logaritmo significado del logaritmo 
común. ¿Cuál es su relación natural. ¿Cuál es su relación 
con un logaritmo de base b, con un logaritmo de base b, 
y en qué se diferencia la y en qué se diferencia la 
notación? notación? 

Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, reescriba cada ecuación en forma exponencial. 


6. log4(q) =m 7. log,(b) = с 8. 10216 (y) = х 
9. log, (64) = y 10. log, (х) = –11 11. 10815 (а) = b 
12. log, (137)=x 13. log¡3 (142) = a 14. log(v) = 1 
15. In(w) = п 


Еп los siguientes ejercicios, reescriba cada ecuación en forma logarítmica. 


16. 4х = у 17. сі = К 18. 


_ 10 
19. 19% = у 20. х B =y 21. 
TAM x_ 39 
22. (1) =n 23. ух = р 24. 
25. ek =h 


т = и 
nî = 103 
10% =b 
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En los siguientes ejercicios, resuelva para x al convertir la ecuación logarítmica en forma exponencial. 


26. logz(x) = 2 27. log,(x) = -3 28. 1025(х) = 2 
29. log; (х) = 3 30. log,(x) = 6 31. logyg(x) = 5 
32. log¡g(x) = 2 33. logs (х) = -3 34. log(x) = 3 
35. In(x) = 2 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la definición de logaritmos comunes y naturales para simplificar. 


36. log(100%) 37. 10108862) 38. 2log(0,0001) 


39. eln(1.06) 40. In (e750) 41. е12010,125) +4 
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Numéricos 


En los siguientes ejercicios, evalúe la expresión logarítmica con base b sin utilizar la calculadora. 


42. log; (5) 43. 1огє(\/б) 44. log) (4) +4 


45. 6logg(4) 


Еп los siguientes ejercicios, evalúe la expresión logarítmica común sin utilizar la calculadora. 


46. log(10. 000) 47. log(0,001) 48. log(1) +7 


49. 2108(100-3) 


En los siguientes ejercicios, evalúe la expresión logarítmica natural sin utilizar la calculadora. 


1 
50. In(e3) 51. In(1) 52. In(e70225) — 3 


2 
53. 25In(e5) 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, evalúe cada expresión con la calculadora. Redondee a la milésima más cercana. 


54. log(0,04) 55. In(15) 56. (2) 


57. log(y/2) 58. In(y2) 


Extensiones 


59. ¿Es x = 0 en el dominio de 60. ¿Es f(x) =0enelrangode 61. ¿Existe un número x de 


la función f(x) = 102(х)? la función f(x) = log(x)? manera que ln x = 2? Si es 
Si es así, ¿cuál es el valor Si es así, para qué valor de así, ¿cuál es ese número? 
de la función cuando x? Compruebe el Compruebe el resultado. 
x = 0? Compruebe el resultado. 
resultado. 
62. ¿Es cierto lo siguiente?: 63. ¿Es cierto lo siguiente?: 
ССВ С (1725) 
(2) па, 
Compruebe el resultado. Compruebe el resultado. 


Acceso gratis en openstax.org 


Aplicaciones еп el mundo real 


64. El índice de exposición El 65. 


de una cámara es una 
medida de la cantidad de 
luz que incide en el 
receptor de la imagen. Se 
determina mediante la 
ecuación 


Consulte el ejercicio 
anterior. Supongamos que 
el medidor de luz de una 
cámara indica un El de 
—2, y el tiempo de 
exposición deseado es de 
16 segundos. ¿Cuál debería 
ser el ajuste de f-stop? 
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66. Los niveles de intensidad Т 
de dos terremotos 
medidos en un sismógrafo 
pueden compararse 
mediante la fórmula 


1 
log T = Му — М» donde 
M es la magnitud dada 


por la escala de Richter. En 
agosto de 2009, un 
terremoto de magnitud 6,1 
sacudió Honshu, Japón. En 
marzo de 2011, esa misma 
región sufrió otro 
terremoto más devastador, 
esta vez de magnitud 9,0. 
¿Cuántas veces fue mayor 
la intensidad del terremoto 
de 2011? Redondee al 
número natural más 
cercano. 


f2 
EI = 108) | = |, donde 


f es el ajuste "f-stop" de la 
cámara, y f es el tiempo de 
exposición en segundos. 
Supongamos que el ajuste 
de f-stop es 8 y el tiempo 
de exposición deseado es 2 
segundos. ¿Cuál será el 
índice de exposición 
resultante? 


4.4 Gráficos de funciones logarítmicas 


Objetivos de aprendizaje 

En esta sección, podrá: 
> Identificar el dominio de una función logarítmica. 
> Graficar funciones logarítmicas. 


En Gráficos de funciones exponenciales vimos cómo la creación de una representación gráfica de un modelo 
exponencial nos da otra capa de conocimiento para predecir acontecimientos futuros. ¿De qué manera los gráficos 
logarítmicos nos permiten comprender las situaciones? Dado que toda función logarítmica es la función inversa de una 
función exponencial, podemos pensar en cada salida de un gráfico logarítmico como la entrada de la correspondiente 
ecuación exponencial inversa. En otras palabras, los logaritmos dan la causa de un efecto. 


Para ilustrarlo, supongamos que invertimos 2.500 dólares en una cuenta que ofrece un tipo de interés anual de 5%, 
calculada continuamente. Ya sabemos que el saldo de nuestra cuenta para cualquier año f se determina con la ecuación 
А = 25008005. 


Pero, ¿y si quisiéramos saber el año de cualquier saldo? Tendríamos que crear una nueva función correspondiente al 
intercambiar la entrada y la salida; por lo tanto, tendríamos que crear un modelo logarítmico para esta situación. Al 
graficar el modelo, podemos ver la salida (año) para cualquier entrada (saldo contable). Por ejemplo, ¿qué pasaría si 
quisiéramos saber cuántos años tardaríamos en duplicar nuestra inversión inicial? La Figura 1 muestra este punto en el 
gráfico logarítmico. 


8 http://earthquake.usgs.gov/earthquakes/world/historical.php. Consultado el 4 de marzo de 2014. 
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Modelo logarítmico que muestra los años en función del saldo de la cuenta 


El saldo alcanza los 5.000 
dólares cerca del año 14 


+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + a 
0 500 1000 1500 2.000 2.500 3.000 3.500 4.000 4.500 5.000 5.500 6.000 
Saldo de la cuenta 
Figura 1 


En esta sección hablaremos acerca de los valores para los que se define una función logarítmica, y luego nos 
centraremos en la creación de gráficos de la familia de funciones logarítmicas. 


Hallar el dominio de una función logarítmica 


Antes de trabajar con los gráficos, echaremos un vistazo al dominio (el conjunto de valores de entrada) para el que se 
define la función logarítmica. 


Recordemos que la función exponencial se define como y = b* para cualquier número real x y constante b > 0, b Æ 1, 
donde 


• El dominio de yes (-=, х) А 
• Elrango де y es (0,0) Р 


En la última sección aprendimos que la función logarítmica у = log; (х) es Іа inversa de la función exponencial у = b*. 
Entonces, como funciones inversas: 


+ El dominio де y = log, (x) es el rango de y = b* : (o, ә) Я 
+ El rango де у = log, (х) es el dominio de у = b* : (—°, ©} ; 


Las transformaciones de la función matriz y = log, (x) se comportan de forma similar a las de otras funciones. Al igual 
que con otras funciones matrices, podemos aplicar los cuatro tipos de transformaciones (desplazamiento, estiramiento, 
compresión y reflexión) a la función matriz sin perder la forma. 


En Gráficos de funciones exponenciales vimos que ciertas transformaciones pueden cambiar el rango de у = b*. Del 
mismo modo, al aplicar transformaciones a la función matriz y = log, (x) podemos cambiar el dominio. Por lo tanto, al 
determinar el dominio de una función logarítmica, es importante recordar que el dominio consiste solo en números 
reales positivos. Es decir, el argumento de la función logarítmica deberá ser mayor que cero. 


Por ejemplo, considere f(x) = log, (2х — 3). Esta función se define para cualquier valor de х de manera que el 
argumento, en este caso 2x — 3, es mayor que cero. Para hallar el dominio, establecemos una inecuación y resolvemos 


para x : 
2x-3>0 Muestre el argumento mayor que cero. 
2x > 3 Sume 3. 
x> 1,5 Divida entre 2. 
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En notación de intervalo, el dominio de f(x) = log, (2x — 3) es (15, o) Я 


(є cómo 


Dada una función logarítmica, identificar el dominio 


1. Establezca una inecuación que muestre el argumento mayor que cero. 
2. Resuelva рага x. 
3. Escriba el dominio en notación de intervalo. 


EE 


Identificar el dominio de un desplazamiento logarítmico 
¿Cuál es el dominio de f(x) = log) (x + 3)? 


© Solución 
La función logarítmica se define solo cuando la entrada es positiva, por lo que esta función se define cuando x + 3 > 0, 
Si resolvemos esta inecuación, 


x+3>0 La entrada debe ser positiva. 
x>-3 Reste 3. 


El dominio de f(x) = log) (x + 3) es (-3, а) А 


[>] INTÉNTELO #1 ¿Cuáles el dominio de f(x) = 10р;(х– 2) + 1? 


ЭЭ 95 


Identificar el dominio de un desplazamiento logarítmico y de la reflexión 
¿Cuál es el dominio de f(x) = log(5 — 2x)? 


© Solución 
La función logarítmica se define solo cuando la entrada es positiva, por lo que esta función se define cuando 5-2x > 0. 
Si resolvemos esta inecuación, 


5-2x>0 La entrada debe ser positiva. 


-2x>-5 Reste 5. 


x< 5 Divida entre — 2 y cambie la inecuación. 


El dominio de f(x) = 102(5 — 2x) es (-®, 5) | 


[>] INTÉNTELO #2 ¿Cuál es el dominio de f(x) = log(x — 5) + 2? 


Graficar funciones logarítmicas 


Ahora que ya conocemos el conjunto de valores para los que se define una función logarítmica, pasemos a graficar 
funciones logarítmicas. La familia de funciones logarítmicas incluye la función matriz y = log, (x) junto con todas sus 
transformaciones: desplazamiento, estiramiento, compresión y reflexión. 


Comenzamos соп la función matriz y = log, (х). Ya que toda función logarítmica de esta forma es la inversa de una 
función exponencial con la forma y = b*, sus gráficos serán una reflexión el uno del otro a través de la línea y = x. Para 
ilustrar esto, podemos observar la relación entre los valores de entrada y salida de y = 2* y su equivalente х = log, (y) 
en la Tabla 1. 
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2% =y 
log (N)=x | -3 | 2 -1.0 1 2 3 
Tabla 1 


Utilizando las entradas y salidas de la Tabla 1, podemos construir otra tabla para observar la relación entre los puntos de 
los gráficos de las funciones inversas f(x) = 2* y g(x) = log, (х). Vea la Tabla 2. 


fa) = 2* (3,3) (223) (13) б) а>» 0,4) (3,8) 


gœ) = 10р) (х) (4-3) (1,—2) (5-1) 0110 QD (42) (8,3) 


Tabla 2 


Como era de esperar, las coordenadas de la x y de la y se invierten para las funciones inversas. La Figura 2 muestra el 
gráfico de f y g. 


e g(x) = log (x) 


Figura 2 Observe que los gráficos de f (х) = 2* y g (x) = log), (x) son reflexiones sobre la línea y = x. 
Observe lo siguiente a partir del gráfico: 


* f(x) =2* tiene una intersección en уеп (0, 1) y g(x) = log, (x) tiene una intersección en хеп (1, 0). 


• Eldominio de f(x) =2*, (—°, ә) ‚ es el mismo que el rango de g(x) = log, (х). 


• Elrangode f(x) = 2х, (0, ©} ‚ es el mismo que el dominio de g(x) = log, (х). 


Características del gráfico de la función matriz, f(x) = log, (x) : 


Para cualquier número real x y constante b > 0, b + 1, podemos ver las siguientes características en el gráfico de 
ЈО) = log; (х): 

e función biunívoca 

e asíntota vertical: х = 0 


e dominio: (0, со) 
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* rango: (-0,0) 
e intersección en x: (1, 0) y punto clave (b, 1) 
e intersección en y. ninguna 
e crecientesib> 1 
e аесгесіепїе 510 < Б < 1 
Vea la Figura 3. 


f(x) f(x) 


f(x) = 109, (x) 10d = 10900 


р> 1 


Figura 3 


La Figura 4 muestra cómo cambiar la base ben f(x) = log, (x) puede afectar los gráficos. Observe que los gráficos 
se comprimen verticalmente a medida que aumenta el valor de la base. (Nota: Recuerde que la función In (x) tiene 
base e = 2,718). 


y 
ý од (х) 
3 n) 
2 
А log (х) 
0 =x 


Figura 4 Los gráficos de tres funciones logarítmicas con diferentes bases, todas mayores que 1. 


(є сомо 


a 
Dada una función logarítmica de la forma f(x) = log, (x), graficar la función. 


Dibuje y marque la asíntota vertical, х = 0, 
Trace la intersección en x, (1, 0). 

Trace el punto clave (b, 1). 

Dibuje una curva suave a través de los puntos. 


SS 
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5. Indique el dominio, (o, ©) , el rango, (-2,0) , y la asíntota vertical, x = 0, 


BB 


Graficar una función logarítmica con la forma f(x) = log (х). 
Grafique f(x) = logs (х). Indique el dominio, el rango y la asíntota. 


© Solución 
Antes de graficar, identifique el comportamiento y los puntos clave para el gráfico. 


* Dado que b = 5 es mayor que uno, sabemos que la función es creciente. La cola izquierda del gráfico se acercará a 
la asíntota vertical x = 0, y la cola derecha aumentará lentamente sin límite. 

• Laintersección en xes (1, 0). 

+ El punto clave (5, 1) está en el gráfico. 

* Dibujamos y marcamos la asíntota, trazamos y marcamos los puntos, y dibujamos una curva suave a través de los 
puntos (ver la Figura 5). 


f(x) 


f(x) = logs (o) 


(5, 1) 


+ HeX 
т 8 


Figura 5 


El dominio es (0, ә) , el rango es (—°, х) ‚ y la asíntota vertical es х = 0, 


[>] INTÉNTELO #3 Grafique f(x) = log ı (x). Indique el dominio, el rango y la asíntota. 
5 


Graficar transformaciones de funciones logarítmicas 


Como hemos mencionado al principio de la sección, las transformaciones de los gráficos logarítmicos se comportan de 
forma semejante a las de otras funciones matrices. Podemos desplazar, estirar, comprimir y reflejar la función matriz 
y = log, (x) sin perder la forma. 


Graficar un desplazamiento horizontal de f(x) = log;(x) 

Cuando una constante с se suma a la entrada de la función matriz f(x) = log (x), el resultado es un desplazamiento 
horizontal c unidades en la dirección opuesta al signo en c. Para visualizar los desplazamientos horizontales, podemos 
observar el gráfico general de la función matriz f(x) = log, (х) y para с > 0 junto al desplazamiento hacia la izquierda, 
g(x) = log, (x + с), y el desplazamiento a la derecha, h(x) = log, (x — с). Vea la Figura 6. 
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Desplazamiento a la izquierda Desplazamiento a la derecha 
g(x) = 100(х + с) h(x) = logy(x — с) 


f(x) = log, (x) 


h(x) = log, (x — с) 


• La asíntota cambia a x = —с. * La asíntota cambia a x = с. 
• El dominio cambia a (—с, =). » El dominio cambia a (с, с). 
» El rango sigue siendo (—Jo, с). • El rango sigue siendo (—oo, с). 


Figura 6 
Desplazamientos horizontales de la función matriz f(x) = log, (x) 


Para cualquier constante с, la función f(x) = log, (x + с) 


e desplaza la función matriz y = log, (х) a la izquierda с unidades si с > 0, 
e desplaza la función matriz y = log, (х) a la derecha c unidades si с < 0, 
• tiene la asíntota vertical x = —c. 


• tiene dominio (-с o) ; 


e tiene rango (0,0) З 


(ә cómo 


Dada una función logarítmica de Іа forma f(x) = log, (х + с), graficar Іа traslación. 


1. Identifique el desplazamiento horizontal: 
a. Silos valores de с > 0, desplace el gráfico de f(x) = log, (x) a la izquierda с unidades. 
р. Silos valores de c < 0, desplace el gráfico de f(x) = log, (х) a la derecha c unidades. 


2. Dibuje la asíntota vertical х = —c. 

3. Identifique tres puntos clave de la función matriz. Halle nuevas coordenadas para las funciones desplazadas al 
restar c de la coordenada de la x. 
Marque los tres puntos. 


El dominio es (—© ©} , el rango es (—°, х) ‚ y la asíntota vertical es х = —c. 
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E 


Graficar un desplazamiento horizontal de la función matriz у = log (х) 
Trace el desplazamiento horizontal f(x) = logz (x — 2) junto a su función matriz. Incluya los puntos clave y las asíntotas 
en el gráfico. Indique el dominio, el rango y la asíntota. 


© Solución 
Como la función es f(x) = log; (х — 2), observamos que x + (22) = x-2. 


Por lo tanto, с = —2, por lo que с < 0, Esto significa que desplazaremos la función f(x) = log; (х) 2 unidades a la 
derecha. 


La asíntota vertical es x = —(-2) ох = 2. 
Considere los tres puntos clave de la función matriz, (3,1) ,01,0,yG,1). 
Las nuevas coordenadas se calculan al sumar 2 a las coordenadas de la x. 


Marque los puntos (2,1) ‚ (3,0),у (5,1). 


El dominio es (2, o) , el rango es (—°, © ‚ y la asíntota vertical es x = 2. 


Figura 7 


[>] INTÉNTELO #4 Dibuje un gráfico de f(x) = log (x + 4) junto a su función matriz. Incluya los puntos clave у 
las asíntotas en el gráfico. Indique el dominio, el rango y la asíntota. 


Graficar un desplazamiento vertical de у = log;(x) 

Cuando una constante d se suma a la función matriz f(x) = log, (x), el resultado es un desplazamiento vertical d 
unidades en la dirección del signo en d. Para visualizar los desplazamientos verticales, podemos observar el gráfico 
general de la función matriz f(x) = log, (х) junto con el desplazamiento hacia arriba, g(x) = log, (х) + d y el 
desplazamiento hacia abajo, Л(х) = log, (x) — d. Vea la Figura 8. 
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Desplazamiento hacia arriba Desplazamiento hacia abajo 
g(x) = log,0d d h(x) = 109,(х) — d 


g(x) = log, (xX) + d 


f(x) = loga (x) 


f(x) = log, (x) (67 +, 1) 


hx) = 100, (х) — d 


• La asíntota sigue siendo х = 0. • La asíntota sigue siendo х = 0. 
• El dominio sigue siendo (О, =). • El dominio sigue siendo (0, сс). 
• El rango sigue siendo (— о, о). • El rango sigue siendo (— 2, сс). 


Figura 8 
Desplazamientos verticales de la función matriz y = log, (x) 


Para cualquier constante d, la función f(x) = log, (x) + d 


• desplaza la función matriz y = log, (x) hacia arriba d unidades si d > 0, 
e desplaza la función matriz y = log, (x) hacia abajo d unidades si d < 0, 
e tiene la asíntota vertical x = 0, 

• tiene dominio (o, ©) 2 


e tiene rango (0,0) : 


(М cómo 


Dada una función logarítmica de la forma f(x) = log, (x) + d, graficar la traslación. 


1. Identifique el desplazamiento vertical 
o Silos valores de d > 0, desplace el gráfico de f(x) = log, (x) hacia arriba d unidades. 
o Silos valores de d < 0, desplace el gráfico de f(x) = log, (x) hacia abajo d unidades. 


2. Dibuje la asíntota vertical x = 0, 
3. Identifique tres puntos clave de la función matriz. Halle nuevas coordenadas para las funciones desplazadas al 
sumar d a la coordenada de la y. 
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4. Marque los tres puntos. 


5. Eldominio es (0,0) , el rango es (2,0) ‚ y la asíntota vertical es x = 0, 


BR 


Graficar un desplazamiento vertical de la función matriz у = log (Xx) 
Dibuje un gráfico de f(x) = log; (x) — 2 junto a su función matriz. Incluya los puntos clave y la asíntota en el gráfico. 
Indique el dominio, el rango y la asíntota. 


© Solución 
Como la función es f(x) = log; (х) — 2, observamos que d =— 2. Así que d < 0. 


Esto significa que desplazaremos la función f(x) = log; (х) 2 unidades hacia abajo. 
La asíntota vertical es x = 0, 


Considere los tres puntos clave de la función matriz, (2,-1) ‚ (1,0), у (3,1). 


Las nuevas coordenadas se encuentran al restar 2 а las coordenadas de la у. 


Marque los puntos (3, 3), (1,2), y (3,—1). 


El dominio es (o, ©} , el rango es (—°, © ‚ y la asíntota vertical es х = 0. 


y = loga (x) 


Figura 9 


El dominio es (o, ©} , el rango es (—°, ©} ‚ y la asíntota vertical es х = 0. 


INTÉNTELO #5 Dibuje un gráfico de f(x) = log, (х) + 2 junto a su función matriz. Incluya los puntos clave у 
la asíntota en el gráfico. Indique el dominio, el rango y la asíntota. 


Graficar estiramiento y compresión de y = log;(x) 

Cuando la función matriz f(x) = log, (x) se multiplica por una constante a > 0, el resultado es un estiramiento vertical 
o compresión vertical del gráfico original. Para visualizar el estiramiento y la compresión, establecemos a > 1 y observe 
que el gráfico general de la función matriz f(x) = log, (х) junto al estiramiento vertical, g(x) = alog; (х) y la 
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compresión vertical, h(x) = Llog, (x). Vea la Figura 10. 


Estiramiento vertical Estiramiento vertical 
g(x) = alog,(x), a > 1 (х) = 2109(х), а> 1 


g(x) = alog, (x) 


100 = 109,60 f(x) = log, (x) 


Р(Х) = 109, (х) 
(b°, 1) 


• La asíntota sigue siendo х = O, • La asíntota sigue siendo х = O, 
• La intersección en x sigue siendo (1, 0). * La intersección en x sigue siendo (1, 0). 
* El dominio sigue siendo (О, =). • El dominio sigue siendo (0, =). 
• El rango sigue siendo (—>, сс), • El rango sigue siendo (—, с). 


Figura 10 
Estiramiento y compresión vertical de la función matriz y = log, (x) 


Para cualquier constante a > 1, la función f(x) = alog; (x) 


e estira la función matriz y = log, (x) verticalmente por un factor de asia > 1. 

• comprime la función matriz y = log, (x) verticalmente por un factor деа 510 <a < 1. 
• tiene la asíntota vertical x = 0. 

• tiene la intersección en x (1, 0). 

• tiene dominio (o, ©) З 


e tiene rango (—°, ©) ; 


(М сомо 


@ 
Dada una función logarítmica de la forma f(x) = alog, (x), a > 0, graficar la traslación. 
1. Identifique el estiramiento o la compresión vertical: 


o Silos valores de |a| > 1, el gráfico de f(x) = log, (x) se estira por un factor de a unidades. 
o Silos valores de |a| < 1, el gráfico de f(x) = log, (x) se comprime por un factor de a unidades. 
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2. Dibuje la asíntota vertical х = 0. 

3. Identifique tres puntos clave de la función matriz. Halle otras coordenadas para las funciones desplazadas al 
multiplicar las coordenadas de la y por a. 
Marque los tres puntos. 


El dominio es (0, o) , el rango es (—°, х) ‚ y la asíntota vertical es х = 0. 


шн aaa 


Graficar un estiramiento o una compresión de la función matriz у = log(x) 
Dibuje un gráfico de f(x) = 2log4(x) junto a su función matriz. Incluya los puntos clave y la asíntota en el gráfico. 
Indique el dominio, el rango y la asíntota. 


© Solución 
Сото la función es f(x) = 21024 (х), observamos que a = 2. 


Esto significa que estiraremos la función f(x) = log4(x) por un factor de 2. 

La asíntota vertical es x = 0. 

Considere los tres puntos clave de la función matriz, (2,1) ,(1,0)y(4,1). 
Las nuevas coordenadas se hallan al multiplicar las coordenadas de la y por 2. 


Marque los puntos (2,2) ‚ 0,0) ,y (4,2). 


El dominio es (o, ә) , el rango es (-®, оо ), y la asíntota vertical es х = 0. Vea la Figura 11. 


f(x) = 2loga (х) 


y = loga (х) 


Figura 11 


El dominio es (0, ©) , el rango es (—°, ©) ‚ y la asíntota vertical es х = 0. 


INTÉNTELO #6 Dibuje un gráfico de f(x) = 1 log4(x) junto a su función matriz. Incluya los puntos clave y 
la asíntota en el gráfico. Indique el dominio, el rango y la asíntota. 


BR 


Combinar desplazamiento y estiramiento 
Dibuje un gráfico de f(x) = 5 log(x + 2). Indique el dominio, el rango y la asíntota. 
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© Solución 


Recuerde: lo que ocurre dentro de los paréntesis ocurre primero. En primer lugar, movemos el gráfico a la izquierda 2 
unidades, y luego estiramos la función verticalmente por un factor de 5, como en la Figura 12. La asíntota vertical se 


desplazará а x = —2. La intersección еп x será (—1,0). El dominio será (2, ©) . Dos puntos darán forma al gráfico 


(1,0) y (8, 5 ). Hemos elegido х = 8 como la coordenada de la x de un punto a graficar, porque cuando x = 8, 
x +2 = 10, la base del logaritmo común. 


y = 5log(x + 2) 


Figura 12 


El dominio es (-2, ©) , el rango es (—°, o) , y la asíntota vertical es x = —2. 


[>] INTÉNTELO #7 Dibuje un gráfico de la función f(x) = 3 log(x — 2) + 1. Indique el dominio, el rango y la 
asíntota. 


Graficar reflexiones de f(x) = log,(x) 

Cuando la función matriz f(x) = log, (x) se multiplica por —1, el resultado es una reflexión alrededor del eje x. Cuando 
la entrada se multiplica por —1, el resultado es una reflexión alrededor del eje y. Para visualizar las reflexiones, 
restringimos b > 1, y observamos el gráfico general de la función matriz f(x) = log, (x) junto a la reflexión alrededor 
del eje x, g(x) = —log, (х) y la reflexión en torno al eje y, h(x) = log, (~x). 
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Reflexión sobre el eje de la x Reflexión sobre el eje de la y 
g(x) = 1009,(х), b > 1 h(x) = log,(-X), b > 1 


f(x) = log, (x) 


gx) = —log, (%) 


• La función reflejada es decreciente a medida * La función reflejada es decreciente a medida que x 
que x se mueve de cero a infinito. se mueve desde el infinito negativo hasta el cero. 

• La asíntota sigue siendo х = 0. * La asíntota sigue siendo x = 0. 

• La intersección en x sigue siendo (1, 0). • La intersección en x cambia a (— 1, 0). 

* El punto clave cambia а (Б, 1) * El punto clave cambia a (—b, 1) 

* El dominio sigue siendo (0, сс), * El dominio cambia a (—, 0). 

+ El rango sigue siendo (—%, сс). » El rango sigue siendo (—%, сс). 


Figura 13 
Reflexiones de la función matriz y = log, (x) 


La función f(x) = —log, (x) 


e refleja la función matriz y = log, (x) alrededor del eje х. 
e tiene dominio, (0, ©} ‚ гапдо, (—°, х) ‚ y la asíntota vertical, х = 0, que по se modifican a partir de la función 


matriz. 


La función f(x) = log, (=x) 


e refleja la función matriz y = log, (x) en torno al eje y. 


• tiene dominio (-2,0) E 


• tiene rango, (—°, ©) ‚ y la asíntota vertical, x = 0, que no se modifican a partir de la función matriz. 


(є cómo 


Dada una función logarítmica con la función matriz f(x) = log, (x), graficar una traslación. 
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Si f(x) = —log,(x) Si f(x) = log, (=x) 
1. Dibuje la asíntota vertical, x = 0. 1. Dibuje la asíntota vertical, x = 0. 
2. Trace la intersección en x, (1, 0). 2. Trace la intersección en x, (1, 0). 


3. Refleje el gráfico de la función matriz f(x) = log, (x) 3. Refleje el gráfico de la función matriz 


alrededor del eje x. f(x) = log, (x) en torno al eje y. 
4. Dibuje una curva suave a través de los puntos. 4. Dibuje una curva suave a través de los puntos. 
5. Indique el dominio, (0, œ), el rango, (-х, œ) y la 5. Indique el dominio, (-о, 0) el rango, (-o, œ) y la 
asíntota vertical x = 0. asíntota vertical x = 0. 

Tabla 3 


EE 


Graficar la reflexión de una función logarítmica 
Dibuje un gráfico de f(x) = log(—x) junto a su función matriz. Incluya los puntos clave y la asíntota en el gráfico. 
Indique el dominio, el rango y la asíntota. 


© Solución 
Antes de graficar f(x) = log(—x), identifique el comportamiento y los puntos clave del gráfico. 


+ Dado que b = 10 es mayor que uno, sabemos que la función matriz es creciente. Dado que el valor de entrada se 
multiplica por —1, f es una reflexión del gráfico principal en torno al eje y. Así, f(x) = log(—x) disminuirá a medida 
que x se mueve desde el infinito negativo hasta el cero, y la cola derecha del gráfico se acercará a la asíntota vertical 
х = 0. 

• Laintersección en xes (—1,0). 

+ Dibujamos y marcamos la asíntota, trazamos y marcamos los puntos, y dibujamos una curva suave a través de los 
puntos. 


y 


f(x) = log (х) y = log (x) 
(—10, 0) (10, 0) 


Еїдига 14 


El dominio es (—®.0) , el rango es (—°, o) ‚ y la asíntota vertical es x = 0, 


м 


INTÉNTELO #8 Grafique f(x) = — log(—x). Indique el dominio, el rango y la asíntota. 
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CÓMO 


Dada una ecuación logarítmica, utilizar una calculadora gráfica para determinar aproximadamente las 


soluciones. 


1. Pulse [Y=]. Introduzca la ecuación o ecuaciones logarítmicas dadas como Y1= y, si es necesario, Y2=. 
2. Pulse [GRAPH] para observar los gráficos de las curvas y utilice [WINDOW] para hallar una vista apropiada de los 


gráficos, incluso su(s) punto(s) de intersección. 


3. Para hallar el valor de x, calculamos el punto de intersección. Pulse [2ND] y luego [CALC]. Seleccione 
"intersección" y pulse tres veces la tecla [ENTER]. El punto de intersección da el valor de x, para el punto o 


puntos de intersección. 


ЕНИ 


Calcular aproximadamente Іа solución de una ecuación logarítmica 


Resuelva 41n (х) + 1 = —2 ln (х— 1) gráficamente. Redondee a la milésima más cercana. 


© Solución 


Pulse [Y=] e introduzca 41n (х) + 1 junto a Y1=. A continuación, introduzca —2 ln (x— 1) junto а Y2=. Para una ventana, 
utilice los valores de O a 5 para x y de -10 a 10 para y. Pulse la tecla [GRAPH]. Los gráficos deberían intersecarse en algún 


lugar a la derecha de x = 1. 


Para una mejor aproximación, pulse [2ND] y luego [CALC]. Seleccione [5: intersección] y pulse [ENTER] tres veces. La 
coordenada de la хеп el punto de intersección se muestra como 1,3385297. (Su respuesta puede ser distinta si utiliza 
una ventana o un valor diferente para Guess? [Supongamos...]) Así que, a la milésima más cercana, х % 1,339. 


[>] INTÉNTELO #9 


Resumir las traslaciones de la función logarítmica 


Resuelva 5 log (x + 2) = 4 — log (x) gráficamente. Redondee a la milésima más cercana. 


Ahora que hemos trabajado con cada tipo de traslación para la función logarítmica, podemos resumir cada una en la 
Tabla 4 para llegar a la ecuación general de traslación de las funciones exponenciales. 


Traslaciones de la función matriz y = log, (x) 


Traslación 


Forma 


Desplazamiento 
+  Horizontalmente с unidades a la izquierda 
+ Verticalmente d unidades hacia arriba 


Estirar y comprimir 
• Estirarsi |a| > 1 
e Comprimir si |a| < 1 


Reflejar sobre el eje x 
Reflejar sobre el eje y 
Ecuación general para todas las traslaciones 


Tabla 4 


Acceso gratis en openstax.org 


y = log, (x +c)+d 


y = alog; (х) 
y = —log; (x) 
у = log, (-x) 


у = alog,(x +c)+d 
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Traslación de funciones logarítmicas 


Todas las traslaciones de la función logarítmica matriz, y = log, (х), tienen la forma 
f(x) = alog, (х+с)+4 
donde la función matriz, у = log, (x), b > 1, es 
* desplazada verticalmente hacia arriba d unidades. 
* desplazada horizontalmente hacia la izquierda с unidades. 
e estirada verticalmente por un factor de la] si |a| > 0, 


* comprimida verticalmente por un factor de |а| 510 < la] < 1. 
e reflejada alrededor del eje x cuando a < 0, 


Para f (x) = log (-x), el gráfico de la función matriz se refleja alrededor del eje y. 


EE 


Hallar la asíntota vertical en un gráfico de logaritmos 
¿Cuál es Іа asíntota vertical de f(x) = —2log; (x + 4) + 5? 


© Solución 

La asíntota vertical está en x = —4. 

©) Análisis 

El coeficiente, la base y la traslación hacia arriba no afectan la asíntota. El desplazamiento de la curva 4 unidades a la 
izquierda desplaza la asíntota vertical a x = —4. 


м 


INTÉNTELO #10 ¿Cuál es Іа asíntota vertical de f(x) = 3 + ln(x- 1)? 


E 93 


Hallar la ecuación a partir de un gráfico 

Halle una posible ecuación para la función logarítmica común, graficada en la Figura 15. 
f(x) 
5t 


4 
3 


Figura 15 


© Solución 
Este gráfico tiene una asíntota vertical en х = —2 y se ha reflejado verticalmente. Todavía no conocemos пі el 
desplazamiento ni el estiramiento vertical. Hasta ahora sabemos que la ecuación tendrá la forma: 


/(х) = —alog(x +2) + К 
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Parece que el gráfico pasa por los puntos (-1, 1) y (2, —1). Al sustituir (=1, 1), 


1 = —alog(-1 +2)+ k Sustituya (—1, 1). 
1 = —alog(1)+ k Aritmética. 
l=k log(1) = 0, 


A continuación, al sustituir (2, —1), 


—1 = —alog(2+2)+1 Enchufe (2,-1). 


—2 = —alog(4) Aritmética. 
= 2 
a= E Resuelva para a. 
‚4 2 
Esto nos da la ecuación f(x) =— 75200) log(x + 2) + 1. 
©) Апаііѕіѕ 
Podemos verificar esta respuesta al comparar los valores de la función en Іа Tabla 5 con los puntos del gráfico en la 
Figura 15. 
х “1 0 1 2 3 
Р(х) 1 0 -0,58496 =1 -1,3219 
x 4 5 6 7 8 
f(x) -1,5850 -1,8074 =2 -2,1699 -2,3219 
Tabla 5 


INTÉNTELO #1 Dé la ecuación del logaritmo natural graficada en la Figura 16. 
f(x) 


Figura 16 
ЕІ PREGUNTAS Y ¿Es posible saber el dominio y el rango y describir el comportamiento final de una 
RESPUESTAS función con tan solo mirar el gráfico? 


Sí, si sabemos que la función es una función logarítmica general. Por ejemplo, observe el 
gráfico de la Figura 16. El gráfico se acerca х = —3 (o más o menos) cada vez más, por lo que 
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x = —3 es, o está muy cerca, de la asíntota vertical. Se aproxima por la derecha, por lo que el 
dominio son todos los puntos a la derecha, {x | x > —3}. El rango, como en todas las 
funciones logarítmicas generales, son todos los números reales. Además, podemos ver el 
comportamiento final porque el gráfico baja por la izquierda y sube por la derecha. El 


comportamiento final es que, como x > —3%*, f(x) > —% y dado que x > 0, f(x) > 00, 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar cómo crear gráficos de 
logaritmos. 


Graficar una función exponencial y una función logarítmica (http://openstax.org/l/graphexplog) 
Emparejar gráficos con funciones exponenciales y logarítmicas (http://openstax.org/l/matchexplog) 
Hallar el dominio de las funciones logarítmicas (http://openstax.org/l/domainlog) 


4.4 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 

1. La inversa de toda función 2. ¿Qué tipo de traslación, si la 3. ¿Qué tipo de traslación, si la 
logarítmica es una función hay, afecta el rango de una hay, afecta el dominio de 
exponencial y viceversa. función logarítmica? una función logarítmica? 


¿Qué nos dice esto acerca 
de la relación entre las 
coordenadas de los puntos 
en los gráficos de cada uno? 


4. Consideremos la función 5. ¿El gráfico de una función 
logarítmica general logarítmica general tiene 
f(x) = log, (х). ¿Por qué х una asíntota horizontal? 
no puede ser cero? Explique. 

Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, indique el dominio y el rango de la función. 


6. f(x) = log; (x +4) 7. h(x)=1n (2 - х) 8. g(x) = log; (2x +9) – 2 


9. h(x) = ln (4х + 17) – 5 10. f(x) = log, (12 – Зх) – 3 


En los siguientes ejercicios, indique el dominio у Іа asíntota vertical de la función. 


11. f(x) = 108(х — 5) 12. g(x) =1n(3 — х) 13. f(x) = log(3x + 1) 


14. f(x) = 3log(=x) + 2 15. g(x) =-InGx+9)-7 


En los siguientes ejercicios, indique el dominio, la asíntota vertical y el comportamiento final de la función. 


16. f(x) =1n(2-— x) 17. f(x) = 108 (х- 3) 18. h(x) = -log (3х – 4) +3 
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19. g(x) = А (2х + 6) – 5 20. f(x) = log; (15 — 5х) +6 


Еп los siguientes ejercicios, indique el dominio, el rango y las intersecciones en х y en у, si existen. Si по existen, escriba 


DNE. 

21. h(x) = 1094 (2-1) +1 22. f(x) = 108 (5х + 10) +3 23. (х) = 0 (-х) – 2 
24. f(x) = log, (х+2) – 5 25. (х) = 310 (х) – 9 

Gráficos 


En los siguientes ejercicios, empareje cada función en la Figura 17 con la letra correspondiente a su gráfico. 


y 
э} 


Figura 17 


26. d(x) = log (х) 27. /(х) = ln(x) 28. g(x) = log, (х) 


29. h(x) = logs (х) 30. (х) = 10825 (х) 
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En los siguientes ejercicios, empareje cada función en la Figura 18 con la letra correspondiente a su gráfico. 


Figura 18 
31. /(х) = 1081 (x) 32. g(x) = log, (х) 33. h(x) = 1083 (х) 
3 4 


Еп los siguientes ejercicios, dibuje los gráficos de cada par de funciones en el mismo eje. 


34. f(x) = 1ор(х) y g(x) = 10* 35. f(x) =log(x) y 36. f(x) = log4(x)y 
g(x) = log | (х) &(х) = In(x) 
2 


37. f(x) = е y g(x) = In(x) 


Еп los siguientes ejercicios, empareje cada función en la Figura 19 con la letra correspondiente a su gráfico. 


Figura 19 
38. f(x) = log4 (=x +2) 39. g(x) = —log, (x + 2) 40. h(x) = log4 (x + 2) 
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En los siguientes ejercicios, dibuje el gráfico de la función indicada. 


41. f(x) =10g,(x +2) 42. f(x)=2log(x) 43. у(х) = (х) 


44. g(x) = log (4х + 16) + 4 45. р(х) = log (6 – Зх) +1 46. (х) = - а (х+ 1) –3 


Еп los siguientes ejercicios, escriba una ecuación logarítmica correspondiente al gráfico mostrado. 


47. Utilice y = log, (x) como función 48. Utilice f(x) = log3 (х) como funcióm9. Utilice f(x) = Іов (х) como función 
matriz. matriz. matriz. 


y 


50. Utilice f(x) = logs (х) como función 
matriz. 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice una calculadora gráfica para hallar soluciones aproximadas a cada ecuación. 


51. log(x-1)+2=In(x-1)4+42 52. 10р (2х – 3) +2 = – 108 (2х — 3) + 5 


53. In(x-2)=-—In(x+1) 54. 210 (5х + 1) = 4n (-5х) +1 55. +log (1 — х) = 108(х +1) + 2 
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Extensiones 


56. Supongamos que b es 
cualquier número real 
positivo tal que b Æ 1. 
¿Cómo debe log, 1 ser 
igual a? Compruebe el 
resultado. 


59. ¿Cuál es el dominio de la 


función f(x) = In (=)? 


Analice el resultado. 


57. Explore y comente los 


60. 


gráficos de 
fœ) = log; (х)у 
2 


g(x) = —log, (x). Haga 
una conjetura basada en el 
resultado. 


Utilice las propiedades de 
los exponentes para hallar 
las intersecciones en х de 
la función 

fŒ) = log (x? + 4x +4) 
algebraicamente. Muestre 
los pasos para resolver y 
luego compruebe el 
resultado al graficar la 
función. 


4.5 Propiedades logarítmicas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 


> Utilizar la regla del producto para los logaritmos. 


vvvvv 


Utilizar la regla del cociente para los logaritmos. 

Utilizar la regla de la potencia para los logaritmos. 
Expandir expresiones logarítmicas. 

Condensar expresiones logarítmicas. 

Utilizar la fórmula de cambio de base para los logaritmos. 


4.5 • Propiedades logarítmicas 


58. Demuestre la conjetura 


hecha en el ejercicio 


anterior. 


Figura 1 El pH del ácido clorhídrico se comprueba con papel tornasol. (Créditos: David Berardan). 


En química, el pH se utiliza para medir la acidez o alcalinidad de una sustancia. La escala de pH va de 0 a 14. Las 
sustancias con un pH inferior a 7 se consideran ácidas, y las sustancias con un pH superior a 7 se consideran básicas. 
Nuestro organismo, por ejemplo, debe mantener un pH cercano a 7,35 para que las enzimas funcionen correctamente. 
Para hacerse una idea de lo que es ácido y lo que es básico, considere los siguientes niveles de pH de algunas sustancias 


comunes: 


e Ácido de batería: 0,8 
e Acidez estomacal: 2,7 
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* Zumo de naranja: 3,3 

e Agua pura: 7 (a 25° С) 

* Sangre humana: 7,35 

• Coco fresco: 7,8 

• Hidróxido de sodio (lejía): 14 


Para determinar si una solución es ácida o básica, buscamos su pH, que es una medida del número de iones de 
hidrógeno positivos activos en la solución. El pH se define mediante la siguiente fórmula, donde H* es la concentración 
de iones de hidrógeno en la solución 


pH = —log([H*])) 
_ 1 
=1ор ( [Н+] ) 


La equivalencia de — log ( [н |) y log ( [| ) es una de las propiedades del logaritmo que examinaremos en esta 


sección. 


Uso de la regla del producto para los logaritmos 


Recuerde que las funciones logarítmicas y exponenciales se "deshacen" mutuamente. Esto significa que los logaritmos 
tienen propiedades similares a los exponentes. Aquí se dan algunas propiedades importantes de los logaritmos. En 
primer lugar, las siguientes propiedades son fáciles de comprobar. 


log, 1=0 
log,b=1 
Por ejemplo, 1025 1 = 0 dado que 50 = 1. Y 10255 = 1 dado que 5! = 5. 


A continuación, tenemos Іа propiedad inversa. 


log,(b*) = х 
Бох = х,х> 0) 


Por ejemplo, para evaluar log (100), podemos reescribir el logaritmo como Іов (10?) , y luego aplicar la propiedad 
inversa log, (b*) = x para obtener log¡g (10?) = 2. 


Para evaluar e), podemos reescribir el logaritmo como e!°8e7 , y luego aplicar la propiedad inversa bl025% = х рага 
obtener е!98е7 = 7. 
Por último, tenemos Іа propiedad biunívoca. 
log,M = log,N  siysolosi М = № 
Podemos utilizar la propiedad biunivoca para resolver la ecuación log; (3x) = log (2х + 5) рага х. Debido а que las 
bases son iguales, podemos aplicar la propiedad biunívoca al igualar los argumentos y resolver para x : 
3x=2x+5 Iguale los argumentos. 
x=5 Reste 2x. 
¿Qué pasa con la ecuación log (3x) + log; (2x + 5) = 2? La propiedad biunívoca no nos sirve en este caso. Antes de 


poder resolver una ecuación como esta, necesitamos un método para combinar los términos del lado izquierdo de la 
ecuación. 


Recordemos que utilizamos la regla de multiplicación de exponentes para combinar el producto de potencias sumando 
exponentes: хах? = x0+b_ Tenemos una propiedad similar para los logaritmos, denominada regla del producto de los 
logaritmos, la cual establece que el logaritmo de un producto es igual a una suma de logaritmos. Ya que los logaritmos 
son exponentes, y multiplicamos como bases, podemos sumar los exponentes. Utilizaremos la propiedad inversa para 
derivar la regla del producto, a continuación. 


Dado un número real cualquiera х y números reales positivos М, №, y b, donde b Æ 1, mostraremos 
log, (MN) =log, (M) + log, (N). 


Supongamos que m = log, М y п = log, N. En forma exponencial, estas ecuaciones son b” = M y b” = №. Se deduce 
que 
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log, (MN) = log, (b”b") Sustituya por М y N. 
= log, (b+) Aplique la regla del producto para los exponentes. 
=m+n Aplique la propiedad inversa de los logaritmos. 


log, (M) + log, (№) Sustituya por m y n. 


Observe que la aplicación repetida de la regla del producto para los logaritmos nos permite simplificar el logaritmo del 
producto de cualquier número de factores. Por ejemplo, considere log, (wxyz). Con la regla del producto para los 
logaritmos, podemos reescribir este logaritmo de un producto como la suma de los logaritmos de sus factores: 


log, (wxyz) = log, w + log¿x + log, y + log, c 
La regla del producto para los logaritmos 


La regla del producto para los logaritmos se puede utilizar para simplificar un logaritmo de un producto al 
reescribirlo como la suma de logaritmos individuales. 


log,(MN) = log, (M) + log, (N) parab> 0 


м сомо 
dix 
Dado el logaritmo de un producto, utilizar la regla del producto para los logaritmos para escribir la suma 
equivalente de logaritmos. 


1. Factorice el argumento por completo; exprese cada factor de número entero como un producto de primos. 
2. Escriba la expresión equivalente al sumar los logaritmos de cada factor. 


BR 


Usar la regla del producto para los logaritmos 
Expanda log; (30x (3x + 4)). 


© Solución 
Empezamos por factorizar el argumento completamente, al expresar 30 como producto de primos. 


log; (30x (3x + 4)) = 10р; (2 -3 -5 - х: (3x + 4)) 
A continuación, escribimos la ecuación equivalente al sumar los logaritmos de cada factor. 


log; (30x (3x + 4)) = log; (2) + log; (3) + log; (5) + log; (x) + log; (3x + 4) 


[>] INTÉNTELO #1 Expanda log,(8k). 


Uso de la regla del cociente para los logaritmos 


En los cocientes, tenemos una regla similar para los logaritmos. Recordemos que utilizamos la regla del cociente de 
; А а — А A 
exponentes para combinar el cociente de exponentes al restar: аг =x% La regla del cociente para los logaritmos 
х 


establece que el logaritmo de un cociente es igual a una diferencia de logaritmos. Al igual que con la regla del producto, 
podemos utilizar la propiedad inversa para derivar la regla del cociente. 


Dado un número real cualquiera x y números reales positivos M, М, y b, donde b + 1, mostraremos 
M 
log, (5) =log (М) — log, (№). 


Supongamos que m = log, M y n = log, N. En forma exponencial, estas ecuaciones son b” = M y b” = N. Se deduce 
que 
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m А 
log, (4) = log, (27) Sustituya рог М у №. 
= log, ("=") Aplique la regla del cociente para los exponentes. 
=т-п Aplique la propiedad inversa de los logaritmos. 


= log, (M) — log, (N) Sustituya por m уп. 


2x2 +6x 
3x+9 


Por ejemplo, para expandir log ( ) , debemos expresar primero el cociente en términos mínimos. Al factorizar y 


cancelar obtenemos, 


2 
log ( 23 FoX ) = log ( Е: ) Factorice el numerador у el denominador. 


= log (2) Anule los factores comunes. 
A continuación, aplicamos la regla del cociente al restar el logaritmo del denominador al del numerador. Luego 
aplicamos la regla del producto. 
log (2%) = log(2x) – log(3) 
= log(2) + log(x) — log(3) 


La regla del cociente para los logaritmos 


La regla del cociente para los logaritmos se utiliza para simplificar un logaritmo o un cociente al reescribirlo como 
la diferencia de logaritmos individuales. 


M 
log, (5) = log, M — log, N 


(ә cómo 
а 


Dado el logaritmo de un cociente, utilizar la regla del cociente рага los logaritmos para escribir una diferencia 
de logaritmos equivalente. 


1. Exprese el argumento en términos mínimos; factorice el numerador y el denominador y cancele los términos 
comunes. 

2. Escriba la expresión equivalente al restar el logaritmo del denominador al logaritmo del numerador. 

3. Compruebe que cada término esté expandido completamente. Si no es así, aplique la regla del producto para los 
logaritmos con el fin de expandirlo completamente. 


д9 


Usar Іа regla del cociente рага los logaritmos 


15x(x—1) ) 


Expanda log, ( TADO 


© Solución 
Primero observamos que el cociente está factorizado y en términos mínimos, por lo que aplicamos la regla del cociente. 


( 15x(x-1) 
2 


657) = log) (15х(х- 1)) – logo (Gx + (2 — х)) 


Observe que los términos resultantes son logaritmos de productos. Рага expandir completamente, aplicamos Іа regla 
del producto, al observar que los factores primos del factor 15 son 3 y 5. 


log, (13x(x— 1)) — log, ((Bx + 4)(2 — x)) = Пор» (3) + log, (5) + log) (x) + log, (x- 1)] — [log, (3x + 4) + log) Q — x)] 
= log,(3) + log,(5) + log, (x) + log, (x— 1) — log, (3x + 4) – log, (2 — x) 
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©) Análisis 

Hay excepciones a tener en cuenta en este ejemplo y en otros posteriores. En primer lugar, dado que los denominadores 
nunca deben ser cero, esta expresión no está definida para х =— 5 y x = 2. Además, ya que el argumento de un 
logaritmo debe ser positivo, nos damos cuenta por el logaritmo expandido, que x > 0, x > 1, х > -4, ух < 2. La 


combinación de estas condiciones está fuera del alcance de esta sección, y no las consideraremos aquí ni en ejercicios 
posteriores. 


А 7x2+21x 
[>] INTÉNTELO #2 Expanda log; (20353). 
Usar la regla de la potencia para los logaritmos 


Hemos explorado la regla del producto y la regla del cociente. Ahora bien, ¿cómo podemos tomar el logaritmo de una 
potencia, como х?? Un método es el siguiente: 
log, (х2) = log, (x - x) 
= log, x + logpx 
= 2log,x 


Observe que hemos utilizado la regla del producto para los logaritmos con el fin de hallar una solución para el ejemplo 
anterior. Al hacerlo, hemos derivado la regla de la potencia para los logaritmos, la cual establece que el logaritmo de 
una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base. Tenga en cuenta que, aunque la entrada de un logaritmo 
no se escriba como una potencia, podemos cambiarla por una potencia. Por ejemplo, 


1 
— 102 —327 1 „—1 
100 = 10 МЗ = 32 lze 
La regla de la potencia para los logaritmos 
La regla de la potencia para los logaritmos se utiliza para simplificar el logaritmo de una potencia al reescribirlo 


como el producto del exponente por el logaritmo de la base. 


log, (M”) = nlog, M 


(є сомо 


Dado el logaritmo de una potencia, utilizar la regla de la potencia para los logaritmos con el fin de escribir un 
producto equivalente de un factor y un logaritmo. 


1. Exprese el argumento como una potencia, si es necesario. 
2. Escriba la expresión equivalente al multiplicar el exponente por el logaritmo de la base. 


BR 


Expandir un logaritmo con potencias 
Expanda log, х5. 


© Solución 
El argumento ya está escrito como potencia, así que identificamos el exponente, 5, y la base, x, y reescribimos la 
expresión equivalente al multiplicar el exponente por el logaritmo de la base. 


log, (х) = 5log,x 
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[>] INTÉNTELO #3  Expandalnx?. 


cemo « 93 


Reescribir una expresión como potencia antes de utilizar la regla de la potencia 
Expanda log; (25) utilizando la regla de la potencia para los logaritmos. 


© Solución 
Al expresar el argumento como potencia, obtenemos log; (25) = logz (5?) г 


A continuación, identificamos el exponente, 2, y la base, 5, y reescribimos la expresión equivalente al multiplicar el 
exponente por el logaritmo de la base. 


log; (57) = 2log; (5) 


>] INTÉNTELO #4 Бхрапба (5). 
2 


cemos 


Usar la regla de la potencia en sentido inverso 
Reescriba 4 ln(x) utilizando la regla de la potencia para los logaritmos a un solo logaritmo con un coeficiente inicial de 1. 


© Solución 

Dado que el logaritmo de una potencia es el producto del exponente por el logaritmo de la base, se deduce que el 
producto de un número por un logaritmo se puede escribir como una potencia. Еп la expresión 4 ln(x), identificamos el 
factor, 4, como el exponente y el argumento, x, como base. Acto seguido, reescribimos el producto como logaritmo de 
una potencia: 4 ln(x) = (х). 


[>] INTÉNTELO #5 Reescriba 210934 utilizando la regla de la potencia para los logaritmos a un solo logaritmo 
con un coeficiente inicial de 1. 


Expandir expresiones logarítmicas 
En conjunto, la regla del producto, la regla del cociente y la regla de la potencia suelen llamarse "leyes de los 
logaritmos". A veces aplicamos más de una regla para simplificar una expresión. Por ejemplo: 
log, (®) = log, (бх) — log, y 
= 105,6 + log,x — log, y 
Podemos utilizar la regla de la potencia para expandir expresiones logarítmicas que incluyan exponentes negativos y 


fraccionarios. Aquí hay una prueba alternativa de la regla del cociente para los logaritmos, por el hecho de que un 
recíproco es una potencia negativa: 


log, (£) = log, (АСТ!) 
= log, (A) + log, (c7! ) 
= log, A + (—1)log,C 
= log, A — log,C 


También podemos aplicar la regla del producto para expresar la suma o diferencia de logaritmos como el logaritmo de 
un producto. 


Con la práctica, podemos mirar una expresión logarítmica y expandirla mentalmente, al escribir la respuesta final. 
Recordemos, sin embargo, que solo podemos hacerlo con productos, cocientes, potencias y raíces, nunca con sumas о 
restas dentro del argumento del logaritmo. 
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Expandir logaritmos mediante las reglas del producto, el cociente y la potencia 


4 
Reescriba ln (5) como suma o diferencia de logaritmos. 


© Solución 
En primer lugar, dado que tenemos el cociente de dos expresiones, podemos utilizar la regla del cociente: 


In (2) = In (x*y) – 1n(7) 
Entonces, al ver el producto en el primer término, utilizamos la regla del producto: 
In (x% y) – In(7) = In (x4) + Ino) – In(7) 
Por último, utilizamos la regla de la potencia en el primer término: 


In (х) +n) – In(7) = 4 In(x) + (у) — In(7) 


2,3 
[>] INTÉNTELO #6 Expanda (E ). 


A 


O aaa 


Usar la regla de la potencia para los logaritmos con el objeto de simplificar el logaritmo de una expresión radical 
Expanda log (y/x). 


© Solución 


= 5108 х 
[>] INTÉNTELO #7 Ехрапаа 1а (Va?) ) 
3| PREGUNTAS Y ¿Podemos expandir 1n (х2 + y?)? 


RESPUESTAS 
No hay manera de expandir el logaritmo de la suma o diferencia dentro del 


argumento del logaritmo. 


ашыр 


Expandir expresiones logarítmicas complejas 


3 
Expanda 1086 (=) Я 


© Solución 
Podemos expandir al aplicar las reglas del producto y del cociente. 


3 
loge Ga = 102664 + 1026 x? + log¿(4x + 1) – 1086(2х- 1) Aplique la regla del cociente. 


= 108626 + logg x? + loge (4x + 1) — logę(2x—-1) Simplifique al escribir 64 como 26, 
= 610862 + 3loggx + logs (4x + 1) — logę(2x—-1) Aplique la regla de la potencia. 
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А (х—1)(2х+1)2 
[>] INTÉNTELO #8  Expandaln rl E 
Z- 
Condensar expresiones logarítmicas 


Podemos utilizar las reglas de los logaritmos que acabamos de aprender para condensar las sumas, las diferencias y los 
productos con la misma base en un solo logaritmo. Es importante recordar que los logaritmos deben tener la misma 
base para poder combinarse. Más adelante aprenderemos a cambiar la base de cualquier logaritmo antes de condensar. 


(є сомо 
@ 


Dada una suma, diferencia o producto de logaritmos con la misma base, escribir una expresión equivalente 
como un solo logaritmo. 


1. Aplique primero la propiedad de la potencia. Identifique los términos que son productos de factores y un 
logaritmo. Acto seguido, reescriba cada uno como el logaritmo de una potencia. 

2. Acontinuación, aplique la propiedad del producto. Reescriba las sumas de logaritmos como el logaritmo de un 
producto. 

3. Aplique la propiedad del cociente en último lugar. Reescriba las diferencias de logaritmos como el logaritmo de 
un cociente. 


ЕИ 


Usar las reglas del producto y del cociente para combinar logaritmos 
Escriba log; (5) + log; (8) — log3 (2) como un solo logaritmo. 


© Solución 
Usando las reglas del producto y del cociente 


log; (5) + log; (8) = log; (5 · 8) = Іор; (40) 
Esto reduce nuestra expresión original a 
log; (40) — log; (2) 


Entonces, con la regla del cociente 


40 
log; (40) — log; (2) = logs (2) = log; (20) 


INTÉNTELO #9 Condense log 3 – log 4 + log 5 — log 6. 


O Э9 


Condensar expresiones logarítmicas complejas 
Condense log), (x?) + 21082 (x-1) — 3log; ((х + 89 . 


© Solución 
Primero aplicamos la regla de la potencia: 


1 
102 (x) + 71982 (х— 1) — 3108 (Gx + 3)2) = log, (x) + log) (yx 1) — 108) (Gx + 3) 
A continuación, aplicamos la regla del producto a la suma: 


log, (х2) + log, (yx-1) — log, (бх + 3)°) = log, (х2 ух-1) — log, ((х + з)б) 
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Por último, aplicamos la regla del cociente a la diferencia: 


logy (х2 y/x-1) – log, ((x + 3)6) = log, У 
х 


[>] INTÉNTELO #10 Reescriba log (5) + 0,5 log (x) — log (7x- 1) + 3 log (x- 1) como un solo logaritmo. 


k aaa 


Reescribir como un solo logaritmo 
Reescriba 2 log x — 4 log(x + 5) + Log (3x + 5) como un solo logaritmo. 


© Solución 
Primero aplicamos la regla de la potencia: 


2 log x-4 log(x + 5) + —log(3x +5) = log (х2) — log (х + 5)* + log (Gx + 5)! ) 
A continuación, reordenamos у aplicamos la regla del producto a Іа suma: 
log (x) — log (x + 5)* + log (Gx + sy ) 
= log (x?) + log (Gx sy ) es 
= log(2Gx +5)! ) — log (x + 5)* 


Por último, aplicamos la regla del cociente a la diferencia: 


х2(3х + 557! 


-1 
= іов(х2(3х + 5) )-log(x +5) = log я 


[>] INTÉNTELO #11 Condense 4(3 log (х) + log (x + 5) – log (2х + 3)). 


cemo se 


Aplicar las leyes de los logaritmos 
Recordemos que, en química, pH = — log[H* ]. Si se duplica la concentración de iones de hidrógeno en un líquido, ¿cuál 
es el efecto sobre el pH? 


© Solución 
Supongamos que C es la concentración original de iones de hidrógeno, y P es el pH original del líquido. Luego 
Р =-log(C). Si la concentración se duplica, la nueva concentración es 2С. Entonces el pH del nuevo líquido es 


pH = — log (2C) 
Con la regla del producto de los logaritmos 
pH = — log (2C) = — (log(2) + log(C)) = — log(2) — log(C) 
Dado que Р =- log(C), el nuevo pH es 
pH = P – log(2) x P — 0,301 


Cuando se duplica la concentración de iones de hidrógeno, el pH disminuye aproximadamente 0,301. 


[>] INTÉNTELO #12 ¿Cómo cambia el pH cuando la concentración de iones de hidrógeno positivos se reduce a 
la mitad? 
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Usar la fórmula de cambio de base para los logaritmos 


La mayoría de las calculadoras solo evalúan los logaritmos comunes y naturales. Para evaluar logaritmos con una base 
distinta de 10 o e, utilizamos la fórmula de cambio de base, donde reescribimos el logaritmo como el cociente de 
logaritmos de cualquier otra base. Al utilizar la calculadora, los cambiaríamos a logaritmos comunes o naturales. 


Para derivar la fórmula de cambio de base, utilizamos la propiedad biunívoca y la regla de la potencia para los 
logaritmos. 


Dados cualesquiera números reales positivos M, b, y n, donde n 4 1 como de b % 1, demostramos 


log,, M 
log,, b 


log, M= 


Supongamos que у = log, M.Potenciando ambos lados con base b, llegamos a una forma exponencial, a saber ЬУ = М. 
Se deduce que 


log, (bY) =lo0g, М Aplique la propiedad biunívoca. 


ylog,b = 108, М Aplique la regla de la potencia para los logaritmos. 
y = ты Aísle y. 

log, М : 
log,M = a z Sustituya por y. 


Por ejemplo, para evaluar log536 con una calculadora, primero debemos reescribir la expresión como el cociente de 
logaritmos comunes o naturales. Utilizaremos el logaritmo común. 


log536 = as Aplique la fórmula de cambio de base utilizando la base 10. 


д 2,2266 Utilice la calculadora para evaluar a 4 decimales. 


La fórmula de cambio de base 


La fórmula de cambio de base se utiliza para evaluar un logaritmo con cualquier base. 


En cualquier número real positivo M, b, y n, donde n 4 1 сото de b Æ 1, 
_ log, M 
лбу Йй 


log, М 


De ello se deduce que la fórmula de cambio de base sirve para reescribir un logaritmo de cualquier base como 
cociente de logaritmos comunes o naturales. 


У ln M 
о = 
Б» Inb 
y 
log M 
log, M = пе 
log b 


(є cómo 
@ 


Dado un logaritmo de la forma log, М, utilizar la fórmula de cambio de base рага reescribirlo como el cociente 
de logaritmos con cualquier base positiva n, donde n 5 1. 


1. Determine la nueva base n, recuerde que el logaritmo común, log (x), tiene base 10, y el logaritmo natural, 
In (x), tiene base e. 

2. Reescriba el logaritmo como un cociente mediante la fórmula de cambio de base 
a. Elnumerador del cociente será un logaritmo de base n y argumente М. 
b. El denominador del cociente será un logaritmo de base n y argumente b. 
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O 


Cambiar expresiones logarítmicas a expresiones que solo implican logaritmos naturales 
Cambie 10253 a un cociente de logaritmos naturales. 


© Solución 
Ya que vamos a expresar log53 como cociente de logaritmos naturales, la nueva base, n = e. 


Reescribimos el logaritmo como el cociente mediante la fórmula de cambio de base. El numerador del cociente será el 
logaritmo natural con argumento 3. El denominador del cociente será el logaritmo natural con argumento 5. 


log,M = Ш 
10253 = аз 


м 


INTÉNTELO #13 Cambie logg 5 8 a un cociente de logaritmos naturales. 


3| PREGUNTAS Y RESPUESTAS ¿Podemos cambiar los logaritmos comunes por logaritmos naturales? 


Sí. Recuerde que log 9 significa 109109. Así que, log 9 = =. 


ЭЭ 


Usar la fórmula de cambio de base соп Іа calculadora 
Evalúe log, (10) al utilizar la fórmula de cambio de base con la calculadora. 


© Solución 

Según la fórmula de cambio de base, podemos reescribir el logaritmo de base 2 como un logaritmo de cualquier otra 
base. Dado que nuestras calculadoras pueden evaluar el logaritmo natural, podemos optar por utilizarlo, lo cual es la 
base logarítmica e. 


In 10 
ln 2 


3,3219 Utilice la calculadora para evaluar a 4 decimales. 


log, 10 = Aplique la fórmula de cambio de base utilizando la base e. 


[>] INTÉNTELO #14 Evalúe 1025 (100) con la fórmula de cambio de base. 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con las leyes de los logaritmos. 


Las propiedades de los logaritmos (http://openstax.org/l/proplog) 
Expandir expresiones logarítmicas (http://openstax.orq/l/expandlog) 
Evaluar una expresión logarítmica natural (http://openstax.org/l/evaluatelog) 


4.5 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. ¿Cómo ayuda la regla de la potencia a la hora de 2. ¿Qué hace la fórmula de cambio de base? ¿Por qué 
resolver logaritmos de la forma log, (4/2)? es útil cuando se utiliza la calculadora? 
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Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, expanda cada logaritmo lo máximo posible. Reescriba cada expresión como suma, diferencia 
o producto de logaritmos. 


3. log, (7x · 2y) 4. In(3ab · 5с) 5. log, (13) 
7 1 
6. logs ( © ) 7. In (2) 8. log, (y*) 


En los siguientes ejercicios, condense a un solo logaritmo si es posible. 


9 In(7)+1n(x)+1n(y) 10. log3(2) + logz (а) + log3(11) + log; (р) 
11. log, (28) — log,(7) 12. Іа (а) – ln (d) — ln (с) 13. —log, (2) 
14. 41n(8) 


Еп los siguientes ejercicios, utilice las propiedades de los logaritmos para expandir cada ипо lo máximo posible. 
Reescriba cada expresión como suma, diferencia o producto de logaritmos. 


15,13 5 
15. ке (E ) 16. m(-53) 17. log (уу) 


18. In (2/25) 19. log (292%) 


En los siguientes ejercicios, condense cada expresión a un solo logaritmo utilizando las propiedades de los logaritmos. 


20. log (2x*) + log (3х?) 21. In(6x?) – In(3x?) 22. 210р(х) + 3 log(x + 1) 


Іову(а) | 10870) 


23. log(x) — 21080) + 3 10р(2) 24. 41025 (с) + 3 3 


En los siguientes ejercicios, reescriba cada expresión como un cociente equivalente de logaritmos con la base indicada. 


25. log, (15) a la base e 26. log;¡4 (55,875) a la base 10 


En los siguientes ejercicios, supongamos log; (6) = a y logs (11) = b. Utilice la fórmula de cambio de base junto con las 
propiedades de los logaritmos para reescribir cada expresión en términos de a y b. Muestre los pasos para resolver. 


27. 10811 (5) 28. logs (55) 29. 10811 (i) 


Numéricos 


En los siguientes ejercicios, utilice las propiedades de los logaritmos para evaluar sin usar la calculadora. 


logg (64) 
30. 1083 (1) — 3log; (3) 31. 6logg (2) + yd) 32. 2logg (3) – 4logg (3) + logo (55) 
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En los siguientes ejercicios, utilice la fórmula de cambio de base para evaluar cada expresión como cociente de 
logaritmos naturales. Utilice la calculadora para aproximar cada uno de ellos a cinco decimales. 


33. log; (22) 34. logg (65) 35. Іор (5,38) 
36. 104 (5) 37. log ¡ (4,7) 

2. 
Extensiones 


38. Utilice la regla del producto de los logaritmos para 39. Utilice la regla del cociente para los logaritmos 


hallar todos los valores de x tales que con el fin de hallar todos los valores de x tales que 
log, (2x + 6) +108) (x + 2) = 2. Muestre los logs (x + 2) — 1026 (x — 3) = 1. Muestre los pasos 
pasos para resolver. para resolver. 
40. ¿La propiedad de la 41. Compruebe que 42. ¿Existe 
potencia de los logaritmos log, (n) = a para logg; (2401) = log; (7)? 
п 


Verifique la afirmación 
algebraicamente. 


puede derivarse de la 
propiedad de la potencia 
de los exponentes 
mediante la ecuación 

х = m? Sino es así, 
explique por qué. Si es así, 
indique la derivación. 


cualquier número entero 
positivo b > lyn > 1. 


4.6 Ecuaciones exponenciales y logarítmicas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Utilizar bases semejantes para resolver ecuaciones exponenciales. 
Utilizar logaritmos para resolver ecuaciones exponenciales. 
Utilizar la definición de logaritmo para resolver ecuaciones logarítmicas. 
Utilizar la propiedad biunívoca de los logaritmos para resolver ecuaciones logarítmicas. 
Resolver problemas aplicados que impliquen ecuaciones exponenciales y logarítmicas. 


vvvv 


Figura 1 Conejos silvestres en Australia. La población de conejos creció tan rápidamente en Australia que el hecho se 
conoció como la "plaga de conejos" (créditos: Richard Taylor, Flickr) 


En 1859, un terrateniente australiano llamado Thomas Austin liberó 24 conejos en la naturaleza para su caza. Debido a 
que Australia tenía pocos depredadores y abundante comida, la población de conejos se disparó. En menos de diez 
años, la población de conejos se contaba por millones. 


El crecimiento demográfico descontrolado, como en el caso de los conejos silvestres de Australia, puede modelarse con 
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funciones exponenciales. Las ecuaciones resultantes de esas funciones exponenciales pueden resolverse para analizar y 
hacer predicciones sobre el crecimiento exponencial. En esta sección, aprenderemos técnicas para resolver funciones 
exponenciales. 


Usar bases semejantes para resolver ecuaciones exponenciales 


La primera técnica implica dos funciones con bases similares. Recordemos que la propiedad biunívoca de las funciones 
exponenciales nos señala que, para cualesquiera números reales b, $, y T, donde b > 0, »b%1,b% = bT si y solo si 
S=T. 


En otras palabras, cuando una ecuación exponencial tiene la misma base en cada lado, los exponentes deberán ser 
iguales. Esto también se aplica cuando los exponentes son expresiones algebraicas. Por lo tanto, podemos resolver 
muchas ecuaciones exponenciales con las reglas de los exponentes para reescribir cada lado como una potencia con la 
misma base. A continuación, utilizamos el hecho de que las funciones exponenciales son biunívocas para igualar los 
exponentes y resolver la incógnita. 


: ; т ЖЕ 2х т І ТРТУ. 
Рог ejemplo, considere la ecuación 34х—7 = 2. Para resolver x, utilizamos la propiedad de división de los exponentes 


con el objeto de reescribir el lado derecho, de manera que ambos lados tengan la base común, 3. A continuación, 
aplicamos la propiedad biunívoca de los exponentes al igualarlos y resolver para x: 


4x7 32x 

л T 
2 

34х—7 = + Reescribir 3 como 31. 
Еа gal Utilice la propiedad de división de los exponentes. 
4x-7 =2x-1 Aplique la propiedad biunívoca de los exponentes. 
2x = Reste 2x y sume 7 a ambos lados. 
x E Divida entre 3. 


Usar la propiedad biunívoca de las funciones exponenciales para resolver ecuaciones exponenciales 


Para cualquier expresión algebraica Sy T, y cualquier número real positivo b $ 1, 


Ь5 =p si y solo si S = Т 


(М сомо 


Dada una ecuación exponencial con la forma bS = b! , donde 5 y T son expresiones algebraicas con una 
incógnita, resolver la incógnita. 


1. Utilice las reglas de los exponentes para simplificar, si es necesario, de manera que la ecuación resultante tenga 
la forma Б5 = bT. 

2. Aplique la propiedad biunívoca para igualar los exponentes. 

3. Resuelva la ecuación resultante, S = T, para la incógnita. 


ЕИ 


Resolver una ecuación exponencial con base común 
Resuelva 2%-1 = 22x-4. 


© Solución 


0 ы La base común es 2. 
x-1=2x-4 Por la propiedad biunívoca los exponentes deberán ser iguales. 
x=3 Resuelva para x. 
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[>] INTÉNTELO #1  Resuelva 52% = 59*+2, 


Reescribir las ecuaciones para que todas las potencias tengan la misma base 
Aveces la base común de una ecuación exponencial no es explícita. En estos casos, simplemente reescribimos los 
términos de la ecuación como potencias con base común y resolvemos con la propiedad biunívoca. 


Por ejemplo, considere la ecuación 256 = 4*-5, Podemos reescribir ambos lados de esta ecuación сото potencia de 2. 
Entonces aplicamos las reglas de los exponentes, junto con la propiedad biunívoca, para resolver х : 


256 = 4—5 

28 = (22 уз Reescriba cada lado como potencia соп base 2. 

28 = 94-10 Utilice la propiedad biunívoca de los exponentes. 
8=2x-10 Aplique la propiedad biunívoca de los exponentes. 
18 = 2х Sume 10 a ambos lados. 

х=9 Divida entre 2. 


(є cómo 


Dada una ecuación exponencial con bases distintas, utilizar la propiedad biunívoca para resolverla. 


1. Reescriba cada lado де la ecuación como potencia con base común. 

2. Utilice las reglas de los exponentes para simplificar, si es necesario, de manera que la ecuación resultante tenga 
la forma Б5 = БТ. 

3. Aplique la propiedad biunívoca para igualar los exponentes. 

4. Resuelva la ecuación resultante, S = T, para la incógnita. 


BR 


Resolver ecuaciones al reescribirlas para que tengan una base común 
Resuelva 8%+2 = 16х+1. 


© Solución 
8х+2 == 16+! 


(23)? = Р Escriba 8 y 16 como potencias de 2. 


23x+6 = 24x+4 Para tomar la potencia de una potencia, multiplique los exponentes. 


3x+6=4x+4 Utilice la propiedad biunívoca para igualar los exponentes. 


x=2 Resuelva para x. 


[>] INTÉNTELO #2  Resuelva 52% = 253%+2, 


BB 


Resolver ecuaciones al reescribir raíces con exponentes fraccionarios para que tengan una base común 
Resuelva 25% = y2. 


© Solución 


1 
25х =22 Escriba la raíz cuadrada de 2 como potencia de 2. 
x= 3 Utilice la propiedad biunívoca. 
1 
x= 15 Resuelva para x. 
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ly 


INTÉNTELO #3  Resuelva5* = 4/5. 


3| PREGUNTAS Y ¿Todas las ecuaciones exponenciales tienen solución? Si no es así, ¿cómo podemos saber 
RESPUESTAS si hay una solución durante la resolución de problemas? 


No. Recordemos que el rango de una función exponencial es siempre positivo. Al resolver la 
ecuación, podemos obtener una expresión indefinida. 


Resolver una ecuación con potencias positivas y negativas 
Resuelva 3^+1 = 2, 


© Solución 

Esta ecuación no tiene solución. No hay ningún valor real de x que haga que la ecuación sea un enunciado verdadero 
porque cualquier potencia de un número positivo es positiva. 

©) Análisis 

La Figura 2 muestra que los dos gráficos no se cruzan, por lo que el lado izquierdo nunca es igual al lado derecho. Por lo 
tanto, la ecuación no tiene solución. 


x 
5 4 53 -2 1 2 3 4 5 
y=-2 
-3 
No se cruzan. 
74 
“Б 
Figura 2 


[>] INTÉNTELO #4 Веѕиема 2х = –100. 


Resolver ecuaciones exponenciales mediante logaritmos 


Aveces los términos de una ecuación exponencial no pueden reescribirse con una base común. En estos casos, 
resolvemos al tomar el logaritmo de cada lado. Recordemos que, dado que log (a) = log (b) equivale a a = b, podemos 
aplicar logaritmos con la misma base en ambos lados de la ecuación exponencial. 


(є cómo 
@\ 


Dada una ecuación exponencial en la que no se halla ninguna base común, resolver la incógnita. 


1. Aplique el logaritmo de ambos lados de la ecuación. 
a. Si uno de los términos de la ecuación tiene base 10, utilice el logaritmo común. 
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b. Si ninguno de los términos de la ecuación tiene base 10, utilice el logaritmo natural. 


2. Utilice las reglas de los logaritmos para resolver la incógnita. 


шз aaa 


Resolver una ecuación que contiene potencias de diferentes bases 
Resuelva 5%+2 = 4х. 


© Solución 


5х+2 = gx No hay una manera fácil de hacer que las potencias tengan la misma base. 

In 5%+2 = In 4* Tome el In de ambos lados. 

(x +2)ln5 = xln4 Utilice las leyes de los logaritmos. 

xln5+2ln5 = x1n4 Utilice la ley distributiva. 

xln5-— xln4 = -21n5 Obtenga términos que contengan x por un lado y términos sin x por el otro lado. 
x(n 5 – In 4) = -21n5 En el lado izquierdo, saque un factor comúnx. 

ха (2) = In (5) Utilice las leyes de los logaritmos. 


Divida entre el coeficiente de x. 


>| INTÉNTELO #5 Resuelva2* = 3+1. 


3| PREGUNTAS Y RESPUESTAS ¿Hay alguna manera de resolver 2* = 3*? 


Sí. La solución es О. 


Ecuaciones que contienen e 

Un tipo común de ecuaciones exponenciales son las de base e. Esta constante se repite una y otra vez en la naturaleza, 
en las matemáticas, en la ciencia, en la ingeniería y en las finanzas. Cuando tenemos una ecuación con una base e en 
cualquier lado, podemos utilizar el logaritmo natural para resolverla. 


(є cómo 


Dada una ecuación de la forma y = Aek* resolver рага t. 


1. Divida ambos lados de la ecuación entre A. 
2. Aplique el logaritmo natural de ambos lados de la ecuación. 
3. Divida ambos lados de la ecuación entre k. 


наа 


Resolver una ecuación de la forma у= Аек 
Resuelva 100 = 20e”. 


© Solución 


100 = 20e” 

5 = e” Divida entre el coeficiente de la potencia. 

ш5 =2f Tome el In de ambos lados. Utilice el hecho de que In(x) y e* son funciones inversas. 
ln 5 


Divida entre el coeficiente de f. 
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©) Análisis 
Con las leyes de los logaritmos también podemos escribir esta respuesta en la forma т = In \5. Si queremos una 
aproximación decimal de la respuesta, utilizamos una calculadora. 


INTÉNTELO #6 Веѕиема 3e0% = 11. 


м 


5 | PREGUNTAS Y ¿Cualquier ecuación de la forma у = Аек! tiene una solución? 
RESPUESTAS 


No. Hay solución cuando k + 0, y cuando y y A son ambos 0 o ninguno, y tienen el mismo 


signo. Un ejemplo de ecuación con esta forma que no tiene solución es 2 = —Зе!. 


cemo ЄЄД 93 


Resolver una ecuación que puede simplificarse а la forma у= Aekt 
Resuelva 4e2% + 5 = 12. 


© Solución 


4e% +5 = 12 

4е2х = 7 Combine términos similares. 

е2х = 1 Divida entre el coeficiente de la potencia. 
2x =1п (2) Tome el In de ambos lados. 


ln (2) Resuelva para x. 


[>] INTÉNTELO #7  Resuelva3+e2 =7e2, 


Soluciones extrañas 

Aveces, los métodos utilizados para resolver una ecuación introducen una solución extraña, que es una solución 
correcta desde el punto de vista algebraico pero que no satisface las condiciones de la ecuación original. Una de estas 
situaciones surge al resolver cuando se toma el logaritmo en ambos lados de la ecuación. En estos casos, recuerde que 
el argumento del logaritmo deberá ser positivo. Si el número que evaluamos en una función de logaritmo es negativo, 
no hay salida. 


O 


Resolver funciones exponenciales en forma cuadrática 
Resuelva e2* — ех = 56. 


© Solución 
ex ех = 56 


ex e —56 = Iguale a cero un lado de la ecuación. 
(ех + 7)(ех – 8) = Factorice рог el método FOIL. 
e* +7 =00*-8=0 Si el producto es cero, entonces el factor uno deberá ser cero. 
е^ =—7ое* = Aísle los exponenciales. 
ех =8 Rechace la ecuación en la que la potencia equivalga a un número negativo. 
x = 8 Resuelva la ecuación en Іа que la potencia equivalga a un número positivo. 


©) Análisis 

Cuando planeamos utilizar la factorización para resolver un problema, siempre llevamos a cero un lado de la ecuación, 
porque el cero tiene la propiedad única de que, cuando un producto es cero, uno o ambos factores deberán ser cero. 
Rechazamos la ecuación ех = —7 porque un número positivo nunca equivale а un número negativo. La solución In(—7) 
no es un número real y, en el sistema de números reales, esto se rechaza por ser una solución extraña. 
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INTÉNTELO #8  Resuelvae2% = ех +2, 


3| PREGUNTAS Y ¿Todas las ecuaciones logarítmicas tienen solución? 
RESPUESTAS 


Мо. Tenga presente que solo podemos aplicar el logaritmo a un número positivo. 
Compruebe siempre si hay soluciones extrañas. 


Usar la definición de un logaritmo para resolver ecuaciones logarítmicas 


Ya hemos visto que toda ecuación logarítmica log, (x) = y es equivalente a la ecuación exponencial БУ = x. Podemos 
utilizar este hecho, junto con las reglas de los logaritmos, para resolver ecuaciones logarítmicas donde el argumento sea 
una expresión algebraica. 


Por ejemplo, considere la ecuación log, (2) + log, (3x — 5) = 3. Para resolver esta ecuación, podemos utilizar las reglas 
de los logaritmos con el objeto de reescribir el lado izquierdo en forma compacta y luego aplicar la definición de 
logaritmos para resolver x : 


log, (2) + log7(3x — 5) = 3 


log, Q(3x — 5)) = 3 Aplique la regla del producto para los logaritmos. 
log, (бх — 10) = 3 Distribuya. 

23 = 6х – 10 Aplique la definición de logaritmo. 

8 =6x-— 10 Саїсше23. 

18 = 6x Sume 10 a ambos lados. 

x=3 Divida entre 6. 


Usar la definición de un logaritmo para resolver ecuaciones logarítmicas 


Para cualquier expresión algebraica S y los números reales Ру c, donde b > 0, b $ 1, 


log,(S) = с siysolosi 6 =S 


EE 


Usar el álgebra para resolver una ecuación logarítmica 
Resuelva 21nx +3 = 7. 


© Solución 


2Inx+3=7 

2Inx=4 Reste 3. 

Inx =2 Divida entre 2. 

х= е? Reescriba en forma exponencial. 


м 


INTÉNTELO #9 Resuelva 6 + ln x = 10. 


К 


Usar el álgebra antes y después de emplear la definición del logaritmo natural 
Resuelva 2 In(6x) = 7. 
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© Solución 


21n(6x) =7 
In(6x) = 2 Divida entre 2. 

(2 
6x=e12 Utilice la definición de In. 


a 3) Divida entre 6. 


INTÉNTELO #10 Resuelva2In(x+1)= 10. 


O 


Usar un gráfico para entender la solución a una ecuación logarítmica 
Resuelva In x = 3. 


© Solución 
Inx =3 


x=e* Utilice la definición del logaritmo natural. 


La Figura 3 representa el gráfico de la ecuación. En el gráfico, la coordenada de la x del punto de intersección de los dos 
gráficos es cercana a 20. En otras palabras e? ж 20. La calculadora da una mejor aproximación: e? ж 20,0855. 


y=3 (20,0855, 3) 


X 
8 10 12 14 16 18 20 22 


Figura 3 Los gráficos de у = In x como y = 3 se cruzan en el punto (e, 3), que es aproximadamente (20,0855, 3). 


у 


INTÉNTELO #11 Utilice una calculadora gráfica para estimar la solución aproximada de la ecuación 
logarítmica 2* = 1.000 a 2 decimales. 


Usar la propiedad biunívoca de los logaritmos para resolver ecuaciones 
logarítmicas 


Al igual que con las ecuaciones exponenciales, podemos utilizar la propiedad biunívoca para resolver ecuaciones 
logarítmicas. La propiedad biunívoca de las funciones logarítmicas nos señala que, para cualquier número real х > 0, 
S > 0, T > Оу cualquier número real positivo b, donde b # І, 


log, S = log,T si y solo si S$ = Т. 
Por ejemplo, 
Si log,(x- 1) = log, (8), entonces x- 1 = 8. 
Por lo tanto, si х— 1 = 8, entonces podemos resolver para x, y obtenemos х = 9. Para comprobarlo, podemos sustituir 
x = 9 en la ecuación original: log, (9 — 1) = log, (8) = 3. En otras palabras, cuando una ecuación logarítmica tiene la 
misma base en cada lado, los argumentos deberán ser iguales. Esto también se aplica cuando los argumentos son 


expresiones algebraicas. Por lo tanto, cuando se da una ecuación con logaritmos de la misma base en cada lado, 
podemos utilizar las reglas de los logaritmos para reescribir cada lado como un único logaritmo. A continuación, 
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utilizamos el hecho de que las funciones logarítmicas son biunívocas para igualar los argumentos y resolver la incógnita. 


Por ejemplo, considere la ecuación log (3x — 2) — log (2) = log (x + 4). Para resolver esta ecuación, podemos utilizar las 
reglas de los logaritmos con el objeto de reescribir el lado izquierdo como un solo logaritmo, y luego aplicar la 
propiedad biunívoca para resolver x : 


log(3x — 2) — log(2) = log(x + 4) 


log ( > 2 ) = log(x + 4) Aplique la regla del cociente de logaritmos. 
=> =х+4 Aplique la propiedad biunívoca de un logaritmo. 
3x-2=2x+8 Multiplique ambos lados de la ecuación por 2. 
x=10 Reste 2x y sume 2. 


Para comprobar el resultado, sustituya x = 10 en log (3x — 2) — log (2) = log (x + 4). 
log(3(10) — 2) — log(2) = log((10) + 4) 
log(28) — log(2) = log(14) 
log (28) = log(14) Га solución comprueba. 


Usar la propiedad biunívoca de los logaritmos para resolver ecuaciones logarítmicas 


Para cualquier expresión algebraica S y T y cualquier número real positivo b, donde b 1, 
log,S = log,T siysolosi S=T 


Al momento de resolver una ecuación que implique logaritmos, compruebe siempre si la respuesta es correcta o si se 
trata de una solución extraña. 


(є сомо 


E 
Dada una ecuación que contiene logaritmos, resolverla con la propiedad biunívoca. 
1. Utilice las reglas de los logaritmos para combinar los términos semejantes, si es necesario, de modo que la 
ecuación resultante tenga la forma log, S = log, T. 


2. Utilice la propiedad biunívoca para igualar los argumentos. 
3. Resuelva la ecuación resultante, S = T, para la incógnita. 


O 


Resolver una ecuación con la propiedad biunívoca de los logaritmos 
Resuelva In(x2) = In(2x + 3). 


© Solución 
ln(x?) = In(2x + 3) 


х2 =2x+3 Utilice la propiedad biunívoca del logaritmo. 
x2-2x-3=0 Lleve un lado a cero antes de la factorización. 

(х — 3)(х+1)=0 Factorice por medio de FOIL. 

x-3=00x+1=0 Si un producto es cero, uno de los factores deberá ser cero. 
x=30x=-1l Resuelva para x. 


©) Análisis 
Hay dos soluciones: 3 o —1. La solución —1 es negativa, aunque se comprueba cuando se sustituye en la ecuación 
original porque el argumento de las funciones logarítmicas sigue siendo positivo. 


[>] INTÉNTELO #12  Resuelva ln(x?) = ln1. 
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Resolver problemas aplicados mediante ecuaciones exponenciales y logarítmicas 


En las secciones anteriores, hemos aprendido las propiedades y las reglas de las funciones exponenciales y logarítmicas. 
Hemos visto que cualquier función exponencial puede escribirse como una función logarítmica y viceversa. Hemos 
utilizado los exponentes para resolver ecuaciones logarítmicas y los logaritmos para resolver ecuaciones exponenciales. 
Ahora estamos preparados para combinar nuestras habilidades para resolver ecuaciones que modelen situaciones del 
mundo real, tanto si la incógnita está en un exponente como en el argumento de un logaritmo. 


Una de estas aplicaciones se encuentra en la ciencia, al calcular el tiempo que tarda en decaer la mitad del material 
inestable de la muestra de una sustancia radiactiva, lo que se denomina su semivida. La Tabla 1 enumera la semivida de 
varias de las sustancias radiactivas más comunes. 


Sustancia Uso Semivida 
galio 67 medicina nuclear 80 horas 
cobalto 60 fabricación 5,3 años 
tecnecio 99m medicina nuclear 6 horas 
americio 241 construcción 432 años 
carbono 14 datación arqueológica 5.715 años 
uranio 235 energía atómica 703.800.000 años 
Tabla 1 


Podemos ver lo mucho que varían las semividas de estas sustancias. Conocer la vida media de una sustancia nos 
permite calcular la cantidad que queda después de un tiempo determinado. Podemos emplear la fórmula para el 
decaimiento radiactivo: 


In(0,5) 

А(@) = Ape T 
E 
А(@) = Ape OPT 


E 
A() = Agr os) т 


А@) = Ао(5) 


Sl 


donde 


* Ар es la cantidad inicial presente 

* Tesla ѕетіміда de la sustancia 

+ feseltiempo en el que se estudia la sustancia 

+ A(t) esla cantidad de la sustancia presente después del tiempo t 
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Usar la fórmula del decaimiento radiactivo para hallar la cantidad de una sustancia 
¿Cuánto tiempo tarda en decaer el diez por ciento de una muestra de 1.000 gramos de uranio 235? 
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© Solución 


Е 120,5) 
у = 1.000е03-800:000' 
1100,5) i 
900 = 1.000e 703.800.000 Después de un 10 % de decaimiento, quedan 900 gramos. 
1n(0,5) 7 
0,9 = е 703.800.000 Divida entre 1.000. 
1n(0,5) Я 
1n(0,9) = In ( 703.800.000 ) Tome el In de ambos lados. 
— _ (0,5) My — 
1n(0,9) = 753.800.000 ше y= M 
_ In(0,9) .- 
t = 703.800.000 x 1100.5) años Resuelva para t. 


t ғ 106.979.777 años 
©) Análisis 
El diez por ciento de 1.000 gramos son 100 gramos. Si 100 gramos decaen, la cantidad de uranio-235 que queda es de 
900 gramos. 


[~ 


INTÉNTELO #13 ¿Cuánto tiempo pasará antes de que el veinte por ciento de nuestra muestra de 1.000 
gramos de uranio-235 decaiga? 


» | MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con ecuaciones exponenciales y 
logarítmicas. 


Resolver ecuaciones logarítmicas (http://openstax.org/l/solvelogea) 
Resolver ecuaciones exponenciales con logaritmos (http://openstax.org/l/solveexplog) 


4.6 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. ¿Cómo se resuelve una 2. ¿Cuándo se produce una 3. ¿Cuándo se puede utilizar la 
ecuación exponencial? solución extraña? ¿Cómo se propiedad biunívoca de los 
reconoce una solución logaritmos para resolver 
extraña? una ecuación? ¿Cuándo no 


se puede utilizar? 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, utilice bases semejantes para resolver la ecuación exponencial. 


4. 4730-2 —4—® 5. 64-4% = 16 6. 39.3% = 243 
100 2090 8. 625- 5°*+3 = 125 9. 307 = 2162 
36 
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En los siguientes ejercicios, utilice logaritmos para resolver. 


11. 9-10 = 1 12. 2е6* = 13 13. е7+10_10 = —42 
14. 2.10% = 29 15. 8.10217 – 7 = —24 16. 7е3"—5 + 5 = —89 
17. е3 +6 = 44 18. —5е9х-8 — 8 = 62 19. —6e+8 + 2 = –74 
20. 25+1 = 525-1 21. e2* – ех — 132 = 0 22. 7е5х+8 — 5 = -95 
23. 10е8х+3 +2 = 8 24. 4e3x+t3 — 7 = 53 25. 8е—5х—2 — 4 = —90 
26. 32х+1 = 7х—2 27. е2х ех 6 = 0 28. 3е3—3х +6 = —31 


Еп los siguientes ejercicios, utilice Іа definición de logaritmo para reescribir la ecuación сото exponencial. 


29. log () =-2 30. log374 (18) = 4 


En los siguientes ejercicios, utilice la definición de logaritmo para resolver la ecuación. 


31. 51оруп = 10 32. —8logygx = 16 33. 4+ log, (9k) = 2 


34. 2log(8n + 4) +6 = 10 35. 10-41n (9 – 8x) = 6 


En los siguientes ejercicios, utilice la propiedad biunívoca de los logaritmos para resolver. 


36. In(10-3x) = ln (-4x) 37. log¡3 (5п—2) = logı3 (8 — 5и) 38. log(x + 3)-— log (x) = log (74) 
39. In(-3x) = In (x? — бх) 40. log4 (6 — m) = log43m 41. In(x-— 2) — In (x) = In (54) 
42. logg (2n? — 14n) = logg (-45 + n?) 43. In (х2 — 10) + In (9) = 1n (10) 


En los siguientes ejercicios, resuelva cada ecuación para x. 


44. log(x + 12) = log(x) + log(12) 45. In(x)+ In(x – 3) = In(7x) 46. log,(7x +6) = 3 
47. 1n(7)+1In(2-4x?) =1п(14) 48. logg (х +6) – logg (х) = logg (58) 49. 11(3) – In(3 – 3x) = In (4) 


50. log; (3x) — log; (6) = log; (77) 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, resuelva la ecuación para x, si hay una solución. A continuación, grafique ambos lados de la 
ecuación y preste atención al punto de intersección (si existe) para verificar la solución. 


51. logg (х) — 5 = —4 52. log; (х) +3 =2 53. In(3x)=2 
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54. In(x-5)=1 55. log (4) + log (=5x) = 2 56. —7 + log; (4 — x) = —6 
57. ln (4x — 10) - 6 = —5 58. log (4-2x) = log (—4x) 59. log¡¡ (-2x? – 7х) = 10811 (х — 2) 
60. 1n(2x + 9) =In(-5x) 61. logo (3 – х) = logo (4x — 8) 62. log (x? + 13) = log (7x + 3) 


63. 10 — log (х — 9) = log (44) 64. 1n (х) – ln (x + 3) = In (6) 


Еп los siguientes ejercicios, resuelva el valor indicado y grafique la situación mostrando el punto de solución. 


65. Una cuenta con un 66. La fórmula para medir la 67. La población de una 
depósito inicial de intensidad del sonido en pequeña ciudad se modela 
6.500 dólares gana 7,25% decibelios D se define por mediante la ecuación 
de interés anual, la ecuación Р = 1650€e%% donde t se 
compuesto D=10log (2) , donde Т mide en años. ¿En cuántos 


años aproximadamente la 
población de la ciudad 
alcanzará 


—12 
cuadrado y 1g = 19 66 los 20.000 habitantes? 
el nivel de sonido más bajo 


que puede oír una persona 
normal. ¿Cuántos 
decibelios emite un avión a 
reacción con una 
intensidad sonora de 

8,3 - 10? vatios por metro 
cuadrado? 


continuamente. ¿Cuánto 
valdrá la cuenta después 
de 20 años? 


es la intensidad del sonido 
en vatios por metro 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, resuelva cada ecuación al reescribir la expresión exponencial con el logaritmo indicado. A 
continuación, utilice la calculadora para estimar la variable a 3 decimales. 


68. 1.000(1,03) = 5.000 69. е5х = 17 utilizando el 70. 3(1,04)% = 8 utilizando el 
utilizando el logaritmo logaritmo natural logaritmo común 
común. 

71. 34-5 = 38 utilizando el 72. 50е—012* = 10 utilizando 
logaritmo común el logaritmo natural 


En los siguientes ejercicios, utilice una calculadora para resolver la ecuación. A menos que se indique lo contrario, 
redondee todas las respuestas a la diezmilésima más cercana. 


73. 71% 5 +7,9 = 47 74. In(3)+In(44x+6,8)=2 75. log(—0,7x — 9) = 1 + 5log (5) 
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76. La presión atmosférica P en libras por pulgada 77. La magnitud M de un terremoto se representa 


cuadrada se representa con la fórmula 

P= 14,707 021x donde x es el número de millas 
sobre el nivel del mar. Al pie más cercano, ¿qué 
altura tiene el pico de una montaña con una 
presión atmosférica de 8,369 libras por pulgada 
cuadrada? (Pista: una milla equivale a 5.280 pies). 


Extensiones 


78. Utilice la definición de 


81. 


logaritmo junto con la 
propiedad biunívoca de los 
logaritmos para demostrar 
que Б18Ьх = х. 


mediante la ecuación M = 2108 (E) donde E 
0 


es la cantidad de energía liberada por el 
terremoto en julios y Eq = 1044 es la medida 
mínima asignada liberada por un terremoto. A la 
centésima más cercana, ¿cuál sería la magnitud 
de un terremoto que libera 1,4 - 1013 julios de 
energía? 


79. Recordemos la fórmula del 80. Recordemos la fórmula del 
interés continuamente interés compuesto 
compuesto, у = Ае“. А= а(1 + z)“, Utilice la 
Utilice la definición de 
logaritmo junto con las 
propiedades de los 
logaritmos para resolver la 
fórmula del tiempo т de 
manera que f es igual a un 
solo logaritmo. 


definición de logaritmo 
junto con las propiedades 
de los logaritmos para 
resolver la fórmula del 
tiempo т. 


La ley de enfriamiento de Newton establece que la 
temperatura T' de un objeto en cualquier 
momento t puede describirse mediante la 
ecuación T = Ts + (Tp — Ts) e7™™ , donde T, es la 
temperatura del entorno, Т es la temperatura 
inicial del objeto, y k es la velocidad de 
enfriamiento. Utilice la definición de logaritmo 
junto con las propiedades de los logaritmos para 
resolver la fórmula del tiempo £ de manera дие / 


es igual a un solo logaritmo. 


4.7 Modelos exponenciales y logarítmicos 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Modelar el crecimiento у el decaimiento exponencial. 


+ у у у 
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Utilizar modelos de crecimiento logístico. 
Elegir un modelo adecuado para los datos. 
Expresar un modelo exponencial con base e. 
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Figura 1 Reactor de investigación nuclear dentro del Centro de Investigación Nuclear Neely en el campus del Instituto 
de Tecnología de Georgia (créditos: Instituto de Investigación de Georgia Tech). 


Ya hemos explorado algunas aplicaciones básicas de las funciones exponenciales y logarítmicas. En esta sección, 
profundizamos en algunas aplicaciones importantes, incluso los isótopos radiactivos y la ley de enfriamiento de Newton. 


Modelar el crecimiento y el decaimiento exponencial 


En las aplicaciones del mundo real, necesitamos modelar el comportamiento de una función. En el modelado 
matemático, elegimos una función general conocida con propiedades que sugieren que modelará el fenómeno del 
mundo real que deseamos analizar. En el caso de un crecimiento rápido, podemos elegir la función de crecimiento 
exponencial: 


у= Аде“ 


donde Ay es igual al valor en el tiempo cero, е es la constante de Euler, у k es una constante positiva que determina la 
tasa (porcentaje) de crecimiento. Podemos utilizar la función de crecimiento exponencial en las aplicaciones que 
implican el tiempo de duplicación, el tiempo que tarda una cantidad en duplicarse. Fenómenos como la fauna, las 
inversiones financieras, las muestras biológicas y los recursos naturales pueden exhibir un crecimiento basado en un 
tiempo de duplicación. Sin embargo, en algunas aplicaciones, como veremos cuando hablemos de la ecuación logística, 
el modelo logístico a veces se ajusta mejor a los datos que el modelo exponencial. 


Por otro lado, si una cantidad cae rápidamente hacia cero, sin llegar nunca a cero, entonces probablemente deberíamos 
elegir el modelo de decaimiento exponencial. De nuevo, tenemos la forma y = Age” donde Ag es el valor inicial, y e 
es la constante de Euler. Ahora k es una constante negativa que determina la tasa de decaimiento. Podemos utilizar el 
modelo de decaimiento exponencial cuando calculamos la semivida, o el tiempo que tarda una sustancia en decaer 
exponencialmente hasta la mitad de su cantidad original. Utilizamos la semivida en las aplicaciones relacionadas con los 
isótopos radiactivos. 


Ala hora de elegir una función que sirva de modelo matemático, a menudo utilizamos puntos de datos recogidos 
mediante una cuidadosa observación y medición para construir puntos en un gráfico y esperamos poder reconocer su 
forma. Los gráficos de crecimiento y decaimiento exponencial tienen una forma distintiva, como podemos ver en la 
Figura 2 y la Figura 3. Es importante recordar que, aunque partes de cada uno de los dos gráficos parecen estar en el eje 
x, en realidad están a una distancia mínima por encima del eje x. 
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Figura 3 Gráfico que muestra el decaimiento exponencial. La ecuación es у= аа? 


El crecimiento y el decaimiento exponencial suelen implicar números muy grandes o muy pequeños. Рага describir estas 
cifras, solemos utilizar órdenes de magnitud. El orden de magnitud es la potencia de diez, cuando el número se expresa 
en notación científica, con un dígito a la izquierda del decimal. Por ejemplo, la distancia a la estrella más cercana, 
Próxima Centauri, medida en kilómetros, es de 40.113.497.200.000 kilómetros. Expresado en notación científica, esto es 
401134972 х 1013. Así, podríamos describir esta cifra como de orden de magnitud 1013. 


Características de la función exponencial, y = Ay ek 


Una función exponencial con la forma y = Ayer! tiene las siguientes características: 
e función biunívoca 
e  asíntota horizontal: у = 0 
• dominio: (0, оо) 
* rango: (0, о) 
* intersección en x: ninguna 
e intersección en y: (0, Ag) 
e creciente si k > 0 (vea la Figura 4) 
e decreciente si k < 0 (vea la Figura 4) 
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Figura 4 Una función exponencial modela el crecimiento exponencial cuando k > 0 y el decaimiento exponencial 
cuando k < 0. 


Шын aaa 


Graficar el crecimiento exponencial 
Una población de bacterias se duplica cada hora. Si el cultivo comenzó con 10 bacterias, grafique la población en función 
del tiempo. 


© Solución 

Cuando una cantidad crece a un porcentaje fijo por unidad de tiempo, el crecimiento es exponencial. Para hallar Ay 
utilizamos el hecho de que Ag es la cantidad en el tiempo cero, por lo que Ag = 10. Para hallar k, considere el hecho de 
que después de una hora (t = 1) la población se duplica de 10 con 20. La fórmula se deriva como sigue 


20 = 10e% 
2= ек Divida entre 10 
ш2=К Tome el logaritmo natural 


por lo que k = In(2). Así, la ecuación que queremos graficar es y = 10e M2 = 10(еп2)' = 10. 2*. El gráfico se muestra 
en la Figura 5. 


y = 10e(n2): 


3%} NS 


Figura 5 El gráfico de у = 10e% 2 
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©) Análisis 

La población de bacterias después de diez horas es de 10.240. Podríamos decir que esta cantidad es del orden de 
magnitud 104. La población de bacterias después de veinte horas es de 10.485.760, que es del orden de magnitud 107, 
por lo que podríamos decir que la población ha aumentado en tres órdenes de magnitud en diez horas. 


Semivida 

Ahora pasemos al decaimiento exponencial. Uno de los términos más comunes que se asocian al decaimiento 
exponencial, como ya se ha indicado arriba, es la semivida, el tiempo que tarda una cantidad que decae 
exponencialmente en disminuir hasta la mitad de su cantidad original. Cada isótopo radiactivo tiene una semivida, y el 
proceso que describe el decaimiento exponencial de un isótopo se denomina decaimiento radiactivo. 


Para hallar la semivida de una función que describe el decaimiento exponencial, resuelva la siguiente ecuación: 
1 


740 = Ае! 


Vemos дие la semivida depende solo de la constante k y no en la cantidad inicial Ag. 


La fórmula se deriva de la siguiente manera 


=e Divida entre А. 
ln (3) = і Tome el logaritmo natural. 
– 11(2) = kt Aplique las leyes de los logaritmos. 
== =t Divida entre k. 
Dado que t, el tiempo, es positivo, k debe, como es de esperar, ser negativo. Esto nos da la fórmula de la semivida 


In) 
ШИШИ 


(ә cómo 


% 
Dada la semivida, calcule Іа tasa de decaimiento. 
1. Escriba A = Aje. 
2. Sustituya А entre 340 y reemplace т por Іа semivida dada. 
3. Resuelva para hallar k. Exprese k como valor exacto (no redondee). 


In(2) 
0 


EE 


Hallar la función que describe el decaimiento radiactivo 
La semivida del carbono 14 es de 5.730 años. Exprese la cantidad restante de carbono 14 en función del tiempo, t. 


Nota: También es posible hallar la tasa de decaimiento con k = — 


© Solución 
Esta fórmula se deriva de la siguiente manera. 
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А = Ager! La fórmula del crecimiento continuo. 
0,549 = Ager 5730  Sustituya la semivida рогі у0,5 А paraf(t). 
0,5 = e5 30k Divida entre Ap. 


1n(0,5) = 5.730k Tome el logaritmo natural de ambos lados. 


k = 209) Divida entre el coeficiente dek. 
( In(0,5) ) | 
А = Age 130 Sustituya porr en la fórmula de crecimiento continuo. 


1n(0,5) 
5.730 


La función que describe este decaimiento continuo es f(t) = Е. ) . Observamos que el coeficiente de т, 


KOS x% —1,2097 х 1074 es negativo, como es de esperar en el caso del decaimiento exponencial. 


м 


INTÉNTELO #1 La semivida del plutonio-244 es de 80.000.000 de años. Halle una función que dé la cantidad 
restante de plutonio-244 en función del tiempo, medido en años. 


Datación por radiocarbono 

La fórmula del decaimiento radiactivo es importante en la datación por radiocarbono, que se utiliza para calcular la 
fecha aproximada de la muerte de una planta o de un animal. La datación por radiocarbono fue descubierta en 1949 por 
Willard Libby, que ganó el Premio Nobel por su descubrimiento. Compare la diferencia entre el cociente de dos isótopos 
de carbono en un artefacto orgánico o fósil con la proporción de esos dos isótopos en el aire. Se cree que tiene una 
precisión de alrededor del 1 % de error para las plantas o animales que murieron en los últimos 60.000 años. 


El carbono 14 es un isótopo radiactivo del carbono que tiene una semivida de 5.730 años. Se encuentra en pequeñas 
cantidades en el dióxido de carbono del aire que respiramos. La mayor parte del carbono de la Tierra es carbono 12, que 
tiene un peso atómico de 12 y no es radiactivo. Los científicos han determinado el cociente entre el carbono 14 y el 
carbono 12 en el aire durante los últimos 60.000 años, mediante el empleo de anillos de árboles y otras muestras 
orgánicas de fechas conocidas, aunque la relación ha cambiado ligeramente a lo largo de los siglos. 


Mientras una planta o un animal esté vivo, la proporción de los dos isótopos del carbono en su cuerpo se acerca a la 
proporción en la atmósfera. Cuando muere, el carbono 14 de su cuerpo se descompone y no se reemplaza. Al comparar 
la proporción entre el carbono 14 y el carbono 12 en una muestra en descomposición con la proporción conocida en la 
atmósfera, se puede calcular aproximadamente la fecha en que murió la planta o el animal. 


Dado que Іа semivida del carbono 14 es de 5.730 años, la fórmula para la cantidad restante después de f años es 


1n(0,5) F 


donde 


• Aes la cantidad restante de carbono 14 
+ Аб es la cantidad de carbono 14 cuando la planta o el animal comenzó a descomponerse. 


Esta fórmula se deriva de la siguiente manera: 


A= Ager La fórmula del crecimiento continuo. 
0,5Ap = Ager 9730 Sustituya la semivida рог t у 0,5А0 para f(t). 
0,5 = e5 730k Divida entre Ap. 


1n(0,5) = 5.730k Tome el logaritmo natural de ambos lados. 


k = TOS) Divida entre el coeficiente de k. 
( In(0,5) ) 
A= Age 3130 Sustituya por k en la fórmula de crecimiento continuo. 


Para calcular la edad de un objeto, resolvemos esta ecuación рага t : 


Ша) 


= =0,000121 
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Por necesidad, dejamos de lado aquí los muchos detalles que un científico tiene en cuenta al realizar la datación por 
carbono 14, y solo nos fijamos en la fórmula básica. La proporción entre el carbono 14 y el carbono 12 en la atmósfera es 
de aproximadamente 0,0000000001%. Supongamos que r es la proporción entre el carbono 14 y el carbono 12 en el 
artefacto orgánico o fósil sujeto a la datación, determinada por un método que recibe el nombre de centelleo líquido. A 
partir de la ecuación А ж Age 0000121; sabemos que la relación entre el porcentaje de carbono-14 en el objeto que 


estamos datando y la cantidad inicial de carbono-14 en el objeto cuando se formó es r = дї е 00001217 Resolvemos 


esta ecuación para т, para obtener 
pa Ір (г) 
© —0,000121 


(є cómo 


Dado el porcentaje de carbono 14 en un objeto, determine su edad. 


1. Exprese el porcentaje dado de carbono 14 como un decimal equivalente, k. 


=Й y resuelva para la edad, t. 


ER 


Calcular la edad de un hueso 
Se encuentra un fragmento de hueso que contiene el 20 % de su carbono 14 original. Con una aproximación de un año, 
¿cuál es la edad del hueso? 


2. Sustituya ken la ecuación t = 


© Solución 
Sustituimos 20% = 0,20 por r en la ecuación y resuelva para t : 


In(») 


t= Utilice la forma general de la ecuación. 


— —0,000121 
_ 100020). | 
= 0,000121 Sustituya por r. 
а 13301 Redondee al año más cercano. 


El fragmento de hueso tiene unos 13.301 años de antigúedad. 

©) Análisis 

Los instrumentos que miden el porcentaje de carbono 14 son extremadamente sensibles y, como mencionamos 
anteriormente, un científico tendrá que hacer mucho más trabajo del que hicimos para estar satisfecho. Aun así, la 


datación por carbono solo tiene una precisión del 1 %, por lo que esta edad debería darse como 
13.301 años +1 % o 13.301 años + 133 años. 


[>] INTÉNTELO #2 El cesio 137 tiene una semivida de aproximadamente 30 años. Si empezamos con 200 mg de 
cesio 137, ¿tardaremos más o menos de 230 años hasta que solo quede un miligramo? 


Calcular el tiempo de duplicación 

Para las cantidades en decaimiento, determinamos el tiempo que tarda en decaer la mitad de una sustancia. En el caso 
de las cantidades crecientes, es posible que queramos averiguar el tiempo que tarda una cantidad en duplicarse. Como 
ya lo hemos mencionado, el tiempo que tarda una cantidad en duplicarse recibe el nombre de tiempo de duplicación. 


Dada la ecuación básica de crecimiento exponencial A = Ager el tiempo de duplicación se puede calcular al resolver 
para cuando la cantidad original se ha duplicado, es decir, al resolver 240 = Ager”. 


La fórmula se deriva de la siguiente manera: 


2А0 = Age! 

2=е“ Divida entre Ap. 

ln2 = kt Tome el logaritmo natural. 

t= т? Divida entre el coeficiente де t. 
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Así, el tiempo de duplicación es 


Hallar una función que describa el crecimiento exponencial 
Según la ley de Moore, el tiempo de duplicación del número de transistores que se pueden poner en un chip de 
computadora es de aproximadamente dos años. Dé una función que describa este comportamiento. 


© Solución 
La fórmula se deriva de la siguiente manera: 


1n 2 


і= 52 La fórmula del tiempo de duplicación. 
2= na Utilice un tiempo de duplicación de dos años. 
k= n2 Multiplique por k y divida entre 2. 
2; 
А = Ape 2 Sustituya К en la fórmula de crecimiento continuo. 


La función es Age 2. 


[>] INTÉNTELO #3 Datos recientes sugieren que, a partir de 2013, la tasa de crecimiento que se prevé en la ley 
de Moore ya no se mantiene. El crecimiento se ha ralentizado hasta un tiempo de 
duplicación de aproximadamente tres años. Halle la nueva función que tenga en cuenta ese 
mayor tiempo de duplicación. 


Utilizar la ley de enfriamiento de Newton 


El decaimiento exponencial también puede aplicarse a la temperatura. Cuando un objeto caliente se deja en el aire 
circundante, que está a una temperatura más baja, la temperatura del objeto disminuirá exponencialmente, para 
nivelarse a la temperatura del aire circundante. En un gráfico de la función de temperatura, la nivelación corresponderá 
a una asíntota horizontal a la temperatura del aire circulante. A menos que la temperatura ambiente sea cero, esto 
corresponderá a un desplazamiento vertical de la función genérica de decaimiento exponencial. Esta traslación nos 
lleva a la ley del enfriamiento de Newton, la fórmula científica de la temperatura en función del tiempo cuando la 
temperatura de un objeto se iguala a la temperatura ambiente 


Т( = ae + T; 
Esta fórmula se deriva de la siguiente manera: 


T) = АБ +T; 


T(t) = Ame”) +T; Leyes de los logaritmos. 
Т(@) = Ае? + T, Leyes de los logaritmos. 
T(t) = Аек! +T; Redefina la constante с In b, al Патапа k. 


Ley de enfriamiento de Newton 


La temperatura de un objeto, Т, en el aire circundante con la temperatura Т; se comportará según la fórmula 
T(t) = Аек! +T; 
donde 


e tes eltiempo 
• Aes la diferencia entre la temperatura inicial del objeto y la del entorno 
e kes una constante, la tasa continua de enfriamiento del objeto 
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CÓMO 


eS 
Dada una serie de condiciones, aplicar la ley de enfriamiento de Newton. 
1. Establezca Ту igual a la coordenada de la y de la asíntota horizontal (normalmente la temperatura ambiente). 
2. Sustituya los valores dados en la fórmula de crecimiento continuo T(t) = Ae** + T, para hallar los parámetros A 


yk. 
3. Sustituya el tiempo deseado para hallar la temperatura o la temperatura deseada y así calcular el tiempo. 


BR 


Utilizar la ley de enfriamiento de Newton 

Una tarta de queso se saca del horno a una temperatura interna ideal de 165 °F, y se coloca en un refrigerador a 35 °F. 
Después de 10 minutos, la tarta de queso se ha enfriado a 150 °Е. Si hay que esperar a que la tarta de queso se enfríe a 
70 °Е antes de comerla, ¿cuánto tiempo tendremos que esperar? 


© Solución 
Puesto que la temperatura del aire circundante en el refrigerador es de 35 grados, la temperatura de la tarta de queso 
decaerá exponencialmente hacia 35, siguiendo la ecuación 


T(t) = Ae% + 35 
Sabemos que la temperatura inicial ега de 165 grados, рог lo que Т(0) = 165. 


165 = Аек? + 35 Sustituya (0, 165). 
А = 130 Resuelva para А. 


Nos dieron otro dato, T(10) = 150, que podemos utilizar para resolver k. 


150 = 130ек10 + 35 Sustituya (10, 150). 


115 = 130410 Reste 35. 
115 = е106 Divida entre 130. 
In (43) = 10k Tome el logaritmo natural de ambos lados. 
In 15) 
130 Р ыз 
k= 10 ж —0,0123 Divida entre el coeficiente de k. 


Esto nos da la ecuación para el enfriamiento de la tarta de queso T(t) = 1300-0123 + 35, 
Ahora podemos resolver el tiempo que tardará la temperatura en enfriarse hasta los 70 grados. 


70 = 130e0.0123 + 35 Sustituya en 70 рага? (t). 


35 = 130e 0.0123 Reste 35. 
т; = е70:01231 Divida entre 130. 
(2) = —0,0123t Tome el logaritmo natural de ambos lados 
35 
in? o н 
t= 303 ® 106,68 Divida entre el coeficiente de t. 


La tarta de queso tardará unos 107 minutos, o una hora y 47 minutos, en enfriarse hasta 70 °F. 


INTÉNTELO #4 Se coloca una jarra de agua a 40 grados Fahrenheit en una habitación a 70 grados. Una hora 
después, la temperatura ha subido a 45 grados. ¿Cuánto tiempo tardará la temperatura en 
subir a 60 grados? 


Uso de modelos de crecimiento logístico 


El crecimiento exponencial no puede continuar para siempre. Los modelos exponenciales, aunque pueden ser útiles a 
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corto plazo, tienden a desmoronarse cuanto más tiempo se prolongan. Piense en una aspirante a escritor que escribe 
una sola línea el primer día y se propone duplicar el número de líneas que escribe cada día durante un mes. Antes de 
que acabe el mes, deberá escribir más de 17.000 millones de líneas, es decir, 500 millones de páginas. No es práctico, 
por no decir imposible, que alguien escriba tanto en tan poco tiempo. Con el tiempo, deberá aplicarse un modelo 
exponencial que se aproxime a algún valor límite, y entonces el crecimiento se ve obligado a ralentizarse. Por esta razón, 
a menudo es mejor utilizar un modelo con un límite superior, en lugar de un modelo de crecimiento exponencial, 
aunque el modelo de crecimiento exponencial sigue siendo útil a corto plazo, antes de acercarse al valor límite. 


El modelo de crecimiento logístico es aproximadamente exponencial al principio, pero tiene una tasa de crecimiento 
reducida a medida que la producción se acerca al límite superior del modelo, denominada capacidad de carga. Para las 
constantes a, b, y с, el crecimiento logístico de una población en el tiempo f viene representado por el modelo 


ЈО = 


с 
1 + aer?! 
El gráfico en la Figura 6 muestra la evolución de Іа tasa de crecimiento con el paso del tiempo. El gráfico aumenta de 


izquierda a derecha, pero la tasa de crecimiento aumenta únicamente hasta que alcanza su punto máximo, momento en 
el que disminuye. 


f(x) 
4 


уте 


<a 


e Capacidad de carga 


b 2 


Punto de crecimiento máximo 


Valor inicial de la población 


Figura 6 
Crecimiento logístico 


El modelo de crecimiento logístico es 


donde 


E 7 
o E, 
T+a €S el valor inicial 


* се !а capacidad de carga o valor límite 
e bes una constante determinada por la tasa de crecimiento. 


Э 95 


Usar el modelo de crecimiento logístico 

Una epidemia de gripe se extiende rápidamente por una población, a un ritmo que depende de dos factores: Cuantas 
más personas tengan la gripe, más rápidamente se propagará, y también cuantas más personas no contagiadas haya, 
más rápidamente se propagará. Estos dos factores hacen que el modelo logístico sea apropiado para estudiar la 
propagación de las enfermedades transmisibles. Evidentemente, hay un valor máximo para el número de personas 
contagiadas: toda la población. 


Por ejemplo, en el tiempo т = 0 hay una persona en una comunidad de 1.000 habitantes que tiene la gripe. Por lo tanto, 
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en esa comunidad, como máximo 1.000 personas pueden tener la gripe. Los investigadores detectan que, en esta cepa 
particular de la gripe, la constante de crecimiento logístico es b = 0,6030. Calcule el número de personas de esta 
comunidad que habrán tenido la gripe después de diez días. Pronostique cuántas personas de esta comunidad habrán 
tenido la gripe después de un largo tiempo. 


© Solución 
Sustituimos los datos dados en el modelo de crecimiento logístico 


ЈО = 


с 
1 + aer?! 


Dado que como máximo 1.000 personas, toda la población de Іа comunidad, pueden contraer Іа gripe, sabemos que el 
valor límite es с = 1.000. Para hallar a, utilizamos la fórmula de que el número de casos en el tiempo т = 0 es má =1, 


de lo que se deduce que a = 999. Este modelo predice que, después de diez días, el número de personas que han tenido 


la gripe es f(t) = рр ойе ж 293,8. Puesto que el número real deberá ser un número entero (una persona һа 


tenido la gripe o no), redondeamos a 294. A largo plazo, el número de personas que contraerán la gripe es el valor 
límite, с = 1.000. 

©) Análisis 

Recuerde que, al tratarse de un virus, no podemos predecir con certeza el número de personas contagiadas. El modelo 
únicamente es un aproximado del número de personas contagiadas y no nos dará valores exactos o reales. 


El gráfico en la Figura 7 ofrece una buena imagen de cómo este modelo se ajusta a los datos. 


1.1004 
y = 1.000 1.000 casos en el día 21 


и етее 


Саѕоѕ 


294 casos en el día 10 


2001 1 caso de gripe 
en el día O 
20 casos en el día 5 


O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 
Días 


Figura 7 El gráfico de f(t) = 1.000 


1+999е—0.6030х 


м 


INTÉNTELO #5 Соп el modelo que se muestra еп el Ejemplo 6, calcule el número de casos де gripe еп el día 
15. 


Elegir un modelo adecuado para los datos 


Ahora, que hemos hablado de varios modelos matemáticos, tenemos que aprender a elegir el modelo adecuado para 
los datos brutos de los que disponemos. Son muchos los factores que influyen en la elección de un modelo matemático, 
entre ellos la experiencia, las leyes científicas y los patrones de los propios datos. No todos los datos pueden describirse 
mediante funciones elementales. A veces, se elige una función que se aproxima a los datos en un intervalo determinado. 
Por ejemplo, supongamos que se recogen datos sobre el número de viviendas compradas en Estados Unidos entre los 
años 1960 y 2013. Tras representar estos datos en un gráfico de dispersión, observamos que la forma de los datos de los 
años 2000 a 2013 sigue una curva logarítmica. Podríamos restringir el intervalo de 2000 a 2010, aplicar el análisis de 
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regresión mediante un modelo logarítmico y utilizarlo para predecir el número de compradores de viviendas para el año 
2015. 


Tres tipos de funciones que suelen ser útiles en los modelos matemáticos son las lineales, las exponenciales y las 
logarítmicas. Si los datos se encuentran en una línea recta, o parecen encontrarse aproximadamente a lo largo de una 
línea recta, un modelo lineal sería lo mejor. Si los datos no son lineales, se suele considerar un modelo exponencial o 
logarítmico, aunque también se pueden considerar otros modelos, como los cuadráticos. 


Al momento de elegir entre un modelo exponencial y uno logarítmico, nos fijamos en la forma en que se curvan los 
datos. Esto se denomina concavidad. Si trazamos una línea entre dos puntos de datos, y todos (о la mayoría) de los datos 
entre esos dos puntos se encuentran por encima de esa línea, decimos que la curva es cóncava hacia abajo. Podemos 
pensar que es un cuenco que se dobla hacia abajo y que, por tanto, no puede retener el agua. Si todos (o la mayoría) de 
los datos entre esos dos puntos están por debajo de la línea, decimos que la curva es cóncava hacia arriba. En este caso, 
podemos pensar en un cuenco que se dobla hacia arriba y que, por ende, puede contener agua. Una curva exponencial, 
ya sea ascendente o descendente, ya sea que represente el crecimiento o el decaimiento, siempre es cóncava hacia 
arriba y se aleja de su asíntota horizontal. Una curva logarítmica siempre es cóncava respecto a su asíntota vertical. En el 
caso de los datos positivos, que es el más común, la curva exponencial siempre es cóncava hacia arriba, a la vez que la 
curva logarítmica siempre es cóncava hacia abajo. 


Una curva logística cambia la concavidad. Comienza por ser cóncava hacia arriba y luego pasa a ser cóncava hacia abajo, 
más allá de un punto determinado, denominado punto de inflexión. 


Después de usar el gráfico para elegir un tipo de función como modelo, sustituimos los puntos y resolvemos para hallar 
los parámetros. Reducimos el error de redondeo al elegir puntos lo más alejados posible. 


BR 


Elegir un modelo matemático 
¿Es un modelo lineal, exponencial, logarítmico o logístico el que mejor se ajusta a los valores indicados en la Tabla 1? 
Halle el modelo y utilice un gráfico para comprobar su elección. 


x |1 2 3 4 5 6 7 8 9 


у |0 1,386 2,197 2,773 3,219 3,584 3,892 4,159 4,394 
ТаЫа 1 
© Solución 


En primer lugar, represente los datos еп un gráfico сото еп Іа Figura 8. А los efectos del gráfico, redondee los datos a 
dos decimales. 
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0.54 


э Т“ x 
0 E 2 3 4 5 6 7 в 9 10 


Figura 8 


Obviamente, los puntos no se encuentran en una línea recta, por lo que rechazamos el modelo lineal. Si trazamos una 
línea entre dos puntos cualesquiera, la mayoría o todos los puntos entre esos dos se sitúan por encima de la línea, por lo 
que el gráfico es cóncavo hacia abajo, lo que sugiere un modelo logarítmico. Podemos intentar y = aln(bx). Al conectar 
el primer punto, (1.0), da como resultado 0 = a ln b. Rechazamos el caso de que a = 0 (si lo fuera, todas las salidas 
serían 0), por lo que sabemos In(b) = 0. Así que b = 1 y y = aln (x) . A continuación, podemos utilizar el punto (9.4,394) 
para resolver para a : 


y = aln(x) 
4,394 = aln(9) 
_ 4,394 


— 109) 


4,394 


Dado que a = TO 


ж 2, un modelo apropiado para los datos es y = 2 ln (х). 


Para comprobar la exactitud del modelo, graficamos la función junto con los puntos dados como en la Figura 9. 


y 
5.5 


5 
4.5 
4 
3.5 
3 


+ + + + + + + e 
0 t23 456 7 В 9 10 
Figura 9 El gráfico de y = 2ln x. 
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Podemos concluir que el modelo se ajusta bien a los datos. 
Compare la Figura 9 con el gráfico de y = Іп (х?) se muestra en la Figura 10. 


y 
55 


5 
4.5 


A 


3.5 


x 
11 
о 


№ 


1.5 


0.5 


xo _—. — 44 a, 
0 238 4 5 6 Y 8 9 #0 


Figura 10 El gráfico de у = In (х2) 


Los gráficos parecen ser idénticos cuando x > 0. Una rápida comprobación confirma esta conclusión: 
y = № (х2) = 21n (x) para x > 0. 


Sin embargo, si x < 0, el gráfico de y = In (x2) incluye una rama "extra", como se muestra en la Figura 11. Esto ocurre 


porque, mientras y = 2 ln (x) no puede tener valores negativos en el dominio (ya que tales valores forzarían a que el 
argumento fuera negativo), la función у = ln (x?) puede tener valores de dominio negativos. 


Figura 11 


INTÉNTELO #6 ¿Se ajusta mejor a los datos un modelo lineal, exponencial o logarítmico en la Tabla 2? 
Determine el modelo. 


y 3,297 5437 8,963 14,778 24,365 40,172 66,231 109,196 180,034 


Tabla 2 


Expresar un modelo exponencial con base e 


Aunque se pueden utilizar potencias y logaritmos de cualquier base en el modelado, las dos bases más comunes son 10 
y e. En ciencia y matemáticas, la base e se prefiere a menudo. Podemos utilizar las leyes de los exponentes y de los 
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logaritmos para cambiar cualquier base a base e. 


¿E 


ё 
Dado un modelo con Іа forma у = ab*, cambiarlo a la forma у = Ape 


In(9%). 


CÓMO 


1. Reescriba y = ab* cuando y = ae 
2. Utilice la regla de la potencia de los logaritmos para reescribir y como y = ae* ШФ) = де 
3. Tenga en cuenta que а = Ag y k = ln (b) en la ecuación у = Ape a 


o aaa 


Cambiar a la base e 
Cambie la función y = 2,5(3,1)* para que esta misma función se escriba en la forma y = Ager”. 


In(b)x Я 


© Solución 
La fórmula se deriva de la siguiente manera 


y = 2,5(3,1)* 
= 2,5e1m(3,1%) Inserte exponencial y su inversa. 
=2,5e* 13,1 Leyes de logaritmos. 


= 2,56 Un 3,1)x Ley conmutativa de la multiplicación 


>| INTÉNTELO #7 Cambie la función у = 3(0,5)* a una que tenga e como base. 


» | MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con los modelos exponenciales y 
logarítmicos. 


Aplicación del logaritmo - pH (http://openstax.orqg/l/logph) 

Modelo exponencial - Edad con semivida (http://openstax.org/l/expmodelhalf) 

Ley de enfriamiento de Newton (http://openstax.org/l/newtoncooling) 

Crecimiento exponencial dado el tiempo de duplicación (http://openstax.orq/l/expgrowthdbl) 
Crecimiento exponencial - Hallar la cantidad inicial dado el tiempo de duplicación (http://openstax.org/l/ 
initialdouble) 


4.7 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. ¿Con qué tipo de modelo 2. ¿Qué es la datación por 3. ¿A qué tipo de modelo 


exponencial se asociaría la 
semivida? ¿Qué papel 
desempeña la semivida en 
estos modelos? 
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carbono? ¿Por qué 
funciona? Dé un ejemplo en 
el que la datación por 
carbono sea útil. 


exponencial se asociaría el 
tiempo de duplicación? 
¿Qué papel desempeña el 
tiempo de duplicación en 
estos modelos? 
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4. Defina la ley de 5. ¿Qué es un orden de 
enfriamiento de Newton. A magnitud? ¿Por qué son 
continuación, nombre al útiles los órdenes de 
menos tres situaciones del magnitud? Explique con un 
mundo real en las que se ejemplo. 


aplicaría la ley de 
enfriamiento de Newton. 


Numéricos 


6. La temperatura de un objeto 
en grados Fahrenheit 
después de t minutos se 
representa mediante la 
ecuación 
T(t) = 68 00174 + 72, АІ 
grado más cercano ¿cuál es 
la temperatura del objeto al 
cabo de una hora y media? 


En los siguientes ejercicios, utilice el modelo de crecimiento logístico f(x) = са 
+8е 
7. Halle e interprete (0). 8. Halle e interprete f(4). 9. Halle la capacidad de carga. 


Redondee a la décima más Redondee a la décima más 
cercana. cercana. 
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10. Grafique el modelo. 11. Determine si los datos de 12. Reescriba 
la tabla pueden f(x) = 1,68(0,65)* como 
representarse mejor como una ecuación exponencial 
una función lineal, con base e con cinco 
exponencial o logarítmica. decimales. 


A continuación, escriba 
una fórmula para un 
modelo que represente los 


datos. 

х fœ) 
-2 0,694 
-1 | 0,833 
0 1 

1 11,2 

2 1,44 
3 | 1,728 
4 2,074 
5 2,488 
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En tecnología 
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En los siguientes ejercicios, introduzca los datos de cada tabla en una calculadora gráfica y grafique los diagramas de 
dispersión resultantes. Determine si los datos de la tabla pueden representar una función lineal, exponencial o 


logarítmica. 


13. 


tad 


10 


14. 


10 


Fx) 
2,4 
2,88 
3,456 
4,147 
4,977 
5,972 
7,166 
8,6 
10,32 


12,383 


15. 


12 


13 


Fx) 
9,429 
9,972 
10,415 
10,79 
1115 
11,401 
11,657 
11,889 
12,101 


12,295 
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16. 

х ЈО) 
1125] 5,75 
2,25 | 8,75 
3,56 12,68 
4,2 14,6 
5,65 | 18,95 
6,75 | 22,25 
7,25 | 23,75 
8,6 27,8 
9,25 | 29,75 
10,5 | 33,5 


En los siguientes ejercicios, utilice una calculadora gráfica y este escenario: la población de una piscifactoría en t años se 


modela mediante la ecuación P (t) = 


17. Grafique la función. 18. 


20. Al número entero más 21 
cercano, ¿cuál será la 
población de peces 


después de 2 años? 


Extensiones 


23. Una sustancia tiene una 
semivida de 2,045 minutos. 
Si la cantidad inicial de la 
sustancia era de 132,8 
gramos, ¿cuántas 
semividas habrán 
transcurrido antes de que 
la sustancia decaiga a 8,3 
gramos? ¿Cuál es el tiempo 
total de decaimiento? 
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24. 


1.000 


149070,61 ` 


¿Cuál es la población inicial 
de peces? 


. Ala décima más cercana, 


¿cuánto tiempo tardará la 
población en alcanzar 900? 


La fórmula para una 
población creciente viene 
dada por P(t) = Poe” 
donde Py es la población 
inicial y r > 0. Deduzca una 
fórmula general para el 
tiempo t que tarda la 
población en aumentar en 
un factor M. 


19. 


22. 


25. 


¿Cuál es el tiempo de 
duplicación de la población 
de peces, redondeado a la 
décima más cercana? 


¿Cuál es la capacidad de 
carga de la población de 
peces? Justifique su 
respuesta con el gráfico de 
P. 


Recuerde la fórmula para 
calcular la magnitud de un 
terremoto, 


= 2 5 
М = 5108 (=) ‚ Muestre 


cada paso рага resolver 
esta ecuación 
algebraicamente para el 
momento sísmico S. 


26. ¿Cuál es la intersección en 
y del modelo de 
crecimiento logístico 

= с 
у= тирет? Muestre los 
pasos para el cálculo. ¿Qué 
nos indica este punto 
acerca de la población? 


27. Compruebe que 
b* = ex 1%) рага los 
positivos b £ 1. 


Aplicaciones en el mundo real 


En los siguientes ejercicios, utilice este escenario: Un médico prescribe 125 miligramos de un fármaco que decae 


aproximadamente 30 % cada hora. 


28. ¿Cuál es la semivida del 
fármaco, aproximada a 
una hora? 


En los siguientes ejercicios, utilice este escenario: Se inyectan a un tumor 0,5 gramos de yodo 125, que tiene una tasa de 


decaimiento de 1,15 % por día. 


31. Con una aproximación de 
un día, ¿cuánto tiempo 
tardará la mitad del yodo 
125 en decaer? 


34. La semivida del radio 226 
es 1.590 años. ¿Cuál es la 
tasa anual de decaimiento? 
Exprese el resultado 
decimal con cuatro cifras y 
el porcentaje con dos cifras 
decimales. 


29. Escriba un modelo 
exponencial que 
represente la cantidad de 
fármaco que queda en el 
organismo del paciente 
después de г horas. А 
continuación, utilice la 
fórmula para hallar la 
cantidad de fármaco que 
quedaría en el organismo 
del paciente después de 3 
horas. Redondee al 
miligramo más cercano. 


32. Escriba un modelo 
exponencial que 
represente la cantidad de 
yodo 125 que queda en el 
tumor después de f días. A 
continuación, utilice la 
fórmula para calcular la 
cantidad de yodo 125 que 
quedaría en el tumor 
después de 60 días. 
Redondee a la décima de 
gramo más cercana. 


35. La semivida del erbio 165 
es 10,4 horas. ¿Cuál es la 
tasa de decaimiento por 
hora? Exprese el resultado 
decimal con cuatro cifras y 
el porcentaje con dos cifras 
decimales. 
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30. Con el modelo encontrado 
en el ejercicio anterior, 
calcule f (10) e interprete 
el resultado. Redondee a la 
centésima más cercana. 


33. Un científico comienza con 
250 gramos de una 
sustancia radiactiva. 
Después de 250 minutos, 
la muestra ha decaído 
hasta 32 gramos. 
Redondeando a cinco 
decimales, escriba una 
ecuación exponencial que 
represente esta situación. 
¿Cuál es la semivida de 
esta sustancia, aproximada 
al minuto más cercano? 


36. Un artefacto de madera 
procedente de una 
excavación arqueológica 
contiene el 60 % del 
carbono 14 presente en los 
árboles vivos. Con una 
aproximación de un año, 
¿cuántos años tiene el 
artefacto? (La semivida del 
carbono-14 es 5.730 años). 
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37. Un estudiante de 
investigación trabaja con 
un cultivo de bacterias que 
duplica su tamaño cada 
veinte minutos. El recuento 
inicial de la población era 
1.350 bacterias. 
Redondeando a cinco 
decimales, escriba una 
ecuación exponencial que 
represente esta situación. 
Al número entero más 
cercano, ¿cuál es el tamaño 
de la población después de 
3 horas? 


En los siguientes ejercicios, utilice este escenario: Un biólogo registró un recuento de 360 bacterias presentes en un 
cultivo después de 5 minutos y 1.000 bacterias presentes después de 20 minutos. 


38. Al número entero más 39. Redondeando a seis 
cercano, ¿cuál era la decimales, escriba una 
población inicial en el ecuación exponencial que 
cultivo? represente esta situación. 


Al minuto más cercano, 
¿cuánto tiempo tardó la 
población en duplicarse? 


En los siguientes ejercicios, utilice este escenario: Una olla de sopa caliente con una temperatura interna de 100 °F se 
sacó de la estufa para enfriar a 69 °F en una habitación. Después de quince minutos, la temperatura interna de la sopa 


era 95 °Е. 

40. Utilice la ley de 41. Al minuto más cercano, 42. Al grado más cercano, 
enfriamiento de Newton ¿cuánto tardará la sopa en ¿cuál será la temperatura 
para escribir una fórmula enfriarse a 80 °F? después de 2 horas y 
que modele esta situación. media? 


En los siguientes ejercicios, utilice este escenario: Un pavo se saca del horno con una temperatura interna de 165 °F y se 
deja enfriar a 75 °F en una habitación. Después de media hora, la temperatura interna del pavo es 145 °F. 


43. Escriba una fórmula que 44. Al grado más cercano, 45. Al minuto más cercano, 
modele esta situación. ¿cuál será la temperatura a ¿cuánto tiempo tardará el 
los 50 minutos? pavo en enfriarse a 
110 °F? 


En los siguientes ejercicios, halle el valor del número que aparece en cada escala logarítmica. Redondee todas las 
respuestas a la milésima más cercana. 


46. log (x) H: log (х) 
SA HA A S SS SS 
55 4-8 2—1 O 172345 = =48 2—1 0 Я. 2 3: 4 5 
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48. Trace cada conjunto de valores aproximados de 49. Recuerde la fórmula para calcular la magnitud de 


intensidad de los sonidos en una escala un terremoto, М = 2log (E) ¿Un terremoto 


logarítmica: Susurro: 10710 Y, Aspiradora: . . . 
т tiene una magnitud 3. 9 en la escala MMS. Si un 


4 W .102 W А > Р 
10 nz Jet 10 7 segundo terremoto tiene 750 veces más energía 
que el primero, calcule la magnitud del segundo 
terremoto. Redondee a la centésima más cercana. 


En los siguientes ejercicios, utilice este escenario: La ecuación М (t) = I modela el número de personas de una 
+H89e Us) 
ciudad que han escuchado un rumor al cabo de t días. 
50. ¿Cuántas personas 51. Al número entero más 52. Dado que f aumenta sin 
iniciaron el rumor? cercano, ¿cuántas límite, ¿qué valor tiene el 
personas habrán enfoque N (7) ? Interprete 
escuchado el rumor su respuesta. 


después de 3 días? 


En el siguiente ejercicio, elija la opción correcta. 


53. Un médico inyecta a un paciente 13 miligramos de 
colorante radiactivo que decae exponencialmente. 
Después de 12 minutos, quedan 4,75 miligramos 
de tinte en el organismo del paciente. ¿Cuál es el 
modelo adecuado para esta situación? 


BD FW = 13(0,0805y У) = 13609195 


© /@ = 13000839) 


_ 4,75 
O fO = 1+13е—0,839251 


4.8 Ajustar modelos exponenciales a los datos 


Objetivos de aprendizaje 

En esta sección, podrá: 
> Construir un modelo exponencial a partir de los datos. 
> Construir un modelo logarítmico a partir de los datos. 
> Construir un modelo logístico a partir de los datos. 


En las secciones anteriores de este capítulo, se nos ha dado una función explícitamente para graficar o evaluar, o se nos 
ha dado un conjunto de puntos que se garantiza que se encuentran en la curva. Luego utilizamos el álgebra para hallar 
la ecuación que se ajusta a los puntos exactamente. En esta sección, utilizamos una técnica de modelado, denominada 
análisis de regresión, para hallar una curva que modele los datos recogidos en las observaciones del mundo real. Con el 
análisis de regresión, no esperamos que todos los puntos se sitúen perfectamente en la curva. La idea es hallar el 
modelo que mejor se ajuste a los datos. A continuación, utilizamos el modelo para hacer predicciones sobre 
acontecimientos futuros. 


No se deje confundir por la palabra modelo. En matemáticas, a menudo utilizamos los términos función, ecuación y 
modelo indistintamente, aunque cada uno tenga su propia definición formal. El término modelo suele utilizarse para 
indicar que la ecuación o función se aproxima a una situación del mundo real. 


En esta sección nos concentraremos en tres tipos de modelos de regresión: exponencial, logarítmica y logística. Haber 
trabajado ya con cada una de estas funciones nos da una ventaja. Conocer sus definiciones formales, el comportamiento 
de sus gráficos y algunas de sus aplicaciones en el mundo real nos brinda la oportunidad de profundizar en su 
comprensión. A medida que se presenta cada modelo de regresión, se incluyen las características clave y las definiciones 
de su función asociada para su revisión. Dedique un momento a repensar cada una de estas funciones, a reflexionar 
sobre el trabajo que hemos realizado hasta ahora y a explorar las formas en que se utiliza la regresión para modelar 
fenómenos del mundo real. 
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Construir un modelo exponencial a partir de datos 


Como hemos aprendido, hay multitud de situaciones que pueden modelarse mediante funciones exponenciales, como 
el crecimiento de las inversiones, el decaimiento radiactivo, los cambios de presión atmosférica y las temperaturas de un 
objeto que se enfría. ¿Qué tienen en común estos fenómenos? Por un lado, todos los modelos aumentan o disminuyen 
con el paso del tiempo. Sin embargo, eso no es todo. Es la manera en que los datos aumentan o disminuyen lo que nos 
ayuda a determinar si es mejor modelar con una ecuación exponencial. Conocer el comportamiento de las funciones 
exponenciales en general nos permite reconocer cuándo utilizar la regresión exponencial, así que repasemos el 
crecimiento y el decaimiento exponencial. 


Recordemos que las funciones exponenciales tienen la forma y = ab* o y = Ager”. Al realizar el análisis de regresión, 
utilizamos la forma más común en las utilidades gráficas, y = ab*. Dedique un momento a reflexionar sobre las 
características que ya hemos aprendido acerca de la función exponencial y = ab* (suponiendo que a > 0) : 


* b deberá ser mayor que cero y no igual a uno. 
• El valor inicial del modelo es y = а. 
o Silos valores de b > 1, la función modela el crecimiento exponencial. Cuando x aumenta, las salidas del modelo 
aumentan lentamente al principio, pero luego aumentan cada vez más rápidamente, sin límite. 
o Silos valores de O < b < 1, la función modela el decaimiento exponencial. A medida que x aumenta, las salidas 
del modelo disminuyen rápidamente al principio y luego se nivelan para volverse asintóticas al eje x. En otras 
palabras, las salidas nunca son iguales o inferiores a cero. 


Como parte de los resultados, su calculadora mostrará un número conocido como el coeficiente de correlación, 
etiquetado por la variable r, o r2. (Es posible que tenga que cambiar la configuración de la calculadora para que se 
muestren). Los valores son una indicación de la "bondad de ajuste" de la ecuación de regresión a los datos. Lo más 


habitual es utilizar el valor de r? en vez der, pero cuanto más se acerque cualquiera de los dos valores a 1, mejor se 
aproximará la ecuación de regresión a los datos. 


Regresión exponencial 


La regresión exponencial se utiliza para modelar situaciones en las que el crecimiento comienza lentamente y luego 
acelera rápidamente sin límite, o en las que el decaimiento comienza rápidamente y luego desacelera para acercarse 
cada vez más a cero. Utilizamos el comando "ExpReg" en una herramienta gráfica para ajustar una función 
exponencial a un conjunto de puntos de datos. Esto arroja una ecuación de la forma y = ab* 


Tenga en cuenta que: 


+ b deberá ser no negativo. 
* cuando b > 1, tenemos un modelo de crecimiento exponencial. 
e cuando 0 < b < 1, tenemos un modelo de decaimiento exponencial. 


(є cómo 


Dado un conjunto de datos, efectuar una regresión exponencial con una herramienta gráfica. 


1. Utilice el menú STAT y luego EDIT para introducir los datos. 
a. Borre cualquier dato existente en las listas. 
b. Епитеге los valores de entrada en la columna L1. 
с. Enumere los valores de salida en la columna L2. 


2. Grafique y observe un diagrama de dispersión de los datos con la función STATPLOT. 
a. Utilice ZOOM [9] para ajustar los ejes a los datos. 
b. Compruebe que los datos sigan un patrón exponencial. 


3. Halle la ecuación que modela los datos. 
a. Seleccione "ExpReg" en el menú STAT y luego CALC. 
b. Utilice los valores devueltos para a y b para registrar el modelo, у = ab*, 
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4. Grafique el modelo en la misma ventana que el diagrama de dispersión para verificar que se ajuste bien a los 
datos. 


cemos 93 


Usar la regresión exponencial para ajustar un modelo a los datos 

En 2007 se publicó un estudio universitario en el que se investigaba el riesgo de colisión de la conducción bajo los 
efectos del alcohol. Se utilizaron datos de 2.871 accidentes para medir la asociación entre el nivel de alcoholemia (blood 
alcohol level, BAC) de una persona y el riesgo de sufrir un accidente. La Tabla 1 muestra los resultados del estudio 2 El 
riesgo relativo es una medida de cuántas veces más probable es que una persona se estrelle. Así, por ejemplo, una 
persona con un nivel de alcoholemia de 0,09 tiene 3,54 veces más probabilidades de sufrir un accidente que una 
persona que no haya bebido alcohol. 


BAC 0 0,01 0,03 | 0,05 0,07 0,09 
Riesgo relativo de colisión 1 1,03 | 1,06 | 1,38 2,09 3,54 
BAC 0,11 | 0,13 | 0,15 | 0,17 0,19 0,21 


Riesgo relativo de colisión 6,41 12;6- 1-221 39,05 6532 99,78 


Tabla 1 


a. Supongamos que x representa el nivel de alcoholemia, mientras que y representa el riesgo relativo 
correspondiente. Utilice la regresión exponencial para ajustar un modelo a estos datos. 
b. Después de 6 tragos, una persona que pesa 160 libras tendrá un BAC de aproximadamente 0,16. ¿Cuántas veces es 


más probable que alguien con este peso se estrelle si conduce después de haber tomado 6 cervezas? Redondee a la 
centésima más cercana. 


© Solución 


a. En el menú STAT y luego EDIT en una herramienta gráfica, liste los valores de BAC en L1 y los valores de riesgo 
relativo en 12. A continuación, utilice la función STATPLOT para verificar que el diagrama de dispersión siga el 
patrón exponencial que se muestra en la Figura 1: 


9 Fuente: Centro de Estudios de Derecho en Acción de la Universidad de Indiana, 2007 
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е 
е 
ЕЕ A = + E А 1—4 + X 
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14 0,16 0,18 0,20 0,22 


Figura 1 


Utilice el comando "ExpReg" del menú STAT y luego CALC para obtener el modelo exponencial, 
у = 0,58304829(2,20720213E10)* 
Si convertimos la notación científica, tenemos: 


y = 0,58304829(22072021300)* 


Observe que r? x 0,97 lo que indica que el modelo se ajusta bien a los datos. Para ver esto, grafique el modelo en 
la misma ventana que el diagrama de dispersión con el objeto de verificar que se ajuste bien, como se muestra en la 


Figura 2: 


y 
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- + - - + - + - + X 
O 002 0,04 0,06 008 0,10 0,12 0,14 0,16 0,18 0,20 0,22 
Figura 2 


b. Utilice el modelo para estimar el riesgo asociado a un nivel de alcoholemia de 0,16. Sustituya 0,16 por x en el 
modelo y resuelva para y. 


Acceso gratis en openstaxX.org 


4.8 * Ajustar modelos exponenciales a los datos 


y = 0,58304829(22072021300)х Utilice el modelo de regresión encontrado en la parte (а). 
= 0,58304829(22072021300)016  Sustituya 0,16 рага x. 


д 260,35 Redondee a la centésima más cercana. 


Si una persona de 160 libras conduce después de haber tomado 6 copas, tiene unas 26,35 veces más probabilidades 
de chocar que si conduce sobria. 


graduación. 


Mes 1 2 3 4 5 6 7 8 


[>] INTÉNTELO #l La Tabla 2 muestra el saldo de la tarjeta de crédito de un recién graduado cada mes después de la 


Deuda 62000 761,88 899,80 1.039,93 1.270,63 1.589,04 1.851,31 2.154,92 


($) 
Tabla 2 


(А) Utilice la regresión exponencial para ajustar un modelo a estos datos. 


Si el gasto continúa a este ritmo, ¿cuál será la deuda de la tarjeta de crédito un año después de 


graduarse? 
3| PREGUNTAS Y ¿Es razonable suponer que un modelo de regresión exponencial representará una 
RESPUESTAS situación indefinidamente? 


No. Recuerde que los modelos se forman con datos del mundo real recogidos para la 
regresión. Es razonable realizar estimaciones dentro del intervalo de observación original 
(interpolación). Sin embargo, cuando un modelo se utiliza para hacer predicciones, es 
importante utilizar la capacidad de razonamiento para determinar si el modelo tiene sentido 
para entradas mucho más allá del intervalo de observación original (extrapolación). 


Construir un modelo logarítmico a partir de datos 


Al igual que con las funciones exponenciales, hay muchas aplicaciones en el mundo real para las funciones logarítmicas: 
la intensidad del sonido, el nivel de pH de las soluciones, los rendimientos de las reacciones químicas, la producción de 
bienes y el crecimiento de los bebés. Al igual que con los modelos exponenciales, los datos modelados por funciones 
logarítmicas son siempre crecientes o siempre decrecientes con el paso del tiempo. De nuevo, es la manera en que 
aumentan o disminuyen lo que nos permite determinar si un modelo logarítmico es el mejor. 


Recordemos que las funciones logarítmicas aumentan o disminuyen rápidamente al principio, pero luego desaceleran 
constantemente con el paso del tiempo. Al reflexionar sobre las características que ya hemos aprendido con respecto a 
esta función, podemos analizar mejor las situaciones del mundo real que reflejan este tipo de crecimiento o 
decaimiento. Al realizar el análisis de regresión logarítmica, utilizamos la forma de la función logarítmica más común en 
las herramientas gráficas, y = a + bln (х). Para esta función 


• Todos los valores de entrada, x, deberán ser mayor que cero. 

• El punto (1, a) está en el gráfico del modelo. 

* Si los valores de b > 0, el modelo es creciente. El crecimiento aumenta rápidamente al principio y luego desacelera 
constantemente con el paso del tiempo. 

• Si los valores de b < 0, el modelo es decreciente. El decaimiento se produce rápidamente al principio y luego 
desacelera constantemente con el paso del tiempo. 


Regresión logarítmica 


La regresión logarítmica se utiliza para modelar situaciones en las que el crecimiento o el decaimiento se aceleran 
rápidamente al principio y luego desaceleran con el paso del tiempo. Utilizamos el comando "LnReg" en una 
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herramienta gráfica para ajustar una función logarítmica a un conjunto de puntos de datos. Esto arroja una ecuación 
de la forma 


y=a+bln(x) 
Observe que 


• todos los valores de entrada, x, deberán ser no negativos. 
+ cuando b > 0, el modelo es creciente. 
* cuando b < 0, el modelo es decreciente. 


(є cómo 


Dado un conjunto de datos, efectuar una regresión logarítmica con una herramienta gráfica. 


1. Utilice el menú STAT y luego EDIT para introducir los datos. 
a. Borre cualquier dato existente en las listas. 
b. Епитеге los valores de entrada en la columna L1. 
с. Enumere los valores de salida en la columna L2. 


2. Grafique y observe un diagrama de dispersión de los datos con la función STATPLOT. 
a. Utilice ZOOM [9] para ajustar los ejes a los datos. 
b. Compruebe que los datos sigan un patrón logarítmico. 


3. Halle la ecuación que modela los datos. 
a. Seleccione "LnReg" en el menú STAT y luego CALC. 
b. Utilice los valores devueltos para a y b para registrar el modelo, y = a + bln (х). 


4. Grafique el modelo en la misma ventana que el diagrama de dispersión para verificar que se ajuste bien a los 
datos. 


cemo 


Usar la regresión logarítmica para ajustar un modelo a los datos 
Gracias a los avances de la medicina y al aumento del nivel de vida, la esperanza de vida ha aumentado en la mayoría de 
los países desarrollados desde principios del siglo XX. 


La Tabla 3 muestra el promedio de expectativa de vida, en años, de los estadounidenses entre 1900 y 201 o£, 
Año 1900 | 1910 | 1920 | 1930 | 1940 | 1950 
Esperanza de vida (años) 47,3 50,0 54,1 59,7 62,9 68,2 
Año 1960 1970 1980 1990 2000 2010 
Esperanza de vida (años) 69,7 70,8 73,7 75,4 76,8 78,7 
Tabla 3 
(А) Supongamos que x representa el tiempo en décadas empezando por x = 1 para el año 1900, x = 2 para el año 
1910, y así sucesivamente. Supongamos que y representa la correspondiente esperanza de vida. Utilice la regresión 


logarítmica para ajustar un modelo a estos datos. 
Utilice el modelo para predecir el promedio de esperanza de vida de los estadounidenses para el año 2030. 


10 Fuente: Centro de Control y Prevención de Enfermedades, 2013 
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© Solución 

(А) En el menú STAT y luego EDIT en una herramienta gráfica, enumere los años mediante el empleo de los valores 
1-12 en L1 y la correspondiente esperanza de vida en L2. A continuación, utilice la función STATPLOT para comprobar 
que el diagrama de dispersión siga un patrón logarítmico, como se muestra en la Figura 3: 


75+ е 


6—61 
0 12 3845 6E 78 3 10 11 12:13 
Figura 3 
Utilice el comando "LnReg" del menú STAT y luego CALC para obtener el modelo logarítmico, 


y = 42,52722583 + 13,85752327 ln(x) 


A continuación, grafique el modelo en la misma ventana que el diagrama de dispersión para verificar que se ajuste 
bien, como se muestra en la Figura 4: 


x 
0 12 345667 8 9 10 11 12 13 
Figura 4 
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Para predecir la esperanza de vida de un estadounidense en el año 2030, sustituya x = 14 para el en el modelo y 


resuelva para y : 
y = 42,52722583 + 13,85752327 ln(x) Utilice el modelo de regresión encontrado en la parte (a). 


= 42,52722583 + 13,85752327 In(14) Sustituya 14 por x. 
д 790,1 Redondee a la décima más cercana. 


Si la esperanza de vida sigue aumentando a este ritmo, el promedio para un estadounidense será de 79,1 años en 
2030. 


[>] INTÉNTELO #2 Las ventas de un videojuego lanzado еп el айо 2000 despegaron al principio, pero luego 
desaceleraron de forma constante con el paso del tiempo. La Tabla 4 muestra el número de 
juegos vendidos, en miles, entre los años 2000 y 2010. 


Año 2000 2001 2002 2003 2004 2005 
Número de ventas (miles) 142 149 154 155 159 161 
Año 2006 2007 2008 2009 2010 
Número de ventas (miles) 163 164 164 166 167 
Tabla 4 


(А) Supongamos que x representa el tiempo en años empezando por x = 1 para el año 
2000. Supongamos que y representa el número de juegos vendidos en miles. Utilice la 
regresión logarítmica para ajustar un modelo a estos datos. 

Si los juegos siguen vendiéndose a este ritmo, ¿cuántos se venderán en 2015? 
Redondee a la milésima más cercana. 


Construir un modelo logístico a partir de datos 


Al igual que el crecimiento exponencial y logarítmico, el crecimiento logístico aumenta con el paso del tiempo. Una de 
las diferencias más notables con los modelos de crecimiento logístico es que, a partir de cierto punto, el crecimiento 
desacelera de forma constante y la función se aproxima a un límite superior, o valor límite. Por ello, la regresión logística 
es lo mejor para modelar fenómenos en los que existen límites de expansión, como la disponibilidad de espacio vital o 
de nutrientes. 


Cabe señalar que las funciones logísticas en realidad modelan el crecimiento exponencial con recursos limitados. Hay 
muchos ejemplos de este tipo de crecimiento en situaciones del mundo real, como el crecimiento demográfico y la 
propagación de enfermedades, los rumores e incluso las manchas en la tela. Al realizar el análisis de regresión logística, 
utilizamos la forma más común en las herramientas gráficas: 
_ с 
= 1 + aex 
Recordemos que: 


. Ta es el valor inicial del modelo. 


* cuando b > 0, el modelo aumenta rápidamente al principio, hasta alcanzar su punto de máxima tasa de 


In a T 
9 š $) . En ese punto, el crecimiento desacelera de forma constante y la función se vuelve 


asintótica al límite superior y = c. 
e ceselvalor límite, a veces llamado capacidad de carga, del modelo. 


crecimiento, ( 
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Regresión logística 


La regresión logística se utiliza para modelar situaciones en las que el crecimiento se acelera rápidamente al principio 
y luego desacelera de forma constante hasta un límite superior. Utilizamos el comando "Logistic" en una herramienta 
gráfica para ajustar la función logística a un conjunto de puntos de datos. Esto devuelve una ecuación de la forma 

@ 


а 1 + ае—®Х 


Observe que 


+ El valor inicial del modelo es ET 


* Los valores de salida del modelo se acercan cada vez más а y = с con el paso del tiempo. 


(ә cómo 


Dado un conjunto de datos, efectuar una regresión logística con una herramienta gráfica. 


1. Utilice el menú STAT y luego EDIT para introducir los datos. 
a. Borre cualquier dato existente en las listas. 
b. Епитеге los valores de entrada en la columna L1. 
c. Enumere los valores de salida en la columna L2. 


2. Grafique y observe un diagrama de dispersión de los datos con la función STATPLOT. 
a. Utilice ZOOM [9] para ajustar los ejes a los datos. 
b. Compruebe que los datos sigan un patrón logístico. 


3. Halle la ecuación que modele los datos. 
a. Seleccione "Logistic" en el menú STAT y luego CALC. 


b. Utilice los valores devueltos para a, b, y c para registrar el modelo, y = a 
Haer 


4. Grafique el modelo en la misma ventana que el diagrama de dispersión para verificar que se ajuste bien a los 
datos. 


BR 


Usar la regresión logística para ajustar un modelo a los datos 

El servicio de telefonía móvil ha aumentado rápidamente en Estados Unidos desde mediados de la década de 1990. Hoy 
en día, casi todos los residentes tienen servicio de telefonía móvil. La Tabla 5 muestra el porcentaje de estadounidenses 
con servicio de telefonía móvil entre los años 1995 y 2012. = 


Estadounidenses con servicio de telefonía е Estadounidenses соп servicio de telefonía 
З Año ех 
móvil (%) móvil (%) 
1995 12,69 2004 62,852 
1996 16,35 2005 68,63 
1997 20,29 2006 76,64 
Tabla 5 


11 Fuente: Banco Mundial, 2013 
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Estadounidenses con servicio de telefonía Estadounidenses con servicio de telefonía 
móvil (%) de móvil (%) 
1998 25,08 2007 82,47 
1999 30,81 2008 85,68 
2000 38,75 2009 89,14 
2001 45,00 2010 91,86 
2002 49,16 2011 95,28 
2003 59,15: 2012 98,17 
Tabla 5 


(А) Supongamos que x representa el tiempo en años empezando por x = 0 para el año 1995. Supongamos que y 
representa el porcentaje correspondiente de residentes con servicio de telefonía móvil. Utilice la regresión logística para 
ajustar un modelo a estos datos. 

Utilice el modelo para calcular el porcentaje de estadounidenses con servicio de telefonía móvil en el año 2013. 


Redondee a la décima porcentual más cercana. 
(© Comente sobre el valor arrojado para el límite superior, с. ¿Qué le dice esto sobre el modelo? ¿Cuál sería el valor 
límite si el modelo fuera exacto? 


© Solución 

(д) En el menú STAT y luego EDIT en una herramienta gráfica, enumere los años con los valores 0-15 en L1 y el 
porcentaje correspondiente en 12. A continuación, utilice la función STATPLOT para verificar que el diagrama de 
dispersión siga un patrón logístico, como se muestra en la Figura 5: 


110 
100 à 


- ł ! х 
0 12345678 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
Figura 5 


Utilice el comando "Logistic" del menú STAT y luego CALC para obtener el modelo logístico, 


В 105,7379526 
~ 1+6,88328979—0,2595440013х 


A continuación, grafique el modelo еп la misma ventana que se muestra en el diagrama de dispersión en la Figura 6 


y 
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para verificar que se ajuste bien: 


- 4 } х 
001234567 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
Figura 6 


Para calcular aproximadamente el porcentaje de estadounidenses con servicio de telefonía móvil en el año 2013, 
sustituya x = 18 para el en el modelo y resuelva para y : 


_ 105,7379526 
T 1+6,88328979е—0,2595440013х 
105,7379526 
1+6,88328979е—0,2595440013(18) 


д 990,3 Redondee a la décima más cercana 


y Utilice el modelo de regresión encontrado en la parte (a). 


Sustituya 18 por x. 


Según el modelo, alrededor del 99,3 % de los estadounidenses tenían servicio de telefonía móvil en 2013. 


O 


El modelo da un valor límite de unos 105. Esto significa que el porcentaje máximo posible de estadounidenses con 
servicio de telefonía móvil sería del 105 %, lo cual es imposible. (¿Cómo es posible que más del 100 % de una población 
tenga servicio de telefonía móvil?). Si el modelo fuera exacto, el valor límite sería c = 100 y las salidas del modelo se 
acercarían mucho, pero nunca alcanzarían el 100 %. Al fin y al cabo, ¡siempre habrá alguien sin servicio de telefonía 
móvil! 


[>] INTÉNTELO #3 La Tabla 6 muestra la población, en miles, de focas en el Mar de Wadden durante los años 
1997 a 2012. 


Población de focas (miles) Año Población de focas (miles) 


1997 3,493 2005 19,590 
1998 5,282 2006 21,955 
1999 6,357 2007 22,862 
2000 9,201 2008 23,869 


Tabla 6 
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Población de focas (miles) 


2001 11,224 

2002 12,964 

2003 16,226 

2004 18,137 
Tabla 6 


Población de focas (miles) 


2009 24,243 
2010 24,344 
2011 24,919 
2012 25,108 


(А) Supongamos que х representa el tiempo en años empezando por x = О para el año 
1997. Supongamos que y representa el número de focas en miles. Utilice la regresión 
logística para ajustar un modelo a estos datos. 

Utilice el modelo para predecir la población de focas para el año 2020. 

O ¿Cuál es el valor límite de este modelo, redondeado al número entero más cercano? 


[>] MEDIA 


Acceda a este recurso en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con los modelos de funciones 


exponenciales. 


Regresión exponencial en una calculadora (https://openstax.org/l/pregresscalc) 


4.8 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. ¿Qué situaciones se 
modelan mejor con una 
ecuación logística? Dé un 
ejemplo y arguméntelo. 


4. ¿Qué aspecto podría tener 
un diagrama de dispersión 
de puntos de datos si se 
describiera mejor mediante 
un modelo logarítmico? 
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2. ¿Qué es la capacidad de 


carga? ¿Qué tipo de modelo 
tiene una capacidad de 
carga incorporada en su 
fórmula? ¿Por qué esto tiene 
sentido? 


. ¿A qué corresponde la 


intersección en y del gráfico 
de una ecuación logística 
para una población 
modelada por dicha 
ecuación? 


3. ¿Qué es el análisis de 
regresión? Describa el 
proceso de realizar un 
análisis de regresión en una 
herramienta gráfica. 


4.8 • Ajustar modelos exponenciales a los datos 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, haga coincidir la función de mejor ajuste dada con el correspondiente diagrama de 
dispersión desde la Figura 7 hasta la Figura 11. Responda con la letra que se encuentra debajo del gráfico 
correspondiente. 


y 
16 
° 
14 | 
12 е. 
10 o 
8 o 
6 B 
&:° 
4i— е 
919] 
D LESA 
(a) 
Figura 7 
y 


Pp 
e м о Ь т с -ч со о © 


© 


х 
12345 6 


(b) 
Figura 8 
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х 
01284 65 6 7 а 9 10 


(с) 
Figura 9 


њ 
о 


8 
6 
4 
2 
0012345678910. 
(d) 
Figura 10 


E 
o 


e NUA ANONO 


© 


х 
1 23456 


(е) 
Еїдига 11 
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6. у= 10,209е—0294х 


9. у= 4,607 + 2,733 In(x) 


Numéricos 


11. Al número entero más 


14. 


cercano, ¿cuál es el valor 
inicial de una población 
modelada por la ecuación 
logística 


175 
Pt) = — =? 
(0 1+6,995е—0,68/ 


¿Cuál es Іа capacidad de 
carga? 


Un modelo logístico viene 
dado por la ecuación 


2 90 
P(t) = 150-042 .Ala 


centésima más cercana, 
¿para qué valor de t 
P(t) = 45? 


En tecnología 


7. у= 5,598 — 1,912 In(x) 


10. 


15. 


= 14,005 
1+2,79е—0,812х 
Reescriba el modelo 


exponencial 

A(t) = 1550(1,085)* como 
un modelo equivalente con 
base e. Exprese el 
exponente con cuatro 
dígitos significativos. 


¿Cuál es la intersección en 
y en el gráfico del modelo 
logístico dado en el 
ejercicio anterior? 
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8. y =2,104(1,479)* 


13. Un modelo logarítmico viene 
dado por la ecuación 
h(p) = 67,682 — 5,792 In (р). 
A la centésima más cercana, 
¿para qué valor de p 
h(p) = 62? 


En los siguientes ejercicios, utilice este escenario: La población Р еп un estanque de carpas koi sobre x meses se modela 


mediante la función P(x) = 


16. 


19. 


Grafique el modelo de 
población para mostrar la 
población en un lapso de 3 
años. 


¿Cuántos meses pasarán 
antes de que haya 20 
carpas koi en el estanque? 


20. 


1+16е—0,28х ` 
17. 


¿Cuál era la población 
inicial de carpas koi? 


Utilice la función de 
intersección para calcular 
aproximadamente la 
cantidad de meses que 
tardará la población del 
estanque en alcanzar la 
mitad de su capacidad de 
carga. 


18. ¿Cuántas carpas koi tendrá 
el estanque después de un 
año y medio? 


En los siguientes ejercicios, utilice este escenario: La población P en un hábitat de una especie de lobos en peligro de 


extinción se modela mediante la función P(x) = 


21. 


Grafique el modelo de 
población para mostrar la 
población en un lapso de 
10 años. 


558 
1+54,8е—0,462х 


22. ¿Cuál era la población 
inicial de lobos 
transportada al hábitat? 


, donde x se da en años. 


23. ¿Cuántos lobos tendrá el 


hábitat después de 3 años? 
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24. ¿Cuántos años pasarán 
antes de que haya 100 
lobos en el hábitat? 


25. Utilice la función de 
intersección para calcular 
aproximadamente la 
cantidad de años que 
tardará la población del 
hábitat en alcanzar la 
mitad de su capacidad de 
carga. 


En los siguientes ejercicios, consulte la Tabla 7. 


х 1 2 3 5 6 
f(x) 1125 1.495 2.310 3.294 4.650 6.361 
Tabla 7 
26. Utilice una calculadora 27. Utilice la función de 28. Escriba la función 
gráfica para crear un regresión para calcular la exponencial como una 
diagrama de dispersión de función exponencial que ecuación exponencial con 
los datos. mejor se ajuste a los datos base e. 
de la tabla. 
29. Grafique la ecuación 30. Utilice la función de 
exponencial en el intersección para hallar el 
diagrama de dispersión. valor de x en el que 
f(x) = 4.000. 
En los siguientes ejercicios, consulte la Tabla 8. 
х 1 2 3 5 6 
Қх) | 555 | 383 | 307 | 210 | 158 | 122 
Tabla 8 


31. Utilice una calculadora 
gráfica para crear un 
diagrama de dispersión de 
los datos. 


34. Grafique la ecuación 
exponencial en el 


diagrama de dispersión. 
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32. Utilice la función de 
regresión para calcular la 
función exponencial que 
mejor se ajuste a los datos 
de la tabla. 


Utilice la función de 
intersección para hallar el 
valor de x en el que 

f(x) = 250. 


35. 


33. Escriba la función 
exponencial como una 
ecuación exponencial con 
base e. 
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En los siguientes ejercicios, consulte la Tabla 9. 


f(x) | 51 | 6,3 | 7,3 | 7,7 | 8,1 | 8,6 


Tabla 9 
36. Utilice una calculadora 37. Utilice la opción LOGaritmo 38. Utilice la función 
gráfica para crear un de la función REGresión logarítmica para hallar el 
diagrama de dispersión de para hallar una función valor de la función cuando 
los datos. logarítmica de la forma x=10. 


y = a+ bln (x) que mejor 
se ajuste a los datos de la 


tabla. 

39. Grafique la ecuación 40. Utilice la función de 
logarítmica en el diagrama intersección para hallar el 
de dispersión. valor de x en el que 

fa) = 7. 


Еп los siguientes ejercicios, consulte la Tabla 10. 
x 1 2| 3 4 5 6 7 8 


f(x) | 7,5 | 6 | 52 | 43 | 3,9 | 34 | 3,1 | 2,9 


Tabla 10 
41. Utilice una calculadora 42. Utilice la opción LOGaritmo 43. Utilice la función 
gráfica para crear un de la función REGresión logarítmica para hallar el 
diagrama de dispersión de para hallar una función valor de la función cuando 
los datos. logarítmica de la forma x=10. 


y = a+ bln (x) que mejor 
se ajuste a los datos de la 


tabla. 

44. Grafique la ecuación 45. Utilice la función de 
logarítmica en el diagrama intersección para hallar el 
de dispersión. valor de x en el que 

ЈО) = 8. 


Еп los siguientes ejercicios, consulte la Tabla 11. 


f(x) | 8,7 123 154 185 | 20,7 225 233 24 246 | 248 


Tabla 11 
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46. 


49. 


Utilice una calculadora 
gráfica para crear un 
diagrama de dispersión de 
los datos. 


¿Cuál es la capacidad de 
carga prevista para el 
modelo, redondeada al 
número entero más 
cercano? 


47. 


50. 


Utilice la opción de 48. Grafique la ecuación 
regresión LOGÍSTICA para logística en el diagrama de 
hallar un modelo de dispersión. 

crecimiento logístico de la 


forma у = ——©—— que 
y 1+ae=bx q 


mejor se ajuste a los datos 
de la tabla. 


Utilice la función de 
intersección para hallar el 
valor de x para el que el 
modelo alcanza la mitad de 
su capacidad de carga. 


En los siguientes ejercicios, consulte la Tabla 12. 


X 0 2 4 5 J 8 10 11 15 17 
Р(х) | 12 | 28,6 | 52,8 | 70,3 | 99,9 | 112,5 | 125,8 | 127,9 | 135,1 | 135,9 
Tabla 12 
51. Utilice una calculadora 52. Utilice la opción de 53. Grafique la ecuación 
gráfica para crear un regresión LOGÍSTICA para logística en el diagrama de 
diagrama de dispersión de hallar un modelo de dispersión. 
los datos. crecimiento logístico de la 
forma y = ——— que 
4 1+ае—®5х q 
mejor se ajuste a los datos 
de la tabla. 
54. ¿Cuáles la capacidad de 55. Utilice la función de 
carga prevista para el intersección para hallar el 
modelo, redondeada al valor de x para el que el 
número entero más modelo alcanza la mitad de 
cercano? su Capacidad de carga. 
Extensiones 
56. Recordemos que la forma general de una 57. Utilice una herramienta gráfica para hallar una 
ecuación logística para una población viene dada fórmula de regresión exponencial f(x) y una 
por P(t) = E TO de manera que la población fórmula de regresión logarítmica g(x) para los 
+ae 


58. 


inicial en el momento т = 0 es Р(0) = Py. 


Demuestre algebraicamente que 


e-P() _ “Po ы 


puntos (1,5, 1,5) y (8,5, 8,5). Redondee todos los 
números a 6 decimales. Grafique los puntos y 
ambas fórmulas junto con la línea y = x en el 


PO ` P mismo eje. Haga una conjetura sobre la relación 
de las fórmulas de regresión. 
Verifique la conjetura realizada en el ejercicio 59. Halle la función inversa qe (х) para la función 


anterior. Redondee todos los números a seis 


decimales cuando sea necesario. 
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logística f(x) = ——©——. Muestre todos los 
1+ае—®5Х 


pasos. 
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60. Utilice el resultado del ejercicio anterior para 


graficar el modelo logístico P(t) = n junto 
1+4е—0,51 


con su inversa еп el mismo eje. ¿Cuáles son las 
intersecciones y las asíntotas de cada función? 
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Revisión del capítulo 
Términos clave 


capacidad de carga en un modelo logístico, el valor límite de la salida 

crecimiento exponencial un modelo que crece con una tasa proporcional al importe presente 

fórmula de cambio de base fórmula para convertir un logaritmo con cualquier base en un cociente de logaritmos con 
cualquier otra base. 

interés compuesto los intereses devengados sobre el saldo total, no solo en el importe de capital 

Ley de enfriamiento de Newton la fórmula científica de la temperatura como función del tiempo cuando la 
temperatura de un objeto se iguala con la temperatura ambiente 

logaritmo el exponente al que hay que elevar b para obtener x; se escribe como y = log, (x) 

logaritmo común el exponente al que hay que elevar 10 para obtener x; Іов (x) se escribe simplemente como 
log (x). 

logaritmo natural el exponente al que hay que elevar el número e para obtener x; log, (x) se escribe como In (х). 


modelo de crecimiento logístico una función de la forma f(x) = i © bx donde EF es el valor inicial, c es la 
+ae™ 


capacidad de carga, o valor límite, y b es una constante determinada por la tasa de crecimiento 

orden de magnitud la potencia de diez, cuando un número se expresa en notación científica, con una cifra distinta de 
cero a la izquierda del decimal 

regla de la potencia para los logaritmos regla que establece que el logaritmo de una potencia es igual al producto 
del exponente por el logaritmo de su base 

regla del cociente para los logaritmos regla que establece que el logaritmo de un cociente es igual a una diferencia 
de logaritmos 

regla del producto para los logaritmos regla que establece que el logaritmo de un producto es igual a una suma de 
logaritmos 

semivida el tiempo que tarda una sustancia en decaer exponencialmente hasta la mitad de su cantidad original 

solución extraña solución que se introduce al resolver una ecuación y que no satisface las condiciones de la ecuación 
original 

tasa anual equivalente (TAE) el tipo de interés anual que se devenga en una cuenta de inversión, también llamada 
tasa nominal 

tasa nominal el tipo de interés anual que se devenga en una cuenta de inversión, también llamada tasa anual 
equivalente 

tiempo de duplicación el tiempo que tarda una cantidad en duplicarse 
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Ecuaciones clave 


definición de la función To= bt donde ds Ml 
exponencial 


definición de crecimiento To= a, ddr ts, Ба 


exponencial 
А(@ = Р(1+ 2)", donde 
A(t) es el valor de la cuenta en el tiempo t 
fórmula del interés t es el número de años 
compuesto P es la inversión inicial, a menudo denominada capital 


r es la tasa anual equivalente (TAE) o tipo nominal 


n es el número de periodos de capitalización en un año 


A(t) = ae", donde 
t es el número de periodos de tiempo unitarios de crecimiento 
a es el importe inicial (en la fórmula de capitalización continua, a se sustituye por P, 
que es el importe de capital) 
e es la constante matemática, e = 2,718282 


fórmula de crecimiento 
continuo 


Forma general рага la traslación de la función matriz f(x) = b* (х) = а6+ + а 


aa y п Рага х> 0, Б> 0,2 #1, 

Definición de la función logarítmica А А 
у = log) (х) si y solo si bY = х. 

Definición del logaritmo común Para x > 0, y = log (х) si y solo si 10” = x. 


Definición del logaritmo natural Para x > 0, y = In (x) si y solo si e? = x. 


Forma general de la traslación de la función logarítmica matriz f(x) = log, (х) f(x) = alog, (x+c)+d 


La regla del producto para los logaritmos log,¿(MN) = log, (M) + log; (N) 
La regla del cociente para los logaritmos log, (4) = log, M — log, N 


La regla de la potencia para los logaritmos log, (M”) = nlog, M 


1 М 
La fórmula de cambio de base log, M= ir п> 0, 1,61 
п 
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Para cualquier expresión algebraica S y T y cualquier número real 
positivo b, donde 
pS = bT si y solo si S =T. 


Propiedad biunívoca de las funciones 
exponenciales 


Para cualquier expresión algebraica Sy números reales positivos b y c, 
Definición de logaritmo donde b #1, 
log} (S) = csi y solo si bf = S. 


Para cualquier expresión algebraica Sy Ty cualquier número real 


Propiedad biunívoca de las funciones positivo b, donde b + 1, 


logarítmicas А е 
9 log, S = log¿T si y solo si $ = Т. 
Fórmula de semivida Si los valores de A = Ayer", k < 0, la semivida es t = zma, 
A 
Ea) 
Р е —0,000121 ` 
Datación por carbono 14 Ay es la cantidad de carbono 14 cuando la planta o el animal murió 


A es la cantidad de carbono 14 que queda en la actualidad 
tes la edad del fósil en años 


коше Mempo de Si los valores de A = Аде“, k > 0, el tiempo de duplicación es t = == 


duplicación 
Ley de enfriamiento de T(t) = Аек + T,, donde Т, es la temperatura ambiente, А = T(0) — Ts, y k es la tasa 
Newton continua de enfriamiento. 


Conceptos clave 


4.1 Funciones exponenciales 


La función exponencial se define como aquella con una constante positiva distinta de 1 elevado a un exponente 
variable. Vea el Ejemplo 1. 

Una función se evalúa al resolver en un valor específico. Vea el Ejemplo 2 y el Ejemplo 3. 

Se puede encontrar un modelo exponencial cuando se conocen la tasa de crecimiento y el valor inicial. Vea el 
Ejemplo 4. 

Se puede encontrar un modelo exponencial cuando se conocen los dos puntos de datos del modelo. Vea el Ejemplo 
5. 

Se puede encontrar un modelo exponencial cuando se utilizan dos puntos de datos del gráfico del modelo. Vea el 


Ejemplo 6. 
Se puede encontrar un modelo exponencial cuando se utilizan dos puntos de datos del gráfico y una calculadora. 


Vea el Ejemplo 7. 

El valor de una cuenta en cualquier momento £ puede calcularse mediante la fórmula del interés compuesto cuando 
se conocen el importe de capital, el tipo de interés anual y los periodos de capitalización. Vea el Ejemplo 8. 

La inversión inicial de una cuenta puede hallarse con la fórmula del interés compuesto cuando se conocen el valor 
de la cuenta, el tipo de interés anual, los periodos de capitalización y la duración de la cuenta. Vea el Ejemplo 9. 

El número e es una constante matemática que se utiliza a menudo como base de los modelos de crecimiento y 
decaimiento exponencial en el mundo real. Su aproximación decimal es e ғ 2,718282. 

Las calculadoras científicas y gráficas tienen la clave [ех] о [ехр(х)] para calcular las potencias de e. Vea el Ejemplo 
10. 

Los modelos de crecimiento o decaimiento continuo son modelos exponenciales que utilizan e como base. Los 
modelos de crecimiento y decaimiento continuo pueden encontrarse cuando se conocen el valor inicial y la tasa de 
crecimiento o decaimiento. Vea el Ejemplo 11 y el Ejemplo 12. 
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4.2 Gráficos de funciones exponenciales 


El gráfico de la función f(x) = b* tiene una intersección en yen (0, 1), dominio (-0, ©} , rango (0, ©} ‚У 


asíntota horizontal у = 0. Vea el Ejemplo 1. 

Si los valores де b > 1, la función es creciente. La cola izquierda del gráfico se acercará a Іа asíntota y = 0, y la cola 
derecha aumentará sin límite. 

Si los valores de O < b < 1, la función es decreciente. La cola izquierda del gráfico aumentará sin límite, y la cola 
derecha se acercará a la asíntota y = 0. 

La ecuación f(x) = b* + d representa el desplazamiento vertical de la función matriz f(x) = Б. 

La ecuación f(x) = b**" representa el desplazamiento horizontal de la función matriz f(x) = Бх. Vea el Ejemplo 2. 
Las soluciones aproximadas de la ecuación f(x) = b**" + d se pueden encontrar con una calculadora gráfica. Vea el 
Ejemplo 3. 

La ecuación f(x) = ab*, donde a > 0, representa estiramiento vertical, si |a| > 1 о compresión, si O < |a| < 1 de la 
función matriz f(x) = b*. Vea el Ejemplo 4. 

Cuando la función matriz f(x) = Бх se multiplica por —1, el resultado, f(x) = —b*, es una reflexión alrededor del 
eje x. Cuando la entrada se multiplica por —1, el resultado, f(x) = b7*, es una reflexión alrededor del eje y. Vea la 
Ejemplo 5. 

Todas las traslaciones de la función exponencial se pueden resumir en la ecuación general f(x) = ab**" + d. Vea la 
Tabla 3. 

Utilizando la ecuación general f(x) = ab**“ + d, podemos escribir la ecuación de una función dada su descripción. 


Vea el Ejemplo 6. 


4.3 Funciones logarítmicas 


La inversa de una función exponencial es una función logarítmica, y la inversa de una función logarítmica es una 
función exponencial. 

Las ecuaciones logarítmicas se pueden escribir en una forma exponencial equivalente, utilizando la definición de 
logaritmo. Vea el Ejemplo 1. 

Las ecuaciones exponenciales pueden escribirse en su forma logarítmica equivalente utilizando la definición de 
logaritmo. Vea el Ejemplo 2. 

Las funciones logarítmicas con base b pueden evaluarse mentalmente utilizando el conocimiento previo de las 
potencias de b. Vea el Ejemplo 3 y el Ejemplo 4. 

Los logaritmos comunes pueden evaluarse mentalmente utilizando los conocimientos previos de las potencias de 
10. Vea el Ejemplo 5. 

Cuando los logaritmos comunes no pueden evaluarse mentalmente, se utiliza la calculadora. Vea el Ejemplo 6. 
Los problemas exponenciales del mundo real con base 10 pueden reescribirse como un logaritmo común y luego 
evaluarse con la calculadora. Vea el Ejemplo 7. 

Los logaritmos naturales se pueden evaluar con la calculadora. Ejemplo 8. 


4.4 Gráficos de funciones logarítmicas 


Para hallar el dominio de una función logarítmica, establezca una inecuación que muestre el argumento mayor que 
cero, y resuelva para x. Vea el Ejemplo 1 y el Ejemplo 2 


El gráfico de la función matriz f(x) = log, (x) tiene una intersección en хеп (1,0), dominio (o, ©} , rango 


(—®, o) , asíntota vertical x = 0, y 


о sib > 1, la función es creciente. 
о 510 < р < 1, la función es decreciente. 


Vea el Ejemplo 3. 
La ecuación f(x) = log, (x + с) desplaza la función matriz y = log, (x) horizontalmente 


о ala izquierda c unidades si с > 0. 
o аа derecha c unidades si с < 0. 


Vea el Ejemplo 4. 
La ecuación f(x) = log, (x) + d desplaza la función matriz y = log, (x) verticalmente 


o hacia arriba d unidades si d > 0. 
o hacia abajo d unidades si d < 0. 


Vea el Ejemplo 5. 
Para cualquier constante a > 0, la ecuación f(x) = alog; (x) 
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o estira la función matriz y = log, (x) verticalmente por un factor de asi |а| > 1. 
o comprime la función matriz у = log, (x) verticalmente por un factor de asi |а| < 1. 


Vea el Ejemplo 6 y el Ejemplo 7. 

Cuando la función matriz y = log, (x) se multiplica por —1, el resultado es una reflexión alrededor del eje x. Cuando 
la entrada se multiplica por —1, el resultado es una reflexión alrededor del eje y. 

o Laecuación f(x) = —log), (x) representa una reflexión de la función matriz alrededor del eje х. 

o Laecuación f(x) = log, (—x) representa una reflexión de la función matriz alrededor del eje y. 


Vea el Ejemplo 8. 
o бе puede utilizar una calculadora gráfica para determinar aproximadamente las soluciones de algunas 


ecuaciones logarítmicas. Vea el Ejemplo 9. 


Todas las traslaciones de la función logarítmica se pueden resumir en la ecuación general f(x) = alog, (x + с) + d. 
Vea la Tabla 4. 

Dada una ecuación con la forma general f(x) = alog, (x + с) + d, podemos identificar la asíntota vertical x = —c 
para la transformación. Vea el Ejemplo 10. 

Utilizando la ecuación general f(x) = alog, (x + с) + d, podemos escribir la ecuación de una función logarítmica 
dado su gráfico. Vea el Ejemplo 11. 


4.5 Propiedades logarítmicas 


Podemos utilizar la regla del producto de los logaritmos para reescribir el logaritmo de un producto como la suma 
de logaritmos. Vea el Ejemplo 1. 

Podemos utilizar la regla del cociente de los logaritmos para reescribir el logaritmo de un cociente como la 
diferencia de logaritmos. Vea el Ejemplo 2. 

Podemos utilizar la regla de la potencia para los logaritmos con el objeto de reescribir el logaritmo de una potencia 
como el producto del exponente y el logaritmo de su base. Vea el Ejemplo 3, el Ejemplo 4 y el Ejemplo 5. 

Podemos utilizar la regla del producto, la regla del cociente y la regla de la potencia juntas para combinar o 
expandir un logaritmo con una entrada compleja. Vea el Ejemplo 6, el Ejemplo 7 y el Ejemplo 8. 

Las reglas de los logaritmos también se pueden utilizar para condensar sumas, diferencias y productos con la 
misma base como un solo logaritmo. Vea el Ejemplo 9, el Ejemplo 10, el Ejemplo 11 y el Ejemplo 12. 

Podemos convertir un logaritmo con cualquier base en un cociente de logaritmos con cualquier otra base mediante 
la fórmula de cambio de base. Vea el Ejemplo 13. 

La fórmula de cambio de base se utiliza a menudo para reescribir un logaritmo con una base distinta de 10 y e como 
el cociente de los logaritmos naturales o comunes. De esta manera se puede utilizar la calculadora para evaluar. Vea 


el Ejemplo 14. 


4.6 Ecuaciones exponenciales y logarítmicas 


Podemos resolver muchas ecuaciones exponenciales con las reglas de los exponentes para reescribir cada lado 
como una potencia con la misma base. A continuación, utilizamos el hecho de que las funciones exponenciales son 
biunívocas para igualar los exponentes y resolver la incógnita. 

Cuando se nos da una ecuación exponencial en la que las bases se muestran explícitamente iguales, igualamos los 
exponentes y resolvemos la incógnita. Vea el Ejemplo 1. 

Cuando se nos da una ecuación exponencial en la que las bases no se muestran explícitamente iguales, 
reescribimos cada lado de la ecuación como potencias de la misma base, luego igualamos los exponentes y 
resolvemos la incógnita. Vea el Ejemplo 2, el Ejemplo 3 y el Ejemplo 4. 

Cuando una ecuación exponencial no pueda reescribirse con una base común, resuélvela al tomar el logaritmo de 
cada lado. Vea el Ejemplo 5. 

Podemos resolver ecuaciones exponenciales con base e, al aplicar el logaritmo natural de ambos lados porque las 
funciones exponenciales y logarítmicas son inversas entre sí. Vea el Ejemplo 6 y el Ejemplo 7. 

Después de resolver una ecuación exponencial, compruebe cada solución en la ecuación original para detectar y 
eliminar cualquier solución extraña. Vea el Ejemplo 8. 

Cuando se da una ecuación de la forma log, (S) = с, donde S es una expresión algebraica, podemos utilizar la 
definición de logaritmo para reescribir la ecuación como la ecuación exponencial equivalente Б = S, y resolver la 
incógnita. Vea el Ejemplo 9 y el Ejemplo 10. 

También podemos utilizar la representación gráfica para resolver ecuaciones соп la forma log} (S) = с. Graficamos 
ambas ecuaciones y = log,(S) y de y = сеп el mismo plano de coordenadas e identificamos la solución como el 
valor de x del punto de intersección. Vea el Ejemplo 11. 

Cuando se da una ecuación de la forma log, S = log,¿T, donde S y T son expresiones algebraicas, podemos utilizar 
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la propiedad biunívoca de los logaritmos para resolver la ecuación S = T para la incógnita. Vea el Ejemplo 12. 
Al combinar las habilidades aprendidas en esta sección y en las anteriores, podemos resolver ecuaciones que 
modelen situaciones del mundo real, tanto si la incógnita está en un exponente como en el argumento de un 
logaritmo. Vea el Ejemplo 13. 


4.7 Modelos exponenciales y logarítmicos 


La función exponencial básica es f(x) = ab*. Si b > 1, tenemos un crecimiento exponencial; si 0 < b < 1, tenemos 
un decaimiento exponencial. 
También podemos escribir esta fórmula en términos de crecimiento continuo como А = Ayer, donde Ag es el 
valor inicial. 51 105 valores de Ag es positivo, entonces tenemos un crecimiento exponencial cuando k > 0 y el 
decaimiento exponencial cuando k < 0. Vea el Ejemplo 1. 
En general, resolvemos los problemas que implican crecimiento o decaimiento exponencial en dos pasos. En primer 
lugar, establecemos un modelo y lo utilizamos para calcular los parámetros. A continuación, utilizamos la fórmula 
con estos parámetros para predecir el crecimiento y el decaimiento. Vea el Ejemplo 2. 
Podemos calcular la edad, т, de un artefacto orgánico al medir la cantidad, К, de carbono 14 que queda en el 

In(k) 
—0,000121 
Dado el tiempo de duplicación o el tiempo medio de una sustancia, podemos hallar una función que represente su 
crecimiento o decaimiento exponencial. Vea el Ejemplo 4. 
Podemos utilizar la ley de enfriamiento de Newton para calcular el tiempo que tardará un objeto en enfriarse hasta 
alcanzar una temperatura deseada, o para calcular qué temperatura tendrá un objeto después de un tiempo 
determinado. Vea el Ejemplo 5. 
Podemos utilizar las funciones de crecimiento logístico para modelar situaciones del mundo real en las que la tasa 
de crecimiento cambia con el tiempo, como el crecimiento demográfico, la propagación de enfermedades y la 
difusión de rumores. Vea el Ejemplo 6. 
Podemos utilizar los datos del mundo real, recabados a lo largo del tiempo, para observar las tendencias. El 
conocimiento de los gráficos lineales, exponenciales, logarítmicos y logísticos permite elaborar los modelos que 
mejor se ajusten a nuestros datos. Vea el Ejemplo 7. 
Cualquier función exponencial con la forma y = ab* puede reescribirse como una función exponencial equivalente 
con la forma y = Ayer" donde k = In b. Vea el Ejemplo 8. 


artefacto y utilizar la fórmula т = para resolver para т. Vea el Ejemplo 3. 


4.8 Ajustar modelos exponenciales a los datos 


La regresión exponencial se utiliza para modelar situaciones en las que el crecimiento comienza lentamente y luego 
se acelera rápidamente sin límite, o en las que el decaimiento comienza rápidamente y luego desacelera para 
acercarse cada vez más a cero. 

Utilizamos el comando "ExpReg" en una herramienta gráfica para ajustar una función de la forma y = ab* a un 
conjunto de puntos de datos. Vea el Ejemplo 1. 

La regresión logarítmica se utiliza para modelar situaciones en las que el crecimiento o el decaimiento se aceleran 
rápidamente al principio y luego desaceleran con el paso del tiempo. 

Utilizamos el comando "LnReg” en una herramienta gráfica para ajustar una función de la forma y = а + bln (х) а 
un conjunto de puntos de datos. Vea el Ejemplo 2. 

La regresión logística se utiliza para modelar situaciones en las que el crecimiento se acelera rápidamente al 
principio y luego desacelera de forma constante a medida que la función se acerca a un límite superior. 


Utilizamos el comando "Logistic" en una herramienta gráfica para ajustar una función de la forma у= £ 


1+ае—®Х п 


conjunto de puntos de datos. Vea el Ejemplo 3. 
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Ejercicios 
Ejercicios de repaso 


Funciones exponenciales 

1. Determine si la función 
y = 156(0,825) representa 
el crecimiento exponencial, 
el decaimiento exponencial 
o ninguno de los dos. 
Explique 


4. Determine si la Tabla 1 podría 


representar una función que es 
lineal, exponencial o ninguna de 


las dos. Si resulta ser 


exponencial, halle una función 


que pase por los puntos. 


x 1 2 3 4 


х) 3 09 0,27 0,081 


Tabla 1 


7. ¿La ecuación 
y= 2,2948 0,654 
representa el crecimiento 
continuo, el decaimiento 
continuo o ninguno de los 
dos? Explique. 


Gráficos de funciones exponenciales 


9. Grafique la función f(x) = 3,5(2)*. Indique el 
dominio y el rango y dé la intersección en y. 
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La población de una 
manada de ciervos viene 
representada por la función 
A(t) = 205(1,13), donde t 
se da en años. En el número 
entero más cercano, ¿cuál 
será la población de la 
manada después de 6 años? 


5. Se abre una cuenta de 
jubilación con un depósito 
inicial de 8.500 dólares y 
devenga 8,12% intereses 


compuestos mensualmente. 


¿Qué valor tendrá la cuenta 
en 20 años? 


8. Supongamos que se abre 


una cuenta de inversión con 
un depósito inicial de 
10.500 dólares devengando 
6,25% de intereses, 
calculados continuamente. 
¿Cuánto valdrá la cuenta 
después de 25 años? 


Halle una ecuación 
exponencial que pase por 
los puntos (2, 2,25) y 

(5, 60,75). 


6. Hsu-Mei quiere ahorrar 
5.000 dólares para el pago 
inicial de un automóvil. En el 
dólar más cercano, ¿cuánto 
tendrá que invertir ahora en 
una cuenta con 7,5% APR, 
compuesto diariamente, 
para alcanzar su objetivo en 
3 años? 


10. Grafique la función f(x) = 4(1)* y su reflexión 


8 


respecto al eje y en los mismos ejes, y dé la 


intersección en y. 
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11. El gráfico de f(x) = 6,5* se refleja sobre el eje yy 12. El siguiente gráfico muestra las transformaciones 


se estira verticalmente por un factor de 7. ¿Cuál es del gráfico de f(x) = 2х. ¿Cuál es la ecuación de la 
la ecuación de la nueva función? g(x)? Indique su transformación? 
intersección en y, su dominio y su rango. y 

9} 


0 


76757473721 


Figura 1 
Funciones logarítmicas 
-2 

13. Reescriba 14. Reescriba ln (5) = £ como 15. Reescribaa 5 =bcomo 

log¡7 (4.913) = x como una ecuación exponencial una ecuación logarítmica 

una ecuación exponencial equivalente. equivalente. 

equivalente. 
16. Reescriba e75 = h como 17. Resuelva para x si logg4(x) = + al convertir la 

una ecuación logarítmica ecuación logarítmica logg4(x) = 7 en la forma 

equivalente. 


exponencial. 


18. Evalúe logs ( ) sinusar 19. Evalúe log(0,000001) sin usar la calculadora. 


dE 
125 
la calculadora. 


20. Evalúe log(4,005) 21. Evalúe In (e70.8648) sin 22. Evalúe In (18) 
utilizando una calculadora. usar la calculadora. 
Redondee a la milésima 
más cercana. 


utilizando una calculadora. 
Redondee a la milésima 
más cercana. 


Gráficos de funciones logarítmicas 
23. Grafique la función g(x) = log (7x + 21) – 4. 24. Grafique la función A(x) = 21n (9 — Зх) + 1. 


25. Indique el dominio, la asíntota vertical y el 
comportamiento final de la función 
g(x) = ln (4x + 20) — 17. 
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Propiedades logarítmicas 


26. Reescriba ln (7r - 11st) en forma ampliada. 27. Reescriba 
logg (x) + logg (5) + logg (y) + logg (13) en forma 
compacta. 
28. Reescriba log, (2) en forma ampliada. 29. Reescriba In (2) — In (x) — In (y) en forma 
compacta. 
30. Reescriba Іп (5) como producto. 31. Reescriba —log, (5) como un solo logaritmo. 
х 
32. Utilice las propiedades de los logaritmos рага 33. Utilice las propiedades de los logaritmos para 
| 211 ] 
expandir log ( mo ) . expandir Іп (2 н) Я 
з4 С ed In(4-a) -z log7u 
. Condense la expresión 5 1n (b) + 1n (с) + —— a 35. Condense la expresión 3log7 u + 6log; w — 3 
un solo logaritmo. aun solo logaritmo. 
36. Reescriba log; (12,75) a la base e. 37. Reescriba 51217 = 125 como un logaritmo. A 


continuación, aplique la fórmula de cambio de 
base para resolver x utilizando el logaritmo 
común. Redondee a la milésima más cercana. 


Ecuaciones exponenciales y logarítmicas 


38. Resuelva 39. Resuelva — 3 = 53 40. Utilice los logaritmos para 
2163% .216* = 363x+2 (<) hallar la solución exacta de 
reescribiendo cada lado reescribiendo cada lado 7 - 1779 — 7 = 49. Si no 
con una base común. con una base común. hay solución, escriba no 

hay solución. 

41. Utilice los logaritmos para 42. Halle la solución exacta 43. Halle la solución exacta 
hallar la solución exacta de para 5e?* — 4 = 6. Sino рага 2e5*-2 — 9 = —56. Si 
36012 + 1 = —60. Si по hay solución, escriba no no hay solución, escriba no 
hay solución, escriba no hay solución. hay solución. 
hay solución. 

44. Halle la solución exacta 45. Halle la solución exacta 46. Utilice la definición de 
para 525—3 = 7^+1 Si по para e?* — ех — 110 = 0. Si logaritmo para resolver. 
hay solución, escriba no no hay solución, escriba no —5log; (10n) = 5. 
hay solución. hay solución. 

47. Utilice la definición de 48. Utilice la propiedad biunívoca de 49. Utilice la propiedad biunívoca 


logaritmo para hallar la 
solución exacta de 
9 + 6 1n (a + 3) = 33. 
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los logaritmos para hallar una 
solución exacta para 

logg (7) + logg (—4х) = logg (5). 
Si no hay solución, escriba no 
hay solución. 


de los logaritmos para hallar 
una solución exacta para 

In (5) + In (5х2 — 5) = In (56). 
Si no hay solución, escriba no 
hay solución. 
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50. La fórmula para medir la intensidad del sonido en 51. La población de una ciudad se modela mediante 
decibelios D se define por la ecuación la ecuación P(t) = 256, 114e%?5t donde т se mide 
D = 10108 (5) ‚ donde Г es la intensidad del en años. Si la ciudad sigue creciendo a este ritmo, 
0 ¿cuántos años tardará en alcanzar el millón de 


: Р — 10-12 
sonido еп vatios рог metro cuadrado у Tọ = 10 habitantes? 


es el nivel de sonido más bajo que puede oír una 
persona normal. ¿Cuántos decibelios emite una 
gran orquesta con una intensidad sonora de 

6,3 - 107 vatios por metro cuadrado? 


52. Halle la función inversa f para la función 53. Halle la función inversa fo! para la función 
exponencial f (х) = 2 - e*t! — 5. logarítmica f (x) = 0,25 - log, (x? + 1) d 


Modelos exponenciales y logarítmicos 


En los siguientes ejercicios, utilice este escenario: Un médico prescribe 300 miligramos de un fármaco que decae en un 
17% cada hora. 


54. ¿Cuál es semivida del fármaco, aproximada al 55. Escriba un modelo exponencial que represente la 
minuto más cercano? cantidad de fármaco que queda en el organismo 
del paciente después de £ horas. A continuación, 
utilice la fórmula para calcular la cantidad de 
fármaco que quedaría en el organismo del 
paciente después de 24 horas. Redondee a la 
centésima de gramo más cercana. 


En los siguientes ejercicios, utilice este escenario: Una sopa con una temperatura interna de 350 °F se sacó de la estufa 
para enfriar a una temperatura ambiente de 71 °F. Después de quince minutos, la temperatura interna de la sopa era 
175 °F. 


56. Utilice la ley de 57. ¿Cuántos minutos tardará 
enfriamiento de Newton la sopa en enfriarse hasta 
para escribir una fórmula 85 °F? 


que modele esta situación. 


1.200 


——— modela el número de personas de 
1+199е—0,6251 P 


En los siguientes ejercicios, utilice este escenario: La ecuación N (t) = 
una escuela que han escuchado un rumor después de t días. 


58. ¿Cuántas personas 59. Ala décima más cercana, 60. ¿Cuál es la capacidad de 
iniciaron el rumor? ¿cuántos días pasarán carga? 
antes de que el rumor se 
extienda a la mitad de la 
capacidad de carga? 
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En los siguientes ejercicios, introduzca los datos de cada tabla en una calculadora gráfica y grafique los diagramas de 
dispersión resultantes. Determine si los datos de la tabla representan probablemente una función lineal, exponencial o 
logarítmica. 


61. 62. 63. Halle la fórmula de una 

х f(x) х f(x) ecuación exponencial que 
pase por los puntos 

1 3,05 0,5 18,05 (— 2, 100) y (0, 4). 
Entonces, exprese la 

2 4,42 1 17 fórmula como una 
ecuación equivalente con 

з 64 з | 15,33 PASE E 

4 9,28 5 14,55 

5 13,46 7 14,04 

6 19,52 10 13,5 

7. 28,3 12 13,22 

8 41,04 13 13,1 

9 59,5 15: 12,88 

10 86,28 17 12,69 

20 12,45 


Ajuste de modelos exponenciales a los datos 


64. ¿Cuál es la capacidad de carga de una población 65. La población de un cultivo de bacterias se modela 
modelada por la ecuación logística mediante la ecuación logística 
250,000 А к а 14,250 А Р 
P(t) = 2? ¿Cuál es la población inicial P(t) = ——= 5, donde f está en días. A la 
(0 = Trage 0437 © р O = тоос 067 


del modelo? décima más cercana, ¿cuántos días tardará el 
cultivo en alcanzar 75% de su capacidad de carga? 
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En los siguientes ejercicios, utilice una herramienta gráfica para crear un diagrama de dispersión de los datos en la tabla. 
Observe la forma del diagrama de dispersión para determinar si los datos se describen mejor mediante un modelo 
exponencial, logarítmico o logístico. A continuación, utilice la función de regresión adecuada para hallar una ecuación 
que modele los datos. Cuando sea necesario, redondee los valores a cinco decimales. 


66. 67. 68. 
х fix) x fo) х f(x) 
1 409,4 0,15 36,21 0 9 
2 260,7 0,25 28,88 2 226 
3 170,4 0,5 24,39 4 442 
4 110,6 0,75 18,28 5 621 
5 74 1 16,5 7 9,9 
6 447 1,5 12,99 8 113,4 
7 32,4 2 9,91 10 133,4 
8 19,5 2,25 8,57 11 137,6 
9 127 2,75 7,23 15 148,4 
10 81 3 5,99 17 149,3 

3,15 4,81 


Examen de práctica 


1. La población de una 2. Halle una ecuación 3. Drew quiere ahorrar 2.500 
manada de delfines mulares exponencial que pase por dólares para ir a la próxima 
se modela mediante la los puntos (0, 4) y (2, 9). Copa Mundial. Al dólar más 
función А(т) = 8(1,17)', cercano, ¿cuánto tendrá que 
donde í se da en años. Al invertir ahora en una cuenta 
número entero más con 6,25% TAE, que se 
cercano, ¿cuál será la compone diariamente, para 
población de la manada alcanzar su objetivo en 4 


después de 3 años? años? 
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4. Se abrió una cuenta de 5. Grafique la función 6. El gráfico muestra las 
inversión con un depósito f(x) = 5(0,5)* y su transformaciones del gráfico de 
inicial de 9.600 dólares y reflexión a través del eje y (х) = GY. ¿Cuál es la ecuación 
gana 7,4% de intereses, en los mismos ejes, y dé la de la transformación? 
calculados continuamente. intersección en y. y 
¿Cuánto valdrá la cuenta 4 
después de 15 años? 

l 

7. Reescriba 8. Reescriba e2 = т сото 9. Resuelva para x al convertir 
logg 5 (614,125) = a como una ecuación logarítmica la ecuación logarítmica 
una ecuación exponencial equivalente. log 1 (x) = 2 en la forma 
equivalente. y А 

exponencial. 
10. Evalúe log(10.000.000) sin 11. Evalúe ln (0,716) utilizando 12. Grafique la función 
usar la calculadora. una calculadora. Redondee g(x) = log (12 — 6x) + 3. 
a la milésima más cercana. 
13. Indique el dominio, la 14. Reescriba log (17a · 2b) 15. Reescriba 
asíntota vertical y el como una suma. log, (96) — log, (8) en 
comportamiento final de la forma compacta. 
función 
f(x) = log; (39 — 13x) +7. 
1 
16. Reescriba logg ( b ) 17. Utilice las propiedades del 
logaritmo para expandir 
como producto. In (> 22. Ух-4) | 
18. Condense la expresión 19. Reescriba 1632-5 = 1.000 
4In(c) +In(d) + Y + LO a un solo como un logaritmo. A 
logaritmo. continuación, aplique la 
fórmula de cambio de base 
para resolver x con el 
logaritmo natural. 
Redondee a la milésima 
más cercana. 
20. Resuelva (эг) . z5 = Са reescribiendo 21. Utilice los logaritmos рага 


hallar la solución exacta de 
—9e!0a-8 _ 5 =-41.Sino 
hay solución, escriba no 
hay solución. 


cada lado con una base común. 
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22. Halle la solución exacta 23. 


para 10e%:+2 + 5 = 56. Si 
no hay solución, escriba no 
hay solución. 


25. Halle la solución exacta 26. 


рага е2х — ех — 72 = 0). Si 
no hay solución, escriba no 
hay solución. 


Halle la solución exacta 
рага —5e 41 4= 64. Si 
no hay solución, escriba no 
hay solución. 


Utilice la definición de 
logaritmo para hallar la 
solución exacta de 
4log (2и) - 7 = –11 
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24. Halle Іа solución exacta 


para 25-3 = 621 Si по 
hay solución, escriba no 
hay solución. 
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27. Utilice la propiedad biunívoca de los logaritmos 
para hallar una solución exacta para 
log (4x? = 10) + log (3) = log (51) Si no hay 
solución, escriba no hay solución. 


28. La fórmula para medir la 
intensidad del sonido en 
decibelios D se define por 
la ecuación 


D= 10108 (£) , donde 1 


es la intensidad del sonido 
en vatios por metro 
cuadrado y Јо = 10 és 
el nivel de sonido más bajo 
que puede oír una persona 
normal. ¿Cuántos 
decibelios emite un 
concierto de rock con una 
intensidad sonora de 

4,7 - 107! vatios por metro 
cuadrado? 


29. Un funcionario de 30. Escriba la fórmula 31. Una botella de gaseosa 


seguridad radiológica 
trabaja con 112 gramos de 
una sustancia radiactiva. 
Después de 17 días, la 
muestra ha decaído hasta 
80 gramos. Redondeando 
a cinco dígitos 
significativos, escriba una 
ecuación exponencial que 
represente esta situación. 
¿Cuál es la semivida de 
esta sustancia, aproximada 
aun día? 


determinada en el ejercicio 
anterior como una 
ecuación equivalente con 
base e. Exprese el 
exponente con cinco 
dígitos significativos. 


con una temperatura de 
71 °F se sacó de un 
estante y se colocó en un 
refrigerador con una 
temperatura interna de 
35 °F. Después de diez 
minutos, la temperatura 
interna de la gaseosa era 
63 °F. Utilice la ley de 
enfriamiento de Newton 
para escribir una fórmula 
que modele esta situación. 
Al grado más cercano, 
¿cuál será la temperatura 
de la gaseosa al cabo de 
una hora? 
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32. La población de un hábitat 


silvestre se modela 
mediante la ecuación 


= 360 
P(t) = bata donde 


t se da en años. ¿Cuántos 
animales se transportaron 
originalmente al hábitat? 
¿Cuántos años pasarán 
antes de que el hábitat 
alcance la mitad de su 
capacidad? 
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33. 


Introduzca los datos de la 
Tabla 1 en una calculadora 
gráfica y dibuje el 
diagrama de dispersión 
resultante. Determine si los 
datos de la tabla 
representan 
probablemente una 
función lineal, exponencial 
o logarítmica. 


x f(x) 

1 3 

2 8,55 

3 18,79 
4 14,09 
5 15,88 
6 17,33 
7 18,57 
8 19,64 
9 20,58 
10 21,42 

Tabla 1 


34. La población de peces en 


un lago se modela 
mediante la ecuación 
logística 

16,120 
РО = asomar 
t es el tiempo en años. A la 
centésima más cercana, 
¿cuántos años tardará el 
lago en alcanzar 80% de su 
capacidad de carga? 


donde 
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Еп los siguientes ejercicios, utilice una herramienta gráfica para crear un diagrama de dispersión de los datos en la tabla. 
Observe la forma del diagrama de dispersión para determinar si los datos se describen mejor mediante un modelo 
exponencial, logarítmico o logístico. A continuación, utilice la función de regresión adecuada para hallar una ecuación 
que modele los datos. Cuando sea necesario, redondee los valores a cinco decimales. 


35. 36. 37. 
х fix) x f) х fx) 
1 20 З 13,98 o | 22 
2 21,6 4 17,84 0,5 2,9 
3 292 5 20,01 1 3,9 
4 36,4 6 22,7 15 4,8 
5 466 7 241 2 64 
6 55,7 8 26,15 з 93 
7 726 9 27,37 4 12,3 
8 871 10 28,38 5 15 
9 107,2 11 29,97 6 16,2 
10 138,1 12 31,07 7 17,3 


13 | 31,43 8 17,9 
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5 • Introducción 


La marea sube y baja a intervalos regulares y predecibles. (Créditos: Andrea Schaffer, Flickr) 


Esquema del capítulo 


5.1 Ángulos 

5.2 Círculo unitario: funciones seno y coseno 
5.3 Las otras funciones trigonométricas 

5.4 Trigonometría de triángulos rectángulos 


Introducción 


La vida está llena de fenómenos que se repiten a intervalos regulares. Cada día, por ejemplo, las mareas suben y bajan 
en respuesta a la atracción gravitacional de la luna. Y como consecuencia del propio movimiento de la luna, las mareas 
se producen con distinta intensidad. A lo largo de la historia, muchos pueblos indígenas utilizaron esta regularidad para 
construir relatos culturales y dirigir actividades clave, como la agricultura, la caza y la pesca. Los aborígenes del área del 
estrecho de Torres (el extremo norte) de Australia utilizaban los picos de las mareas para determinar los mejores 
momentos para pescar. Sus ancianos explican que las fuertes mareas de primavera agitan los sedimentos y oscurecen la 
visión de los peces haciéndolos más proclives a atrapar los señuelos, lo que genera una mayor pesca. 


En matemáticas, la función que repite sus valores a intervalos regulares se conoce como función periódica. Los gráficos 
de estas funciones revelan una forma general que refleja un patrón que se repite. Esto significa que el gráfico de la 
función tiene la misma salida exactamente en el mismo lugar en cada ciclo. Esto se traduce en que todos los ciclos de la 
función tienen exactamente la misma longitud. Así, si conocemos todos los detalles de un ciclo completo de una función 
periódica verdadera, entonces conocemos el estado de las salidas de la función en todo momento: futuro y pasado. En 
este capítulo, investigaremos varios ejemplos de funciones periódicas. 


1 Hamacher, D. W., Tapim, A., Passi, S. y Barsa, J. (2018). Dancing with the stars - astronomy and music іп the Torres Strait. En Imagining Other 


Worlds: Explorations in Astronomy and Culture. 
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5.1 Ángulos 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Dibujar ángulos en posición estándar. 
Convertir entre grados y radianes. 
Calcular ángulos coterminales. 
Calcular la longitud de un arco de círculo. 
Utilizar la velocidad lineal y angular para describir el movimiento en una trayectoria circular. 


+ у у у 


Un golfista se balancea para golpear una bola por encima de una trampa de arena y llegar al green. Un piloto de 
aerolínea maniobra un avión hacia una pista estrecha. Un diseñador de vestidos crea la última moda. ¿Qué tienen todos 
ellos en común? Todos ellos trabajan con ángulos, al igual que todos nosotros en un momento и otro. А veces es 
necesario medir los ángulos con exactitud mediante instrumentos. Otras veces los estimamos o juzgamos a ojo. En 
cualquier caso, el ángulo adecuado puede marcar la diferencia entre el éxito y el fracaso en muchas empresas. En esta 
sección, examinaremos las propiedades de los ángulos. 


Dibujar ángulos en posición estándar 


Para definir correctamente un ángulo, primero hay que definir una raya. La raya consiste en un punto en una línea y 
todos los puntos que se extienden en una dirección desde ese punto. El primer punto se denomina punto final de la 


raya. Podemos referirnos a una raya concreta al indicar su punto final y cualquier otro punto en esta. La raya en la Figura 
> 
1 puede denominarse EF, o indicarse en forma de símbolo EF. 


Raya EF 


Punto final 
E 
Figura 1 


Un ángulo es la unión de dos rayas que tienen un punto final común. El punto final se denomina vértice, mientras que 
— > 
las dos rayas son los lados del ángulo. El ángulo en la Figura 2 se forma a partir de ED y EF. Los ángulos pueden 


nombrarse al utilizar un punto еп cada raya y el vértice, como el ángulo DEF, o en forma de símbolo DEF. 


Ángulo DEF 


ES 
Vértice 
Figura 2 


Las letras griegas se utilizan a menudo como variables para la medida de un ángulo. La Tabla 1 es una lista de letras 
griegas que se utilizan para representar ángulos. Además, un ejemplo de ángulo se muestra en la Figura 3. 


0 pop а В 2 
theta phi alfa beta gamma 
Tabla 1 
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0 
Figura 3 El ángulo theta, mostrado como 40 


La creación de ángulos es un proceso dinámico. Empezamos con dos rayas superpuestas. Dejamos una fija y rotamos la 
otra. La raya fija es el lado inicial, y la raya rotada es el lado terminal. Para identificar los diferentes lados, indicamos la 
rotación con un pequeño arco y una flecha cerca del vértice como en la Figura 4. 


Lado terminal 


Vértice EE 
Lado inicial 


Figura 4 


Como hemos comentado al principio de la sección, las aplicaciones de los ángulos son múltiples. Sin embargo, para 

poder utilizarlos correctamente, debemos estar en la capacidad de medirlos. La medida de un ángulo es la cantidad de 

rotación desde el lado inicial hasta el lado terminal. Probablemente, la unidad de medida de ángulos más conocida es el 
1 


grado. Un grado es 360 de una rotación circular, por lo que una rotación circular completa contiene 360 grados. Un 


ángulo medido en grados debería incluir siempre la unidad "grados" después del número, o incluir el símbolo de grado 
°, Por ejemplo, 90 grados = 90°. 


Para formalizar nuestro trabajo, empezaremos dibujando ángulos en un plano de coordenadas de la x y de la y. Los 
ángulos pueden aparecer en cualquier posición del plano de coordenadas. Sin embargo, a efectos de comparación, la 
convención es ilustrarlos en la misma posición siempre que sea posible. Un ángulo está en posición estándar si su 
vértice está situado en el origen, y su lado inicial se extiende a lo largo del eje positivo x. Vea la Figura 5. 


Posición estándar 


y 
Г 
Lado 
terminal 
+ х 
Lado inicial 
' 
Figura 5 


Si el ángulo se mide en sentido contrario a las agujas del reloj desde el lado inicial hasta el lado terminal, se dice que es 


583 


584 5- Funciones trigonométricas 


positivo. Si el ángulo se mide en el sentido de las agujas del reloj, se dice que es negativo. 


Al dibujar un ángulo en posición estándar siempre comienza de la misma manera: se dibuja el lado inicial a lo largo del 

eje positivo x. Para situar el lado terminal del ángulo, debemos calcular la fracción de una rotación completa que 

representa el ángulo. Lo hacemos al dividir la medida del ángulo en grados entre 360°. Por ejemplo, para dibujar un 

ángulo de 90°, calculamos que Ге = 1. Por lo tanto, el lado terminal estará a una cuarta parte del círculo, en sentido 
360° 


contrario a las agujas del reloj desde el eje positivo x. Para dibujar un ángulo de 360°, calculamos que 560° 


tanto, el lado terminal dará una vuelta completa alrededor del círculo, en sentido contrario а las agujas del reloj desde el 
eje positivo x. En este caso, el lado inicial y el lado terminal se superponen. Vea la Figura 6. 


= 1. Por lo 


Dibujar un ángulo de 90 ° Dibujar un ángulo de 360 ° 
y y 
4 
Lado 


terminal 
360° 


Lado inicial 
Xx 


Lado inicial 


Lado 
terminal 


Figura 6 


Como definimos un ángulo en posición estándar por su lado inicial, tenemos un tipo especial de ángulo, cuyo lado 
terminal se encuentra en un eje, un ángulo cuadrangular. Este tipo de ángulo puede tener una medida de 0°, 90°, 180°, 
270° o 360°. Vea la Figura 7 


FERE 


Figura 7 Los ángulos cuadrangulares son ángulos en posición estándar, cuyo lado terminal se encuentra a lo largo de 
un eje. Se muestran ejemplos. 


Ángulos cuadrangulares 


Los ángulos cuadrangulares son ángulos en posición estándar, cuyo lado terminal se encuentra en un eje, incluso 0°, 
90°, 180°, 270° о 360°. 


(є сомо 


Dada una medida de ángulo en grados, dibujar el ángulo еп posición estándar. 


1. Exprese la medida del ángulo como una fracción de 360°. 
2. Reduzca la fracción a la forma más simple. 
3. Dibuje un ángulo que contenga esa misma fracción del círculo, comenzando en el eje x positivo y moviéndose en 
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sentido contrario a las agujas del reloj en los ángulos positivos y en sentido de las agujas del reloj еп los ángulos 
negativos. 


EE 


Dibujar un ángulo en posición estándar, medido en grados 
(А) Trace un ángulo de 30° en posición estándar. Dibuje un ángulo de -135° en posición estándar. 
© Solución 
(А) Divida la medida del ángulo entre 360°. 
30° 1 


360° 12 


Para reescribir la fracción en una fracción más familiar, podemos reconocer que 


1 _1{1 
12 314 


Un doceavo es igual a un tercio de un cuarto, por lo que, si dividimos un cuarto de rotación en tercios, podemos 
trazar una línea a 30°, como en la Figura 8. 


=< 


Y 
Figura 8 
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Divida la medida del ángulo entre 360°. 


En este caso, podemos reconocer que 


Los tres octavos negativos son una vez y media un cuarto, por lo que colocamos una línea en el sentido de las agujas 
del reloj un cuarto completo y la mitad de otro cuarto, como en la Figura 9. 


y 
4 


—135° 


ї 
Figura 9 


[>] INTÉNTELO #1 Muestre un ángulo de 240° en un círculo en posición estándar. 


Convertir entre grados y radianes 


Dividir un círculo en 360 partes es una elección arbitraria, aunque crea la conocida medida de grados. Podemos elegir 
otras formas para dividir un círculo. Para calcular otra unidad, piense en el proceso de dibujar un círculo. Imagine que se 
detiene antes de completar el círculo. La parte que ha dibujado se denomina arco. Un arco puede ser una porción de un 
círculo completo, un círculo completo o más de un círculo completo, representado por más de una rotación completa. La 
longitud del arco alrededor de un círculo entero se denomina la circunferencia de ese círculo. 


La circunferencia de un círculo es С = 2л. Si dividimos ambos lados de esta ecuación entre r, creamos el cociente entre 
la circunferencia y el radio, que siempre es 27 independientemente de la longitud del radio. Así que la circunferencia de 
cualquier círculo es 2л 6,28 veces la longitud del radio. Esto significa que si tomáramos una cuerda tan larga como el 
radio y la utilizáramos para medir longitudes consecutivas alrededor de la circunferencia, habría espacio para seis 
longitudes de cuerda completas y un poco más de un cuarto de la séptima, como se muestra en la Figura 10. 
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Pieza 
fraccionaria 


6 
Figura 10 


Esto nos lleva a nuestra nueva medida de ángulo. Un radián es la medida de un ángulo central de un círculo que 
interseca un arco de longitud igual al radio de dicho círculo. Un ángulo central es un ángulo formado en el centro de un 
círculo por dos radios. Dado que la circunferencia total es igual a 2л veces el radio, una rotación circular completa es 27 
radianes. Así que 


2л radianes = 360° 
л radianes = ¿4% = 180° 
1 radián = 489° y 57,3" 
Vea la Figura 11. Observe que, cuando se describe un ángulo sin una unidad específica, se refiere a la medida del radián. 


Por ejemplo, una medida de ángulo de 3 indica 3 radianes. De hecho, la medida del radián es adimensional, ya que es el 
cociente de una longitud (circunferencia) dividido entre la longitud (radio) y las unidades de longitud se cancelan. 


Figura 11 El ángulo f recorre una medida de un radián. Observe que la longitud del arco interceptado es la misma que 
la longitud del radio del círculo. 


Relacionar las longitudes de los arcos con los radios 

La longitud de arco s es la longitud de la curva a lo largo del arco. Al igual que la circunferencia completa de un círculo 
siempre tiene una relación constante con el radio, la longitud de arco producida por un ángulo cualquiera también tiene 
una relación constante con el radio, independientemente de su longitud. 


Este cociente, denominado medición de radián, es el mismo, independientemente del radio del círculo (solo depende del 
ángulo). Esta propiedad nos permite definir la medida de cualquier ángulo como el cociente de la longitud de arco s al 
radio r. Vea la Figura 12. 


11 
ч 
D 


Ф a 
11 
xja 


Si los valores de s = r, entonces 0 = 5 = ] radián. 
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2 radianes, 1 radián 


2r 


0,27 
1 radián 
(s = 1) 
З+ т 
radianes 
' 1 + ~ radianes —2 + т radianes 
(а) (b) (c) 


Figura 12 (а) Еп un ángulo de 1 radián, la longitud de arco s es igual al radio r. b) Un ángulo de 2 radianes tiene una 
longitud de arco s = 2r. (с) Una revolución completa es 2л o unos 6,28 radianes. 


Para profundizar en esta idea, consideremos dos círculos, uno con radio 2 y otro con radio 3. Recordemos que la 
circunferencia de un círculo es С = 2xr, donde r es el radio. El círculo más pequeño tiene entonces la circunferencia 
2л(2) = 4л y el más grande tiene circunferencia 27(3) = бл. Ahora trazamos un ángulo de 45° en los dos círculos, como 


en la Figura 13. 


45° л radianes 


Figura 13 Un ángulo de 45* contiene un octavo de la circunferencia de un círculo, independientemente del radio. 


Observe lo que ocurre si calculamos el cociente de la longitud del arco dividido entre el radio del círculo. 


71 

Círculo más pequeño: 5- = 7 
їл 1 

Círculo más grande: —— = ¿7 


Dado que ambos ratios son 1л, las medidas de los ángulos de ambos círculos son las mismas, aunque la longitud del 
arco y el radio sean diferentes. 


Radianes 


Un radián es la medida del ángulo central de un círculo tal que la longitud del arco entre el lado inicial y el lado 
terminal es igual al radio del círculo. Una revolución completa (360°) equivale a 27 radianes. Una media revolución 
(180°) equivale a л radianes. 


La medición de radián de un ángulo es el cociente entre la longitud del arco subtendido por el ángulo y el radio del 
círculo. En otras palabras, si s es la longitud de un arco de círculo, y r es el radio del círculo, entonces el ángulo central 
que contiene ese arco mide > radianes. En un círculo de radio 1, la medida del radián corresponde a la longitud del 
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агсо. 
3| PREGUNTAS Y Una medida de 1 radián parece ser de unos 60°. ¿Es eso correcto? 
RESPUESTAS 


Sí. Es aproximadamente 57,3”. Dado que 2л radianes es igual a 360%, 1 radián es igual 
a = 257,3", 


Usar radianes 

Dado que la medición de radián es el cociente de dos longitudes, es una medida sin unidades. Por ejemplo, en la Figura 
12, supongamos que el radio fuera de 2 pulgadas y la distancia a lo largo del arco fuera también de 2 pulgadas. Cuando 
calculamos la medida del radián del ángulo, las "pulgadas" se cancelan, y tenemos un resultado sin unidades. Por lo 
tanto, no es necesario escribir la etiqueta "radianes" después de una medición de radián, y si vemos un ángulo que no 
está etiquetado con "grados" o el símbolo de grado, podemos asumir que es una medición de radián. 


Considerando el caso más básico, el círculo unitario (un círculo de radio 1), sabemos que 1 rotación equivale a 360 
grados, 360°. También podemos seguir una rotación alrededor de un círculo al calcular la circunferencia, С = 2xrr, y para 
el círculo unitario С = 2л. Estas dos formas diferentes de girar alrededor de un círculo nos dan una manera de 
convertir de grados a radianes. 


1 rotación = 360° =2x radianes 
3 rotación = 180° = лп radianes 


1 rotación = 90° = radianes 
Identificar ángulos especiales, medidos en radianes 
Además de conocer las medidas en grados y radianes de un cuarto de revolución, media revolución y revolución 
completa, hay otros ángulos que se encuentran con frecuencia en la revolución de un círculo con los que deberíamos 
estar familiarizados. Es habitual encontrar múltiplos de 30, 45, 60 y 90 grados. Estos valores se muestran en la Figura 14. 
Será muy útil memorizar estos ángulos cuando estudiamos las propiedades asociadas a ellos. 


90° 
4 
120° 60° 
135° 45° 
150° 30° 
180° = - „> 0° 
210° 330° 
225° 315° 
240° 300° 
Y 
270° 


Figura 14 Ángulos habituales medidos en grados 


Ahora, podemos enumerar los valores de los radianes con respecto a las medidas comunes de un círculo 


correspondientes a las que se enumeran en la Figura 14, y que se muestran en la Figura 15. Verifique cada una de estas 
medidas. 
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Figura 15 Ángulos habituales medidos en radianes 


935 


Calcular una medición de radián 
Calcule la medición de radián de un tercio de una rotación completa. 


© Solución 
En cualquier círculo, la longitud de arco a lo largo de dicha rotación sería un tercio de la circunferencia. Sabemos que 


1 rotación = 2лғ 


Así que, 


s= 3Qar) 


— 2r 
= 3 


La medición de гааіап sería la longitud del arco, dividida entre el radio. 


medición de radián 


2ar 


[>] INTÉNTELO #2 Calcule la medición de radián de tres cuartos de una rotación completa. 


Convertir radianes y grados 
Dado que tanto los grados como los radianes miden ángulos, tenemos que ser capaces de convertirlos. Podemos 
hacerlo fácilmente utilizando una proporción. 


o Or 


180 я 


Esta proporción muestra que la medida del ángulo Ө en grados dividido entre 180 es igual a la medida del ángulo беп 
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radianes dividido entre х. Dicho de otra manera, los grados son a 180 como los radianes son a л. 


Grados _ Radianes 
180 л 
Convertir radianes y grados 
Para convertir entre grados y radianes, utilice la proporción 
Ш 
180 zx 


cemos 


Convertir de radianes a grados 
Convierta cada medida de radián a grados. 


z 
© $ a 
© Solución 
Como nos dan radianes y queremos grados, debemos establecer una proporción y resolverla. 


© 


Utilizamos la proporción, sustituyendo la información dada. 


o _ ӨК 
180 x 
л 
ө _6 
180 ~ zx 
— 180 
© 6 
Ө = 30° 


Convierta – 2 radianes а grados. 


ЭЭ 


Convertir de grados a radianes 
Convierta 15 grados a radianes. 


[>] INTÉNTELO #3 


© Solución 
En este ejemplo, empezamos con grados y queremos radianes, así que de nuevo establecemos una proporción y la 
resolvemos, pero sustituimos la información dada en una parte diferente de la proporción. 
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o _ oÈ 
1807 хл 
15 _ ӨК 
180 я 
15л _ oR 
та, 
n (К 
12,5 ө 
©) Análisis 
Otra forma de pensar en este problema es si recordamos que 30° = Е Dado дие 15° = 230”) , podemos hallar que 
l(z л. 
7(&) es 95. 


[>] INTÉNTELO #4 Convierta 126° а radianes. 


Calcular ángulos coterminales 


La conversión entre grados y radianes puede facilitar el trabajo con ángulos en algunas aplicaciones. Para otras 
aplicaciones, quizá necesitemos otro tipo de conversión. Los ángulos negativos y los ángulos superiores a una 
revolución completa son más difíciles de trabajar que los que están en el rango de 0° a 360°, o de 0 a 2л. Sería 


conveniente sustituir esos ángulos fuera de rango por un ángulo correspondiente dentro del rango de una sola 
revolución. 


Es posible que más de un ángulo tenga el mismo lado terminal. Observe la Figura 16. El ángulo de 140° es un ángulo 
positivo, medido en sentido contrario a las agujas del reloj. El ángulo de -220° es un ángulo negativo, medido en el 
sentido de las agujas del reloj. No obstante, ambos ángulos tienen el mismo lado terminal. Si dos ángulos en posición 
estándar tienen el mismo lado terminal, son ángulos coterminales. Todo ángulo mayor que 360° o menor que 0° es 
coterminal con un ángulo entre 0° y 360°, y a menudo es más conveniente hallar el ángulo coterminal dentro del rango 
de 0° a 360° que trabajar con un ángulo que esté fuera de ese rango. 


y 
4 


140° 


=220° 


ї 
Figura 16 Un ángulo de 140° у un ángulo de -220° son ángulos coterminales. 


Cualquier ángulo tiene infinitos ángulos coterminales porque cada vez que sumamos 360° a ese ángulo, o le restamos 
360°, el valor resultante tiene un lado terminal en el mismo lugar. Por ejemplo, 100° y 460° son coterminales por esta 
razón, al igual que -260°. Reconocer que cualquier ángulo tiene infinitos ángulos coterminales explica la forma repetitiva 
en los gráficos de las funciones trigonométricas. 


El ángulo de referencia de un ángulo es la medida del menor ángulo agudo positivo + formado por el lado terminal del 
ángulo ѓу el eje horizontal. Por lo tanto, los ángulos de referencia positivos tienen lados terminales que se encuentran 
en el primer cuadrante y pueden utilizarse como modelos de ángulos en otros cuadrantes. Observe en la Figura 17 los 
ejemplos de ángulos de referencia para ángulos en diferentes cuadrantes. 
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Cuadrante | Cuadrante 11 Cuadrante 111 Cuadrante IV 


Y 
Г=1-т t= 2m-t 
= t — 180° = 360° — t 


Figura 17 


Ángulos coterminales y de referencia 


Los ángulos coterminales son dos ángulos en posición estándar que tienen el mismo lado terminal. 


El ángulo de referencia de un ángulo es el tamaño del ángulo agudo más pequeño, г, formado por el lado terminal 
del ángulo f y el eje horizontal. 


(є cómo 


@ 
Dado un ángulo mayor que 360°, hallar un ángulo coterminal entre 0° y 360°. 


1. Reste 360° del ángulo dado. 


2. Si el resultado sigue siendo mayor que 360°, vuelva a restar 360° hasta que el resultado esté entre 0° y 360°. 
3. Elángulo resultante es coterminal con el ángulo original. 


шыны aaa 


Calcular un ángulo coterminal con un ángulo de medida mayor que 360° 
Halle el menor ángulo positivo 0 que es coterminal con un ángulo que mide 800°, donde 0° < 0 < 360°. 


© Solución 


Un ángulo con medida 800° es coterminal con un ángulo con medida 800 - 360 = 440°, pero 440° sigue siendo mayor 
que 360°, así que volvemos a restar 360° para hallar otro ángulo coterminal: 440 - 360 = 80°. 


El ángulo Ө = 80° es coterminal con 800°. Dicho de otro modo, 800° equivale a 80° más dos rotaciones completas, como 
se muestra en la Figura 18. 
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Y 
Figura 18 


[>] INTÉNTELO #5 Calcule un ángulo а que es coterminal con un ángulo que mide 870°, donde 0° < а < 360°. 


(є cómo 


Dado un ángulo con una medida menor que 0°, hallar un ángulo coterminal que tenga una medida entre 0° y 
360". 


1. Sume 360° al ángulo dado. 


2. Si el resultado sigue siendo inferior a 0°, vuelva a sumar 360° hasta que el resultado esté entre 0° y 360°. 
3. Elángulo resultante es coterminal con el ángulo original. 


ЭЭ 


Hallar un ángulo coterminal соп ип ángulo que mida menos de 0° 
Muestre el ángulo con medida -45° en un círculo y halle un ángulo coterminal positivo о tal que 0° < а < 360°. 


© Solución 


Dado que 45° es la mitad de 90°, podemos empezar en el eje horizontal positivo y medir en el sentido de las agujas del 
reloj la mitad de un ángulo de 90°. 


Ya que podemos calcular ángulos coterminales al sumar o restar una rotación completa de 360°, podemos calcular un 
ángulo coterminal positivo aquí, si sumamos 360°: 


—45° + 360° = 315° 


Podemos entonces mostrar el ángulo еп un círculo, como en la Figura 19. 


Acceso gratis en openstaxX.org 
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—45° 
315° 


Y 
Figura 19 


[>] INTÉNTELO +6 Calcule un ángulo д que es coterminal con un ángulo que mide -300° tal que 0° < д < 360°. 


Calcular ángulos coterminales, medidos en radianes 

Podemos calcular los ángulos coterminales medidos en radianes de la misma manera que lo hemos hecho mediante el 
empleo de grados. En ambos casos, calculamos los ángulos coterminales al sumar o restar una o más rotaciones 
completas. 


(є cómo 


@ 
Dado un ángulo mayor que. 27, hallar un ángulo coterminal entre 0 y 27. 


1. Reste 2л desde el ángulo dado. 
2. Si el resultado sigue siendo mayor que 27, reste 2л de nuevo hasta que el resultado esté entre 0 y 27. 
3. Elángulo resultante es coterminal con el ángulo original. 


BB 


Calcular ángulos coterminales con radianes 

Calcule un ángulo д que sea coterminal con Dz, donde 0 < д < 2л. 

© Solución 

Al trabajar en grados, hallamos los ángulos coterminales al sumar o restar 360 grados, una rotación completa. 
Igualmente, en radianes, podemos hallar ángulos coterminales al sumar o restar rotaciones completas de 2x 
radianes: 


197 2л = 197 8л 
— 4 


4 4 
= liz 
4 
El ángulo Ча es coterminal, pero no menos que 27, por Іо que restamos otra rotación: 
Пл Пл 8л 
2л = 4 4 
= Зл 
4 
El ángulo 3z es coterminal con Dz, como se muestra en la Figura 20. 
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= 
Еїдига 20 
INTÉNTELO #7 Calcular un ángulo de medida 0 que sea coterminal con un ángulo de medida - donde 
0<0<2z. 


Determinar la longitud de un arco 


Recordemos que la medición de radián 0 de un ángulo se definió como el cociente de la longitud de arco s de un arco 
circular al radio r del círculo, 0 = Sa A partir de esta relación, podemos calcular la longitud de arco a lo largo de un 
círculo, dado un ángulo. 


Longitud de arco de un círculo 


En un círculo de radio r, la longitud de un arco s subtendido por un ángulo con medida Өеп radianes, mostrado en la 
Figura 21, es 


SISO. 


Figura 21 


(є cómo 


Dado un círculo de radio. r, calcular la longitud s del arco subtendido por un ángulo de medida determinado 6. 
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1. Si es necesario, convierta O а radianes. 
2. Multiplique el radio r entre la medida del radián de O : s = r8. 


11 


Calcular Іа longitud de un arco 
Supongamos que la órbita de Mercurio alrededor del Sol es un círculo perfecto. Mercurio se encuentra 
aproximadamente a 36 millones de millas del sol. 


(А) En un día terrestre, Mercurio completa 0,0114 de su revolución total. ¿Cuántas millas recorre en un día? 
Utilice su respuesta de la parte (a) para determinar la medida del radián del movimiento de Mercurio en un día 
terrestre. 


© Solución 
(АХ) Empecemos por calcular la circunferencia de la órbita de Mercurio. 
С =2ar 
= 2л(36 millones de millas) 


д 226 millones de millas 


Dado que Mercurio completa 0,0114 de su revolución total en un día terrestre, ahora podemos calcular la distancia 
recorrida: 


(0,0114) 226 millones de millas = 2,58 millones de millas 


Ahora, convertimos a radianes: 
radián 
longitud del arco 
radio 


— 2.58 millones de millas 
36 millones de millas 


= 0,0717 


[>] INTÉNTELO #8 Determine la longitud de arco a lo largo de un círculo de radio 10 unidades subtendido por 
un ángulo de 215°. 


Calcular el área de un sector de un círculo 


Además de la longitud de arco, también podemos utilizar los ángulos para hallar el área de un sector de un círculo. Un 
sector es una región de un círculo delimitado por dos radios y el arco intersecado, como una porción de pizza o pastel. 
Recordemos que el área de un círculo de radio r se puede hallar con la fórmula А = zr? . Si los dos radios forman un 


ángulo de Ө, medido en radianes, entonces L es la relación entre la medida del ángulo y la medida de una rotación 


completa y es también, por tanto, la relación entre el área del sector y el área del círculo. Así, el área de un sector es la 


fracción + multiplicado por toda la superficie. (Recuerde siempre que esta fórmula solo procede si 0 está en radianes). 


Área del sector 
= (2) ar 


Área de un sector 


El área de un sector de un círculo de radio r subtendido por un ángulo 0, medido en radianes, es 


1 
A= 29 
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Vea la Figura 22. 


Figura 22 El área del sector es igual a la mitad del cuadrado del radio por el ángulo central medido en radianes. 


(М cómo 


a 
Dado un círculo de radio r, hallar el área de un sector definido por un ángulo dado 0. 


1. Si es necesario, convierta 0 a radianes. 


2. Multiplique la mitad de la medida del radián de 0 por el cuadrado del radior: А = tor’. 


Hallar el área de un sector 


Un aspersor automático de césped rocía una distancia de 20 pies mientras gira 30 grados, como se muestra en la Figura 
23. ¿Cuál es la superficie del sector de césped que riega el aspersor? 


20 pies 
30) = Р 


Figura 23 ЕІ аѕрегѕог rocía 20 pies еп un arco de 30°. 
© Solución 


En primer lugar, tenemos que convertir la medida del ángulo en radianes. Dado que 30 grados es uno de nuestros 
ángulos especiales, ya conocemos la medida del radián equivalente, pero también podemos convertir: 
= 30.2. 
30 grados = 30 - -70 
= ¿ radianes 


El área del sector es entonces 
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Á _ 1 2 
Área = 4 (®) (20) 
= 104,72 


Así que el área es de aproximadamente 104,72 pies?. 


[>] INTÉNTELO #9 En el riego por pivote central, una gran tubería de riego sobre ruedas gira alrededor de un 
punto central. Un agricultor tiene un sistema de pivote central con un radio de 400 metros. 
Si las restricciones de agua solo le permiten regar 150.000 metros cuadrados al día, ¿qué 
ángulo debe configurar para que cubra el sistema? Escriba la respuesta en medida de 
radianes con dos decimales. 


Utilizar la velocidad lineal y angular para describir el movimiento en una 
trayectoria circular 


Además de calcular el área de un sector, podemos utilizar los ángulos para describir la velocidad de un objeto en 
movimiento. Un objeto que viaja en una trayectoria circular tiene dos tipos de velocidad. La velocidad lineal es la 
velocidad a lo largo de una trayectoria recta y se determina por la distancia que recorre (su desplazamiento) en un 
intervalo determinado. Por ejemplo, si una rueda con un radio de 5 pulgadas gira una vez por segundo, un punto en el 
borde de la rueda se mueve una distancia igual a la circunferencia, o 107 pulgadas, cada segundo. Así que la velocidad 
lineal del punto es 107 in/s. La ecuación de la velocidad lineal es la siguiente, donde v es la velocidad lineal, s es el 
desplazamiento, y ѓ es el tiempo. 

v=2 

[4 

La velocidad angular es el resultado del movimiento circular y se determina por el ángulo por el que gira un punto en 
un intervalo determinado. En otras palabras, la velocidad angular es la rotación angular por unidad de tiempo. Así, por 


ejemplo, si un engranaje realiza una rotación completa cada 4 segundos, podemos calcular su velocidad angular como 
360 grados 
4 segundos 
minuto o grados por hora, por ejemplo. La ecuación de la velocidad angular es la siguiente, donde w (leído como omega) 


es la velocidad angular, 0 es el ángulo recorrido, y т es el tiempo. 


= 90 grados por segundo. La velocidad angular puede indicarse en radianes por segundo, rotaciones por 


Ф = – 
t 


Al combinar la definición de velocidad angular con la ecuación de la longitud de arco, s = r0, hallamos una relación 
entre las velocidades angulares y lineales. La ecuación de la velocidad angular puede resolverse para 0, lo que arroja 
0 = ол. Sustituyendo esto en la ecuación de la longitud de arco se obtiene: 


s=r0 


= rot 


Sustituyendo esto en la ecuación de la velocidad lineal se obtiene: 


Velocidad angular y lineal 


Cuando un punto se mueve a lo largo de un círculo de radio r, su velocidad angular, œ, es la rotación angular 0 


por unidad de tiempo, 7. 
0 
0 = — 
t 


La velocidad lineal, v, del punto se puede calcular como la distancia recorrida, la longitud del arco s, por unidad de 
tiempo, t. 
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Cuando la velocidad angular se mide en radianes por unidad de tiempo, la velocidad lineal y la velocidad angular 
están relacionadas por la ecuación 

U=r0 
Esta ecuación establece que la velocidad angular en radianes, œ, que representa la cantidad de rotación que se 


produce en una unidad de tiempo, puede multiplicarse por el radio r para calcular la longitud de arco total recorrida 
en una unidad de tiempo, que es la definición de velocidad lineal. 


(є cómo 


Dada la cantidad de rotación angular y el tiempo transcurrido, calcular la velocidad angular. 


1. Si es necesario, convierta la medida del ángulo en radianes. 
2. Divida el ángulo en radianes entre el número de unidades de tiempo transcurrido œ = 2. 
3. La velocidad resultante estará en radianes por unidad de tiempo. 


Las ruedas hidráulicas se utilizan desde hace miles de años para transferir la potencia del agua que fluye a otros 
dispositivos. La siguiente imagen muestra el diseño de la rueda hidráulica romana del siglo III en Hierápolis, una ciudad 
de la actual Turquía. El agua hacía girar la rueda, que a su vez hacía girar una manivela conectada a dos sierras utilizadas 
para cortar bloques. Estos elementos de diseño se utilizaron en aplicaciones de ruedas hidráulicas en todo el mundo, e 
incluso facilitaron el principio subyacente de la máquina de vapor, inventada unos 1.500 años más tarde. 


RR 


Calcular la velocidad angular 
Una rueda hidráulica, mostrada en la Figura 24, completa 1 rotación cada 5 segundos. Calcule la velocidad angular en 
radianes por segundo. 


Figura 24 
© Solución 
La rueda completa 1 rotación o pasa por un ángulo de 2л radianes en 5 segundos, por lo que la velocidad angular sería 
@= 2л ғ 1,257 radianes por segundo. 


м 


INTÉNTELO #10 Un viejo disco de vinilo se reproduce еп un tocadiscos que gira en el sentido de las agujas 
del reloj a una velocidad de 45 rotaciones por minuto. Calcule la velocidad angular en 
radianes por segundo. 
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сомо 


Dado el radio de un círculo, un ángulo de giro y una longitud de tiempo transcurrido, determinar la velocidad 
lineal. 


1. Convierta la rotación total a radianes si es necesario. 

2. Divida la rotación total en radianes entre el tiempo transcurrido para hallar la velocidad angular: aplique œ = 2. 

3. Multiplique la velocidad angular por la longitud del radio para dar con la velocidad lineal, expresada en términos 
de la unidad de longitud utilizada para el radio y la unidad de tiempo utilizada para el tiempo transcurrido: 


aplique v = го. 


E 


Calcular la velocidad lineal 


Una bicicleta tiene ruedas de 28 pulgadas de diámetro. Un tacómetro determina que las ruedas giran a 180 RPM 
(revoluciones por minuto). Calcule la velocidad a la que se desplaza la bicicleta por la carretera. 


© Solución 
Aquí, tenemos una velocidad angular y necesitamos hallar la velocidad lineal correspondiente, ya que la velocidad lineal 
del exterior de los neumáticos es la velocidad a la que la bicicleta se desplaza por la carretera. 


Comenzamos por convertir de rotaciones por minuto a radianes por minuto. Valdría la pena utilizar las unidades para 
hacer esta conversión: 


г oñes 2л radianes radianes 


= 3607 


minuto rotación minuto 


Utilizando la fórmula de arriba junto con el radio de las ruedas, podemos hallar la velocidad lineal: 


180 


v = (14 pulgadas) (360: тайапез ) 


minuto 


= 50407 pulgadas 
minuto 


Recuerde que los radianes son una medida sin unidad, por lo que no es necesario incluirlos. 


Por último, es posible que queramos convertir esta velocidad lineal en una medida más familiar, como las millas por 


hora. 
Pulgadas 1 ре тыша 60ушешб 
ишо 12 руей 5280 рі 1 hora 


50407 ғ 14,99 millas por hora (mph) 


[>] INTÉNTELO #1 Un satélite gira alrededor de la Tierra a 0,25 radianes por hora a una altura de 242 km sobre 
la Tierra. Si el radio de la Tierra es de 6.378 kilómetros, calcule la velocidad lineal del satélite 
en kilómetros por hora. 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con los ángulos, la longitud de los arcos 
y las áreas de los sectores. 


Ángulos en posición estándar (http://openstax.org/l/standardpos) 

Ángulo de rotación (http://openstax.org/l/angleofrotation) 

Ángulos coterminales (http://openstax.org/l/coterminal) 

Determinar los ángulos coterminales (http://openstax.org/l/detcoterm) 

Ángulos coterminales positivos y negativos (http://openstax.org/l/posnegcoterm) 
Medición de radián (http://openstax.org/l/radianmeas) 
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Ángulos coterminales en radianes (http://0penstax.org/l/cotermrad) 


Longitud del arco y área de un sector (http://openstax.org/l/arclength) 


5.1 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


. Dibuje un ángulo en 


posición estándar. Etiquete 
el vértice, el lado inicial y el 
lado terminal. 


¿Cómo se compara la 
medición de radián de un 
ángulo con la medida del 
grado? Incluya una 
explicación de 1 radián en 
su párrafo. 


Gráficos 


2. 


Explique por qué hay un 
número infinito de ángulos 
que son coterminales a un 
determinado ángulo. 


. Explique las diferencias 


entre la velocidad lineal y la 
velocidad angular al 
describir el movimiento a lo 
largo de una trayectoria 
circular. 


3. 


Indique qué significa un 
ángulo positivo o negativo y 
explique cómo se dibuja 
cada uno de ellos. 


En los siguientes ejercicios, dibuje un ángulo en posición estándar con la medida dada. 


6. 30° 
9. 135° 
7л 
12. а 
л 
15. =10 
18. -315° 
4л 
21. -3 
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7. 


10. 


13. 


16. 


19. 


300° 


-150° 


415° 


227 


3 


8. 


11. 


14. 


17. 


20. 


-80° 
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En los siguientes ejercicios, consulte la Figura 25. Redondee a dos decimales. 


r=3 in 


Figura 25 


22. Halle la longitud del arco. 23. Calcule el área del sector. 


En los siguientes ejercicios, consulte la Figura 26. Redondee a dos decimales. 


Figura 26 


24. Halle la longitud del arco. 25. Calcule el área del sector. 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, convierta los ángulos en radianes a grados. 


26. 3z radianes 27. y radianes 28. -3 radianes 
29. 5 radianes 30. -E radianes 31. -3z radianes 


32. Па radianes 


604 5-*Funciones trigonométricas 


En los siguientes ejercicios, convierta los ángulos en grados a radianes. 


33. 90° 34. 100° 35. -540° 
36. -120° 37. 180° 38. -315° 
39. 150° 


En los siguientes ejercicios, utilice la información dada para determinar la longitud de un arco de un círculo. Redondee a 


dos decimales. 


40. Halle la longitud del arco 
de un círculo de radio 12 
pulgadas subtendido por 
un ángulo central de T 


radianes. 


43. Determine la longitud del 
arco de un círculo de radio 
10 centímetros subtendido 
por el ángulo central de 
50°. 


41. Determine la longitud del 
arco de un círculo de radio 
5,02 millas subtendido por 
el ángulo central de a 


44. Determine la longitud del 
arco de un círculo de radio 
5 pulgadas subtendido por 
el ángulo central de 220°. 


42. 


45. 


Determine la longitud del 
arco de un círculo de 14 
metros de diámetro 
subtendido por el ángulo 


central de Зя. 


Determine Іа longitud del 
arco de un círculo de 12 
metros de diámetro 
subtendido por el ángulo 
central de 63°. 


En los siguientes ejercicios, utilice la información dada para calcular el área del sector. Redondee a cuatro decimales. 


46. Un sector de un círculo 
tiene un ángulo central de 
45° y un radio de 6 cm. 


49. Un sector de un círculo con 
radio de 0,7 pulgadas y un 
ángulo de л radianes. 


47. Un sector de un círculo 
tiene un ángulo central de 
30° y un radio de 20 cm. 


48. 


Un sector de un círculo con 
un diámetro de 10 pies y 
un ángulo de 3 radianes. 


En los siguientes ejercicios, calcule el ángulo entre 0° y 360° que es coterminal al ángulo dado. 


50. -40° 


53. 1400° 


51. -110° 


52. 700° 


En los siguientes ejercicios, calcule el ángulo entre 0 y 2л en radianes que es coterminal al ángulo dado. 


л 
54. -9 

447 
57 d 
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107 
55. = 


56. 


137 


6 


Aplicaciones еп el mundo real 


58. 


61. 


67. 


Un camión con ruedas de 
32 pulgadas de diámetro 
se desplaza a 60 mi/h. 
Calcule la velocidad 
angular de las ruedas en 
rad/min. ¿Cuántas 
revoluciones por minuto 
hacen las ruedas? 


Una rueda de radio 14 
pulgadas gira 0,5 rad/s. 
¿Cuál es la velocidad lineal 
v, la velocidad angular en 
rpm y la velocidad angular 
en deg/s? 


Una persona se encuentra 
en el ecuador de la Tierra 
(radio 3.960 millas). 
¿Cuáles son sus 
velocidades lineal y 
angular? 


Piense еп un reloj con una 
aguja de las horas y otra 
de los minutos. ¿Cuál es la 
medida del ángulo que 
traza el minutero en 20 
minutos? 


Una bicicleta con ruedas 
de 24 pulgadas de 
diámetro se desplaza a 15 
mi/h. Calcule la velocidad 
angular de las ruedas en 
rad/min. ¿Cuántas 
revoluciones por minuto 
hacen las ruedas? 


Un disco duro de 
computadora tiene un 
diámetro de 120 
milímetros. Cuando se 
reproduce audio, la 
velocidad angular varía 
para mantener constante 
la velocidad lineal donde se 
lee el disco. Al leer a lo 
largo del borde exterior del 
disco, la velocidad angular 
es de unas 200 rpm 
(revoluciones por minuto). 
Calcule la velocidad lineal. 


. Calcule la distancia a lo 


largo de un arco en la 
superficie de la Tierra que 
subtiende un ángulo 


central de 5 minutos 
; таа 
(1 minuto = у grado). El 


radio de la Tierra es de 
3.960 millas. 


60. 


63. 


66. 


Una rueda de radio 8 
pulgadas gira 15%/s. ¿Cuál 
es la velocidad lineal v, la 
velocidad angular en rpm y 
la velocidad angular en 
rad/s? 


Cuando se graba en una 
unidad de CD-R grabable, 
la velocidad angular de un 
CD varía para mantener 
constante la velocidad 
lineal en el lugar donde se 
escribe el disco. Al escribir 
a lo largo del borde 
exterior del disco, la 
velocidad angular de una 
unidad es de unas 4.800 
rpm (revoluciones por 
minuto). Calcule la 
velocidad lineal si el CD 
tiene un diámetro de 120 
milímetros. 


Calcule la distancia a lo 
largo de un arco en la 
superficie de la Tierra que 
subtiende un ángulo 
central de 7 minutos 

(1 minuto = 5 grado) . El 
radio de la Tierra es 3.960 
millas. 
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Extensiones 


68. 


71. 


74. 


Dos ciudades tienen la 
misma longitud. La latitud 
de la ciudad A es de 9,00 
grados norte y la de la 
ciudad B es de 30,00 
grados norte. Supongamos 
que el radio de la Tierra es 
de 3.960 millas. Calcule la 
distancia entre las dos 
ciudades. 


Calcule la velocidad lineal 
de la Luna si la distancia 
media entre la Tierra y la 
Luna es de 239.000 millas, 
suponiendo que la órbita 
de la Luna es circular y 
requiere unos 28 días. 
Exprese la respuesta en 
millas por hora. 


La rueda de un tractor 
tiene un diámetro de 24 
pulgadas. ¿Cuántas 
revoluciones da la rueda si 
el tractor recorre 4 millas? 


69. 


72. 


Una ciudad está situada a 
40 grados de latitud norte. 
Supongamos que el radio 
de la tierra es de 3.960 
millas y que la tierra gira 
una vez cada 24 horas. 
Calcule la velocidad lineal 
de una persona que reside 
en esta ciudad. Consulte el 
Círculo unitario: funciones 
seno y coseno para 
obtener información sobre 
las funciones 
trigonométricas. 


Una bicicleta tiene ruedas 
de 28 pulgadas de 
diámetro. Un tacómetro 
determina que las ruedas 
giran a 180 rpm 
(revoluciones por minuto). 
Calcule la velocidad a la 
que se desplaza la bicicleta 
por la carretera. 


70. 


73. 


Una ciudad se encuentra a 
75 grados de latitud norte. 
Supongamos que el radio 
de la tierra es de 3.960 
millas y que la tierra gira 
una vez cada 24 horas. 
Calcule la velocidad lineal 
de una persona que reside 
en esta ciudad. Consulte el 
Círculo unitario: funciones 
seno y coseno para 
obtener información sobre 
las funciones 
trigonométricas. 


Un automóvil recorre 3 
millas. Sus neumáticos 
hacen 2.640 revoluciones. 
¿Cuál es el radio de un 
neumático en pulgadas? 


5.2 Círculo unitario: funciones seno y coseno 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 


Figura 1 El Singapore Flyer era la rueda de la fortuna más alta del mundo, hasta ser superada por el High Roller de Las 


> Hallar los valores de la función de seno y coseno de 30° o ( 


> Identificar el dominio y el rango de las funciones seno y coseno. 
> Utilizar los ángulos de referencia para evaluar las funciones trigonométricas. 


). 45% (5) y 60% (5). 
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Vegas y el Ain Dubai de Dubai (créditos: "Vibin JK"/Flickr) 


¿Busca emociones? Entonces considere un paseo en el Ain Dubai, la rueda de la fortuna más alta del mundo. Ubicada en 
Dubai, la ciudad más poblada y el centro financiero y turístico de los Emiratos Árabes Unidos, la rueda de la fortuna se 
eleva a 820 pies, unas 1,5 décimas de milla. Descrita como una rueda de observación, los pasajeros disfrutan de unas 
vistas espectaculares del Burj Khalifa (el edificio más alto del mundo) y de Palm Jumeirah (un archipiélago construido por 
el hombre que alberga más de 10.000 personas y 20 complejos turísticos) mientras viajan desde el suelo hasta la cima y 
vuelven a bajar en un patrón repetitivo. En esta sección, examinaremos este tipo de movimiento giratorio alrededor de 
un círculo. Para ello, tenemos que definir primero el tipo de círculo y, a continuación, situar ese círculo en un sistema de 
coordenadas. Entonces podemos hablar del movimiento circular en términos de los pares de coordenadas. 


Hallar los valores de la función para el seno y el coseno 


Para definir nuestras funciones trigonométricas, empezamos por dibujar un círculo unitario, un círculo centrado en el 
origen con radio 1, como se muestra en la Figura 2. El ángulo (en radianes) que г interseca forma un arco de longitud s. 
Si utilizamos la fórmula 5 = rt, y en el entendido de que r = 1, vemos que, рага un círculo unitario, s = t. 


Recordemos que los ejes de la x y de la y dividen el plano de coordenadas en cuatro cuartos llamados cuadrantes. 
Marcamos estos cuadrantes para imitar la dirección que barrería un ángulo positivo. Los cuatro cuadrantes se 
denominan І, П, Ш y IV. 


Para cualquier ángulo г, podemos marcar la intersección del lado terminal y el círculo unitario por sus coordenadas, 
(х, y). Las coordenadas de la x como у serán las salidas de las funciones trigonométricas f(t) = cos ty 
ЈО) = sen t, respectivamente. Esto significa que х = cos ѓу у = sen t. 


y 
II 4 | 
(х, у) 
1 S 
sent 
X 
cos t 
Ill ї IV 


Figura 2 Círculo unitario donde el ángulo central es f radianes 


Círculo unitario 


Un círculo unitario tiene un centro en (0, 0) y radio 1. En un círculo unitario, la longitud del arco intersecado es igual 
a la medida del radián del ángulo central х. 


Supongamos que (x, y) es el punto final en el círculo unitario de un arco de longitud de arco s. El punto (x, y) de este 
punto pueden describirse como funciones del ángulo. 


Definir las funciones seno y coseno 
Ahora, que tenemos marcado nuestro círculo unitario, podemos aprender cómo las coordenadas (x, y) se relacionan con 
la longitud del arco y el ángulo. La función seno relaciona un número real 7 con la coordenada de la y en el punto donde 
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el ángulo correspondiente interseca el círculo unitario. Más precisamente, el seno de un ángulo ź es igual al valor y del 
punto final en el círculo unitario de un arco de longitud т. En la Figura 2, el seno es igual a y. Al igual que en todas las 
funciones, la función seno tiene una entrada y una salida. Su entrada es la medida del ángulo; su salida es la coordenada 
de la y en el punto correspondiente en el círculo unitario. 


La función coseno de un ángulo т equivale al valor х del punto final en el círculo unitario de un arco de longitud т. En la 
Figura 3, el coseno es igual a x. 


y 


(x, y) = (cos t, sen t) 


cos t 


Figura 3 


En el entendido de que el seno y el coseno son funciones, no es necesario escribirlas siempre con paréntesis: sen tes lo 
mismo que sen(t) y cos Т es lo mismo que соѕ(7). Igualmente, соѕ27 es una notación abreviada de uso común para 
(cos(1))?. Tenga en cuenta que muchas calculadoras y computadoras no reconocen la notación abreviada. En caso de 
duda, utilice los paréntesis adicionales cuando introduzca los cálculos en una calculadora o una computadora. 


funciones seno y coseno 


Silos valores de f es un número real y un punto (х, y) en el círculo unitario corresponde a un ángulo de т, entonces 


cosi 6 
КӨ [Г ==? 


(є сомо 


е 
Dado ип punto Р (х, y) en el círculo unitario correspondiente а un ángulo de т, hallar el seno y el coseno. 


1. Elseno de г es igual a la coordenada de la y en el punto P : sen t = y. 
2. El coseno de ѓ es igual а la coordenada de la xen el punto Р: cos t= х. 


ЕИ 


Hallar los valores de la función рага el seno у el coseno 


El punto P esun punto en el círculo unitario que corresponde a un ángulo de f, como se muestra еп la Figura 4. 
Halle е! cos(t) y sen(t). 
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а. Bl 
(а, 2) = (cost, sent) 


№ 


Figura 4 


© Solución 


Sabemos que cos 1 es la coordenada de la хеп el punto correspondiente del círculo unitario у sen t es Іа coordenada de 
la y en el punto correspondiente del círculo unitario. Así que: 


= = 1 
х = С05 t= > 
3 
y = sen t= 57 
>| INTENTELO #1 Un cierto ángulo ź corresponde a un punto en el círculo unitario en | – =, -z | como se 
muestra еп la Figura 5. Halle cos ѓу sen t. 
y 
4 
— X 


' 


Figura 5 


Hallar el seno y coseno de los ángulos en un eje 
En los ángulos cuadrangulares, el punto correspondiente en el círculo unitario cae en el eje хо en el eje y. En ese caso, 
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podemos calcular fácilmente el coseno y el seno a partir de los valores de x como y. 


ЕИО 


Calcular el seno у el coseno а lo largo de un eje 
Halle соѕ(90°) y ѕеп(90°). 


© Solución 
Cuando movemos 90° en sentido contrario a las agujas del reloj alrededor del círculo unitario desde el eje positivo x, nos 
lleva a la parte superior del círculo, donde las coordenadas (x, y) son (0, 1), como se muestra en la Figura 6. 


(о, 1) 


Figura 6 


Con nuestras definiciones de coseno y seno, 


e 


= cos t = cos(90°) = 0 
y = sen t = sen(90°) = 1 


El coseno de 90° es 0; el seno de 90° es 1. 


[>] INTÉNTELO #2 Hallar el coseno y el seno del ángulo л. 


La identidad pitagórica 

Ahora que podemos definir el seno y el coseno, aprenderemos cómo se relacionan entre sí y con el círculo unitario. 
Recordemos que la ecuación del círculo unitario es x + у? = 1. Dado que х = cos ty y = sen t, podemos sustituir 
рог х сото y para obtener соѕ27 + ѕеп27 = 1. Esta ecuación, соѕ27 + ѕеп27 = 1, se conoce сото la identidad 
pitagórica. Vea Іа Figura 7. 


1=x + y? 
= cos?i + sen?t 


Figura 7 


Podemos utilizar la identidad pitagórica para hallar el coseno de un ángulo si conocemos el seno, y viceversa. Sin 
embargo, ya que la ecuación arroja dos soluciones, necesitamos conocer más acerca del ángulo para elegir la solución 
con el signo correcto. Si conocemos el cuadrante donde se encuentra el ángulo, podemos elegir fácilmente la solución 
correcta. 
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identidad pitagórica 


La identidad pitagórica afirma que, para cualquier número real t, 


2 2 


cos” t+sen” t=1 


(є cómo 


a 
Dado el seno de algún ángulo т y su ubicación en el cuadrante, hallar el coseno de 7. 


1. Sustituya el valor conocido de sen (7) en la identidad pitagórica. 
2. Resuelva para cos (t). 


3. Elija la solución con el signo adecuado para los valores de хеп el cuadrante donde se encuentra Т. 


Hallar el coseno a partir de un seno o el seno a partir de un coseno 
Si los valores de sen(t) = 3 y t está en el segundo cuadrante, halle соѕ(7). 


© Solución 


Si dejamos caer una línea vertical desde el punto del círculo unitario correspondiente а f, creamos un triángulo 
rectángulo, a partir del cual podemos ver que la identidad pitagórica es simplemente un caso del teorema de Pitágoras. 
Vea el Figura 8. 


y 
4 
3 
(x 2) 3 
54 
з 1 
7 
- т Х 
X 
Y 
Figura 8 


Sustituyendo el valor conocido del seno en la identidad pitagórica, 
cos? (0) + sen? (t) =1 
2 2 
cos“ (t) + о = 1 


cos? (1) = = 


_ 40 _ 40 _ _ 2410 
cos(t) = ++/ дб =1 5% = +—5 


Dado que el ángulo está en el segundo cuadrante, sabemos que el valor de x es un número real negativo, por lo que el 


24/10 
coseno también es negativo. Así que cos(t) = -7 
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[>] INTÉNTELO #3 Silos valores de cos(t) = = y t está en el cuarto cuadrante, halle sen(t). 


Hallar el seno y el coseno de los ángulos especiales 


Ya hemos aprendido algunas propiedades de los ángulos especiales, tales como la conversión de radianes a grados. 
También podemos calcular el seno y el coseno de los ángulos especiales con la identidad pitagórica y nuestro 
conocimiento acerca de los triángulos. 


Hallar el seno y el coseno de los ángulos de 45” 

En primer lugar, examinaremos los ángulos de 45° o а como se muestra еп la Figura 9. Un triángulo de 45° 45° 90° 
es isósceles, por lo que las coordenadas de la x y de la y en el punto correspondiente en el círculo son las mismas. Ya que 
los valores de ху de y son iguales, los valores del seno y del coseno también serán iguales. 


А 


(х,у) = (х, х) 


Figura 9 


At= > que es de 45 grados, el radio del círculo unitario biseca el primer ángulo cuadrangular. Esto significa que el 
radio se encuentra a lo largo de la línea y = x. Un círculo unitario tiene un radio igual a 1. Así, el triángulo rectángulo 
formado bajo la línea y = x tiene lados x como y (y = x), y un radio = 1. Vea la Figura 10. 


y 
4 


(0, 1) 


>| 


= a XK 
(1, 0) (1, 0) 


(0, —1) 


Y 
Figura 10 


A partir del teorema de Pitágoras obtenemos 


Al sustituir y = x, obtenemos 


Al combinar términos similares obtenemos 


Asimismo, al resolver para x, obtenemos 
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En el cuadrante I, x = 5. 


Еп? = A o 45 grados, 


1 1 
х,у) = (х, х) = | +, + 
(х,у) = (x, x) € 4) 
1 1 
x= —=, = — 
vT М 
1 1 
cos t = —, sen t = — 
v2 v2 
Si entonces racionalizamos los denominadores, obtenemos 
cos t = Е 
v2 y2 
_y2 
05 
sen т=1_У? 
№ ү 
vz 
95. 


> ; А 2 2 
Por Іо tanto, las coordenadas (х, y) de un punto en un círculo de radio 1 еп un ángulo de 45° son (22, $) y 


Hallar el seno y el coseno de los ángulos de 30° y 60° 
A continuación, hallaremos el coseno y el seno en un ángulo de 30°, o E En primer lugar, dibujaremos un triángulo 
dentro de un círculo con un lado en un ángulo de 30°, y otro lado en un ángulo de —30°, como se muestra en la Figura 


11. Si los dos triángulos rectángulos resultantes se combinan en un triángulo grande, observe que los tres ángulos de 
este triángulo mayor serán 60°, como se muestra en la Figura 12. 


4 
(х, y) 
r 
Y 
Figura 11 
r о 
60 у 
530° 
“30° 
r 60° ” 
Figura 12 


Debido a que todos los ángulos son iguales, los lados también son iguales. La línea vertical tiene longitud 2y, y debido a 
que los lados son todos iguales, también podemos concluir que r = 2y 0 y = Fr. Dado que sen t= y, 
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(= 
sen 6 =” 


sen (2) =40) 


Además, ya que r = 1 en nuestro círculo unitario, 


о 


6 6 
2 ije 
cos (2) + (5) = 1 
cos? (2) = 2 Utilice la propiedad de la raíz cuadrada. 
sa a a ИЕ 
cos (2) = a = —- Dado que y es positivo, elija la raíz positiva. 
Las coordenadas (x, y) para el punto en un círculo con radio 1 en un ángulo de 30° son (2, z) .Ent= з (60°), е! 


radio del círculo unitario, 1, sirve como hipotenusa de un triángulo rectángulo de 30-60-90 grados, ВАР, como se 
muestra en la Figura 13. El ángulo A tiene medida 60°. En el punto В, dibujamos un ángulo ABC con medida de 60°. 
Sabemos que los ángulos de un triángulo suman 180°, por lo que la medida del ángulo C también es 60°. Ahora 
tenemos un triángulo equilátero. Ya que cada lado del triángulo equilátero A BC tiene la misma longitud, y sabemos que 
un lado es el radio del círculo unitario, todos los lados deberán tener longitud 1. 


4 
(0, 1) 


(0, —1) 


Y 
Figura 13 


La medida del ángulo ABD es 30°. Entonces, si es doble, el ángulo ABC es de 60°. BD es la bisectriz perpendicular de 
AC, por lo que corta AC por la mitad. Esto significa que AD es 4 del radio, o 2. Observe que AD es la coordenada de 


la xen el punto B, que se encuentra en la intersección del ángulo de 60* con el círculo unitario. Esto nos da un triángulo 
BAD con hipotenusa de 1 y lado x de longitud 2. 


A partir del teorema de Pitágoras, obtenemos 


Sustituyendo x = 5, obtenemos 


1 
2” 


Resuelva para y, obtenemos 
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1 2 — 
ТУ =] 
y =1-Í 
y = 3 
3 
y=% 


; 7 dis А 3 
Dado que t = т tiene el lado terminal еп el cuadrante І, donde la coordenada de Іа yes positiva, elegimos у = 5. е! 


valor positivo. 


At= E (60°), las coordenadas (x, y) para el punto en un círculo con radio 1 en un ángulo de 60° son (2. $) , 


que hallemos el seno y el coseno. 


Ahora hemos determinado los valores del coseno y del seno para todos los ángulos más comunes en el primer 


cuadrante del círculo unitario. La Tabla 1 resume estos valores. 


Á л л o Лл ° Лл ° 
Angulo 0 6:030 4045 3:060 5,090 


Соѕепо 1 уЗ y2 1 0 
"ar “gn 
Seno 0 1 А уЗ 1 
2 у= ү 
2 2 
Tabla 1 


La Figura 14 muestra los ángulos comunes en el primer cuadrante del círculo unitario. 
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(0, 1) 
90° 


' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
н (1,0) 
а 0°=360° 
de у? УЗ 1 
2 2 2 
Еїдига 14 


Usar una calculadora para hallar el seno y el coseno 

Para hallar el coseno y el seno de otros ángulos que no sean los ángulos especiales, recurrimos a la computadora о a la 
calculadora. Tenga en cuenta: La mayoría de las calculadoras pueden ponerse en modo "grados" o "radianes", lo que le 
indica las unidades del valor de entrada. Cuando evaluamos cos(30) en la calculadora, esta lo evaluará como el coseno 
de 30 grados si está en modo "grados", o el coseno de 30 radianes si está en modo "radianes". 


(є cómo 


Dado un ángulo en radianes, utilizar una calculadora gráfica para hallar el coseno. 


Si la calculadora tiene modo grado y modo radián, configúrela en modo radián. 
Pulse la tecla COS. 

Introduzca el valor del radián del ángulo y pulse la tecla de cierre de paréntesis ")". 
Pulse ENTER. 


curo aaa 


Usar la calculadora gráfica para hallar el seno y el coseno 


Evalúe cos (2) con la calculadora gráfica o la computadora. 


ы ОО Бе 


© Solución 
Pulse las siguientes teclas: 


COS (5 хл + 3) ENTER 
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©) Análisis 

Podemos hallar el coseno o el seno de un ángulo en grados directamente en la calculadora en modo "grados". En el caso 
de las calculadoras o los programas informáticos que solo utilizan el modo "radianes", podemos hallar el seno de 20°, 
por ejemplo, al incluir el factor de conversión a radianes como parte de la entrada: 


SIN (20 x л + 180) ENTER 


м 


INTÉNTELO #4  Evalúesen(%). 


Identificar el dominio y rango de las funciones seno y coseno 


Ahora que podemos hallar el seno y el coseno de un ángulo, tenemos que hablar del dominio y el rango. ¿Cuál es el 
dominio de las funciones seno y coseno? Es decir, ¿cuáles son los números mínimos y máximos que pueden ser entradas 
de las funciones? Debido a que los ángulos menores que 0 y los mayores que 27 pueden seguir graficándose en el 
círculo unitario y tener valores reales de x, y, y r, no hay límite inferior o superior a los ángulos que pueden introducirse 
en las funciones de seno y coseno. La entrada de las funciones de seno y coseno es la rotación desde el eje positivo x, y 
puede ser cualquier número real. 


¿Cuál es el rango de las funciones seno y coseno? ¿Cuáles son los valores mínimo y máximo posibles de su salida? 
Podemos ver las respuestas al examinar el círculo unitario, como se muestra en la Figura 15. Los límites de la 
coordenada de la xson [—1, 1]. Los límites de la coordenada de la y también son [—1, 1]. Por lo tanto, el rango de las 
funciones seno y coseno es [—1, 1]. 


=1 
Y 


Figura 15 
Hallar ángulos de referencia 


Hemos hablado acerca de hallar el seno y el coseno de los ángulos en el primer cuadrante, pero ¿qué pasa si nuestro 
ángulo está en otro cuadrante? Para cualquier ángulo dado en el primer cuadrante, hay un ángulo en el segundo 
cuadrante con el mismo valor del seno. Dado que el valor del seno es la coordenada de la y en el círculo unitario, el otro 
ángulo con el mismo seno compartirá el mismo valor y, pero tendrá el valor x opuesto. Por lo tanto, su valor del coseno 
será el opuesto al valor del coseno del primer ángulo. 


Asimismo, habrá un ángulo en el cuarto cuadrante con el mismo coseno que el ángulo original. El ángulo con el mismo 
coseno compartirá el mismo valor x, pero tendrá el valor y opuesto. Por lo tanto, su valor del seno será el opuesto al 
valor del seno del ángulo original. 


Como se muestra еп la Figura 16, el ángulo œ tiene el mismo valor del seno que el ángulo т; los valores del coseno son 
opuestos. El ángulo д tiene el mismo valor del coseno que el ángulo 7; los valores del seno son opuestos. 


sen(t) = sen(a) у cos(t) = —cos(a) 
sen(t) = — sen(f) y cos(t) = cos(f) 
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Figura 16 


Recordemos que el ángulo de referencia es el ángulo agudo, t, formado por el lado terminal del ángulo гу el eje 
horizontal. El ángulo de referencia es siempre un ángulo entre 0 y 90°, о Оу 3 radianes. Como podemos observar en la 


Figura 17, para cualquier ángulo en los cuadrantes II, III o IV, hay un ángulo de referencia en el cuadrante I. 


Cuadrante | Cuadrante 11 Cuadrante 111 Cuadrante IV 


Y 
t=t t=n-t Г=1-т "= 2т – ї 
= 180° – t = t — 180° = 360° — t 


Figura 17 


(є сомо 


Dado un ángulo entre 0 y 27, hallar su ángulo de referencia. 


Un ángulo en el primer cuadrante es su propio ángulo de referencia. 
Para un ángulo en el segundo o tercer cuadrante, el ángulo de referencia es |л — t| o |180°—t] . 
Para un ángulo en el cuarto cuadrante, el ángulo de referencia es 277 — t о 360°—t. 


Si un ángulo es menor que 0 o mayor que 27, sume o reste 2л tantas veces como sea necesario para hallar un 
ángulo equivalente entre 0 y 27. 


ААЭ 95 


Hallar el ángulo де referencia 
Calcule el ángulo de referencia de 225” como se muestra en la Figura 18. 


DATOME 
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=< 


225° 


1 Y IV 
Figura 18 


© Solución 
Debido a que 225” está en el tercer cuadrante, el ángulo de referencia es 


10180°—225°)| = |—45°| = 45° 


[>] INTÉNTELO #5 Calcule el ángulo de referencia de Эл. 


Usar ángulos de referencia 


Ahora tomemos un momento para reconsiderar la rueda de la fortuna que se mencionó al principio de esta sección. 
Supongamos que un pasajero toma una fotografía mientras la rueda de la fortuna está detenida a veinte pies sobre el 
nivel del suelo. A continuación, el pasajero rota tres cuartas partes del círculo. ¿Cuál es la nueva elevación del pasajero? 
Para responder a preguntas como esta, tenemos que evaluar las funciones seno o coseno en ángulos mayores de 90 
grados o en un ángulo negativo. Los ángulos de referencia permiten evaluar las funciones trigonométricas para ángulos 
fuera del primer cuadrante. También se utilizan para hallar las coordenadas (x, y) para esos ángulos. Utilizaremos el 
ángulo de referencia del ángulo de rotación combinado con el cuadrante en el que se encuentra el lado terminal del 
ángulo. 


Usar ángulos de referencia para evaluar funciones trigonométricas 

Podemos hallar el coseno y el seno de cualquier ángulo en cualquier cuadrante si conocemos el coseno o el seno de su 
ángulo de referencia. Los valores absolutos del coseno y del seno de un ángulo son los mismos que los del ángulo de 
referencia. El signo depende del cuadrante del ángulo original. El coseno será positivo o negativo, dependiendo del 
signo de los valores de x en ese cuadrante. El seno será positivo o negativo, dependiendo del signo de los valores de y 
en ese cuadrante. 


Usar ángulos de referencia para hallar el coseno y el seno 


Los ángulos tienen coseno y seno con el mismo valor absoluto que el coseno y seno de sus ángulos de referencia. El 
signo (positivo o negativo) se puede determinar a partir del cuadrante del ángulo. 


(є cómo 


Dado un ángulo en posición estándar, hallar el ángulo de referencia, y el coseno y el seno del ángulo original. 


1. Mida el ángulo entre el lado terminal del ángulo dado y el eje horizontal. Ese es el ángulo de referencia. 
2. Determine los valores del coseno y del seno del ángulo de referencia. 
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3. Otorgue al coseno el mismo signo que los valores de хеп el cuadrante del ángulo original. 
4. Otorgue al seno el mismo signo que los valores de y en el cuadrante del ángulo original. 


cemoe 


Usar ángulos de referencia para hallar el seno y el coseno 


(А) Con un ángulo de referencia, halle el valor exacto de соѕ(150°) y sen(150°). 


Con el ángulo de referencia, calcule cos 3л y sen 22, 


4 

© Solución 

(А) 150° se encuentra en el segundo cuadrante. El ángulo que forma con el eje x es de 180° - 150° = 30°, por lo que 
el ángulo de referencia es de 30°. 

Esto nos indica que 150° tiene los mismos valores de seno y coseno que 30°, excepto el signo. Sabemos que 


3 1 
cos(30%) = pa y sen(30%) = 5. 


Dado que 150° está en el segundo cuadrante, la coordenada de la x del punto del círculo es negativa, por lo que el 
valor del coseno es negativo. La coordenada de la yes positiva, por lo que el valor del seno es positivo. 


3 1 
соѕ(150°) = ЕЕ у 5еп(150°) = 2 


А A : 2 
4 está en el tercer cuadrante. Su ángulo de referencia es 3л -л = A El coseno y el seno de 2 son ambos a 
En el tercer cuadrante, ambos x como y son negativos, por lo que: 


5л y2 5л y2 


jad o 


e 


INTÉNTELO +6 (ДХ) Utilice el ángulo de referencia de 315° para calcular соѕ(315°) y sen (315°). 


EN : Е Р 7 z 
Utilice el ángulo de referencia de —% para calcular cos (-2) y sen (=) : 


Usar ángulos de referencia para hallar coordenadas 

Ahora que hemos aprendido a calcular los valores del coseno y del seno para los ángulos especiales del primer 
cuadrante, podemos utilizar la simetría y los ángulos de referencia para completar los valores del coseno y del seno en el 
resto de los ángulos especiales del círculo unitario. Se muestran en la Figura 19. Tómese su tiempo para aprender las 
coordenadas (x, y) de todos los ángulos mayores en el primer cuadrante. 
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| y Do N AA AA 
180°, т, (—1, 0) 360°, 27, (1, 0) 


ay 257 2i 315°, ч Ta =“) 
мо (9) so. Sr (33) 


Y 
270°, Эт, (0,—1) 


Figura 19 Ángulos especiales y coordenadas de los puntos correspondientes del círculo unitario 


Además de aprender los valores de los ángulos especiales, podemos utilizar los ángulos de referencia para hallar 
coordenadas (x, y) en cualquier punto del círculo unitario, con lo que sabemos de los ángulos de referencia junto con las 


identidades 
x=cos і y=sen t 
Primero, hallamos el ángulo de referencia correspondiente al ángulo dado. A continuación, tomamos los valores del 


seno y del coseno del ángulo de referencia y les atribuimos los signos correspondientes a los valores de y y de x del 
cuadrante. 


(є cómo 


Dado el ángulo de un punto de un círculo y su radio, hallar las coordenadas (x, y) del punto. 


1. Halle el ángulo de referencia al medir el ángulo más pequeño con respecto al eje x. 


2. Halle el coseno y el seno del ángulo de referencia. 
3. Determine los signos adecuados para la x como y en el cuadrante dado. 


Usar el círculo unitario para hallar coordenadas 

Halle las coordenadas del punto del círculo unitario en un ángulo de 78. 

© Solución 

Sabemos que el ángulo Iz está en el tercer cuadrante. 


En primer lugar, hallaremos el ángulo de referencia al medir el ángulo al eje x. Para hallar el ángulo de referencia de un 
ángulo cuyo lado terminal está en el cuadrante III, calculamos la diferencia del ángulo y z. 
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La== 
6 6 
A continuación, hallaremos el coseno y el seno del ángulo de referencia: 
л уЗ л 1 
cos { — | = —— $еп[—)=-— 
= ец) 


Debemos determinar los signos adecuados para la x y la уеп el cuadrante dado. Dado que nuestro ángulo original está 
en el tercer cuadrante, donde los valores tanto de la x como y son negativos, tanto el coseno como el seno son 


negativos. 
cos (Ж) E 
sen ($) =-3 


Ahora podemos calcular las coordenadas (х, y) por medio de las identidades x = cos дуу = sen 0. 


уЗ 


Las coordenadas del punto son (E -4) en el círculo de la unidad. 


>| INTÉNTELO #7 


Halle las coordenadas del punto del círculo unitario en un ángulo de 5л. 


» | MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con las funciones seno y coseno. 


Funciones trigonométricas con el círculo unitario (http://openstax.org/l/trigunitcir) 

Seno y coseno a partir del círculo unitario (http://openstax.org/l/sincosuc) 

Seno y coseno a partir del círculo unitario y múltiplos de Pi divididos entre seis (http://openstax.org/l/sincosmult) 
Seno y coseno del círculo unitario y múltiplos de Pi divididos entre cuatro (http://openstax.org/l/sincosmult4) 
Funciones trigonométricas con ángulos de referencia (http://openstax.org/l/trigrefang) 


5.2 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 

1. Describa el círculo unitario. 2. ¿Qué representan las 3. Comente sobre la diferencia 
coordenadas de la x y de la y entre un ángulo coterminal 
de los puntos en el círculo y un ángulo de referencia. 
unitario? 

4. Explique en qué se 5. Explique en qué se 


diferencia el coseno de un 
ángulo en el segundo 
cuadrante del coseno, de su 
ángulo de referencia en el 
circulo unitario. 


diferencia el seno de un 
ángulo en el segundo 
cuadrante del seno, de su 
ángulo de referencia en el 
circulo unitario. 


Algebraicos 
En los siguientes ejercicios, utilice el signo dado de las funciones seno y coseno para hallar el cuadrante en el que se 
asienta el punto terminal determinado port. 


6. sen(t) < Оу cos(t) < 0 7. sen(t) > 0 y cos(t) > 0 8. sen(t) > 0 y cos(t) < 0 
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9. sen(t) < Оу cosí(t) > 0 


En los siguientes ejercicios, halle el valor exacto de cada función trigonométrica. 


10. sen 5 11. sen 3 12. cos z 
13. cos 3 14. sen A 15. cos 7 
16. ѕеп A 17. sen 7 18. sen 3z 
19. cos 7 20. cos 0 21. cos = 
22. ѕеп 0 

Numéricos 

En los siguientes ejercicios, indique el ángulo de referencia para el ángulo dado. 
23. 240° 24. —170° 25. 100° 
26. —315° 27, 135° 28. + 
29. 21 30. 57 з1. Liz 
32. 2 33. É 


En los siguientes ejercicios, halle el ángulo de referencia, el cuadrante del lado terminal y el seno y coseno de cada 
ángulo. Si el ángulo no es uno de los ángulos especiales del círculo unitario, utilice la calculadora y redondee a tres 
decimales. 


34. 225° 35. 300° 36. 320° 
37. 135° 38. 210° 39. 120° 
40. 250° 41. 150° 42. E 

43. 17 44. E 45. 3z 

46. E 47. 2л 48. Зя 

49. 17 
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En los siguientes ejercicios, halle el valor solicitado. 


50. Si los valores de 
cos (t) = + y t está en el 4.2 
cuadrante, halle sen(t). 


53. Silos valores de 
sen (t) = -1 y t está en el 
3.9 cuadrante, halle cos(t). 


56. Halle las coordenadas del 
punto en un círculo de 
radio 8 correspondiente a 
un ángulo de Te. 


59. Indique el rango de las 
funciones seno y coseno. 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, utilice el punto dado en el circulo unitario para hallar el valor del seno y el coseno det. 


60. 


ni 


51. Silos valores de 
cos (t) = 5 y t está en el 1.° 
cuadrante, halle sen(ż). 


54. Halle las coordenadas del 
punto en un círculo de 
radio 15 correspondiente a 
un ángulo de 220°. 


57. Halle las coordenadas del 
punto en un círculo de 
radio 16 correspondiente a 
un ángulo de 3л. 


61. 
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. Silos valores de 


sen (t) = 9 y t está en el 2.2 
cuadrante, halle соѕ(7). 


Halle las coordenadas del 
punto en un círculo de 
radio 20 correspondiente a 
un ángulo de 120°. 


. Indique el dominio de las 


funciones seno y coseno. 


уњ 
+ 


62. 
A 
64. 
e? 
3 БУ; 
Ez 
t 
< + 
я, 
2 
66. 


65. 


67. 


5.2 • Círculo unitario: funciones seno y coseno 


юк + 
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68. 69. 
t 
4 (1,0) (1, 0) ё 
1 -4 
10: (0.111, 0.994) 7 ‚ 
0.994 
t 
< + = = + > 
0.111 0.803 
(0.803, –0.596) 
' 
72. 73. 
з 1 
+ ( 7 3 
t 
= <- + » 
з 
F 
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74. 
76. 
(—0.649, 0.761) 
-4 
Y 

(0, —1) 

78. 79. (0,1) 
1 


0.317 
(0.948, —0.317) 
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En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice una calculadora gráfica para evaluar. 


80. sen зя 81. cos E 82. sen 20 
83. cos 75 84. sen 3z 85. cos = 
86. ѕеп 98° 87. соѕ 98° 88. соѕ 310° 
89. sen 310° 


Extensiones 


En los siguientes ejercicios, evalúe. 


90. sen (HZ) cos (227) 91. sen (3%) cos (27) 92. sen (E) cos (4) 
93. sen (2) cos (2) 94. sen (Z) cos (=£) 95. sen (25) cos (32) 
96. cos (2) cos (4) 97. cos (=) cos (2) 98. sen (32) sen (12) 


99. sen (л) sen (= ) 


Aplicaciones еп el mundo real 


En los siguientes ejercicios, utilice este escenario: Un niño se sube a un carrusel que tarda un minuto en dar una vuelta. 
El niño entra en el punto (0, 1), es decir en la posición hacia el norte. Supongamos que el carrusel gira en sentido 
contrario a las agujas del reloj. 


100. ¿Cuáles son las 101. ¿Cuáles son las 102. ¿Cuáles son las 
coordenadas del niño coordenadas del niño coordenadas del niño 
después de 45 segundos? después de 90 segundos? después de 125 

segundos? 

103. ¿Cuándo tendrá el niño 104. ¿Cuándo tendrá el niño 
las coordenadas las coordenadas 
(0,707, —0,707) si el viaje (0,866, —0,5) si el viaje 
dura 6 minutos? (Son dura 6 minutos? 


varias las respuestas). 
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5.3 Las otras funciones trigonométricas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Hallar los valores exactos de las funciones trigonométricas secante, cosecante, tangente y cotangente de 7 T y 
Л. 


6" 

> Utilizar los ángulos de referencia para evaluar las funciones trigonométricas secante, cosecante, tangente y 
cotangente. 

> Utilizar las propiedades de las funciones trigonométricas pares e impares. 

> Reconocer y utilizar las identidades fundamentales. 


> Evaluar funciones trigonométricas con la calculadora. 


Una rampa para sillas de ruedas que cumpla las normas de la Ley de Estadounidenses con Discapacidades debe formar 


un ángulo con el suelo cuya tangente sea 55 о menos, independientemente de su longitud. Una tangente representa un 


cociente, por lo que esto significa que por cada 1 pulgada de subida, la rampa deberá tener 12 pulgadas de recorrido. 
Las funciones trigonométricas nos permiten especificar las formas y proporciones de los objetos, independientemente 
de las dimensiones exactas. Ya hemos definido las funciones seno y coseno de un ángulo. Aunque el seno y el coseno 
son las funciones trigonométricas más utilizadas, existen otras cuatro. Juntas forman el conjunto de las seis funciones 
trigonométricas. En esta sección, investigaremos las funciones restantes. 


Hallar los valores exactos de las funciones trigonométricas secante, cosecante, 
tangente y cotangente 


Para definir el resto de las funciones, volveremos a dibujar un círculo unitario con un punto (x, y) correspondiente a un 
ángulo de f, como se muestra en la Figura 1. Al igual que con el seno y el coseno, podemos utilizar las coordenadas (х, y) 
para hallar las otras funciones. 


y 
(х, y) 


3-Х 
Figura 1 


La primera función que definiremos es Іа tangente. La tangente de un ángulo es el cociente entre el valor de у, y el valor 
de x del punto correspondiente del círculo unitario. En la Figura 1, la tangente del ángulo г es igual a =, x#0. Debido a 
que el valor de y es igual al seno de £, y el valor de x es igual al coseno de т, la tangente del ángulo г también puede 


definirse como Sen, E, cos Г # 0. La función tangente se abrevia como tan. Las tres funciones restantes pueden 


expresarse como recíprocas de las funciones que ya hemos definido. 


• La función secante es la recíproca de la función coseno. En la Figura 1, la secante del ángulo т es igual a 


= 7= 1, x # 0. La función secante se abrevia como sec. 


• Lafunción cotangente es la recíproca de la función tangente. En la Figura 1, Іа cotangente del ángulo f es igual a 


0051 = Ji y # 0. La función cotangente se abrevia como cot. 


* La función cosecante es la recíproca de la función seno. En la Figura 1, la cosecante del ángulo т es igual a 


z 7= 1, y # 0. La función cosecante se abrevia como csc. 


Funciones tangente, secante, cosecante y cotangente 


Silos valores de т es un número real y (х, y) es un punto donde el lado terminal de un ángulo de т radianes 
interseca el círculo unitario, entonces 
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Hallar funciones trigonométricas a partir de un punto еп el círculo unitario 


El punto (E ) está en el círculo unitario, como se indica en Іа Figura 2. Halle sen 7, соѕ 7, (ап /, ѕес f,csc Г, y 


Figura 2 


© Solución 


Ya que sabemos que las coordenadas (х, y) del punto del círculo unitario indicado por el ángulo т, podemos utilizar esas 
coordenadas para determinar las seis funciones: 


= 


sen Т=у= 5 
cos t=x=-4 
1 
{айр ЕРИ ЕВ. \__14__мз 
х у sl 3 3 3 
ES 
ес т= 1 =—1— -23 
кола м з 
AA 
жен A ро 
cs = у= т=2 
2 
үз 
а A. EN 
cot t= == (4) =-4/3 
2 


> 2 2 
[>] INTENTELO #1 El punto ES -47 ) está en el círculo unitario, como se indica en la Figura 3. Halle 


sen f,cos f,tan 7, ѕес f,csc f, y cot t. 
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Figura 3 


BR 


Hallar las funciones trigonométricas de un ángulo 
Halle sen f,cos f,tan f,sec f,csc t, y cot £ cuando t = E 


© Solución 
Anteriormente hemos utilizado las propiedades de los triángulos equiláteros para demostrar que sen $ = 5 y 
3 те ЧИИР 
cos © = a Podemos utilizar estos valores y las definiciones de tangente, secante, cosecante y cotangente como 
funciones del seno y del coseno para calcular los valores restantes de la función. 


л 
sen Z 
{ап 2 = 6 
6 соз E 
1 
-2-1 -3⁄3 
З үз 3 
2 
л 1 
sec = 
6 cos E 
ш ВИС 
м М 3 
"Z 
1 1 
csc = = ===9 
6 sen $ 1 
2 
л 
cos E 
6 
соі = 
6 sen E 
уЗ 


[>] INTÉNTELO #2 Halle sen f,cos f,tan f,sec f,csc 7, y сої t cuando t = as 


Ya que conocemos los valores del seno y del coseno para los ángulos comunes del primer cuadrante, también podemos 
calcular los demás valores de la función para esos ángulos al establecer x igual al coseno, así como y igual al seno y 
luego usar las definiciones de tangente, secante, cosecante y cotangente. Los resultados se indican en la Tabla 1. 
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Á л о л о л о л о 
Ángulo 0 $ o 30°. 4» о 45°. 3>? o 60°. 2» о 90°. 
Соѕепо 1 уЗ y2 1 0 
NA №2 2 
2 2 
Ѕепо 0 І y2 үз 1 
2 1 2, 
2 2 
Tangente 0 КА 1 v3 Indefinida 
3 
Secante 1 24/3 y2 2 Indefinida 
3 
Cosecante Indefinida 2 y2 24/3 1 
3 
Cotangente Indefinida МА 1 КА 0 
3 
Tabla 1 


Usar ángulos de referencia para evaluar la tangente, la secante, la cosecante y la 
cotangente 


Podemos evaluar funciones trigonométricas de ángulos fuera del primer cuadrante utilizando ángulos de referencia, 
como ya lo hemos hecho con las funciones seno y coseno. El procedimiento es el mismo: Halle el ángulo de referencia 
formado por el lado terminal del ángulo dado con el eje horizontal. Los valores de la función trigonométrica para el 
ángulo original serán los mismos que los del ángulo de referencia, excepto el signo positivo o negativo, que viene 
determinado por los valores de xy de y en el cuadrante original. La Figura 4 muestra qué funciones son positivas en qué 
cuadrante. 


Para recordar cuáles de las seis funciones trigonométricas son positivas en cada cuadrante, podemos utilizar la frase 
nemotécnica: “A Smart Trig Class” (Una clase de trigonometría inteligente). Cada una de las cuatro palabras de la frase 
corresponde a uno de los cuatro cuadrantes, empezando por el cuadrante Ту girando en sentido contrario a las agujas 
del reloj. En el cuadrante I, que es "А", “all” (todas las) seis funciones trigonométricas son positivas. En el cuadrante II, 
"Smart”, solo el seno y su función recíproca, la cosecante, son positivos. En el cuadrante III, "Trig”, solo la tangente y su 
función recíproca, cotangente, son positivas. Por último, en el cuadrante IV, "Class," (clase) solo el coseno y su función 
recíproca, la secante, son positivos. 
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lll tant IV cost 
cott sect 


Figura 4 


CÓMO 


Dado un ángulo que no está en el primer cuadrante, utilizar los ángulos de referencia para hallar las seis 
funciones trigonométricas. 


1. Mida el ángulo formado por el lado terminal del ángulo dado y el eje horizontal. Este es el ángulo de referencia. 

2. Evalúe la función en el ángulo de referencia. 

3. Observe el cuadrante donde se encuentra el lado terminal del ángulo original. Con base en el cuadrante, 
determine si la salida es positiva o negativa. 


ЕИ 


Usar ángulos de referencia para hallar funciones trigonométricas 
Utilice los ángulos de referencia para hallar las seis funciones trigonométricas de – 57. 


© Solución 
5л 


El ángulo entre el lado terminal de este ángulo y el eje xes ©з por lo que ese es el ángulo de referencia. Dado que -5 


está en el tercer cuadrante, donde tanto x como y son negativos, el coseno, el seno, la secante y la cosecante serán 
negativos, mientras que la tangente y la cotangente serán positivas. 


5л\ УЗ Sy _1 5z) _ УЗ 
cos (52) = – 17, зеп (—4®) =-3, tan (52) =F 
sec ( sz) = Аз ы эл = 2, cot ( эл) = уЗ 
[>] INTÉNTELO #3 Utilice los ángulos de referencia para hallar las seis funciones trigonométricas de TE. 


Usar funciones trigonométricas pares e impares 


Para utilizar libremente nuestras seis funciones trigonométricas con entradas de ángulos positivos y negativos, 
debemos examinar cómo trata cada función una entrada negativa. Resulta que hay una diferencia importante entre las 
funciones en este respecto. 


Considere la función f(x) = х?, que se muestra еп Іа Figura 5. El gráfico de la función es simétrico con respecto al eje у. 
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Alo largo de la curva, dos puntos cualesquiera con valores de x opuestos tienen el mismo valor de función. Esto coincide 
con el resultado del cálculo: (4? = (47, (—5)2 = (5)?, y así sucesivamente. Así que f(x) = x? es una función par, una 
función tal que dos entradas que son opuestas tienen la misma salida. Esto significa que f (х) = f (х). 


y 
281 


24+ 


20+ 
16+ 


(—2, 4) 


-+— + + + 


+ + + 
T =б = =й =ф ер =1 © 


-af 


Figura5 La función f(x) = x? es una función par. 


Consideremos ahora la función f(x) = х?, que se muestra en la Figura 6. El gráfico no es simétrico con respecto al eje y. 
Alo largo del gráfico, dos puntos cualesquiera con valores de x opuestos también tienen valores de y opuestos. Así que 
Р(х) = x? es una función impar, una función tal que dos entradas que son opuestas tienen salidas que también son 


opuestas. Esto significa que f (—x) = —f (х). 


y 
4 


Figura 6 La función f(x) = x? es una función impar. 


Podemos comprobar si una función trigonométrica es par o impar al dibujar un círculo unitario con un ángulo positivo y 
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otro negativo, como en la Figura 7. El seno del ángulo positivo es y. El seno del ángulo negativo es -y. La función seno, 
entonces, es una función impar. Podemos probar cada una de las seis funciones trigonométricas de esta manera. Los 


resultados se indican en la Tabla 2. 


4 
(х, y) 
t 
— = 
= 
(х, =y) 
ї 
Figura 7 
sen t= у cost=x tan(t) = = 
веп(-ї) = -y cos(-t) = х ќап(-7) = -2 


sen t Æ sen(-t) cos 7 = cos(-t) tan t Æ tan(£) 


=d 3 = х 
sec => cse і = y cot t у 
зес(-ї) = + сзс(-) = L cot(1) = 2, 
sec 1 = sec(-t) esc t £ csc(-t) cot t Æ cot(-t) 
Tabla 2 


Funciones trigonométricas pares e impares 


La función par es aquella en la que f(-x) = f(x). 
Una función impar es aquella en la que f(-x) = - f(x). 


El coseno y la secante son pares: 
cos(—f) = cos t 
sec(—t) = sec t 


El seno, la tangente, la cosecante y la cotangente son impares: 


sen(—t) = — sen t 
tan(—t) = — tan t 
csc(—t) = — csc t 


cot(—t) = — cot t 


BB 


Usar las propiedades pares e impares de las funciones trigonométricas 
Si la secante del ángulo ź es 2, ¿cuál es la secante де -1? 
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© Solución 
La secante es una función par. La secante de un ángulo es igual a la secante de su opuesto. Por lo tanto, si la secante del 
ángulo tes 2, la secante de -t también será 2. 


[>] INTÉNTELO #4 Si la cotangente del ángulo ź es ү, ¿cuál es la cotangente de -1? 


Reconocer y utilizar las identidades fundamentales 


Hemos explorado una serie de propiedades de las funciones trigonométricas. Ahora, podemos llevar las relaciones un 
paso más allá y derivar algunas identidades fundamentales. Las identidades son enunciados verdaderos para todos los 
valores de la entrada sobre la que se definen. Normalmente, las identidades se derivan de definiciones y relaciones que 
ya conocemos. Por ejemplo, la identidad pitagórica, que aprendimos antes, se deriva del teorema de Pitágoras y de las 
definiciones de seno y coseno. 


Identidades fundamentales 


Podemos derivar algunas identidades útiles de las seis funciones trigonométricas. Las otras cuatro funciones 
trigonométricas pueden relacionarse con las funciones seno y coseno por medio de estas relaciones básicas: 


seni 
tan t = 
cos Т 
1 
sec t = 
cos Ї 
1 
Cse (= 
sen Т 
1 cos Ї 
cors == 


tant sent 


BR 


Usar identidades para evaluar funciones trigonométricas 


(А Dados sen(45°) = Y соз(45°) = i, evaluar tan(45°). 


3 2 
Dados sen (32) = 1, cos (2) = УЗ evalúe sec (32) А 
© Solución 
Ya que conocemos los valores del seno y del coseno de estos ángulos, podemos utilizar las identidades para evaluar las 
demás funciones. 


© 


ö sen(45° 
tan(45°) = aen 
А 
L2 
2 
zD 
=1 
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sec ( 


INTÉNTELO #5 Evalúe csc (22). 


Шш 


Usar identidades para simplificar expresiones trigonométricas 


$ fi sec t 
Simplifique 0—7. 


© Solución 
Podemos simplificar esto al reescribir ambas funciones en términos de seno y coseno. 


1 


et = T "Para dividir las funciones, multiplicamos por el recíproco. 
cos f 

= l w Dividimos los cosenos. 

= == Simplificamos y utilizamos la identidad. 

= сѕс Í 


Al demostrar que 2 т puede simplificarse a csc t, hemos establecido, de hecho, una nueva identidad. 


sec t 
tan t 


= СЅС t 


[>] INTÉNTELO #6 Simplifique (tan 2)(соѕ t). 


Formas alternativas de la identidad pitagórica 
Podemos utilizar estas identidades fundamentales para derivar formas alternativas de la identidad pitagórica, 
соѕ27 + ѕеп27 = 1. Una forma se obtiene al dividir ambos lados entre cos?? : 


2 2 
cosft ү sentí _ 1 


соѕ21 соз? cos2t 


1 + tan?t = sec?t 


La otra forma se obtiene al dividir ambos lados entre sen?t : 


cos?1 sen? to 1 


sen2+ sen2+ ѕеп21 


соі + 1 = сѕс21 


Formas alternativas de la identidad pitagórica 


1 + tan?t = ѕес27 


2 


соі + 1 = сѕс27 
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ЕИ 


Usar identidades para relacionar funciones trigonométricas 
Si los valores de cos(t) = £ y t está en el cuadrante IV, como se indica en la Figura 8, halle los valores de las otras cinco 


funciones trigonométricas. 
y 
4 


Y 
Figura 8 


© Solución 
Podemos hallar el seno mediante la identidad pitagórica, cos?t + sen?t=1, y las funciones restantes al relacionarlas 


con el seno y el coseno. 


(2) + sen? = 1 


listo iy? 
sen*f = (13) 
2, т 144 
sen*f = 169 
J225 
senti = тед 
== 1 25 
sen t= + 169 
№25 
sen і = + —— 
169 
са 
sen t= +33 


El signo del seno depende de los valores de уеп el cuadrante donde se encuentra el ángulo. Dado que el ángulo está en 
el cuadrante IV, donde los valores de y son negativos, su seno es negativo, -5 


El resto de las funciones puede calcularse mediante identidades que las relacionen con el seno y el coseno. 


5 
_— зеп _ _13 _ 5 
tan f= cost = po 12 
1 
= 1 -~L „19 
sec t= сут =; = 1; 
13 
loc loz. 
csc t sn > 
13 
1. 1.12 
ad y is al 5 
12 
[>] INTÉNTELO #7 Si los valores de sec(t) = — L y0 < t< л, halle los valores de las otras cinco funciones. 
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Como hemos comentado al inicio del capítulo, la función que repite sus valores en intervalos regulares se conoce como 
función periódica. Las funciones trigonométricas son periódicas. Para las cuatro funciones trigonométricas, seno, 
coseno, cosecante y secante, la revolución de un círculo o 27, dará lugar a las mismas salidas para estas funciones. 
Igualmente, para la tangente y la cotangente, solo media revolución dará lugar a las mismas salidas. 


Otras funciones también pueden ser periódicas. Por ejemplo, la duración de los meses se repite cada cuatro años. Si los 
valores de x representa el tiempo de duración, medido en años, y f(x) representa el número de días en el mes de 
febrero, entonces f(x +4) = f(x). Este patrón se repite una y otra vez a lo largo del tiempo. En otras palabras, cada 
cuatro años, es seguro que febrero tenga el mismo número de días que tenía 4 años antes. El 4 es el menor número 
positivo que satisface esta condición y se denomina periodo. Un periodo es el intervalo más corto en el que una función 
realiza un ciclo completo; en este ejemplo, el período es 4 y representa el tiempo que tardamos en estar seguros de que 
febrero tendrá el mismo número de días. 


Periodo de una función 

El periodo P de una función repetitiva f es el número que representa el intervalo tal que f(x + Р) = f(x) para 
cualquier valor de x. 

El periodo de las funciones coseno, seno, secante y cosecante es 27. 


El periodo de las funciones tangente y cotangente es л. 


Hallar los valores de las funciones trigonométricas 
Halle los valores de las seis funciones trigonométricas del ángulo f con base en la Figura 9. 


y 
4 


1 


=x 


Figura 9 
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© Solución 


3 
sen 1=y=-L 
==. Lt 
cos t=x= > 
уЗ 
_ sent ПЕГИ 
tan t= сү — = 13 
2 
= CP ИНЕ 
ii = 2 
2 
243 
cse t = — = —— zai 
sen t уЗ 3 
с? 
3 
р текш. 
д 


[>] INTÉNTELO #8 Halle los valores de las seis funciones trigonométricas del ángulo ѓ con base en la Figura 10 
y 
4 
1 
t 
= 1 = Х 
(0, –1) 
Figura 10 
Hallar el valor de las funciones trigonométricas 
; 3 
Si los valores de sen (t) = 8 y cos(t) = 4, calcule ѕес(7), сѕс(7), tan(t), cot(t). 
© Solución 
кым оа 
sec t= 7 Бат 
2 
-1 _ _2\/3З 
csc t= 7р = = 3 
ES 
уз 
_sent_ 2 _ 
tan t= có = —2- = -ү3 
2 
ЕИ ЕЕЕ: Т 
tan t -\З 3 
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о 9 
IS 


INTÉNTELO #9 Si los valores de sen (t) = y cos (t) = Ya calcule sec(t), сѕс(7), tan(t), y cot(t). 


Evaluar funciones trigonométricas con la calculadora 


Hemos aprendido a evaluar las seis funciones trigonométricas para los ángulos comunes del primer cuadrante y a 
utilizarlas como ángulos de referencia para los ángulos de otros cuadrantes. Para evaluar las funciones trigonométricas 
de otros ángulos, utilizamos una calculadora científica o gráfica o un programa informático. Si la calculadora tiene un 
modo de grados y un modo de radianes, confirme que haya elegido el modo correcto antes de realizar un cálculo. 


Evaluar una función tangente con una calculadora científica en lugar de una calculadora gráfica o un sistema de álgebra 
computacional es como evaluar un seno o un coseno: Introduzca el valor y pulse la tecla TAN. Para las funciones 
recíprocas, es posible que no haya determinadas teclas dedicadas que indiquen CSC, SEC o COT. En ese caso, la función 
deberá evaluarse como el recíproco del seno, del coseno o de la tangente. 


Si necesitamos trabajar con grados y nuestra calculadora o programa informático no tienen modo de grados, podemos 
introducir los grados multiplicados por el factor de conversión T80 para convertir los grados en radianes. Para hallar la 
secante de 30°, podríamos pulsar 


1 
(en una calculadora científica): ————СО$5 
30 X тб 


(en una calculadora gráfica): 


cos (322) 


(ә cómo 


@ 
Dada la medida de un ángulo en radianes, utilizar una calculadora científica para hallar la cosecante. 


Si la calculadora tiene modo grado y modo radián, configúrela en modo radián. 
Ingrese: 1 / 

Introduzca el valor del ángulo dentro del paréntesis. 

Presione la tecla SIN (SEN). 

Pulse la tecla =. 


БД о рэла 


(є cómo 


Dada la medida de un ángulo en radianes, utilizar una herramienta gráfica o calculadora gráfica para hallar la 
cosecante. 


Si la herramienta gráfica tiene modo de grados у modo de radianes, configúrela al modo de radianes. 
Ingrese: 1 / 

Presione la tecla SIN (SEN). 

Introduzca el valor del ángulo dentro del paréntesis. 

Pulse la tecla ENTER. 


NS 


ААД 35% 


Evaluar Іа cosecante mediante la tecnología 
Evalúe la cosecante de Эл. 


© Solución 


En una calculadora científica, introduzca la información de la siguiente manera: 
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1/(5 х 2/7)SIN= 


5л 
— | = 1,279 
cs ( 7 ) 


[>] INTÉNTELO #10 Evalúelacotangente de – =. 


» | MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con otras funciones 
trigonométricas. 


Determinar los valores de la función trigonométrica (http://openstax.orq/l/trigfuncval) 

Más ejemplos de determinación de funciones trigonométricas (http://openstax.org/l/moretrigfun) 
Identidades pitagóricas (http://openstax.org/l/pythagiden) 

Funciones trigonométricas еп la calculadora (http://openstax.orq/l/trigcalc) 


5.3 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


3. Para cualquier ángulo del 
cuadrante Il, si conociera el 
seno del ángulo, ¿cómo 
podría determinar el 


1. En un intervalo ае [0, 27), 2. 
¿los valores del seno y del 
coseno de una medición de 
radián pueden ser iguales? 


¿Cuál sería la estimación del 
coseno de л grados? 
Explique su razonamiento. 


Si es así, ¿dónde? coseno? 
4. Describa la función secante. 5. La tangente у la cotangente 
tienen un período de л. 
¿Qué nos dice esto sobre la 
salida de estas funciones? 
Algebraicos 
En los siguientes ejercicios, halle el valor exacto de cada expresión. 
z z z 
6. tan 6 7. sec 6 8. csc 6 
Лл Лл л 
9. cot 6 10. їап 4 11. ѕес 4 
Л л. л 
12. csc 4 13. cot 4 14. tan 3 
m m л 
15. sec 3 16. csc 3 17. cot 3 


En los siguientes ejercicios, utilice los ángulos de referencia para evaluar la expresión. 


5л 7л Пл 
18. tan ma 19. sec -6- 20. csc E 
137 7л Зл 
21. сої =e 22. tan 4 23. sec 4 


Acceso gratis en openstax.org 


24. 


27. 


30. 


33. 


36. 


39. 


42. 


45. 


48. 


csc E 
sec == 
tan 225° 


cot 240° 


csc 210° 


Si los valores de cos t = –1, 
y t están еп el cuadrante Ш, 
halle 


sen f,sec f,csc f,tan f,cot f. 


Si los valores de 

sen 40° ғ 0,643 y 

cos 40° ж 0,766 calcule 
ѕес40°, сѕс40°, іап40° y 
cot y 40°. 


Si los valores de 
sec 7 = 3,1, ¿cuál es е! 
sec(-t)? 


Si los valores de 
cot t = 9,23, ¿cuál es la 
cot(-t)? 


25. 


28. 


31. 


34. 


37. 


43. 


46. 


sec 300° 


tan 330° 


cot 315° 


40. Sitan f= 2 y0<t< 
calcule 
sen f,cos f,sec f,csc t, y 


cot f. 


Si los valores de 


кы de 


ѕеп(-7)? 


Si los valores de 
csc £ = 0,34, ¿cuál es el 


csc(-t)? 


NJS 


26. 


29. 


32. 


35. 


38. 


44. 


47. 
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{ап = 


cot = 


csc 150° 
sec 120° 


Si los valores de sen t = 2, 
y t están en el cuadrante II, 
halle cos f, sec t, csc t, 
tan f,cot t. 


41. Silos valores de 


sen р УЗ cos = і 
== У = о» 
calcule sec f,csc f,tan f, y 

cot f. 


Si los valores de cos t = 4, 
¿cuál es el cos(-t)? 


Si tan t = —1,4, ¿cuál es la 
tan(=£)? 
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Gráficos 


En los siguientes ejercicios, utilice el ángulo en el círculo unitario para calcular el valor de cada una de las seis funciones 


trigonométricas. 
49. 50. 
р Ja 
2 ES 3) 
е 1 (2 +) 
5 22 
ы t + » Бы t + » 
2 y3 
5 5 
51. 
a + 
1 
2 
33 
E 
22 
En tecnología 
En los siguientes ejercicios, utilice una calculadora gráfica para evaluar. 
5л 4л л 
52. сѕс E 53. cot F 54. sec 10 
55. tan 2 56. sec 2 57. csc £ 
. 3 . 4 Я 4 
58. (ап 98° 59. cot 33° 60. сог 140° 
61. ѕес 310° 
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5.3 * Las otras funciones trigonométricas 


En los siguientes ejercicios, utilice las identidades para evaluar la expresión. 


62. Silos valores de 
tan (t) = 2,7, y 
sen (7) ғ 0,94, calcule 
cos (t). 


65. Silos valores de 66. 


cot (t) = 0,58, y 
cos (t) ғ 0,5, calcule 
csc (t). 


68. Determine si la función 69. 


f(x)=senx — 2cos?x es 
par, impar o ninguna de las 
dos. 


63. 


Si tan (7) = 1.3, y 
cos (7) ғ 0,61, calcule 
sen (7). 


Determine si la función 
f(x) =2sen x cos xes 
par, impar o ninguna de las 
dos. 


Determine si la función 
Р(х) = csc? x + sec х еѕ 
par, impar o ninguna de las 
dos. 


64. 


67. 


Si los valores de 

csc (t) ғ 3,2, y 

cos (t) = 0,95, calcule 
tan (t). 


Determine si la función 

FO) = Зѕеп2х cos х + sec х 
es par, impar o ninguna de las 
dos. 


En los siguientes ejercicios, utilice las identidades para simplificar la expresión. 


70. csc f tan t 71. 


Aplicaciones en el mundo real 
72. La cantidad de luz solaren 73. 
una determinada ciudad 

puede modelarse 

mediante la función 

h = 15 cos (5d) , donde 

h representa las horas de 

luz solar y d es el día del 

año. Utilice la ecuación 

para calcular cuántas horas 

de luz solar hay el 11 de 

febrero, el 42.* día del año. 
Indique el periodo de la 

función. 


75. La altura de un pistón, Л, 76. 


en pulgadas, se puede 
modelar mediante la 
ecuación y =2c0s x + 6, 
donde x representa el 
ángulo del cigúeñal. 
Calcule la altura del pistón 
cuando el ángulo del 
cigúeñal es 55°. 


sec t 
csc t 


La cantidad de luz solar en 
una determinada ciudad 
puede modelarse 
mediante la función 

h = 16 cos (554) ‚ donde 
h representa las horas de 
luz solar y d es el día del 
año. Utilice la ecuación 
para calcular cuántas horas 
de luz solar hay el 24 de 
septiembre, el 267.” día del 
año. Indique el periodo de 
la función. 


La altura de un pistón, h, 
en pulgadas, se puede 
modelar mediante la 
ecuación y = 2cos x + 5, 
donde x representa el 
ángulo del cigüeñal. 
Calcule la altura del pistón 
cuando el ángulo del 
cigüeñal es 55°. 


74. La ecuación 


P = 20sen (27t) + 100 
modela la presión arterial, 
P, donde t representa el 
tiempo en segundos. (a) 
Halle la presión arterial 
después de 15 segundos. 
(b) ¿Cuál es la sístole y la 
diástole? 
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5.4 Trigonometría de triángulos rectángulos 


Objetivos de aprendizaje 

En esta sección, podrá: 
> Utilizar los triángulos rectángulos para evaluar las funciones trigonométricas. 
> Hallar los valores de la función para 30% (2) ‚45° (2) ,y 60° (5). 


> Utilizar cofunciones de ángulos complementarios. 
> Utilizar las definiciones de las funciones trigonométricas de cualquier ángulo. 
> Utilizar la trigonometría del triángulo rectángulo para resolver problemas aplicados. 


Anteriormente hemos definido el seno y el coseno de un ángulo en términos de las coordenadas de un punto del círculo 
unitario intersecado por el lado terminal del ángulo: 


cos Í=x 


sen t= y 


En esta sección, veremos otra forma de definir las funciones trigonométricas mediante las propiedades de los triángulos 
rectángulos. 


Usar triángulos rectángulos para evaluar funciones trigonométricas 


En secciones anteriores, hemos utilizado un círculo unitario para definir las funciones trigonométricas. En esta sección, 
ampliaremos esas definiciones para aplicarlas a los triángulos rectángulos. El valor de la función seno o coseno de t es 
su valor en т radianes. En primer lugar, tenemos que crear nuestro triángulo rectángulo. La Figura 1 muestra un punto 
en un círculo unitario de radio 1. Si dejamos caer un segmento de línea vertical desde el punto (x, y) al eje x, tenemos un 
triángulo rectángulo cuyo lado vertical tiene longitud y y cuyo lado horizontal tiene una longitud x. Podemos utilizar 
este triángulo rectángulo para redefinir el seno, el coseno y las demás funciones trigonométricas como cocientes de los 
lados de un triángulo rectángulo. 


4 
(х, y) 
1 
y 
Xx 
Figura 1 
Sabemos que 
А х 
cos t= — = х 
1 
Asimismo, sabemos que 
sen t= — = у 


Estas relaciones se siguen aplicando a los lados де un triángulo rectángulo cuando по hay ningún círculo unitario y 
cuando el triángulo no está en posición estándar y no se grafica con las coordenadas (x, y). Para utilizar estas relaciones 
libremente, daremos a los lados designaciones más genéricas: En lugar de x, llamaremos lado adyacente al ángulo al 
lado del ángulo dado т. (Adyacente significa “junto a”). En lugar de y, llamaremos lado opuesto al ángulo dado al lado 
más distante del ángulo t. Finalmente, en lugar de 1, llamaremos hipotenusa al lado de un triángulo rectángulo 
opuesto al ángulo recto. Estos lados están marcados en la Figura 2. 


hipotenusa 


opuesto 


adyacente 


Figura 2 Los lados de un triángulo rectángulo en relación con el ángulo 7. 
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Comprender las relaciones de los triángulos rectángulos 
Dado un triángulo rectángulo con un ángulo agudo дет, 


_  Opuesto 
sen(t) = hipotenusa 

_ adyacente 
cos(1) = hipotenusa 

_ opuesto 
ап?) = adyacente 


Una mnemotecnia común para recordar estas relaciones es SohCahToa, formada por las primeras letras de "Seno es 
opuesto sobre la hipotenusa, Coseno es adyacente sobre la hipotenusa, Tangente es opuesto sobre el adyacente”. 


(М cómo 

а 
Dadas las longitudes de los lados de un triángulo rectángulo y uno de los ángulos agudos, hallar el seno, el 
coseno y la tangente de ese ángulo. 


1. Halle el seno como el cociente del lado opuesto a la hipotenusa. 
2. Halle el coseno como el cociente entre el lado adyacente y la hipotenusa. 
3. Halle la tangente como el cociente del lado opuesto al lado adyacente. 


BB 


Evaluar una función trigonométrica de un triángulo rectángulo 
Dado el triángulo que figura en la Figura 3, calcule el valor de cos а. 


15 
Figura 3 


© Solución 
El lado adyacente al ángulo es 15, y la hipotenusa del triángulo es 17, por lo que 


_ adyacente 

cos(a) = hipotenusa 
_ 15 
17 


INTÉNTELO #1 Dado el triángulo que se muestra en la Figura 4, calcular el valor de sen f. 


24 
Figura 4 


Relacionar los ángulos y sus funciones 


Cuando se trabaja con triángulos rectángulos, se aplican las mismas reglas, independientemente de la orientación del 
triángulo. De hecho, podemos evaluar las seis funciones trigonométricas de cualquiera de los dos ángulos agudos del 
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triángulo en la Figura 5. El lado opuesto a un ángulo agudo es el lado adyacente al otro ángulo agudo y viceversa. 


Adyacente al £ 
Opuesto х 


Adyacente al æ 
Opuesto В 


Hipotenusa 


Figura 5 Ellado adyacente a un ángulo es opuesto al otro. 


Se nos pide que hallemos las seis funciones trigonométricas para un ángulo dado en un triángulo. Nuestra estrategia es 
hallar primero el seno, el coseno y la tangente de los ángulos. Entonces, podemos hallar las otras funciones 
trigonométricas fácilmente porque sabemos que el recíproco del seno es la cosecante, el recíproco del coseno es la 
secante y el recíproco de la tangente es la cotangente. 


(є cómo 

а 
Dadas las longitudes de los lados de un triángulo rectángulo, evaluar las seis funciones trigonométricas de 
uno de los ángulos agudos. 


1. Si es necesario, dibuje el triángulo rectángulo y marque el ángulo suministrado. 
2. Identifique el ángulo, el lado adyacente, el lado opuesto al ángulo y la hipotenusa del triángulo rectángulo. 
3. Halle la función requerida: 

с е| seno como el cociente entre el lado opuesto у la hipotenusa 

o el coseno сото el cociente entre el lado adyacente y la hipotenusa 

o |а tangente como el cociente entre el lado opuesto y el lado adyacente 

o el secante como el cociente entre la hipotenusa y el lado adyacente 

o el cosecante como el cociente entre la hipotenusa y el lado opuesto 

o |а cotangente como el cociente entre el lado adyacente y el lado opuesto 


шышы aaa 


Evaluar funciones trigonométricas de ángulos que no están en posición estándar 
Con el triángulo que aparece en la Figura 6, evalúe sen а, cos а, tan а, sec а, сѕс а, y cot а. 


5 


Figura 6 


© Solución 


O E opuestox _ 4 
— hipotenusa _ 5 
_ juntoaa 3 
соза hipotenusa ` 5 
opuesto а 
tan q = Pa _ 4 
junto a æ 3 
hipotenusa 
sec а = -Poems _ 5 
junto a æ 3 
hipotenusa 5 
CSC а = "оре — 4 
_ jmtoaa _ 3 
cot а = opuesto а — 4 
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[>] INTÉNTELO #2 Con el triángulo que aparece en la Figura 7, evalúe sen f,cos tf, tan f,sec f,csc f, y cot t. 
56 


33 
65 


Figura 7 


Hallar funciones trigonométricas de ángulos especiales utilizando las longitudes de los lados 

Ya hemos hablado de las funciones trigonométricas en su relación con los ángulos especiales del círculo unitario. Ahora, 
podemos utilizar esas relaciones para evaluar los triángulos que contienen esos ángulos especiales. Hacemos esto 
porque cuando evaluamos los ángulos especiales en las funciones trigonométricas, estos tienen valores relativamente 
amigables, valores que no contienen ninguna o solo una raíz cuadrada en el cociente. Por lo tanto, estos son los ángulos 
que se utilizan a menudo en los problemas matemáticos y científicos. Utilizaremos múltiplos de 30°, 60°, y 45°, sin 
embargo, recuerde que, cuando se trata de triángulos rectángulos, estamos limitados a los ángulos entre 0° y 90°. 


Supongamos que tenemos un triángulo de 30°, 60°, 90°, que también puede describirse como un triángulo de 2, 37 7 
Los lados tienen longitudes en la relación s, 3s, 2s. Los lados de un triángulo de 45°, 45°, 90°, que también puede 
describirse como un triángulo de 2, 2, 2, tienen longitudes en la relación s, s, 2s. Estas relaciones se muestran en la 


4? 4’ 2' 
Figura 8. 


4 4 
{| 
55 /3s 
a A — ES 
1 ' 


Figura 8 Longitudes laterales de los triángulos especiales 


A continuación, podemos utilizar el cociente de las longitudes laterales para evaluar las funciones trigonométricas de los 
ángulos especiales. 


(є cómo 


Dadas las funciones trigonométricas de un ángulo especial, evaluar con las longitudes laterales. 


1. Utilice las longitudes laterales que figuran en la Figura 8 para el ángulo especial que desea evaluar. 
2. Utilice el cociente de longitudes laterales, adecuado a la función que desea evaluar. 
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с 993 


Evaluar funciones trigonométricas de ángulos especiales con las longitudes laterales 
Halle el valor exacto de las funciones trigonométricas de 3i con las longitudes laterales. 


© Solución 
sen (4) = 2 = Ж” =? 
cos (5) = т 1 
tan (5) = ЖР = У= = y3 
sec (5) = 7 =%=2 
a(i) = ор = de == 28 


adj $ e 
cot (5) opp mE үз 3 


INTÉNTELO #3 Halle el valor exacto de las funciones trigonométricas de %, con las longitudes laterales. 


Usar la cofunción igual de los complementos 
Si observamos más detenidamente la relación entre el seno y el coseno de los ángulos especiales con respecto al círculo 


Wa 


unitario, notaremos un patrón. En un triángulo rectángulo con ángulos de $ y 39 vemos que el seno de 25 а saber DE 


es también el coseno de Єз mientras que el seno de Єз а saber 2, es también el coseno de 3 


sen 


sen 


Vea la Figura 9 


Y 


Figura 9 Elseno de 3 es igual al coseno de С y viceversa. 


Este resultado no debería sorprender porque, como observamos en la Figura 9, el lado opuesto al ángulo de 2 es 
p porque, Figura 3, p g 3 


también el lado adyacente a ©з por lo que sen (2) y COS (2) son exactamente la misma proporción de los mismos dos 


lados, \/35 y 2s. De la misma manera, cos (2) у ѕеп (2) también son Іа misma proporción соп los mismos dos lados, 5 
y 25. 


La interrelación entre el seno y el coseno de ы у A también es válida para los dos ángulos agudos de cualquier triángulo 
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rectángulo, ya que en todos los casos, el cociente de los dos mismos lados constituiría el seno de un ángulo y el coseno 
del otro. Ya que los tres ángulos de un triángulo suman z, y el ángulo rectángulo es 5: los dos ángulos restantes 


también deberán sumar 5 Esto significa que se puede formar un triángulo rectángulo con dos ángulos cualesquiera 


que sumen 5: es decir, dos ángulos complementarios cualesquiera. Por Іо tanto, podemos afirmar una identidad de la 
cofunción: Si dos ángulos cualesquiera son complementarios, el seno de uno es el coseno del otro y viceversa. Esta 


identidad se ilustra en la Figura 10. 


sena = СО5 3 
ѕепВ = соѕа 


Figura 10 Identidad de la cofunción de seno у coseno de ángulos complementarios 


Con esta identidad podemos afirmar sin calcular, por ejemplo, que el seno de 17 es igual al coseno de зя. y que el seno 


de $ es igual al coseno de T También podemos afirmar que si, para un determinado ángulo f, cos t = > entonces 


sen (= –1) = + también. 


Identidades de la cofunción 


Las identidades de la cofunción en radianes figuran en la Tabla 1. 


=) 
-1) 
ч) =) 


N| a 


л 
соз 1=sen (Z =r) sen £ = cos ( 


-1) cot 1 = tan ( 


N] A 


tan t = cot ( 


[ғ 


[ғ 


ѕес 1 =0se ( 


Tabla 1 


(є cómo 


Dados el seno y el coseno de un ángulo, halle el seno o coseno de su complemento. 


1. Para determinar el seno del ángulo complementario, halle el coseno del ángulo original. 
2. Para determinar el coseno del ángulo complementario, halle el seno del ángulo original. 


BB 


Usar las identidades de la cofunción 
i 29. z 
Si los valores de sen f = їз, Calcule cos( 2 t). 


651 


652 5- Funciones trigonométricas 


© Solución 
Según las identidades de la cofunción para el seno y el coseno, 


кеш {| 
sen г = cos| 7 — . 
2 


Así que 


INTÉNTELO #4 51105 valores de csc (2) = 2, calcule sec (2). 


Usar las funciones trigonométricas 

En los ejemplos anteriores, hemos evaluado el seno y el coseno en triángulos en los que conocíamos los tres lados. No 
obstante, la verdadera potencia de la trigonometría de triángulos rectángulos surge cuando observamos los triángulos 
en los que conocemos un ángulo, pero no conocemos todos los lados. 


(є cómo 
а 


Dado un triángulo rectángulo, la longitud de un lado y la medida de un ángulo agudo, hallar los lados 
restantes. 


1. Para cada lado, seleccione la función trigonométrica que tiene el lado de la incógnita como numerador o 
denominador. El lado conocido será a su vez el denominador o el numerador. 

2. Escriba una ecuación que establezca el valor de la función del ángulo conocido igual al cociente de los lados 
correspondientes. 

3. Utilizando el valor de la función trigonométrica y la longitud lateral conocida, resuelva la longitud lateral que 
falta. 


cemos 93 


Hallar las longitudes de los lados que faltan por medio de los cocientes trigonométricos 
Halle los lados de la incógnita del triángulo en la Figura 11. 


Figura 11 


© Solución 
Conocemos el ángulo y el lado opuesto, así que podemos usar la tangente para dar con el lado adyacente. 


7 
tan(30°) = — 
a 


Reordenamos para resolver a. 
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= 7 
а = та1(30°) 
а 12,1 
Podemos utilizar el seno para hallar la hipotenusa. 
7 
ѕеп(30°%) = — 
с 
De nuevo, reordenamos рага resolver с. 
© = Seno) 
я 14 


[>] INTÉNTELO #5 Un triángulo rectángulo tiene un ángulo de A e hipotenusa de 20. Halle los lados y el ángulo 


de la incógnita del triángulo. 


Usar la trigonometría de triángulos rectángulos para resolver problemas aplicados 

La trigonometría del triángulo rectángulo tiene muchas aplicaciones prácticas. Por ejemplo, la capacidad de calcular las 
longitudes de los lados de un triángulo permite hallar la altura de un objeto alto sin necesidad de subir a la parte 
superior o tener que extender una cinta métrica a lo largo de su altura. Para ello, medimos la distancia desde la base del 
objeto hasta un punto del suelo situado a cierta distancia, donde podemos mirar hacia la parte superior del objeto alto 
en ángulo. El ángulo de elevación de un objeto por encima de un observador en relación con este es el ángulo entre la 
horizontal y la línea que va del objeto al ojo del observador. El triángulo rectángulo que crea esta posición tiene lados 
que representan la altura desconocida, la distancia medida desde la base y la línea de visión angular desde el suelo 
hasta la parte superior del objeto. Conociendo la distancia medida a la base del objeto y el ángulo de la línea de visión, 
podemos utilizar funciones trigonométricas para calcular la altura desconocida. Del mismo modo, podemos formar un 
triángulo desde la parte superior de un objeto alto mirando hacia abajo. El ángulo de depresión de un objeto por 
debajo de un observador con respecto a este es el ángulo entre la horizontal y la línea que va del objeto al ojo del 
observador. Vea la Figura 12. 


————— Ángulo de depresión 


Ángulo de elevación 


Figura 12 


(є cómo 


Dado un objeto alto, medir su altura indirectamente. 


Haga un esquema de la situación del problema para tener en cuenta la información conocida y desconocida. 

2. Establezca una distancia medida desde la base del objeto hasta un punto en el que la parte superior del objeto 
sea claramente visible. 

3. Enel otro extremo de la distancia medida, mire hacia la parte superior del objeto. Mida el ángulo que forma la 
línea de visión con la horizontal. 

4. Escriba una ecuación que relacione la altura desconocida, la distancia medida y la tangente del ángulo de la línea 
de visión. 

5. Resuelva la ecuación para la altura desconocida. 
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Medir una distancia de manera indirecta 
Para calcular la altura de un árbol, una persona camina hasta un punto situado a 30 pies de la base del árbol. Mide un 


ángulo de 57° entre una línea de visión hacia la copa del árbol y el suelo, como se muestra en la Figura 13. Calcule la 
altura del árbol. 


30 pies 


Figura 13 


© Solución 


Sabemos que el ángulo de elevación es 57° y el lado adyacente es de 30 pies de largo. El lado opuesto es la altura 
desconocida. 


La función trigonométrica que relaciona el lado opuesto a un ángulo y el lado adyacente al ángulo es la tangente. Por lo 
tanto, plantearemos nuestra información en términos de la tangente de 57°, supongamos que h es la altura 
desconocida. 


tan ө = асси 
tan(57°) = + Resuelva para Л. 
h = 30 tan(57°) Multiplique. 
h x 46,2 Utilice la calculadora. 


El árbol tiene aproximadamente 46 pies de altura. 


[>] INTÉNTELO #6 ¿Qué longitud se necesita en una escalera para alcanzar el alféizar de una ventana a 50 pies 
del suelo si la escalera se apoya en el edificio formando un ángulo de = con el suelo? 
Redondee al pie más cercano. 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar la trigonometría de triángulos 
rectángulos. 


Hallar funciones trigonométricas en la calculadora (http://openstax.org/l/findtrigcal) 

Hallar funciones trigonométricas con un triángulo rectángulo (http://openstax.org/l/trigrttri) 

Relacionar las funciones trigonométricas con los lados de un triángulo rectángulo (http://openstax.org/l/reltrigtri) 
Determinar seis funciones trigonométricas a partir de un triángulo (http://openstax.org/l/sixtrigfunc) 

Determinar la longitud del lado del triángulo rectángulo (http://openstax.org/l/rttriside) 
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5.4 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 

1. Enel triángulo rectángulo dado, 2. Cuando un triángulo 3. ¿La tangente de un ángulo 
marque el lado adyacente, el rectángulo con una compara qué lados del 
lado opuesto y la hipotenusa hipotenusa de 1 se coloca triángulo rectángulo? 
para el ángulo indicado. en el círculo unitario, ¿qué 


lados del triángulo 
corresponden a las 
coordenadas de la x y de la 


y? 


4. ¿Cuál es la relación entre los 5. Explique la identidad de la 
dos ángulos agudos de un cofunción. 
triángulo rectángulo? 


Algebraicos 
En los siguientes ejercicios, utilice cofunciones de ángulos complementarios. 


6. cos(34%) = веп(__°) 7. cos(%)=sen(_) 8. сѕс(21°) =sec(__ 9) 


En los siguientes ejercicios, halle longitudes laterales que faltan si el lado a es el ángulo opuesto A, el lado b es el ángulo 
opuesto B, y el lado c es la hipotenusa. 


a=20 12. tan A=2»b=6 


— 4 = = 
10. cos В = 5,а= 10 11. sen В= 5, DE 


13. tan A = 100, b = 100 14. sen B=- a=2 15. a=5, 4 А=60° 


16. c=12, д А=45° 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, utilice la Figura 14 para evaluar cada función trigonométrica del ángulo A. 


10 
Figura 14 
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17. sen A 18. cos A 19. tan A 


20. csc А 21. sec A 22. cot A 


En los siguientes ejercicios, utilice la Figura 15 para evaluar cada función trigonométrica de ángulo A. 


10 
8 
Figura 15 
23. sen А 24. cos А 25. tan A 
26. csc А 27. sec A 28. cot A 


En los siguientes ejercicios, resuelva los lados desconocidos del triángulo dado. 


29. 


T 30° 
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30. 31. 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice la calculadora para medir la longitud de cada lado a cuatro decimales. 


32. A 33. 
10 a 
7 с 
с 
[5] 
b 
34. 35. 
B 12 
a 
Г] 10° 
b 


36. 37. b=15, ХВ = 15° 


38. c= 200, ХВ = 5* 39. c= 50, xB = 21° 40. а= 30, ХА = 27° 


41. р = 3,5, ХА = 78° 
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Extensiones 


42. 


44. 


46. 


49. 


Halle x. 


43. Halle x. 


A 


Le 


ES 


Halle x. 45. Halle x. 
PS 
+ 
Una torre de radio está 47. Una torre de radio se 


situada a 400 pies de un 
edificio. Desde una 
ventana del edificio, una 
persona determina que el 
ángulo de elevación hasta 
la cima de la torre es 36°, y 
que el ángulo de depresión 
hasta la base de la torre es 
23°. ¿Qué altura tiene la 
torre? 


Un monumento de 400 
pies de altura se encuentra 
en la distancia. Desde una 
ventana de un edificio, una 
persona determina que el 
ángulo de elevación a la 
parte superior del 
monumento es 18°, y que 
el ángulo de depresión 
hasta la base del 
monumento es 3°. ¿A qué 
distancia está la persona 
del monumento? 
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50. 


encuentra a 325 pies de un 
edificio. Desde una 
ventana del edificio, una 
persona determina que el 
ángulo de elevación hasta 
la cima de la torre es 43°, y 
que el ángulo de depresión 
hasta la base de la torre es 
31°. ¿Qué altura tiene la 
torre? 


Hay una antena en lo alto 
de un edificio. Desde una 
ubicación a 300 pies de la 
base del edificio, el ángulo 
de elevación al techo del 
edificio se mide en 40". 
Desde la misma ubicación, 
el ángulo de elevación 
hasta la parte superior de 
la antena se mide en 43°. 
Halle la altura de la antena. 


48. 


51. 


х 


Un monumento de 200 
pies de altura se encuentra 
en la distancia. Desde una 
ventana de un edificio, una 
persona determina que el 
ángulo de elevación hasta 
la cima del monumento es 
15°, y que el ángulo de 
depresión hasta la base de 
la torre es 2°. ¿A qué 
distancia está la persona 
del monumento? 


Hay un pararrayos en el 
techo de un edificio. Desde 
una ubicación a 500 pies 
de la base del edificio, el 
ángulo de elevación al 
techo del edificio se mide 
en 36°. Desde la misma 
ubicación, el ángulo de 
elevación hasta la parte 
superior del pararrayos se 
mide en 38°. Halle la altura 
del pararrayos. 


= 


Aplicaciones еп el mundo real 


52. 


55. 


Una escalera de 33 pies se 
apoya en un edificio de 
manera que el ángulo 
entre el suelo y la escalera 
es 80°. ¿A qué altura llega 
la escalera por el lado del 
edificio? 


El ángulo de elevación al 
techo de un edificio en 
Seattle es de 2 grados 
desde el suelo a una 
distancia de 2 millas desde 
la base del edificio. Con 
esta información, calcule la 
altura del edificio. 


53. 


56. 


Una escalera de 23 pies se 
apoya en un edificio de 
manera que el ángulo 
entre el suelo y la escalera 
es 80°. ¿A qué altura llega 
la escalera por el lado del 
edificio? 


Suponiendo que una 
secuoya gigante de 370 
pies de altura crece 
verticalmente, si camino a 
cierta distancia del árbol y 
mido el ángulo de 
elevación hasta la copa del 
árbol en 60°, ¿a qué 
distancia de la base del 
árbol estoy? 
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54. El ángulo de elevación al 
techo de un edificio en 
Nueva York es de 9 grados 
desde el suelo a una 
distancia de 1 milla desde 
la base del edificio. Con 
esta información, calcule la 
altura del edificio. 
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Revisión del capítulo 
Términos clave 


ángulo la unión de dos rayas que tienen un punto final común 

ángulo cuadrangular un ángulo cuyo lado terminal se encuentra en un eje 

ángulo de depresión el ángulo entre la horizontal y la línea que va del objeto al ojo del observador, suponiendo que el 
objeto esté situado más abajo que el observador 

ángulo de elevación el ángulo entre la horizontal y la línea que va del objeto al ojo del observador, suponiendo que el 
objeto esté situado a mayor altura que el observador 

ángulo de referencia la medida del ángulo agudo que forman el lado terminal del ángulo y el eje horizontal 

ángulo negativo descripción de un ángulo medido en el sentido de las agujas del reloj desde el eje positivo x 

ángulo positivo descripción de un ángulo medido en sentido contrario al de las agujas del reloj desde el eje positivo x 

ángulos coterminales descripción de los ángulos positivos y negativos en posición estándar que comparten el mismo 
lado del terminal 

0 


área de un sector área de una porción de círculo limitada por dos radios y el arco interceptado; la fracción эт 


multiplicada por el área del círculo completo 
círculo unitario un círculo con centro en (0, 0) y radio 1. 
cosecante el recíproco de la función seno: en el círculo unitario, csc t = L, у#0 


cotangente el recíproco de la función tangente: en el círculo unitario, cot t = Şi у#0 


función coseno е! valor de x del punto del círculo unitario correspondiente a un ángulo determinado 

función seno el valor de y del punto del círculo unitario correspondiente а un ángulo determinado 

grado unidad de medida que describe el tamaño de un ángulo como la 360.* parte de una revolución completa de un 
círculo 

hipotenusa el lado de un triángulo rectángulo opuesto al ángulo rectángulo 

identidad pitagórica corolario del teorema de Pitágoras, que establece que el cuadrado del coseno de un ángulo dado 
más el cuadrado del seno de ese ángulo es igual a 1 

identidades enunciados verdaderos para todos los valores de la entrada sobre la que se definen 

lado adyacente еп un triángulo rectángulo, el lado entre un ángulo dado y el ángulo recto 

lado inicial el lado de un ángulo a partir del cual comienza la rotación 

lado opuesto еп ип triángulo rectángulo, el lado más distante de un ángulo dado 

lado terminal el lado de un ángulo en el que termina la rotación 

longitud del arco la longitud de la curva que forma un arco 

medición de radián el cociente de la longitud de arco que forma un ángulo, dividido entre el radio del círculo 

medida de un ángulo la cantidad de rotación desde el lado inicial hasta el lado terminal 

periodo el intervalo más corto P de una función repetitiva f tal que f(x + Р) = f(x) 

posición estándar Іа posición de un ángulo que tiene el vértice en el origen y el lado inicial a lo largo del eje positivo х 

radián la medida de un ángulo central de un círculo que intercepta un arco de longitud igual al radio de dicho círculo 

raya un punto de una línea y todos los puntos que se extienden en una dirección desde ese punto; el lado de un 
ángulo 

secante el recíproco de la función coseno: en el círculo unitario, sec t = 1, х #0 

tangente el cociente del seno y el coseno: en el círculo unitario, tan t = Z, х #0 

velocidad angular el ángulo que recorre un objeto en rotación en una unidad de tiempo 

velocidad lineal la distancia a lo largo de una trayectoria recta que recorre un objeto en rotación en una unidad de 
tiempo; determinada por la longitud de arco 

vértice el punto final común de dos rayas que forman un ángulo 


Ecuaciones clave 


longitud de arco s=r0 
área de un sector A= tor? 
velocidad angular o=? 
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~j 


velocidad lineal о = 


velocidad lineal relacionada con Іа velocidad angular v = ғо 


Coseno соз t= x 
Seno sen t= y 


identidad pitagórica соѕ27 + ѕеп27 = 1 


.. = SEME 
Función tangente tan t= 5557 
> = 1 
Función secante sec t= ст 
me 7 
Función cosecante csc t= Gn 
1 cos t 


Función cotangente cot Г = үүт = sent 


cos t =sen(5 — t) 
sen t=cos (5 —7) 
Identidades de la cofunción tan t= cot (2 =1) 
cot г = tan (5 —1) 
sec t=csc (5 =t) 
esc t=sec (5 =t) 


Conceptos clave 
5.1 Ángulos 


« Un ángulo se forma a partir de la unión de dos rayas, al mantener fijo el lado inicial y rotar el lado terminal. La 
cantidad de rotación determina la medida del ángulo. 

« Un ángulo está en posición estándar si su vértice está en el origen y su lado inicial se encuentra а lo largo del eje 
positivo x. Un ángulo positivo se mide en sentido contrario a las agujas del reloj desde el lado inicial y un ángulo 
negativo se mide en sentido de las agujas del reloj. 

• Para dibujar un ángulo en posición estándar, dibuje el lado inicial а lo largo del eje positivo xy luego coloque el lado 
terminal de acuerdo con la fracción de una rotación completa que el ángulo representa. Vea el Ejemplo 1. 

+ Además de en grados, la medida de un ángulo puede describirse en radianes. Vea el Ejemplo 2. 


R 
• Para convertir entre grados y radianes, utilice la proporción ч = E Vea el Ejemplo 3 y el Ejemplo 4. 


« Dos ángulos que tienen el mismo lado terminal reciben el nombre de ángulos coterminales. 

* Podemos hallar ángulos coterminales si sumamos o restamos 360° o 27. Vea el Ejemplo 5 y el Ejemplo 6. 

• Los ángulos coterminales se pueden hallar mediante el empleo de radianes, al igual que se hace con los grados. Vea 
el Ejemplo 7. 

• La longitud de un arco de círculo es una fracción de la circunferencia del círculo completo. Vea el Ejemplo 8. 

+ El área del sector es una fracción del área del círculo completo. Vea el Ejemplo 9. 

• Оп objeto que se mueve en una trayectoria circular tiene tanto velocidad lineal como angular. 

• Lavelocidad angular de un objeto que se desplaza en una trayectoria circular es la medida del ángulo por el que 


gira en una unidad de tiempo. Vea el Ejemplo 10. 
+ La velocidad lineal de un objeto que recorre una trayectoria circular es la distancia que recorre en una unidad de 
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tiempo. Vea el Ejemplo 11. 


5.2 Círculo unitario: funciones seno y coseno 


La búsqueda de los valores de las funciones del seno y del coseno comienza al dibujar un circulo unitario, centrado 
en el origen y con un radio de 1 unidad. 

Utilizando el círculo unitario, el seno de un ángulo f es igual al valor y del punto final en el círculo unitario de un 
arco de longitud f mientras que el coseno de un ángulo f es igual al valor х del punto final. Vea el Ejemplo 1. 

Los valores del seno y del coseno se determinan más directamente cuando el punto correspondiente del círculo 
unitario cae sobre un eje. Vea el Ejemplo 2. 

Cuando se conoce el seno o el coseno, podemos utilizar la identidad pitagórica para hallar el otro. La identidad 
pitagórica también sirve para determinar el seno y coseno de ángulos especiales. Vea el Ejemplo 3. 

Las calculadoras y los programas de gráficos son útiles para hallar el seno y el coseno si se conoce el procedimiento 
adecuado para introducir la información. Vea el Ejemplo 4. 

El dominio de las funciones seno y coseno son todos los números reales. 

El rango de las funciones seno y coseno es [-1, 1]. 

El seno y el coseno de un ángulo tienen el mismo valor absoluto que el seno y el coseno de su ángulo de referencia. 
Los signos del seno y del coseno se determinan a partir de los valores de ху de уеп el cuadrante del ángulo 
original. 

El ángulo de referencia es el ángulo de tamaño, /, formado por el lado terminal del ángulo т y el eje horizontal. 
Vea el Ejemplo 5. 

Los ángulos de referencia pueden utilizarse para hallar el seno y el coseno del ángulo original. Vea el Ejemplo 6. 
Los ángulos de referencia también se pueden utilizar para hallar las coordenadas de un punto en un círculo. Vea el 


Ejemplo 7. 


5.3 Las otras funciones trigonométricas 


La tangente de un ángulo es el cociente del valor de y con el valor de x del punto correspondiente en el círculo 
unitario. 

La secante, la cotangente y la cosecante son recíprocas de otras funciones. La secante es la recíproca de la función 
coseno, la cotangente es la recíproca de la función tangente y la cosecante es la recíproca de la función seno. 

Las seis funciones trigonométricas se determinan a partir de un punto en el círculo unitario. Vea el Ejemplo 1. 

Las funciones trigonométricas también se determinan a partir de un ángulo. Vea el Ejemplo 2. 

Las funciones trigonométricas de los ángulos fuera del primer cuadrante se determinan con ángulos de referencia. 
Vea el Ejemplo 3. 

Se dice que una función es par si f(—x) = f(x) e impar si f(=x) = – (x). 

El coseno y la secante son pares; el seno, la tangente, la cosecante y la cotangente son impares. 

Las propiedades pares e impares se utilizan para evaluar funciones trigonométricas. Vea el Ejemplo 4. 

La identidad pitagórica permite hallar el coseno a partir del seno o el seno a partir del coseno. 

Las identidades se utilizan para evaluar funciones trigonométricas. Vea el Ejemplo 5 y el Ejemplo 6. 

Las identidades fundamentales, como la identidad pitagórica, pueden manipularse algebraicamente para producir 
nuevas identidades. Vea el Ejemplo 7. 

Las funciones trigonométricas se repiten a intervalos regulares. 

El periodo P de una función repetitiva f es el intervalo más pequeño, tal que f(x + P) = f(x) para cualquier valor 
de x. 

Los valores de las funciones trigonométricas de los ángulos especiales se determinan mediante un análisis 
matemático. 

Para evaluar las funciones trigonométricas de otros ángulos, podemos utilizar una calculadora o un programa 
informático. Vea el Ejemplo 10. 


5.4 Trigonometría de triángulos rectángulos 


Podemos definir las funciones trigonométricas como cociente de las longitudes laterales de un triángulo 
rectángulo. Vea el Ejemplo 1. 

Las mismas longitudes laterales pueden utilizarse para evaluar las funciones trigonométricas de cualquiera de los 
ángulos agudos de un triángulo rectángulo. Vea el Ejemplo 2. 

Podemos evaluar las funciones trigonométricas de los ángulos especiales si conocemos las longitudes laterales de 
los triángulos en los que se producen. Vea el Ejemplo 3. 

Dos ángulos complementarios cualesquiera podrían ser los dos ángulos agudos de un triángulo rectángulo. 

Si dos ángulos son complementarios, las identidades de la cofunción establecen que el seno de uno es igual al 
coseno del otro y viceversa. Vea el Ejemplo 4. 
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* Podemos utilizar las funciones trigonométricas de un ángulo para calcular las longitudes laterales desconocidas. 
* Seleccione la función trigonométrica que representa el cociente del lado desconocido con el lado conocido. Vea el 


Ejemplo 5. 
• Latrigonometría del triángulo rectángulo permite medir alturas y distancias inaccesibles. 


• La altura o distancia desconocida se determina al crear un triángulo rectángulo en el que la altura o distancia 
desconocida sea uno de los lados, en tanto que se conocen el otro lado y un ángulo. Vea el Ejemplo 6. 


Ejercicios 

Ejercicios de repaso 

Ángulos 

En los siguientes ejercicios, convierta las medidas de los ángulos en grados. 


2, E 


1. 3 


AIN 


En los siguientes ejercicios, convierta las medidas de los ángulos en radianes. 


3. -210° 4. 180° 5. Halle la longitud de un arco 
en un círculo de radio 7 
metros subtendido por el 
ángulo central de 85°. 


6. Halle el área del sector de 
un círculo con un diámetro 
de 32 pies y un ángulo de 


3z radianes. 


En los siguientes ejercicios, halle el ángulo entre 0° y 360° que es coterminal con el ángulo dado. 


7. 420° 8. —80° 


En los siguientes ejercicios, calcule el ángulo entre 0 y 2л en radianes, que es coterminal con el ángulo dado. 


207 147 
9. =$ AL 1 0. 5 


En los siguientes ejercicios, dibuje el ángulo proporcionado en posición estándar en el plano cartesiano. 


11. -210° 12. 75° 13. = 

14. = 15. Halle la velocidad lineal de 16. La rueda de automóvil con 
un punto en el ecuador de un diámetro de 18 
la Tierra si la Tierra tiene pulgadas gira a una 
un radio de 3.960 millas y magnitud de 10 
gira sobre su eje cada 24 revoluciones por segundo. 
horas. Exprese la respuesta ¿Cuál es la velocidad del 
en millas por hora. automóvil en millas por 

hora? 


Círculo unitario: funciones seno y coseno 


17. Halle el valor exacto de 18. Halle el valor exacto de 19. Halle el valor exacto de 


л л 
sen 3° СО$ 4` COS л. 
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20. Indique el ángulo de 21. Indique el ángulo de 22. Calcule el coseno de 330". 
referencia para 300°. referencia para Зя. 
23. Calcule el seno de 3л. 24. Indique el dominio de las 25. Indique el rango de las 
funciones seno y coseno. funciones seno y coseno. 


Las otras funciones trigonométricas 


En los siguientes ejercicios, halle el valor exacto de la expresión dada. 


27. tan Z 28. csc Z 


26. cos 4 3 


ala 


29. sec 


Aly 


En los siguientes ejercicios, utilice los ángulos de referencia para evaluar la expresión dada. 


30. sec Le 31. sec 315° 32. Silos valores de 
sec (1) = —2,5, ¿cuál es el 
ѕес(—7)? 


33. 5і tan(t) = —0,6, ¿cuál es la 34. Silos valores de tan(t) = 2, 35. Silos valores de 


tan(—1)? calcule tan(t- л). cost) = а calcule 
sen(t + 2л). Hay dos 
soluciones posibles. 
36. ¿Qué funciones 37. ¿Qué funciones 
trigonométricas son pares? trigonométricas son 
impares? 


Trigonometría de triángulos rectángulos 


En los siguientes ejercicios, utilice las longitudes laterales para evaluar. 


38. cos 39. cot 3 40. tan Z 


6 


>Ja 


41. cos (5) = зеп(__°) 42. сѕс(18°) = вес(__°) 


En los siguientes ejercicios, utilice la información dada para medir las longitudes de los otros dos lados del triángulo 
rectángulo. 


43. cos В={,а=6 44. tan А = $,0=6 
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En los siguientes ejercicios, utilice la Figura 1 para evaluar cada función trigonométrica. 


A 


11 
Figura 1 


45. sen А 46. tan B 


En los siguientes ejercicios, resuelva los lados desconocidos del triángulo dado. 


47. 
48. 49. Una escalera de 15 pies se apoya en un edificio de 
manera que el ángulo que forma con el suelo es 
b q 70°. ¿A qué altura llega la escalera por el lado del 
edificio? 
| [N 
a 
50. El ángulo de elevación al techo de un edificio en 
Baltimore es de 4 grados desde el suelo a una 
distancia de 1 milla desde la base del edificio. Con 
esta información, calcule la altura del edificio. 
Examen de práctica 
1. Convierta E radianes a 2. Convierta —620° a radianes. 3. Halle la longitud de un arco 
grados. circular con radio de 12 


centímetros subtendido por 
el ángulo central de 30°. 


4. Halle el área del sector con 5. Calcule el ángulo entre 0° y 6. Halle el ángulo entre 0 y 27 
radio de 8 pies y un ángulo 360° que sea coterminal con en radianes que es 
de 2 radianes. 375. coterminal con E. 
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7. 


10. 


13. 


16. 


19. 


22. 


Dibuje el ángulo 315° en 
posición estándar en el 
plano cartesiano. 


Halle el valor exacto de 


Л 
sen =. 
6 


Indique el rango de las 
funciones seno y coseno. 


Utilice los ángulos de 


referencia para evaluar 
7л 


csc 4: 


Si los valores de 


NE 
cos t = -7> calcule 
cos(t — 2л). 


Halle los lados que faltan 
en el triángulo 
ABC : sen В = 2,с= 12 
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8. 


11. 


14. 


17. 


20. 


23. 


Dibuje el ángulo == en 
posición estándar en el 
plano cartesiano. 


Calcule el seno де 240°. 


Halle el valor exacto de 
z 
cot 4° 


Utilice los ángulos de 
referencia para evaluar 
tan 210°. 


¿Qué funciones 


trigonométricas son pares? 


Halle los lados que faltan 
en el triángulo. 


A 


9. Una feria tiene una rueda de 
la fortuna de 80 pies de 
diámetro. El tiempo que 
tarda en dar una vuelta es 
de 75 segundos. ¿Cuál es la 
velocidad lineal en pies por 
segundo de un punto de la 
rueda de la fortuna? ¿Cuál 
es la velocidad angular en 
radianes por segundo? 


12. Indique el dominio de las 
funciones seno y coseno. 


15. Halle el valor exacto de 
tan 


ЕБ) 


18. Silos valores de 
csc £ = 1,68, ¿cuál es el 
csc(—£)? 


21. Halle el ángulo que falta: 


cos (2) =sen(__) 


24. El ángulo de elevación al 
techo de un edificio en 
Chicago es de 9 grados 
desde el suelo a una 
distancia de 2.000 pies 
desde la base del edificio. 
Con esta información, 
calcule la altura del 
edificio. 


6 ° Introducción 


El amanecer colorea el cielo de la zona de conservación de Olare Motorgi, que limita con la Reserva Nacional de Masai 
Mara en Kenia. (créditos: Modificación de "KenyaLive_Day_+t02" por Make it Kenya/flickr) 


Esquema del capítulo 


6.1 Gráficos de las funciones seno y coseno 
6.2 Gráficos de las otras funciones trigonométricas 
6.3 Funciones trigonométricas inversas 


Introducción 


El sol ha desempeñado un papel fundamental en muchas religiones. La antigua cultura egipcia representaba al dios del 
sol, Ra (a veces escrito como Re), realizando un viaje diario en dos partes, una de ellas en el cielo (día) y la otra en el 
inframundo (noche). Surya, el dios hindú del sol, traza un camino similar a través del cielo en un carro tirado por siete 
caballos. Aunque sus orígenes y narrativas asociadas son bastante diferentes, tanto Ra como Surya son deidades 
primarias y se les considera creadores y preservadores de la vida. En muchas culturas indígenas, el sol es fundamental 
para la práctica espiritual y religiosa, pero no siempre es una deidad. La Danza del Sol, que realizan de forma diferente 
muchas tribus indígenas estadounidenses, era una ceremonia que generalmente rendía homenaje al sol y, en muchos 
casos, ponía a prueba o expresaba la fuerza de la tribu. 


Como uno de los fenómenos naturales más prominentes y con su estrecha asociación a dar vida, el sol era un tema 
obvio de reverencia. Además, su regularidad, incluso en la antiguedad, lo convirtió en el principal determinante del 
tiempo. Cada día, el sol sale por el este, se aproxima a una altura máxima respecto al ecuador celeste y se pone por el 
oeste. El ecuador celeste es una línea imaginaria que divide el universo visible en dos mitades, del mismo modo que el 
ecuador de la Tierra es una línea imaginaria que divide el planeta en dos mitades. La trayectoria exacta que parece 
seguir el sol depende de la ubicación exacta en la Tierra, pero cada lugar observa un patrón predecible a lo largo del 
tiempo. 


El patrón de movimiento del sol a lo largo de un año es una función periódica. Crear una representación visual de una 
función periódica en forma de gráfico nos permite analizar las propiedades de la función. En este capítulo, 
investigaremos los gráficos del seno, el coseno y otras funciones trigonométricas. 


6.1 Gráficos de las funciones seno y coseno 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
Graficar variaciones de y = sen(x) y de y = cos(x). 
Utilizar los desplazamientos de fase de las curvas seno y coseno. 
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Figura 1 La luz puede separarse en colores debido a sus propiedades ondulatorias (créditos: "wonderferret"/ Flickr) 


La luz blanca, como la del sol, no es realmente blanca. En cambio, es una composición de todos los colores del arco iris 
en forma de ondas. Cada uno de los colores se ve únicamente cuando la luz blanca pasa por un prisma óptico que 
separa las ondas según sus longitudes de onda para formar un arco iris. 


Las ondas luminosas se representan gráficamente mediante la función seno. En el capítulo sobre Funciones 
trigonométricas, hemos examinado funciones trigonométricas como la función seno. En esta sección, interpretaremos y 
crearemos gráficos de las funciones seno y coseno. 


Graficar funciones seno y coseno 


Recordemos que las funciones seno y coseno relacionan valores de números reales con las coordenadas de la x y de la y 
de un punto en el círculo unitario. ¿Qué aspecto tienen en un gráfico en un plano de coordenadas? Empecemos con la 
función seno. Podemos crear una tabla de valores y utilizarla para dibujar un gráfico. La Tabla 1 enumera algunos de los 
valores de la función seno en un círculo unitario. 


2л | 3z |5 
x ова # Ж gga 
1 1 
пб) [02у уз [уз уго о 
2 ШЕ, 212 
ТаЫа 1 


Al trazar los puntos de la tabla y continuar а Іо largo del eje х se obtiene Іа forma de la función seno. Vea la Figura 2. 


Figura2 La función seno 


Obsérvese que los valores del seno son positivos entre 0 y л, que corresponden a los valores de la función seno en los 
cuadrantes I y П del círculo unitario, y los valores del seno son negativos entre лу 27, que corresponden а los valores de 
la función seno en los cuadrantes III y IV del círculo unitario. Vea la Figura 3. 
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y = sen(x) 


Figura З Trazar los valores de la función seno 


Ahora echemos un vistazo a la función coseno. Una vez más, podemos crear una tabla de valores y utilizarlos para trazar 
un gráfico. La Tabla 2 enumera algunos de los valores de la función coseno en un círculo unitario. 


2 3 5 
lola |a lall] |= [+ 
су 1 y3 ү 20| 1 м2 | уз | 1 

2 2 2 2 2 
Tabla 2 


Al igual que con la función seno, podemos trazar puntos para crear un gráfico de la función coseno como en la Figura 4. 


Figura 4 La función coseno 


Dado que podemos evaluar el seno y el coseno de cualquier número real, ambas funciones están definidas para todos 
los números reales. Al pensar en los valores del seno y del coseno como coordenadas de puntos en un círculo unitario, 
es evidente que el rango de ambas funciones deberá ser el intervalo [—1, 1]. 


En ambos gráficos, la forma se repite después de 2x, lo que significa que las funciones son periódicas con un período de 
2л. La función periódica es una función para la que un determinado desplazamiento horizontal, Р, da como resultado 
una función igual a la función original f (x + P) = f (x) para todos los valores de x en el dominio de f. Cuando esto 
ocurre, llamamos el menor desplazamiento horizontal de este tipo Р > 0, que es el periodo de la función. La Figura 5 
muestra varios periodos de las funciones seno y coseno. 
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1 periodo 


х 
14 
y = ѕеп(х) 
1 
y 
1 
1 periodo 


F а 


у = соѕ(х) 


' 
Figura 5 


Observar de nuevo las funciones seno y coseno en un dominio centrado en el eje y sirve para revelar las simetrías. Como 
podemos ver en la Figura 6, la función seno es simétrica respecto al origen. Recordemos que en Las otras funciones 
trigonométricas determinamos a partir del círculo unitario que la función seno es una función impar porque 

sen(-x) = - sen x. Ahora podemos ver claramente esta propiedad en el gráfico. 


y 


Figura 6 Simetría impar de la función seno 


La Figura 7 muestra que la función coseno es simétrica respecto al eje y. De nuevo, determinamos que la función coseno 
es una función par. Ahora podemos ver en el gráfico que cos(-x) = cos x. 


y 


Figura 7 Simetría раг de la función coseno 


Características de las funciones seno y coseno 


Las funciones seno y coseno tienen varias características distintas: 


• Son funciones periódicas con un período de 27. 
• El dominio de cada función es (—®, o) y el rango es [-1,1]. 


• Elgráfico de y = sen x es simétrico respecto al origen, porque es una función impar. 
+ Elgráfico de у = cos x es simétrico respecto del eje de y, porque es una función раг. 
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Investigar funciones sinusoidales 


Como podemos ver, las funciones seno y coseno tienen un período y un rango regulares. Si observamos las olas del mar 
O las ondas de un estanque, veremos que se parecen a las funciones seno o coseno. Sin embargo, no son 
necesariamente idénticas. Algunas son más altas o más largas que otras. Una función con la misma forma general que 
una función seno o coseno se conoce como función sinusoidal. Las formas generales de las funciones sinusoidales son: 


у= Asen(Bx-C)+D 


y 
y=Acos(Bx-C)+D 


Determinar el periodo de las funciones sinusoidales 

Al observar las formas de las funciones sinusoidales, nos damos cuenta de que son transformaciones de las funciones 
seno y coseno. Podemos utilizar lo que sabemos acerca de las transformaciones para determinar el periodo. 

En la fórmula general, B se relaciona con el periodo por P = ar Si |B| > 1, entonces el periodo es menor que 27 y la 
función sufre una compresión horizontal, mientras que, si | В| < 1, entonces el periodo es mayor que 2л y la función 
sufre un estiramiento horizontal. Por ejemplo, f(x) = sen(x ), B = 1, por lo que el periodo es 2x, que ya conocíamos. Si 
los valores de f(x) = sen (2х), entonces В = 2, por lo que el periodo es лу el gráfico se comprime. Si los valores de 
f(x) = sen (+) , entonces B = >, por lo que el periodo es 4л y el gráfico se estira. Observe en la Figura 8 cómo el 
periodo se relaciona indirectamente con | В|. 


ў f(x) = ѕеп(2х) f(x) = sen(>) 
1 
я x 
2 Л 
A 


f(x) = sen (х) 
Figura 8 


Periodo de las funciones sinusoidales 


Supongamos que C = 0y D = 0 en las ecuaciones de forma general de las funciones seno y coseno, obtenemos las 
formas 


y = Asen (Bx) 
y = Acos (Вх) 


El periodo es 22. 
P [В| 


EE 


Identificar el periodo de una función seno o coseno 
Determine el periodo de la función f (x) = sen (Zx) Р 


© Solución 
Comencemos comparando la ecuación con la forma general у = A sen(Bx). 
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En la ecuación dada, В = £, por lo que el periodo será 


E 
6 


INTÉNTELO #1 Determine el periodo de la función g(x) = cos (5). 


Determinar la amplitud 

Volviendo a la fórmula general de una función sinusoidal, hemos analizado cómo la variable B se refiere al periodo. 
Ahora pasemos a la variable A por lo que podemos analizar cómo se relaciona con la amplitud, o mayor distancia desde 
el reposo. A representa el factor de estiramiento vertical, y su valor absoluto | A] es la amplitud. El máximo local será una 
distancia |A| por encima de la línea media horizontal del gráfico, que es la línea y = D; porque D = 0 en este caso, la 
línea media, es el eje x. Los mínimos locales estarán a la misma distancia por debajo de la línea media. Si los valores de 
14] > 1, la función se estira. Por ejemplo, la amplitud de f(x) = 4 sen x es el doble de la amplitud de f(x) = 2 sen х. 
Si |A| < 1, la función se comprime. La Figura 9 compara varias funciones sinusoidales con diferentes amplitudes. 


y f(x) = 4sen(x) 
f(x) = Зѕеп(х) 


f(x) = 2sen(x) 
f(x) = 15еп(х) 


Figura 9 


Amplitud de las funciones sinusoidales 


Supongamos que С = 0 y D = Оеп las ecuaciones de forma general de las funciones seno y coseno, obtenemos las 
formas 


у = Asen (Bx) y y = Acos (Вх) 


La amplitud es |A|, que es la altura vertical desde la línea media . Además, observe en el ejemplo que 


1 ; 
|A| = amplitud = 7 máximo — mínimo] 


лао Э 95 


Identificar la amplitud de la función seno o coseno 
¿Cuál es la amplitud de la función sinusoidal f(x) = —4 sen(x)? ¿La función se estira o se comprime verticalmente? 


© Solución 
Comencemos por comparar la función con la forma simplificada y = A sen( Bx). 
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En la función dada, А = -4, por lo que la amplitud es |A| = |—4| = 4. La función se estira. 

©) Análisis 

El valor negativo de A resulta en una reflexión a través del eje x de la función seno, como se muestra en la Figura 10. 
f(x) 


Figura 10 


[>] INTÉNTELO #2 ¿Cuál es la amplitud de la función sinusoidal f(x) = 1 sen(x)? ¿La función se estira o se 


2 


comprime verticalmente? 


Analizar los gráficos de las variaciones de у = sen x y de y = cos х 


Ahora, que entendemos cómo A y B se relacionan con la ecuación de forma general para las funciones seno y coseno, 
exploraremos las variables C y D. Recordemos la forma general: 


y = Asen (Bx – C) + D y y = Acos (Bx — C)+ D 
i 
у= Asen (B(x - 5)) +Dyy=Acos(B(x- $))+D 


El valor © para una función sinusoidal se denomina desplazamiento de fase, o el desplazamiento horizontal de la 
función básica del seno o del coseno. Si los valores de С > 0, el gráfico se desplaza hacia la derecha. Si los valores de 

C < 0, el gráfico se desplaza hacia la izquierda. Cuanto mayor sea el valor de |С| , más se desplazará el gráfico. La Figura 
11 muestra que el gráfico de f(x) = sen (x — л) se desplaza hacia la derecha еп л unidades, que es más de lo que vemos 


en el gráfico de f(x) = sen (x = al , que se desplaza hacia la derecha en A unidades. 


y f(x) = senx 


=2 f(X) = sen(x — л) 


Figura 11 


Mientras que C se refiere al desplazamiento horizontal, D indica el desplazamiento vertical desde la línea media en la 
fórmula general de una función sinusoidal. Vea la Figura 12. La función y = cos (x) + D tiene su línea media en y = D. 
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Línea media 


У = Аѕеп(х) + D 


Еїдига 12 


Cualquier valor де Р distinto de cero desplaza el gráfico hacia arriba o hacia abajo. La Figura 13 compara f(x) = sen (х) 
con la f(x) = sen (x) + 2, que se desplaza 2 unidades hacia arriba en un gráfico. 


y 


y = sen(x) + 2 


л 2 Зл 
2 
у = ѕеп(х) 


Figura 13 


Variaciones de las funciones seno y coseno 


Dada una ecuación de la forma f (х) = A sen (Bx — C) + D o f (х) = A cos (Bx — C) + D, £ es el desplazamiento 
de fase y D es el desplazamiento vertical. 


ЕИ 


Identificar el desplazamiento de fase de una función 
Determine la dirección y la magnitud del desplazamiento de fase para f(x) = sen (x + =) =2, 


© Solución 
Comencemos comparando la ecuación con la forma general y = A sen(Bx — C) + D. 


En la ecuación dada, observe que B = 1 y C = = Así que el desplazamiento de fase es 
л 
C=% 
Bo 1 
=-Z 
T 6 
О = unidades а Іа izquierda. 
©) Análisis 


Debemos prestar atención al signo de la ecuación para la forma general de una función sinusoidal. La ecuación muestra 
un signo menos antes de C. Por lo tanto f(x) = sen (x + Z) — 2 puede reescribirse como f(x) = sen (x = (-2)) —2. 
Si el valor de С es negativo, el desplazamiento es hacia la izquierda. 
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[>] INTÉNTELO #3 Determine la dirección y la magnitud del desplazamiento de fase para f(x) = 3 cos (x = 5) : 


мр 


Identificar el desplazamiento vertical de una función 
Determine la dirección y la magnitud del desplazamiento vertical para f(x) = cos (х) — 3, 


© Solución 
Comencemos comparando la ecuación con la forma general y = A cos(Bx — C) + D. 


En la ecuación dada, D = —3 por lo que el desplazamiento es de 3 unidades hacia abajo. 


INTÉNTELO #4 Determine la dirección y la magnitud del desplazamiento vertical para f(x) = 3 sen (x) +2. 


(М cómo 
а 


Dada una función sinusoidal de Іа forma / (х) = А еп (Вх — С) + Р, identificar Іа línea media, la amplitud, е! 
periodo y el desplazamiento de fase. 


Determine la amplitud como | 4]. 


Determine el periodo como P = 22 


1 
2 Е 

|B| 
3. Determine el desplazamiento de fase como ©. 
4. Determine la línea media como y = D. 


ЕИ 


Identificar las variaciones de una función sinusoidal а partir de una ecuación 
Determine la línea media, la amplitud, el periodo y el desplazamiento de fase de la función y = 3 sen(2x) + 1. 


© Solución 
Comencemos comparando la ecuación con la forma general y = A sen(Bx — C) + D. 


А = 3, por lo que la amplitud es |A| = 3. 


Luego, B = 2, por lo que el periodo es P = 7 = 2л =л. 


No se ha sumado ninguna constante dentro de los paréntesis, por lo que С = 0 y el desplazamiento de fase es 
сС_ 0 =0 


в 2 

Finalmente, D = 1, por lo que la línea media es y = 1. 

©) Análisis 

Al inspeccionar el gráfico, podemos determinar que el periodo es z, la línea media es y = 1, y la amplitud es de 3. Vea la 
Figura 14. 
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Amplitud: |A| = 3 


Línea media: y = 1 
x 


«— Periodo= л 


Figura 14 


[>] INTÉNTELO #5 Determine la línea media, la amplitud, el periodo y el desplazamiento de fase de la función 


y= tcos (5 – а 


Шын] aaa 


Identificar la ecuación de una función sinusoidal a partir de un gráfico 
Determine la fórmula de la función coseno en la Figura 15. 


Figura 15 


© Solución 
Para determinar la ecuación, tenemos que identificar cada valor en la forma general de una función sinusoidal. 
y = Asen(Bx — C)+ D 
y = Acos(Bx — C)+ D 
El gráfico podría representar una función seno o coseno desplazada o reflejada. Cuando x = 0, el gráfico tiene un punto 


extremo, (0, 0). Dado que la función coseno tiene un punto extremo para x = О, escribamos nuestra ecuación en 
términos de función coseno. 


Empecemos por la línea media. Vemos que el gráfico sube y baja una distancia igual por encima y por debajo de y = 0,5. 
Este valor, que es la línea media, es D en la ecuación, por lo que D = 0,5. 


La mayor distancia por encima y por debajo de la línea media es la amplitud. Los máximos están 0,5 unidades por 
encima de la línea media y los mínimos están 0,5 unidades por debajo. Así que |A| = 0,5. Otra forma en la que 
podríamos haber determinado la amplitud es al reconocer que la diferencia entre la altura de los máximos y mínimos 
locales es 1, por lo que |A| = > = 0,5. Además, el gráfico se refleja alrededor del eje x, de manera que А = —0,5. 


El gráfico no se estira ni se comprime horizontalmente, por lo que В = 1; y el gráfico no se desplaza horizontalmente, 
por lo que С= 0. 


Silo agrupamos todo, 
g(x) = —0,5 cos (x) + 0,5 


INTÉNTELO #6 Determine la fórmula de la función seno en la Figura 16. 
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Figura 16 


E 


Identificar la ecuación de una función sinusoidal a partir de un gráfico 
Determine la ecuación de la función sinusoidal en la Figura 17. 


y 
в! 


Figura 17 


© Solución 
Con el valor más alto en 1 y el más bajo en —5, la línea media estará a medio camino entre en —2. Así que D = –2. 


La distancia desde la línea media hasta el valor más alto o más bajo da una amplitud de |A| = 3. 


El periodo del gráfico es 6, que puede medirse desde el pico en x = 1 hasta el siguiente pico en x = 7, o de la distancia 
2л 


entre los puntos más bajos. Por lo tanto, Р = iB = 6. Si utilizamos el valor positivo para B, hallamos que 
_ 2л 2m č m 
-P 6 3 
Hasta ahora, nuestra ecuación es y = 3 sen (x — С) –20 у = 3 соѕ (2х s С) — 2. Para la forma y el desplazamiento, 


tenemos más de una opción. Podríamos escribirlo como cualquiera de los siguientes: 


• ип coseno desplazado a la derecha 

• ип coseno negativo desplazado а la izquierda 
• ип seno desplazado а la izquierda 

• ип ѕепо negativo desplazado a la derecha 


Aunque cualquiera de ellos sería correcto, los desplazamientos del coseno son más fáciles de trabajar que los del seno 
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en este caso porque implican valores enteros. Así que nuestra función se convierte en 


y=3008 (2х2) -20у= scos (5x 2) 2 


3 3 


De nuevo, estas funciones son equivalentes, por lo que ambas dan lugar al mismo gráfico. 


[>] INTÉNTELO #7 Escriba una fórmula para la función graficada en la Figura 18. 


y 


1 


© 


N о Ь пт с ч бо © 


х 
12345 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 


Figura 18 


Graficar las variaciones de у = sen x y de y = cos х 


Alo largo de esta sección, hemos aprendido sobre los tipos de variaciones de las funciones seno y coseno y hemos 


utilizado esa información para escribir ecuaciones a partir de gráficos. Ahora podemos utilizar la misma información 
para crear gráficos a partir de ecuaciones. 


En lugar de centrarnos en las ecuaciones de forma general 
y = Asen (Вх – C) + D y y = Acos(Bx- C) + D, 
supondremos que С = 0y D = 0 y trabajaremos con una forma simplificada de las ecuaciones en los siguientes 


ejemplos. 


CÓMO 


Dada la función y = A sen (Вх), dibujar su gráfico. 


1. Identifique la amplitud, |A|. 

2. Identifique el periodo, P = e 

3. Empiece en el origen, donde la función aumenta hacia la derecha si A es positivo o decreciente si A es negativo. 
4. Ax= 2/81 hay un máximo local para А > Оо un mínimo para А < 0, con la y = A. 

5. La curva vuelve al eje xen x = ТЯГ” 

6. Нау un mínimo local рага А > O (máximo рага А < 0)епх = КП con la y =- A. 

7. La curva regresa al eje xen x = ү 
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ОИ 


Graficar una función е identificar la amplitud у el periodo 


Dibuje un gráfico de f (x) = —2 sen (5) í 


© Solución 
Comencemos por comparar la ecuación con la forma у = A sen( Bx). 
Paso 1. Podemos ver en la ecuación que A = —2, por lo que la amplitud es de 2. 
[4] =2 
Paso 2. La ecuación muestra que B = О? por lo que el periodo es 
2 
P= LA 
2 
— 2 
= 2л. FT 
=4 
Paso 3. Dado a que A es negativo, el gráfico desciende a medida que nos desplazamos a la derecha del origen. 


Pasos 4 a 7. Las intersecciones en x están al principio de un periodo, x = 0, los puntos medios horizontales están en 
x = 2y al final de un periodo en x = 4. 


Los puntos del trimestre incluyen el mínimo en x = 1 y el máximo en x = 3. Se producirá un mínimo local en 2 unidades 
por debajo de la línea media, en x = 1, y se producirá un máximo local en 2 unidades por encima de la línea media, a 
x = 3. La Figura 19 muestra el gráfico de la función. 


Figura 19 


INTÉNTELO #8 Dibuje un gráfico de g (x) = —0,8 cos (2х). Determine la línea media, la amplitud, el periodo 
y el desplazamiento de fase. 


CÓMO 


6б) 
Dada una función sinusoidal соп un desplazamiento de fase у un desplazamiento vertical, dibujar su gráfico. 


Exprese la función еп la forma general у = A sen(Bx — C) + Do y = Acos(Bx — С) + D. 


Identifique la amplitud, | A]. 
Identifique el periodo, P = 19. 


Identifique el desplazamiento de fase, ©. 
Dibuje el gráfico de f (x) = А sen (Вх) desplazado a la derecha о a la izquierda en а у hacia arriba o hacia abajo 


en D. 


E 
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BR 


Graficar una sinusoide transformada 
Dibuje un gráfico de f (x) = 3 sen (x = 2) . 
© Solución 
л 


Paso 1. La función ya está escrita de forma general: f(x) = 3 sen (4х Е 2) . Este gráfico tendrá la forma de una función 


seno, comenzando en la línea media y aumentando hacia la derecha. 

Paso 2. |A| = |3| = 3. La amplitud es de 3. 

Paso 3. Dado que | B| = |2 = Т determinamos el período de la siguiente manera. 
2л 2 


л 4 
BZ r 


El período es de 8. 


Paso 4. Dado que С = 4, el desplazamiento de fase es 


я 
4° 


El desplazamiento de fase es de 1 unidad. 


Paso 5. La Figura 20 muestra el gráfico de la función. 


Figura 20 Una sinusoide comprimida horizontalmente, estirada verticalmente y desplazada horizontalmente. 


[>] INTÉNTELO #9 Dibuje un gráfico de g(x) = —2 cos (2х + 2) . Determine la línea media, la amplitud, el 


periodo y el desplazamiento de fase. 


ААД 953 


Identificar las propiedades de una función sinusoidal 
Dados у = —2 cos (2х + л) + 3, determine la amplitud, el periodo, el desplazamiento de fase y el desplazamiento 
vertical. A continuación, grafique la función. 


© Solución 
Empiece por comparar la ecuación con la forma general y siga los pasos indicados en el Ejemplo 9. 


y=Acos(Bx-C)+D 
Paso 1. La función ya está escrita de forma general. 


Paso 2. Dado que A = —2, la amplitud es | A] = 2. 


Paso 3. |B| = 5, por lo que el periodo es Р = = = Z =). 2 = 4. El período es de 4. 
2 


Paso 4. С = —xr, por lo que calculamos el desplazamiento de fase como E = 22 =r. 2 = —2. El desplazamiento de 
2 
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fase es –2. 


Paso 5. D = 3, por lo que la línea media es у = 3, уе! desplazamiento vertical es en З unidades hacia arriba. 


Dado que А es negativo, el gráfico de la función coseno se ha reflejado alrededor del eje x. 


La Figura 21 muestra un ciclo del gráfico de la función. 


y 


Amplitud = 2 


з Línea 
ci ar pi тааст ДШ media 
T х 
< +» 
1 0 
1 


Figura 21 


Usar las transformaciones de las funciones seno y coseno 


Podemos utilizar las transformaciones de las funciones seno y coseno en numerosas aplicaciones. Como se mencionó al 
principio del capítulo, el movimiento circular puede modelarse con la función seno o coseno. 


вашар 


Hallar Іа componente vertical del movimiento circular 


Un punto gira alrededor de un círculo de radio 3 centrado en el origen. Dibuje un gráfico de la coordenada de la y del 
punto como función del ángulo de rotación. 


© Solución 

Recordemos que, para un punto en un círculo de radio r, la coordenada de la y del punto es у=” ѕеп(х), por lo que en 
este caso, obtenemos la ecuación y(x) = 3 sen(x). La constante 3 provoca un estiramiento vertical de los valores de y de 
la función por un factor de 3, que podemos ver en el gráfico en la Figura 22. 


y 


Figura 22 
©) Análisis 
Obsérvese que el periodo de la función sigue siendo 2л; al recorrer el círculo, volvemos al punto (3, 0) para 
x = 2л, 4л, бл, ... Porque las salidas del gráfico oscilarán ahora entre – 3 y 3, la amplitud de la onda sinusoidal es 3. 
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[>] INTÉNTELO #10 ¿Cuál es la amplitud de la función f(x) = 7 cos(x)? Dibuje un gráfico de esta función. 


Hallar la componente vertical del movimiento circular 

Un círculo con un radio de 3 pies se monta con su centro a 4 pies del suelo. El punto más cercano al suelo está marcado 
como P, como se muestra en la Figura 23. Dibuje un gráfico de la altura sobre el suelo del punto P al girar el círculo; a 
continuación, halle una función que dé la altura en términos del ángulo de rotación. 


4% 


Figura 23 


© Solución 
Al dibujar la altura, observamos que comenzará a 1 pie sobre el suelo, luego aumentará hasta 7 pies sobre el suelo y 
continuará oscilando 3 pies por encima y por debajo del valor central de 4 pies, como se muestra en la Figura 24. 


h(x) 


Зт 5r Тт 
т 5 27 2 Зт 2 4т 


Еїдига 24 


Aunque podríamos utilizar una transformación de la función seno o coseno, empezamos por buscar las características 
que harían que una función fuera más fácil de utilizar que la otra. Utilizaremos una función coseno porque comienza en 
el valor más alto o más bajo, mientras que la función seno comienza en el valor medio. Un coseno estándar comienza en 
el valor más alto, y este gráfico comienza en el valor más bajo, por lo que necesitamos incorporar una reflexión vertical. 


En segundo lugar, vemos que el gráfico oscila 3 por encima y por debajo del centro, mientras que un coseno básico tiene 
una amplitud de 1, por lo que este gráfico se ha estirado verticalmente en 3, como en el último ejemplo. 
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Finalmente, para desplazar el centro del círculo hasta una altura de 4, el gráfico se ha desplazado verticalmente hacia 
arriba en 4 unidades. Si agrupamos estas transformaciones, hallamos que 


y = —3 cos (x) + 4 


[>] INTÉNTELO #11 Se fija un peso a un resorte, que luego se cuelga de una tabla, como se muestra en la Figura 
25. Al oscilar el resorte hacia arriba y hacia abajo, la posición y del peso en relación con el 
tablero oscila entre —1 pulgadas (en el tiempo x = 0) con -7 pulgadas (en el tiempo х = л) 
debajo del tablero. Supongamos que la posición de y se da como una función sinusoidal de 
x. Dibuje un gráfico de la función y luego halle una función coseno que dé la posición y en 
términos de x. 


Figura 25 


O 


Determinar la altura de un pasajero en una rueda de la fortuna 

El London Eye es una enorme rueda de la fortuna de 135 metros de diámetro (443 pies). Efectúa una rotación cada 30 
minutos. Los pasajeros suben desde una plataforma a 2 metros del suelo. Exprese la altura de un pasajero sobre el suelo 
como función del tiempo en minutos. 


© Solución 
Con un diámetro de 135 m, la rueda de la fortuna tiene un radio de 67,5 m. La altura oscilará con una amplitud de 67,5 
m por encima y por debajo del centro. 


Los pasajeros suben a 2 m sobre el nivel del suelo, por lo que el centro de la rueda de la fortuna deberá situarse a 
67,5 + 2 = 69,5 m sobre el nivel del suelo. La línea media de la oscilación estará a 69,5 m. 


La rueda de fortuna tarda 30 minutos en completar una revolución, por lo que la altura oscilará con un período de 30 
minutos. 


Por último, dado que el pasajero sube al punto más bajo, la altura comenzará en el valor más pequeño y aumentará, 
siguiendo la forma de una curva coseno, reflejada verticalmente. 


+ Amplitud: 67,5; por lo que A = 67,5 
+ Línea media 69,5; por lo que D = 69,5 
2л _ л 


+ Periodo: 30, por lo que B = 57 = 35 


* Forma: -cos (t) 
Una ecuación para la altura del pasajero sería 
л 


= —67,5 ( 
у cos | 73 


1) + 69,5 


donde 7 está en minutos, mientras que y se mide en metros. 
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[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con los gráficos de las funciones seno y 
coseno. 


Amplitud y período del seno y del coseno (http://openstax.orq/l/ampperiod) 
Traslación del seno y del coseno (http://openstax.org/l/translasincos) 

Graficar transformaciones seno y coseno (http://openstax.orqg/l/transformsincos) 
Graficar la función seno (http://openstax.org/l/graphsinefunc) 


6.1 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. ¿Por qué las funciones seno 2. ¿Cómo se compara el 3. Para la ecuación 
y coseno reciben el nombre gráfico de y = sen x con el A cos(Bx + C) + D, ¿qué 
de funciones periódicas? gráfico de y = cos x? constantes afectan el rango 
Explique cómo podría de la función y cómo lo 
trasladar horizontalmente el afectan? 


gráfico de y = sen x para 
obtener y = cos x. 


4. ¿Cómo se relaciona el rango 5. ¿Cómo se puede utilizar el 


de una función seno círculo unitario para 

trasladada con la ecuación construir el gráfico de 

у= А sen(Bx + C)+ D? ЈО) = sen t? 
Gráficos 


En los siguientes ejercicios, grafique dos periodos completos de cada función e indique la amplitud, el periodo y la línea 
media. Indique los valores máximos y mínimos de y así como sus valores correspondientes de x en un periodo para 
x > 0. Redondee las respuestas a dos decimales, si es necesario. 


6. f(x) = 28еп x 7. f(x) = соз х 8. у(х) = З ѕеп х 

9. у(х) = 4зеп х 10. (х) = 2соз x 11. f(x) = cos (2х) 

12. у(х) = 2 sen (4x) 13. f(x) = 4 со5(лх) 14. ЈО) = 3 со (х) 

15. у = 3 ѕеп(8(х + 4)) + 5 16. у= 2 зеп(3х – 21) +4 17. у= 5 ѕеп(5х + 20) – 2 


Еп los siguientes ejercicios, grafique un periodo completo де cada función, empezando por х = 0. Рага cada función, 
indique la amplitud, el periodo y la línea media. Indique los valores máximos y mínimos de y así como sus valores 
correspondientes de х en un periodo para x > 0. Indique el desplazamiento de fase у la traslación vertical, si procede. 
Redondee las respuestas a dos decimales, si es necesario. 


18. / (1) =2sen (t - 22) 19. ЈО) = —соз (1+2) +1 20. ГО) = 4соз (2 (1+ 4)) -3 


Acceso gratis en openstax.org 


6.1* Gráficos de las funciones seno y coseno 685 


21. (0) = – ѕеп ( t+ Эл) 22. f(x)=4sen (56 = 3)) +7 23. Determine la amplitud, la línea 
media, el periodo y una ecuación 
que implique la función seno para el 
gráfico que se muestra en la Figura 


26. 


l 
2 


Figura 26 


24. Determine la amplitud, el periodo, 25. Determine la amplitud, el periodo, 26. Determine la amplitud, el periodo, 


la línea media y una ecuación que la línea media y una ecuación que la línea media y una ecuación que 
implique el coseno para el gráfico implique el coseno para el gráfico implique el seno para el gráfico que 
que se muestra en la Figura 27. que se muestra en la Figura 28. se muestra en la Figura 29. 
f(x) 10 
4 6} 
5+ 
44 
зі 
2 


Figura 28 


Еїдига 29 
Еїдига 27 


27. Determine la amplitud, el periodo, 28. Determine la amplitud, el periodo, 29. Determine Іа amplitud, el periodo, 


la línea media y una ecuación que la línea media y una ecuación que la línea media y una ecuación que 
implique el coseno para el gráfico implique el seno para el gráfico que implique el coseno para el gráfico 
que se muestra en Figura 30. se muestra en la Figura 31. que se muestra en la Figura 32. 
to) f(x) f(x) 
2 
= X 
2 
Figura 31 Figura 32 


Figura 30 
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30. Determine la amplitud, el periodo, 
la línea media y una ecuación que 
implique el seno para el gráfico que 
se muestra en la Figura 33. 


-1+4 
Y 


Figura 33 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, supongamos que f(x) = sen x. 


31. Еп [0,27 ), resuelva 32. En[0,27 ), resuelva 33. Evalúe f (5) : 
о) = 0. о) = +. 
y2 А 
34. Еп [0, 2л), f(x) = > 35. Еп [0, 2л ), ¿el valor o los 36. En [0,27 ), ¿en qué valores 
Calcule todos los valores valores máximos de la de xse producen los 
de x. función se producen en valores mínimos de la 
qué valor o valores de x? función? 


37. Demuestre que 
f(-x) = — f(x). Esto 
significa que f(x) = sen x 
es una función impar y 
posee simetría con 
respecto a 


En los siguientes ejercicios, supongamos que f(x) = cos x. 


38. En [0,2% ), resuelva la 39. En [0,27 ), resuelva 40. En [0,27 ), halle las 
ecuación (х) = 1. intersecciones еп x de 
f(x) = cos х = 0. Р(х) = соѕ x. 


41. Еп [0, 27 ), halle los valores 42. Еп [0, 2л), resuelva la 
де хеп los que Іа función de 3 
| q ae ecuación f(x) = УЗ, 
tiene un valor máximo о 2 


mínimo. 


En tecnología 


43. Grafique h(x) = х + ѕеп х 44. Grafique h(x) = х + ѕеп x 45. Grafique f(x) = х sen х 


en [0, 27]. Explique por en [—100, 100]. ¿El gráfico en [0, 27] y explique cómo 
qué el gráfico aparece apareció como se predijo varía el gráfico de 
como lo hace. en el ejercicio anterior? f(x) = sen х. 
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46. Grafique f(x) = х sen x 47. Grafique f(x) = 2 еп 


en la ventana [—10, 10] y la ventana [- 57, 5л] y 
explique lo que muestra el explique lo que muestra el 
gráfico. gráfico. 


Aplicaciones en el mundo real 


48. Una rueda de la fortuna 
tiene 25 metros de 
diámetro y se aborda 
desde una plataforma que 
está a 1 metro del suelo. La 
posición de las seis en 
punto de la rueda de la 
fortuna está al nivel de la 
plataforma de carga. La 
rueda completa 1 
revolución completa en 10 
minutos. La función h (t) da 
la altura de una persona en 
metros sobre el suelo t 
minutos después de que la 
rueda de la fortuna 
comience a girar. 


(А) Halle la amplitud, la 
línea media y el periodo de 
h(t). 

Halle una fórmula para 
la función de altura A (t). 
(O) ¿A qué altura se 
encuentra una persona 
después de 5 minutos? 


6.2 Gráficos de las otras funciones trigonométricas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Analizar el gráfico de y=tan х. 
Graficar las variaciones de y=tan x. 
Analizar los gráficos de y=sec x y de y=csc x. 
Graficar las variaciones de y=sec x y de y=csc x. 
Analizar el gráfico de y=cot x. 
Graficar las variaciones de y=cot x. 


у у у у у 


Sabemos que la función tangente puede utilizarse para calcular distancias, como la altura de un edificio, de una 
montaña o de un asta de bandera. Sin embargo, ¿qué pasa si queremos medir repeticiones de la distancia? Imagine, por 
ejemplo, un camión de bomberos estacionado junto a un almacén. La luz giratoria del camión recorría la pared del 
almacén a intervalos regulares. Si la entrada es el tiempo, la salida sería la distancia que recorre el haz de luz. El haz de 
luz repetiría la distancia a intervalos regulares. La función tangente puede utilizarse para calcular aproximadamente esta 
distancia. Se necesitarían asíntotas para ilustrar los ciclos repetidos cuando el haz de luz corre paralelo a la pared 
porque, aparentemente, se extiende eternamente. El gráfico de la función tangente ilustraría claramente los intervalos 
repetidos. En esta sección, exploraremos los gráficos de la tangente y otras funciones trigonométricas. 


Analizar el gráfico de y = tan x 


Comenzaremos con el gráfico de la función tangente, al trazar los puntos como hicimos con las funciones seno y coseno. 
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Recordemos que 


El periodo de la función tangente es л porque el gráfico se repite en intervalos de kx donde k es una constante. Si 


graficamos la función tangente en a con 7 podemos ver el comportamiento del gráfico еп un ciclo completo. Si 


observamos cualquier intervalo mayor, veremos que las características del gráfico se repiten. 


Podemos determinar si la tangente es una función par o impar mediante la definición de tangente. 


ѕеп(-х а сео Жой 
tan(-x) = a Definición de tangente. 
_ —sen x E 
== El seno es una función impar, el coseno es par. 
_ _ зеп х ; ‚А ; ; 
=- El cociente de una función par e impar es impar. 
=-—tan x Definición de tangente. 


Por lo tanto, la tangente es una función impar. Podemos analizar aún más el comportamiento gráfico de la función 
tangente al observar los valores de algunos de los ángulos especiales, como se indica en la Tabla 1. 


S 

Ia 
Ele 
ula 
[а 


tan(x) indefinida 4/3 -1 _yY3 0 y3 1 уз indefinida 
3 3 
Tabla 1 


Estos puntos nos ayudarán a dibujar nuestro gráfico, pero tenemos que determinar cómo se comporta el gráfico donde 
es indefinido. Si nos fijamos más en los valores cuando a <x< z: podemos utilizar una tabla para determinar una 
tendencia. Dado que з z 1,05 y A д 1,57, evaluaremos x en las medidas del radián 1,05 < x < 1,57 como se muestra 


en la Tabla 2. 


х 1,3 1,5 1,59 | 1,56 
tanx 36 141 481 926 


Tabla 2 


A medida que x se aproxima a 25 las salidas de la función aumentan cada vez más. Dado que у = tan x es una función 


impar, vemos la correspondiente tabla de valores negativos en la Tabla 3. 


xX -1,3 | -1,5 | -1,55 | -1,56 
tan x | -3,6 | -14,1 | -48,1 | -92,6 


Tabla 3 


Podemos ver que, a medida que x se acerca a = las salidas son cada vez menores. Recuerde que hay algunos valores 
de х para los cuales cos х = 0. Por ejemplo, cos (2) = 0 y cos (22) = 0. En estos valores, la función tangente es 
indefinida, por lo que el gráfico de y = tan x tiene discontinuidades en x = 3 y Зя. En estos valores, el gráfico de la 


tangente tiene asíntotas verticales. La Figura 1 representa el gráfico de y = tan x. La tangente es positiva desde O hasta 


> y de x con Зя. correspondientes а los cuadrantes 1 y Ш del círculo unitario. 
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a e == == ч с] 


Figura 1 Gráfico de la función tangente 


Graficar las variaciones de y = tan х 
Al igual que las funciones seno y coseno, la función tangente puede describirse mediante una ecuación general. 
y = Atan(Bx) 


Podemos identificar el estiramiento y la compresión horizontal y vertical con los valores de A y B. El estiramiento 
horizontal se determina normalmente a partir del periodo del gráfico. En el caso de los gráficos tangentes, a menudo es 
necesario determinar el estiramiento vertical con un punto del gráfico. 


Ddao que no hay valores máximos ni mínimos de una función tangente, el término amplitud no puede interpretarse 
como en el caso de las funciones seno y coseno. En su lugar, utilizaremos la expresión factor de estiramiento/ 
compresión cuando nos refiramos a la constante A. 


Características del gráfico de y = Atan (Bx) 


• Elfactor de estiramiento es | 4]. 


. i S 
El periodo es P = uE 


• El dominio son todos los números reales x, donde х = 2/81 +4 


ЕЛЫ de manera que К es un número entero. 


* El rango es (-со, Ф). 


e Lasasíntotas se producen en x = JIB] + TBJ É donde k es un número entero. 


• y= Atan (Вх) es una función impar. 


Graficar el período de una función tangente estirada o comprimida 

Podemos utilizar lo que sabemos acerca de las propiedades de la función tangente para trazar rápidamente el gráfico de 
cualquier función tangente estirada o comprimida de la forma f(x) = A tan(Bx). Nos centramos en un único periodo de 
la función que incluye el origen, porque la propiedad periódica nos permite extender el gráfico al resto del dominio de la 


función, si lo deseamos. Nuestro dominio limitado es entonces el intervalo (-2, Р) y el gráfico tiene asíntotas 
verticales en ++ donde Р= F En (=2, 5) ‚ el gráfico saldrá de la asíntota izquierda en x = ко» pasará por el origen 


y seguirá aumentando a medida que se acerque a la asíntota de la derecha en x = S: Para que la función se acerque a 


las asíntotas a la velocidad correcta, también tenemos que establecer la escala vertical al evaluar realmente la función 
para al menos un punto por el que pasará el gráfico. Por ejemplo, podemos utilizar 


P P л 
(©) = Atan (27) = Atan (8,5) =A 


porque tan (2) = 1. 


(є cómo 


Dada la función f(x) = A tan(Bx), graficar un periodo. 
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1. Identifique el factor de estiramiento, |A|. 

2. Identifique B y determine el periodo, P = 781: 

3. Dibuje las asíntotas verticales en х = -2 Wi = Ё. 
4. 


Рага АВ > 0, el gráfico se aproxima a Іа asíntota izquierda еп los valores de salida negativos у а Іа asíntota 
derecha еп los valores de salida positivos (al revés para AB < 0). 
5. Trace puntos de referencia en (2, А), (0,0), y (-£ ‚— A), y dibuje el gráfico a través de estos puntos. 


BE 


Trazar una tangente comprimida 
Dibuje un gráfico de un periodo de la función у = 0,5 tan (2х). 


© Solución 
En primer lugar, identificamos A y B. 


y=0.5 tan(7x) 


| 


у = A tan(Bx) 


Dado que A=0,5y B= 7 podemos hallar el factor de estiramiento/compresión y el periodo. El periodo es 2 = 2, por 
2 


lo que las asíntotas están en x = +1. А un cuarto de periodo del origen, tenemos 


700,5) = 0,5 tan (2%) 


= 0,5 tan (4) 
=0,5 


Esto significa que la curva debe pasar por los puntos (0,5, 0,5), (0, 0), y 0,5, —0,5) . El único punto de inflexión está en 
el origen. La Figura 2 muestra el gráfico de un periodo de la función. 


f(x) 
15} 

1+ 
0,54 


Apr 


Figura 2 


м 


INTÉNTELO #1  Dibujeun gráfico de f(x) = 3 tan (2х). 


Graficar un periodo de una función tangente desplazada 
Ahora, que podemos graficar una función tangente estirada o comprimida, añadiremos un desplazamiento vertical u 
horizontal (o de fase). En este caso, añadimos C y D a la forma general de la función tangente. 


f(x) = Atan(Bx - C)+ D 


El gráfico de una función tangente transformada es diferente de la función tangente básica tan x de varias maneras: 
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Características del gráfico de y = Atan (Bx-C)+D 


• El factor de estiramiento es | A]. 


e Е iod Z. 
periodo es т 


* Eldominio es x % © + Та] donde К es un número entero. 


• El rango es (-оо, о). 


e Las asíntotas verticales se producen en x = 5 “Р zB É donde k es un número entero impar. 


• No hay amplitud. 
e y= А tan(BxC) + D es una función impar porque es el cociente de funciones pares e impares (seno y coseno 
respectivamente). 


(є cómo 


a 
Dada la función y = A tan(Bx — C) + D, dibujar el gráfico de un periodo. 


Exprese la función dada en la forma y = A tan (Bx – С) + D. 
Identifique el factor de estiramiento/compresión, | A]. 
Identifique B y determine el periodo, P = ТЕГ” 

Identifique С y determine el desplazamiento de fase, ©. 
Dibuje el gráfico de у = A tan(Bx) desplazado a la derecha por 5 y hacia arriba por D. 


Dibuje las asíntotas verticales, que se producen en x = 5 T JBJ É donde k es un número entero impar. 


Trace tres puntos de referencia cualesquiera y dibuje el gráfico a través de estos puntos. 


BR 


Graficar un periodo de una función tangente desplazada 
Grafique un periodo de la función y = —2 (ап(лх + л)—1. 


O ра 


© Solución 

Paso 1. La función ya está escrita en la forma y = A tan (Bx — C) + D. 
Paso 2. A = 2, por lo que el factor de estiramiento es | 4] = 2. 

Paso 3. B = л, por lo que el periodo es P = тт = 2 = 1. 


[В| — 
= { EE 
Paso 4. С = —xr, por lo que el desplazamiento de fase = = —1. 
Pasos 5-7. Las asíntotas están en x = -4 yx= -4 y los tres puntos de referencia recomendados son (—1,25, 1), 


(-1,-1), y (—0,75;—3) . El gráfico se muestra en la Figura 3. 


Figura 3 


©) Análisis 
Observe que se trata de una función decreciente porque A < 0. 


INTÉNTELO #2 ¿Qué aspecto tendría el gráfico del Ejemplo 2 si hiciéramos А = 2 en vez de —2? 
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м CÓMO 
еб 
Dado el gráfico de una función tangente, identificar el estiramiento horizontal y vertical. 
1. Halle el periodo P a partir del espacio entre asíntotas verticales sucesivas o intersecciones en x. 
2. Escriba f(x) = A tan (5х). 
3. Determine un punto conveniente (x, /(х)) en el gráfico dado y utilícelo para determinar А. 


EE 


Identificar el gráfico de una tangente estirada 
Halle una fórmula para la función graficada en la Figura 4. 


© 

Al 
AR A е 
O A 

[e] 

со 


Figura 4 Función tangente estirada 


© Solución 

El gráfico tiene la forma de una función tangente. 

Paso 1. Un ciclo se extiende de -4 a 4, por lo que el periodo es P = 8. Dado que P = ТЕ? tenemos B = 5 = z 
Paso 2. La ecuación deberá tener la forma f(x) = Atan (2х). 

Paso 3. Para hallar el estiramiento vertical А, podemos utilizar el punto (2,2). 


2= Atan (5 2) = Аша (5) 
Dado que tan (4) =1,A=2. 


Esta función tendría una fórmula f(x) = 2 tan (Ex) А 


[>] INTÉNTELO #3 Hale una fórmula para la función en la Figura 5. 


ES Par —- 

PAS o —5 

PE раб ааваа 

E A E AE —- 
x 
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Analizar los gráficos de y = sec x y de y = cscx 


1 
cos x 


es 0, lo que lleva a las asíntotas verticales en 2, 3л, etc. Ya que el coseno nunca es mayor que 1 en valor absoluto, la 


La secante fue definida por la identidad recíproca sec х = . Observe que la función es indefinida cuando el coseno 


secante, al ser el recíproco, nunca será menor que 1 en valor absoluto. 


Podemos graficar у = sec x al observar el gráfico de la función coseno porque estas dos funciones son recíprocas. Vea 
la Figura 6. El gráfico del coseno se muestra como una onda naranja punteada para que podamos ver la relación. Donde 
el gráfico de la función coseno disminuye, el de la función secante aumenta. Donde el gráfico de la función coseno 
aumenta, el de la función secante disminuye. Cuando la función coseno es cero, la secante es indefinida. 


El gráfico de la secante tiene asíntotas verticales en cada valor de x donde el gráfico del coseno cruza el eje x; esto lo 
mostramos en el gráfico de abajo con líneas verticales discontinuas, pero no mostraremos todas las asíntotas 
explícitamente en todos los gráficos posteriores que impliquen la secante y la cosecante. 


Observe que, debido a que el coseno es una función par, la secante también lo es. Eso es, sec (—x) = sec х. 


у = соѕ(х) Y 


У = ѕес(х) 


1 


Figura 6 Gráfico de la función secante, f(x) = sec x = == 


Al igual que en el caso de la función tangente, volveremos a referirnos a la constante |A| como el factor de estiramiento, 
no la amplitud. 


Características del gráfico de у = Asec (Bx) 


• Elfactor de estiramiento es | 4]. 


+ Elperiodo es 22. 
р E 


• Eldominio es x ж з donde k es un número entero impar. 


• Elrango es (—%, — |A|] U [|A] , оо). 


e Las asíntotas verticales se producen en x = JB É donde k es un número entero impar. 


• No hay amplitud. 
‚у= А ѕес(Вх) es una función par porque el coseno es una función par. 


Al igual que la secante, la cosecante se define por la identidad recíproca csc x = =. Observe que la función es 


indefinida cuando el seno es 0, lo que lleva a una asíntota vertical en el gráfico en 0, л, etc. Dedo que el seno nunca es 
mayor que 1 en valor absoluto, la cosecante, al ser el recíproco, nunca será menor que 1 en valor absoluto. 


Podemos graficar y = csc x al observar el gráfico de la función seno porque estas dos funciones son recíprocas. Vea la 
Figura 7. El gráfico del seno se muestra como una onda naranja discontinua para que podamos ver la relación. Donde el 
gráfico de la función seno disminuye, el gráfico de la función cosecante aumenta. Donde el gráfico de la función seno 
aumenta, el gráfico de la función cosecante disminuye. 


El gráfico de la cosecante tiene asíntotas verticales en cada valor de x donde el gráfico del seno cruza el eje x; los 
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mostramos en el gráfico de abajo con líneas verticales discontinuas. 


Observe que, debido а que el seno es una función impar, la función cosecante también lo es. Eso es, csc (—x) = -cscx. 


El gráfico de la cosecante, que se muestra en la Figura 7, es similar al gráfico de la secante. 


y 


y = сѕс(х) у = ѕеп(х) 


E 
pnl 


№ 
ag 
l 


Figura 7 El gráfico de la función cosecante, f(x) = csc x = => 


Características del gráfico de у = Acsc (Bx) 


• Elfactor de estiramiento es | A]. 


+ Elperiodo es 22. 
Е [B] 
Л. 


• Eldominio es x Æ 781 
+ Е гапдо es (o, 141 U [i41 ©). 

e Las asíntotas se producen en x = TEE donde k es un número entero. 

e у= Acsc(Bx) es una función impar porque el seno es una función impar. 


k, donde k es un número entero. 


Graficar las variaciones de у = sec x y de у=сѕс х 


En las versiones desplazadas, comprimidas o estiradas de las funciones secante y cosecante, podemos seguir métodos 
semejantes a los que utilizamos рага la tangente y la cotangente. Es decir, localizamos las asíntotas verticales y también 
evaluamos las funciones para algunos puntos (concretamente los extremos locales). Si queremos graficar un solo 
periodo, podemos elegir el intervalo para el periodo en más de una manera. El procedimiento para la secante es muy 
similar, porque la identidad de la cofunción significa que el gráfico de la secante es el mismo que el de la cosecante 
desplazada medio periodo hacia la izquierda. Los desplazamientos verticales y de fase pueden aplicarse a la función 
cosecante de la misma manera que para la secante y otras funciones. Las ecuaciones se convierten en las siguientes. 


y = Asec (Bx — C)+ D 
y = Acsc (Bx — C)+ D 


Características del gráfico de y = Asec (Bx-C)+D 


El factor de estiramiento es |A|. 


El periodo es 22. 
E [B] 
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+ Eldominioes x Æ g ar JB% donde k es un número entero impar. 


* Elrangoes (-%,-—|A| + D] u [|А| + D, œ). 


с 55 К, donde k es un número entero impar. 


e Las asíntotas verticales se producen en x = 5 2181 


• No hay amplitud. 
e у= Аѕес(ВхС) + D es una función par porque el coseno es una función par. 


Características del gráfico de y = Acsc (Bx-C)+D 


• Elfactor de estiramiento es | A]. 


• El periodo es Г 
· Е dominio es x Ж 5 + ТВ] donde К es un número entero. 


• Elrangoes (-%,-—|A| + D] u [|A| + D, œ). 


e Las asíntotas verticales se producen en x = 5 + Та] donde k es un número entero. 
• No hay amplitud. 


e y=Acsc(BxC)+ D es una función impar porque el seno es una función impar. 


(є cómo 


Dada una función de la forma у = А sec (Вх), graficar un periodo. 


Exprese la función dada en la forma у = A sec (Bx). 
Identifique el factor de estiramiento/compresión, | A]. 


Identifique B y determine el periodo, P = 77, 
Dibuje el gráfico de у = А соѕ (Вх). 

Utilice la relación recíproca entre у = cos ху у = sec х para dibujar el gráfico de у = А sec (Вх). 
Dibuje las asíntotas. 


Trace dos puntos de referencia cualesquiera y dibuje el gráfico a través de estos puntos. 


вр 


Graficar una variación de la función secante 
Grafique un periodo de f(x) = 2,5 sec(0,4x). 


Sa AS AS 


© Solución 
Paso 1. La función dada ya está escrita en la forma general, y = Asec(Bx). 
Paso 2. A = 2,5 por lo que el factor de estiramiento es 20,5. 

2л 


Paso 3. В = 0,4 por lo que Р = da = 5л. El periodo es 5л unidades. 


Paso 4. Dibuje el gráfico de la función g(x) = 2,5 cos(0,4x). 

Paso 5. Utilice la relación recíproca de las funciones coseno y secante para dibujar la función cosecante. 

Pasos 6-7. Trace dos asíntotas en x = 1,257 y x = 3,757. Podemos utilizar dos puntos de referencia, el mínimo local en 
(0, 2,5) y el máximo local en (2,577, —2,5) . La Figura 8 muestra el gráfico. 


695 


696 6-*Funciones periódicas 


ПЕ ЧЛ PA LA o тыи 


A 
3 


| 
x 


! 
со 
A Е 


Figura 8 


Ё INTÉNTELO #4  Grafique un periodo de f(x) = -2,5 sec(0,4x). 


[5] PREGUNTAS Y RESPUESTAS ¿El desplazamiento vertical y el estiramiento/compresión afectan el rango de 
la secante? 


Sí. El rango de f (x) = Asec(Bx—C)+ Des (-0,-141 +D] U [141 +D,0). 


CÓMO 


Dada una función de la forma f (х) = A sec (Вх — С) + D, graficar un periodo. 


Exprese la función dada en la forma y = A sec(Bx — C) + D. 

Identifique el factor de estiramiento/compresión, |A|. 

Identifique B y determine el periodo, 19" 

Identifique С y determine el desplazamiento de fase, ©. 

Dibuje el gráfico de у = A sec(Bx), pero desplazándolo hacia la derecha рог = y hacia arriba рог D. 


DOA се 


Dibuje las asíntotas verticales, que se producen en x = 5 + JBJ É donde k es un número entero impar. 


cuco: aaa 


Graficar una variación de la función secante 


Grafique un periodo de y = 4sec (2х – 5) +1. 


© Solución 
Л 


Paso 1. Exprese la función dada en la forma у = 4sec (2х – 5) +1. 
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Paso 2. El factor de estiramiento/compresión es |A| = 4. 
Paso 3. El periodo es 


2л — 2л 
BI Z 
3 
=2.3 
= 2.2 
=6 
Paso 4. El desplazamiento de fase es 
л 
Es 2 
BZ 
3 
=2.3 
siaz 
=1,5 


Paso 5. Dibuje el gráfico de y = A sec(Bx), pero desplazándolo a la derecha por g = 1,5 y hacia arriba por D = 6. 


Paso 6. Dibuje las asíntotas verticales, que se producen en x = 0, x = 3, y x = 6. Hay un mínimo local en (1,5, 5) y un 
máximo local en (4,5, —3) . La Figura 9 muestra el gráfico. 


f(x) 
20 
15 
10 
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Figura 9 


INTÉNTELO #5 Grafique un periodo de f (x) = —6sec(4x + 2) — 8. 


[~ 


3| PREGUNTAS Y El dominio de csc x se dio para ser todo x tal que x 5 Кл para cualquier número entero К. 
RESPUESTAS ¿El dominio de y = A csc(Bx — С) + D sería x 4 27 


Sí. Los puntos excluidos del dominio siguen las asíntotas verticales. Sus ubicaciones muestran 
el desplazamiento horizontal y la compresión o expansión que implica la transformación a la 
entrada de la función original. 


(є cómo 


Dada una función de la forma у = A csc (Вх), graficar un periodo. 


Exprese la función dada en la forma y = Acsc(Bx). 
|А|. 
Identifique В y determine el periodo, P = i 


Dibuje el gráfico de y = A sen (Вх). 

Utilice la relación recíproca entre y = sen xy у = csc x para dibujar el gráfico de у = A csc (Вх). 
Dibuje las asíntotas. 

Trace dos puntos de referencia cualesquiera y dibuje el gráfico a través de estos puntos. 


SON a PIS > 
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Graficar una variación de la función cosecante 
Grafique un periodo de f(x) = —3 csc(4x). 


© Solución 

Paso 1. La función dada ya está escrita en la forma general, y = Acsc(Bx). 

Paso 2. |A| = |—3| = 3, por lo que el factor de estiramiento es 3. 

Paso 3. В = 4, así que Р = 2л = 3: El periodo es 3 unidades. 

Paso 4. Dibuje el gráfico de la función g(x) = —3 sen(4x). 

Paso 5. Utilice la relación recíproca de las funciones seno y cosecante para dibujar la función cosecante. 

Pasos 6-7. Trace tres asíntotas en x = 0, x = J yx= 7: Podemos utilizar dos puntos de referencia, el máximo local en 


ES -3) y el mínimo local en (22, 3) . La Figura 10 muestra el gráfico. 
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>] INTÉNTELO #6 Grafique un periodo de f(x) = 0,5 сѕс(2х). 


(є cómo 


Dada una función de la forma f (x) = А csc (Bx — C) + D, graficar un periodo. 


Exprese la función dada en la forma y = А сѕс(Вх — С) + D. 
Identifique el factor de estiramiento/compresión, | A]. 
Identifique B y determine el periodo, | 

С 


Identifique С y determine el desplazamiento de fase, E 


IS 
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5. Dibuje el gráfico де y = A csc(Bx) pero desplazándolo a la derecha рог g y hacia arriba por D. 


6. Dibuje las asíntotas verticales, que se producen en x = 5 + ТВ donde k es un número entero. 


A o kŤť aaa 


Graficar una cosecante estirada verticalmente, comprimida horizontalmente y desplazada verticalmente 
Dibuje un gráfico de y = 2 csc (3x) + 1. ¿Cuáles son el dominio y el rango de esta función? 


© Solución 

Paso 1. Exprese la función dada en la forma y = 2 csc (2х) + 1. 
Paso 2. Identifique el factor de estiramiento/compresión, |A| = 2. 
Paso 3. El periodo es 19, = 21 = 2л : 2 = 4, 

Paso 4. El desplazamiento de ias es 2 =0. 


2 
Paso 5. Dibuje el gráfico de y = А csc(Bx), pero desplazándolo hacia arriba D = 1. 


Paso 6. Dibuje las asíntotas verticales, que se producen en x = 0, х =2,x = 4. 


El gráfico de esta función se muestra en la Figura 11. 


y 
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Figura 11 Función cosecante transformada 
©) Análisis 
Las asíntotas verticales que se muestran en el gráfico marcan un periodo de la función, mientras que los extremos 


locales en este intervalo se muestran con puntos. Observe cómo el gráfico de la cosecante transformada se relaciona 
con el gráfico de f(x) = 2 sen (5x) + 1, que se muestra como la onda punteada de color naranja. 


[>] INTÉNTELO #7 Dado el gráfico de f(x) = 2 cos (Zx) + 1 que se muestra en la Figura 12, dibujar el gráfico 
де g(x) = 2 sec (5х) + 1 en los mismos ejes. 
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Figura 12 


Analizar el gráfico de y = cot x 


La última función trigonométrica que debemos explorar es la cotangente. La cotangente se define por la identidad 
recíproca cot x = 15: Observe que Іа función es indefinida cuando Іа función tangente es 0, Іо que lleva а una 
asíntota vertical en el gráfico en 0, л, etc. Dado que la salida de la función tangente abarca números reales, la salida de 


la función cotangente también abarca números reales. 


Podemos graficar y = cot x al observar el gráfico de la función tangente porque estas dos funciones son recíprocas. Vea 
la Figura 13. Donde el gráfico de la función tangente disminuye, el gráfico de la función cotangente aumenta. Donde el 
gráfico de la función tangente aumenta, el gráfico de la función cotangente disminuye. 


El gráfico de la cotangente tiene asíntotas verticales en cada valor de x donde tan х = 0; los mostramos en el siguiente 
gráfico con líneas discontinuas. Dado que la cotangente es la recíproca de la tangente, cot x tiene asíntotas verticales en 
todos los valores de x donde tan x = 0, y cot x = 0 en todos los valores de x donde tan х tiene sus asíntotas verticales. 


y 


= 


E AA 
„19 AAA 
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Figura 13 La función cotangente 


Características del gráfico de у= Acot (Bx) 


•  Elfactor de estiramiento es | 4]. 


* Elperiodo es P = ТЕГ” 
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* Eldominioes x Æ ТВ donde k es un número entero. 


• Elrangoes(-0, оо), 


e Lasasíntotas se producen en x = ТЕГ” donde К es un número entero. 


* y= Acot(Bx) es una función impar. 


Graficar las variaciones de y = cot x 


Podemos transformar el gráfico de la cotangente de forma muy parecida a como lo hicimos con la tangente. La ecuación 
se convierte en la siguiente. 


y = Acot (Bx – C)+ D 
Características del gráfico de y = Acot (Bx-C)+D 


• Elfactor de estiramiento es |A]. 


e Е iod Z. 
periodo es т 


* Eldominio es x % и + 151% donde k es un número entero. 
• El rango es (-оо, оо), 


e Las asíntotas verticales se producen en x = = + Та donde k es un número entero. 
• No hay amplitud. 
e y=Acot(Bx) es una función impar porque es el cociente de funciones pares e impares (coseno y seno, 


respectivamente). 


(є cómo 


@ 
Dada una función cotangente modificada de Іа forma f (х) = А cot (Вх) , graficar un periodo. 


Exprese la función en la forma f (x) = A cot (Bx). 

Identifique el factor de estiramiento, |A|. 

Identifique el periodo, P = TBT: 

Dibuje el gráfico de y = A tan( Bx). 

Trace dos puntos de referencia cualesquiera. 

Utilice la relación recíproca entre la tangente y la cotangente para dibujar el gráfico de y = A cot (Bx) . 
Dibuje las asíntotas. 


шыны aaa 


Graficar variaciones de la función cotangente 


Determine el factor de estiramiento, el período y el desplazamiento de fase de y = 3 cot(4x), y, a continuación, dibuje un 
gráfico. 


AS E O с 


© Solución 

Paso 1. Expresar la función en la forma f (х) = A cot (Bx) da como resultado f (x) = 3 cot(4x). 
Paso 2. El factor de estiramiento es |A| = 3. 

Paso 3. El periodo es P = T 

Paso 4. Dibuje el gráfico de y = 3 tan(4x). 

Paso 5. Trace dos puntos de referencia. Dos de estos puntos son (£, 3) y (25, -3) В 

Paso 6. Utilice la relación recíproca para dibujar у = 3 cot(4x). 


Paso 7. Dibuje las asíntotas, x = 0, x = 7: 
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El gráfico azul en la Figura 14 muestra y = 3 tan (4x) y el gráfico verde muestra y = 3 cot (4х). 


ii, -s 


1 


A 


A 


Figura 14 


(є cómo 


Dada una función cotangente modificada de la forma f (x) = A cot (Bx — С) + D, graficar un periodo. 


ер ЧЫ ч 


Exprese la función en la forma f (x) = A cot (Bx — C) + D. 
Identifique el factor de estiramiento, |A|. 
Identifique el periodo, Р = ТЯГ” 


Identifique el desplazamiento de fase, © 


B 
Dibuje el gráfico de y = A tan(Bx) desplazado a la derecha por 5 y hacia arriba por D. 


Dibuje las asíntotas x = с de ТВ donde k es un número entero. 


Trace tres puntos de referencia cualesquiera y dibuje el gráfico a través de estos puntos. 


АДАД 39% 


Graficar una cotangente modificada 
Dibuje un gráfico de un periodo de la función f (x) = 4со (2х — 5) – 2. 


© Solución 
Paso 1. La función ya está escrita en la forma general f (х) = A cot (Bx — С) + D. 
Paso 2. A = 4, por lo que el factor de estiramiento es 4. 


Paso 3. B = F por lo que el periodo es P = 181 =%=8. 
8 л 
Paso 4. C = F por lo que el desplazamiento de fase © = 2 = 4. 
8 
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Paso 5. Dibujamos f (х) = 4tan (Ex — 2) – 2. 


Pasos 6-7. Tres puntos que podemos utilizar para guiar el gráfico son (6, 2), (8, —2), y (10, —6). Utilizamos la relación 
Л 


recíproca de la tangente y la cotangente para dibujar f (x) = 4сої (6х — =) — 2. 


Paso 8. Las asíntotas verticales son х = 4ух = 12. 
El gráfico se muestra en la Figura 15. 
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Figura 15 Período de una función cotangente modificada 


Usar los gráficos de las funciones trigonométricas para resolver problemas del 
mundo real 


Muchas situaciones en el mundo real representan funciones periódicas y pueden modelarse con funciones 
trigonométricas. Como ejemplo, volvamos a la situación que se describió al inicio de la sección. ¿Ha observado alguna 
vez el haz formado por la luz giratoria de un camión de bomberos y se ha preguntado por el movimiento del propio haz 
de luz a través de la pared? El comportamiento periódico de la distancia a la que brilla la luz en función del tiempo es 
evidente, pero ¿cómo determinamos la distancia? Podemos utilizar la función tangente. 


BR 


Usar las funciones trigonométricas para resolver situaciones del mundo real 
Supongamos que la función y = 5 tan (51) marca la distancia en el movimiento de un haz de luz desde la parte superior 


de un automóvil de policía a través de una pared donde г es el tiempo en segundos у y es la distancia en pies desde un 
punto en la pared directamente frente al automóvil de policía. 


(A) Halle e interprete el factor de estiramiento y el periodo. Grafique en el intervalo [0, 5]. 

(© Evalúe f (1) y comente el valor de la función en esa entrada. 

© Solución 

(А) Sabemos por la forma general de y = A tan (Bf) que |A] es el factor de estiramiento y Я es el periodo. 


ii 

у = 51апі21) 
A B 
Figura 16 


Vemos que el factor de estiramiento es 5. Esto significa que el haz de luz se habrá desplazado 5 pies después de la 
mitad del periodo. 


El periodo es 2 = 2 . 4 = 4. Esto significa que cada 4 segundos, el haz de luz recorre la pared. La distancia desde el 
4 
punto frente al automóvil de policía aumenta a medida que este se acerca. 


=l 
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Para graficar la función, dibujamos una asíntota en т = 2 y utilizamos el factor de estiramiento y el periodo. Vea 
la Figura 17 


y 
20} 
15+ 


үү үнүн НЕ ГҮ" ЧИЕ ЛЛ ИЛЕН ЧИН! 


го ad 
Figura 17 


(© periodo: f(1) = 5tan (40) = 5(1) = 5; después de 1 segundo, el haz de luz se ha movido 5 pies desde el punto 
frente al automóvil de policía. 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con los gráficos de otras 
funciones trigonométricas. 


Graficar la tangente (http://openstax.org/l/graphtangent) 
Graficar la cosecante y la secante (http://openstax.org/l/graphcscsec) 
Graficar la cotangente (http://openstax.org/l/graphcot) 


6.2 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 

1. Explique cómo se puede 2. ¿Cómo puede el gráfico de 3. Explique por qué el periodo 
utilizar el gráfico de la у = cos x utilizarse para de tan x es igual a л. 
función seno para graficar construir el gráfico de 
у = сс х. у = вес х? 

4. ¿Por qué по hay 5. ¿Cómo el periodo de 
intersecciones en el gráfico у = csc х se compara соп el 
de y =csc x? periodo de y = sen x? 
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En los siguientes ejercicios, coteje cada función trigonométrica con uno de los siguientes gráficos. 


6. 


9. 


y 


ela 


Р(х) = їап x 


Р(х) = сої х 


>< 
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7. f(x)=sec х 


8. f(x)=csc x 


En los siguientes ejercicios, halle el periodo y el desplazamiento horizontal de cada una de las funciones. 


10. 


13. 


16. 


f(x) = 2 tan (4х — 32) 


Si tan x =-1,5, calcule 
tan (=x). 


Si los valores de 
xsen x = 2, halle 
(=x) sen (=x). 


11. A(x) = 25ес (2(х+ 1)) 


14. Silos valores de sec х = 2, 


calcule sec (—x). 


12. m(x) = 6csc (5x +) 


15. Silos valores de 


esc x = -5, calcule 
csc (—x). 


En los siguientes ejercicios, reescriba cada expresión de forma que el argumento x es positivo. 


17. cot(—x)cos (—х) + sen (—x) 


Gráficos 


18. cos (—х) + tan (—x) sen (—х) 


En los siguientes ejercicios, trace dos periodos del gráfico de cada una de las siguientes funciones. Identifique el factor 
de estiramiento, el período y las asíntotas. 


19. 


22. 


25 


28 


31 


f(x) = 2tan (4x — 32) 
ЈО) = tan (2х) 

‚ ЈО) = іа (x+ я) 

‚ Ро) = –1сѕс(х) 


. f(x) = 7 sec (5х) 


20. h(x) = 25ес (2(х+1)) 
23. р(х) = (ап (х- 5) 
26. f(x) = лїап(лх — л) - л 


29. f(x) = 45ес (3x) 


32. f(x) = csc (rx) 


21. 


24. 


27. 


30. 


33. 


m(x) =6csc (2х + л) 
f(x) = 4 tan(x) 

f(x) = 2cse (x) 

/(х) = -3 cot (2x) 


ЈО) = 2сзс (х+ 2) – 1 
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34. f(x) = –ѕес(х- 2) -2 35. /(х)= Тсзс(х—®) 36. (х) = 5 (cot (x+ Z) – 3) 


En los siguientes ejercicios, halle y grafique dos periodos de Іа función periódica con el factor de estiramiento dado, |A|, 
periodo, y desplazamiento de fase. 


37. Una curva tangente, A = 1, periodo de а. у 38. Una curva tangente, А = –2, periodo de J: y 


desplazamiento de fase (h, k) = ( 2) desplazamiento de fase (h, k) = = -2) 


Л 
4 > 
En los siguientes ejercicios, halle una ecuación para el gráfico de cada función. 


39. f(x) 40. 
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43. f(x) 44. f(x) 


des a aa 
am ns 


45. 100 


y a 


-0,01 -0,0075-0,405-0 0,0025 0, 


=> 
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ES 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice una calculadora gráfica para graficar dos periodos de la función dada. Nota: La 


mayoría de las calculadoras gráficas no tienen un botón de cosecante; por lo tanto, tendrá que introducir esc x cuando 
1 


sen х` 


46. f(x) = |сзс(х)| 47. f(x) = [cot(x)| 48. f(x) = 208000) 
49. у(х) = 0 50. Grafique 51. f(x) = sec (0,0015) 


ѕес(х) a 2 2 
Р(х) = 1 + ѕесе (х) — tan” (х). 
¿Cuál es la función que se 
muestra en el gráfico? 


52. f(x) = сої(100лх) 53. f(x) = sen? x + cos? x 
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Aplicaciones en el mundo real 


54. Lafunción f (x) = 20 tan (5x) marca la distancia 55. De pie a la orilla de un lago, un pescador divisa un 
barco a lo lejos, a su izquierda. Supongamos que 
x, medido en radianes, es el ángulo formado por 
la línea de visión del barco y una línea con rumbo 
norte desde su posición. Supongamos que el 


en el movimiento de un haz de luz de un 
automóvil de policía por una pared para el tiempo 
x, en segundos, y la distancia f (x), en pies. 


(А) Grafique en el intervalo [0, 5]. norte es 0 y x se mide en negativo hacia la 

Halle e interprete el factor de estiramiento, el izquierda y en positivo hacia la derecha. (Vea la 
periodo y la asíntota. Figura 19). El barco viaja desde el oeste hasta el 
© Evalúe f (1) y f (2,5) y comente los valores de este y, sin tener en cuenta la curvatura de la 

la función en esas entradas. Tierra, la distancia d (х), en kilómetros, desde el 


pescador hasta el barco viene dada por la función 
а(х) = 1,5 sec (x). 

(А) ¿Cuál es un dominio razonable рага d (х)? 
Grafique d (x) en este dominio. 

(© Halle y razone el significado de cualquier 
asíntota vertical en el gráfico de d (x). 

(©) Calcule e interprete d (-4) . Redondee al 
segundo decimal. 

(E) Calcule e interprete d ( 
segundo decimal. 

(E) ¿Cuál es la distancia mínima entre el pescador 
y el barco? ¿Cuándo ocurre esto? 


Л 
z) . Redondee al 


Figura 19 


56. Un telémetro láser se fija en un cometa que se 57. Una cámara de video enfoca un cohete en una 
aproxima a la Tierra. La distancia g (x), en plataforma de lanzamiento a 2 millas de la 
kilómetros, del cometa después de x días, para x cámara. El ángulo de elevación desde el suelo 
en el intervalo de 0 a 30 días, viene dada por hasta el cohete después de x segundos es 102 


g(x) = 250.000 csc (5x) . 
(А) Escriba una función que exprese la altitud 


(А) Grafique g (x) en el intervalo [0, 30]. h(x), en millas, del cohete sobre el suelo después 
Evalúe g (5) e interprete la información. de x segundos. Deje de lado la curvatura de la 

(© ¿Cuál es la distancia mínima entre el cometa y Tierra. 

la Tierra? ¿Cuándo ocurre esto? ¿A qué constante Grafique h (x) en el intervalo (0, 60). 

de la ecuación corresponde? (©) Evalúe e interprete los valores Л (0) y h (30). 
(Б) Halle y comente el significado de cualquier (D) ¿Qué ocurre con los valores de h (x) cuando x 
asíntota vertical. se acerca a los 60 segundos? Interprete el 


significado de esto en términos del problema. 
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6.3 Funciones trigonométricas inversas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Comprender y utilizar las funciones inversas del seno, el coseno y la tangente. 
> Hallar el valor exacto de las expresiones que implican las funciones inversas del seno, el coseno y la tangente. 
> Utilizar una calculadora para evaluar funciones trigonométricas inversas. 
> Hallar los valores exactos de las funciones compuestas con funciones trigonométricas inversas. 


Para cualquier triángulo rectángulo, dados otro ángulo y la longitud de un lado, podemos averiguar cuáles son los otros 
ángulos y lados. Sin embargo, ¿qué pasa si nos dan solo dos lados de un triángulo rectángulo? Necesitamos un 
procedimiento que nos lleve de un cociente de lados a un ángulo. Aquí es donde entra en juego la noción de inversa de 
la función trigonométrica. En esta sección, exploraremos las funciones trigonométricas inversas. 


Comprender y utilizar las funciones inversas del seno, el coseno y la tangente 


Para utilizar las funciones trigonométricas inversas, debemos entender que estas "deshacen" lo que la función 
trigonométrica original "hace", como ocurre con cualquier otra función y su inversa. En otras palabras, el dominio de la 
función inversa es el rango de la función original, y viceversa, como se resume en la Figura 1. 


Funciones trigonométricas Funciones trigonométricas inversas 

Dominio: Medida de un ángulo Dominio: Relación 

Rango: Relación Rango: Medida de un ángulo 
Figura 1 


1 1 


sen x’ 


Por ejemplo, si f(x) = sen x, entonces escribiríamos paa. (х) = sen”! x. Tenga en cuenta que ѕеп x no significa 


Los siguientes ejemplos ilustran las funciones trigonométricas inversas: 


· Dado que sen (2) = 1, entonces 2 = sen”! (3) . 


6 2° 
+ "Радо que cos (л) = —1, entonces л = cos”! (Т). 
* Dado que tan (2) = 1, entonces 2 = tan! (1). 


En las secciones anteriores, evaluamos las funciones trigonométricas еп diversos ángulos, pero a veces necesitamos 
saber qué ángulo daría un valor específico de seno, coseno o tangente. Para ello, necesitamos funciones inversas. 
Recordemos que, para una función biunívoca, si f(a) = b, entonces una función inversa satisfaría yA (b) = a. 


Tenga en cuenta que las funciones seno, coseno y tangente no son biunívocas. El gráfico de cada función no pasaría la 
prueba de la línea horizontal. De hecho, ninguna función periódica puede ser biunívoca porque cada salida en su rango 
corresponde al menos a una entrada en cada periodo, y hay un número infinito de periodos. Al igual que con otras 
funciones que no son biunívocas, tendremos que restringir el dominio de cada función para obtener una nueva función 
que sea biunívoca. Elegimos un dominio para cada función que incluya el número 0. La Figura 2 muestra el gráfico de la 
función seno limitada a [-4, а | y el gráfico de la función coseno limitada а [0, х]. 


2 
y y 
14 1 
х [0] х 
| А 
-1{ 1 
| 
(а) (р) 


Figura 2 (а) Función seno en un dominio restringido de [—#, z] ; (b) Función coseno en un dominio restringido de 
[0, л] 


La Figura 3 muestra el gráfico de la función tangente limitada a (==, 5) Р 
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Figura З Función tangente en un dominio restringido de (-2, =) 


Estas opciones convencionales para el dominio restringido son algo arbitrarias, pero tienen características importantes у 
útiles. Cada dominio incluye el origen y algunos valores positivos y, lo que es más importante, cada uno da lugar a una 
función biunívoca que puede invertirse. La elección convencional para el dominio restringido de la función tangente 
también tiene la útil propiedad de que se extiende de una asíntota vertical a la siguiente en lugar de estar dividida en 
dos partes por una asíntota. 


En estos dominios restringidos, podemos definir las funciones trigonométricas inversas. 


• La función seno inversa y = sen”! x significa x = sen y. La función seno inversa se denomina a veces función 
arcoseno, y se anota arcsen x. 
Е у ar T T 
y = ѕеп х tiene dominio [—1,1] y rango тоо 
• Lafunción coseno inversa у = cos”! x significa x = cos y. La función coseno inversa se denomina a veces función 
arcocoseno, y se anota arccos x. 


y= cos”! х tiene dominio [—1, 1] y rango [0, л] 


• Lafunción tangente inversa у = tan”! x significa x = tan y. La función tangente inversa se denomina a veces 


función arcotangente, y se anota arctan x. 
у= tan" Lx tiene dominio (-со, 0) y rango (5 >) 

Los gráficos de las funciones inversas se muestran en la Figura 4, la Figura 5 y la Figura 6. Observe que la salida de cada 
una de estas funciones inversas es un número, un ángulo en medida de radianes. Vemos que sen”! x tiene dominio 
[=1, 1] y rango [= 3] cos” x tiene dominio [=1,1] y rango [0, д], y tan”! x tiene el dominio de todos los números 
reales y el rango ia 5) . Para hallar el dominio y el rango de las funciones trigonométricas inversas, cambie el 
dominio y el rango de las funciones originales. Cada gráfico de la función trigonométrica inversa es una reflexión del 
gráfico de la función original con respecto a la recta y = x. 


Acceso gratis en openstax.org 


6.3 ° Funciones trigonométricas inversas 711 


Figura 4 La función seno y la función seno inversa (o arcoseno). 


y 


y = cos *(x) 


Figura5 La función coseno y la función coseno inversa (o агсосоѕепо) 
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Figura6 La función tangente y la función tangente inversa (o arcotangente) 


Relaciones para las funciones inversas de seno, coseno y tangente 


Para ángulos en el intervalo |--Z, Z] , si sen у = x, entonces sen”! x = y. 


Para ángulos en el intervalo [0, д], si cos у = x, entonces cos Lx = y. 


Para ángulos en el intervalo = =) „sitan у = х, entonces tan”! x = y. 


Шш Ťżė aaa 


Escribir una relación para una función inversa 


Dados sen (27) ғ 0,96593, escriba una relación que implique la función seno inversa. 


© Solución 
Utilice la relación para la función seno inversa. Si los valores de sen y = x, entonces sen”! x = y. 


En este problema, x = 0,96593, y y = зл. 


5л 


—1 
0,96593) ж — 
sen ( ) 12 


[>] INTÉNTELO #1 Dados cos(0,5) = 0,8776, escriba una relación que implique la función coseno inversa. 


Hallar el valor exacto de las expresiones que implican las funciones inversas de 
seno, coseno y tangente 


Ahora que podemos identificar las funciones inversas, aprenderemos a evaluarlas. Para la mayoría de los valores en sus 
dominios, debemos evaluar las funciones trigonométricas inversas utilizando una calculadora, interpolando a partir de 
una tabla o utilizando alguna otra técnica numérica. Al igual que hicimos con las funciones trigonométricas originales, 
podemos dar valores exactos de las funciones inversas cuando utilizamos los ángulos especiales, concretamente © 


(30°), Т (45°) у 3 (60°), y sus reflexiones en otros cuadrantes. 


(є cómo 


Dado un valor de entrada "especial", evaluar una función trigonométrica inversa. 
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1. Halle el ángulo x para el cual la función trigonométrica original tiene una salida igual a la entrada dada para la 
función trigonométrica inversa. 

2. Silos valores de x no está en el rango definido de la inversa, halle otro ángulo y que está en el rango definido y 
tiene el mismo seno, coseno o tangente que x, dependiendo de cuál corresponda a la función inversa dada. 


ЭЭ 955 


Evaluar funciones trigonométricas inversas рага valores de entrada especiales 
Evalúe cada uno de los siguientes aspectos. 


© sen”! (3) sen”! (9) © cos”! (-4) O tan”! (1) 

© Solución 

(А) Alevaluar sen”! (3) es lo mismo que determinar el ángulo que tendría un valor de seno de 2. Еп оїгаѕ 
palabras, ¿qué ángulo х satisfaría sen(x) = 4? Existen múltiples valores que satisfacen esta relación, como por 
ejemplo A y Эл, pero sabemos que necesitamos el ángulo еп el intervalo [—®, z] , por lo que la respuesta será 


sen”! (2) = Е: Recuerde que Іа inversa es una función, por lo que рага cada entrada, obtendremos exactamente 


2 
una salida. 
Z 2 ; 2 7 Р 
Para evaluar sen”! (- $) , sabemos que 3л у 2 ambos tienen un valor de seno de a pero ninguno está 
; А А z : = 2 
en el intervalo [-2. 5] . Para ello, necesitamos el coterminal de ángulo negativo con 1л : sen E “ = Р. 
=] ТА А А А 
© Para evaluar cos =>), buscamos un ángulo en el intervalo [0, л] con un valor de coseno de == El 
> x — 3 
ángulo que satisface esto es cos l (-4) = 3л. 


(Б) Al evaluar tan”! (1), buscamos un ángulo en el intervalo (—>. 5) con un valor tangente de 1. El ángulo correcto 
es tan”! (1) = J 


[>] INTÉNTELO #2 Evalúe cada uno de los siguientes aspectos. 
(Х) sen”! (1) tan! (21) © cos”! (—1) O cos”! (5) 


Usar la calculadora para evaluar funciones trigonométricas inversas 


Para evaluar las funciones trigonométricas inversas que no involucran los ángulos especiales antes mencionados, 
necesitaremos una calculadora u otro tipo de tecnología. La mayoría de las calculadoras científicas y las aplicaciones que 
las emulan tienen teclas o botones específicos para las funciones inversas de seno, coseno y tangente. Estos pueden 
marcarse, por ejemplo, SIN 71 ARCSIN o ASIN. 


En el capítulo anterior, trabajamos con la trigonometría en un triángulo rectángulo para resolver los lados de un 
triángulo dados un lado y un ángulo adicional. Al utilizar las funciones trigonométricas inversas, podemos resolver los 
ángulos de un triángulo rectángulo dados dos lados, y podemos utilizar una calculadora para hallar los valores con 
varios decimales. 


En estos ejemplos y ejercicios, las respuestas se interpretarán como ángulos y utilizaremos Ө como la variable 
independiente. El valor que se muestra en la calculadora puede estar en grados o en radianes, por lo que hay que 
asegurarse de establecer el modo apropiado para la aplicación. 


ЕИ 


Evaluar el seno inverso en una calculadora 
Evalúe sen”? (0,97) utilizando una calculadora. 
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© Solución 

Debido a que la salida de la función inversa es un ángulo, la calculadora nos dará un valor en grados si está en modo de 
grados y un valor en radianes si está en modo de radianes. Las calculadoras también utilizan las mismas restricciones de 
dominio en los ángulos que nosotros. 


En modo de radián, sen”1(0,97) = 1,3252. En modo de grado, sen”1(0,97) ғ 75,93". Tenga presente que en el cálculo y 
en adelante utilizaremos radianes en casi todos los casos. 


[>] INTÉNTELO #3 Evalúe cos”? (—0,4) utilizando una calculadora. 


(є сомо 


Dados dos lados de un triángulo rectángulo como el que se muestra en la Figura 7, hallar un ángulo 


a 


Figura 7 


1. Si un lado dado es la hipotenusa de longitud лу el lado de la longitud a adyacente al ángulo deseado, utilice la 


ecuación @ = cos”! (=) a 


2. Siun lado dado es la hipotenusa de longitud h y el lado de la longitud p opuesto al ángulo deseado, utilice la 


ecuación 0 = sen”! (2) : 


3. Sise dan los dos catetos (los lados adyacentes al ángulo recto), se utiliza la ecuación 0 = tan”! (2) 6 


Aplicar el coseno inverso а un triángulo rectángulo 
Resuelva el triángulo en la Figura 8 рага el ángulo 0. 


DA m 
9 


Figura 8 


© Solución 
Ya que conocemos la hipotenusa y el lado adyacente al ángulo, tiene sentido que utilicemos la función coseno. 
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= 2 
cos O = 1 
0 = соз! B) Aplique la definición de la inversa. 
0 = 0,7227 o alrededor de 41,4096° Evalúe. 


м 


INTÉNTELO #4 Resuelva el triángulo еп Іа Figura 9 para el ángulo б. 


DIN ш 
Figura 9 


Hallar los valores exactos de las funciones compuestas con funciones 
trigonométricas inversas 


A veces necesitamos componer una función trigonométrica con una función trigonométrica inversa. En estos casos, 
normalmente podemos hallar valores exactos para las expresiones resultantes sin recurrir a la calculadora. Incluso 
cuando la entrada de la función compuesta es una variable o una expresión, a menudo podemos hallar una expresión 
рага la salida. Para clasificar los diferentes casos, supongamos que f(x) y g(x) son dos funciones trigonométricas 
diferentes pertenecientes al conjunto { ѕеп(х), cos(x), tan(x)] y supongamos que f O) y 87! (у) son sus inversos. 
Evaluar composiciones de la forma КЇ (y)) and £ (Ax) 

Para cualquier función trigonométrica, f (Л! О») = y para todos los y en el dominio adecuado para la función dada. 
Esto se deduce de la definición de la inversa y del hecho de que el rango de f se definió como idéntico al dominio de 
fo . Sin embargo, tenemos que ser un poco más cuidadosos con las expresiones de la forma f! (А (х)). 


Composiciones de una función trigonométrica у su inversa 
sen(sen”! x) = ра к= у= 


cos(cos”! х) =x para -1<х<1 


tan(tan”! x) = x para – 0 < x < % 


sen”! (sen х) = х solo para – 5 < х < 


NJA 


cos™! (cos х) = x solo para 0 < x < я 
х 


бап! (кап х) = x solo para — 5 LE 


гҹ 


ЕІ PREGUNTAS Y ¿Es correcto que sen”! (sen х) = х? 


RESPUESTAS se А е КР Ж T ; 
No. Esta ecuación es correcta si х pertenece al dominio restringido @ z] , pero el seno está 
definido para todos los valores reales de entrada, y para x fuera del intervalo restringido, la 


ecuación es incorrecta porque su inversa siempre devuelve un valor en [= z] . La situación 


es similar para el coseno y la tangente y sus inversos. Por ejemplo, sen”! (sen (2) = T 


(є сомо 


Dada una expresión de la forma f-1(f(8)), donde f(0) = sen 0, cos 0, o tan Ө, evaluar. 
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1. Silos valores de д está en el dominio restringido de f, entonces £FO) = (6) 
2. Sino, hallar un ángulo ф dentro del dominio restringido de f tal que /(ф) = /(0). Entonces f~! (7 (0)) = ф. 


cemos 


Usar las funciones trigonométricas inversas 
Evalúe lo siguiente: 


O st (en($)) ® sen! (sen (2)) © cost (cos (3)) ФӘ cos” (cos (-4)) 


© Solución 


O 5 estáen [-2, 2], por lo que sen”! (sen (2)) =5 

2л no está en |-#, 2], pero sen (22) = sen (4), por lo que sen”! (sen (2^)) = +. 

© 2л está en [0, л], por lo que cos”! (cos (2) = 2л. 

O a no está en [0, л], pero cos [58 = Cos (2) porque el coseno es una función раг 3 está en [0, л], por lo 


que cos”! (cos (-5)) = 5%. 


у 


INTÉNTELO #5 Evalúe tan”! (tan (2)) y tan” 1 (tan ( LE )) є 


Evaluar composiciones de la forma f(g(x)) 

Ahora que podemos componer una función trigonométrica con su inversa, podemos explorar cómo evaluar la 
composición de una función trigonométrica y la inversa de otra función trigonométrica. Comenzaremos con 
composiciones de la forma f (e (х)). Para valores especiales de x, podemos evaluar exactamente la función interior y 
luego la exterior, la función inversa. Sin embargo, podemos encontrar un enfoque más general al considerar la relación 


entre los dos ángulos agudos de un triángulo rectángulo, donde uno es 0, lo que hace que el otro sea > — 0. Considere 


el seno y el coseno de cada ángulo del triángulo rectángulo en la Figura 10. 


Figura 10 Triángulo rectángulo que ilustra las relaciones de cofunción 


Dado que cos 0 = 2 = sen (2 — Ө), tenemos sen”! (cos 0) = Z — 0510 < 0 < л. Si O no está en este dominio, 


2 
entonces tenemos que encontrar otro ángulo que tenga el mismo coseno que 6 y sí pertenece al dominio restringido; 


entonces restamos este ángulo de 2 De la misma manera, sen Ө = © = соз (= = Ө), por lo que cos”! (sen 0) = 2 – 0 


2 
51-2 < 0 < 2. Estas son apenas Г. relaciones función-cofunción presentadas de otra manera. 
(є cómo 
an 


Dadas las funciones de la forma sen”! (cos x) y cos”! (sen х), емаіиагіаѕ. 

1. Silos valores de х está еп [0, л], entonces sen”? (cos х) = $ – х. 

2. Silos valores де х no está en [0, л], entonces halle otro le y in [0, х] de manera que cos у = cos х. 
л 

Fao 

2 


Z] entonces cos”! (sen х) = 2 — x. 


sen”! (COSES 


3. Silos valores de x está en [-4 


qa 2 
4. Silos valores de x no está en => 


, 2], entonces halle otro ш y in [-5, 5] de manera que sen y = sen x. 
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cos”! (бәш = = — у 


Шш Э9 


Evaluar la composición de un seno inverso con un coseno 


Evalúe sen”? (cos (2) 


(А) Por evaluación directa. por el método descrito anteriormente. 
© Solución 
(д) Aquí podemos evaluar directamente el interior de la composición. 


cos( Ez) = cos(% + 2л) 
= со5(2) 


NE 


E 
Ahora, podemos evaluar la función inversa como hicimos anteriormente. Tenemos x = 137 y= zi y 
1 


6 
sel (сов (122) = &— 
л 
3 


м 


INTÉNTELO #6 Evalúe cos™! (sen (-22)) 
Evaluar composiciones de la forma f(g*(x)) 
Para evaluar composiciones de la forma f (g7! (х)) ‚ donde / y g son dos funciones cualesquiera de seno, coseno о 


tangente y x es cualquier entrada en el dominio de 87! , tenemos fórmulas exactas, como sen (сов! х) = ү1- х2. 
Cuando necesitemos utilizarlas, podemos derivar estas fórmulas mediante el empleo de las relaciones trigonométricas 
entre los ángulos y los lados de un triángulo rectángulo, junto con el uso de la relación de Pitágoras entre las longitudes 
de los lados. Podemos utilizar la identidad pitagórica, sen?x + cos?x = 1, рага resolver una cuando se le da Іа otra. 
También podemos utilizar las funciones trigonométricas inversas para hallar composiciones que impliquen expresiones 
algebraicas. 


BR 


Evaluar la composición de un seno con un coseno inverso 


Halle un valor exacto para sen (cos”! (5) x 


© Solución 
Empezando por el interior, podemos afirmar que hay algún ángulo tal que 0 = cos”! (2) , lo que significa cos 0 = 4, y 
buscamos sen 6. Para ello podemos utilizar la identidad pitagórica. 


ѕеп20 + соѕ20 = 1 Use nuestro valor conocido para el coseno. 
2 
ѕеп20 + ($) =1 Resuelva para el seno. 
29=1- 16 
ѕеп0 = 1 25 
= 2 3 
sen 0 = +4/ 55 = +5 


Dado que 0 = cos”! (2) está еп el cuadrante І, sen 0 deberá ser positivo, por Іо que Іа solución es 2. Vea la Figura 11. 
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4 


Figura 11 Triángulo rectángulo que ilustra que si cos 0 = 5 entonces sen 0 = 2 


5 
Sabemos que el coseno inverso siempre da un ángulo en el intervalo [0, л], por lo que sabemos que el seno de ese 


ángulo debe ser positivo; por lo tanto sen (cos”! (2) = sen 0 = 2. 


[>] INTÉNTELO #7 Evalúe cos (tan! (5). 


Evaluar la composición de un seno con una tangente inversa 


Halle un valor exacto para sen (хап! (2)) А 


© Solución 
Aunque podríamos utilizar una técnica semejante a la del Ejemplo 6, aquí demostraremos una técnica diferente. Desde 
el interior, sabemos que hay un ángulo tal que tan 0 = Z, Podemos imaginarlo como los lados opuestos y adyacentes 


de un triángulo rectángulo, como se muestra en la Figura 12. 


b 


E 
> 


Figura 12 Triángulo rectángulo con dos lados conocidos 


Con el teorema de Pitágoras podemos hallar la hipotenusa de este triángulo. 


42 + 72 = hipotenusa? 


hipotenusa = ү 65 


Ahora, podemos evaluar el seno del ángulo como el lado opuesto dividido entre Іа hipotenusa. 


7 
sen б=—— 


1/65 


Esto nos da la composición deseada. 


sen (tan”! (2)) = sen 0 


м 


INTÉNTELO #8 Evalúe cos (sen”! ( 


soja 
L 
— 
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ИЭ 


Hallar el coseno del seno inverso en una expresión algebraica 
Halle una expresión simplificada para cos (зеп! (3)) por -3<x<3. 


© 


Solución 


Sabemos que hay un ángulo 0 de manera que sen 0 = 2° 


ѕеп20 + cos?0 = 1 


E + соз^Ө@ = 1 


со50 = + 


9х2 
3 


= 


Utilice el teorema de Pitágoras. 


Resuelva para el coseno. 


Ya que sabemos que el seno inverso debe dar un ángulo en el intervalo [=3, z] , podemos deducir que el coseno de 


ese ángulo deberá ser positivo. 


[м 


INTÉNTELO #9 


МЕРІА 


(ее (3) 


Halle una expresión simplificada para sen (сапт! (4х)) рог -1 <x< 


9-x2 


3 


>= 


Acceda a este recurso en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con las funciones trigonométricas 


inversas. 


Evaluar expresiones que implican funciones trigonométricas inversas (http://openstax.org/l/evalinverstrig) 


6.3 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


¿Por qué las funciones 
/(х) = sen”! x y 

g(x) = cos”! x tienen 
diferentes rangos? 


La mayoría de las 
calculadoras no tienen 
ninguna tecla para evaluar 
sec”! (2). Explique cómo se 
puede hacer esto con la 
función coseno o la función 
coseno inversa. 


Determine si la siguiente 
afirmación es verdadera o 
falsa y razone su respuesta 
arccos (—x) = л — arccos x. 


2. Dado que las funciones 


у = cos xy y= cos! x son 


funciones inversas, ¿por qué 
cos”! (cos (-2)) по es 


. ¿Por qué el dominio де Іа 


función seno, sen x, debe 

inoi -Z Z 
restringirse а |-5, 5] para 
que exista la función seno 
inversa? 


3. Explique el significado de 


6 = arcsen (0,5). 


6. Comente por qué este 
enunciado es incorrecto: 
arccos (cos x) = x para 
todos los valores x. 
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Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, evalúe las expresiones. 


8. sen”! (£) 9. sen”! (-3) 
12. tan? (1) 


14. tan! (21) 


15. tan”! (v3) 


13. 


16. 


10. cos”! (3) 


tan”! (-v3) 


e (9) 


En los siguientes ejercicios, utilice una calculadora para evaluar cada expresión. Exprese las respuestas a la centésima 


más cercana. 


17. cos”! (-0,4) 18. arcsen(0,23) 


20. cos”! (0,8) 21. tan”! (6) 


19. 


arccos ( ? ) 


En los siguientes ejercicios, halle el ángulo 0 en el triángulo rectángulo dado. Redondee las respuestas a la centésima 


más cercana. 


22. 23. 


DN E 
19 


En los siguientes ejercicios, halle el valor exacto, si es posible, sin calculadora. Si no es posible, explique por qué. 


24. sen”! (cos (л)) 


27. tan”! (sen (2)) 28. sen”! (cos (H)) 


30. sen”! (sen ( л )) 


ka 31. tan! (sen (32)) 


33. 


sen (cos”! (3) 


cos (зеп! (2) 


34. sen (тап! ( 


шо 


36. 


25. tan”! (sen (л)) 26. 
29. 


32. 


)) 35. 


cos”! (sen (2)) 


tan”! (sen (2)) 


cos (sen! (3) 


cos (tan! (2 ) ) 


En los siguientes ejercicios, halle el valor exacto de la expresión en términos de x con la ayuda de un triángulo de 


referencia. 


37. tan (sen”! (x— 1) 38. sen (cos”! (1 - x)) 
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39. 


cos (sen”! (2)) 


40. cos (tan”! (3х— 1)) 41. 


Extensiones 


tan (sen7! (x + 5)) 


6.3 * Funciones trigonométricas inversas 


En los siguientes ejercicios, evalúe la expresión sin utilizar la calculadora. Indique el valor exacto. 


43. cos t 44. 


46. cos (sen”! (= )) 47. 


Gráficos 


1 49. 


48. Grafique у = sen хе 
indique el dominio y el 


rango de la función. 


51. ¿Para qué valor de x 52. 
sen x = sen”! x? Utilice 

una calculadora gráfica 

para aproximar la 


respuesta. 


Aplicaciones en el mundo real 
53. Supongamos que una 54. 
escalera de 13 pies se 

apoya en un edificio y llega 

hasta la parte inferior de 

una ventana de segundo 

piso a 12 pies de altura. 

¿Qué ángulo, en radianes, 

forma la escalera con el 

edificio? 


О) а) о 


Еп los siguientes ejercicios, halle la función si sen t = 


) —senTl (0) 


X 


pS 
sec t 45. 
tan”! x 
y2x+1 
Grafique y = arccos хе 50. 


indique el dominio y el 
rango de la función. 


¿Para qué valor de x 
cos х =cos”! x? Utilice 
una Calculadora gráfica 
para aproximar la 
respuesta. 


Supongamos que conduce 
a 0,6 millas por una 
carretera de manera que la 
distancia vertical cambia 
de 0 a 150 pies. ¿Cuál es el 
ángulo de elevación de la 
carretera? 


55. 


cot t 


Grafique un ciclo de 
y= tan™!x e indique el 
dominio y el rango de la 
función. 


Un triángulo isósceles 
tiene dos lados 
congruentes de 9 pulgadas 
de longitud. El lado 
restante tiene una longitud 
de 8 pulgadas. Halle el 
ángulo que forma un lado 
de 9 pulgadas con el lado 
de 8 pulgadas. 


721 


722 6°*Ецпсїопез periódicas 


56. 


59. 


62. 


Sin utilizar la calculadora, 
estime el valor de 

arctan (10.000). Razone su 
respuesta. 


La línea y = Fx pasa por 
el origen en el plano х,у. 
¿Cuál es la medida del 
ángulo que forma la recta 
con el eje negativo x? 


Supongamos que una 
escalera de 15 pies se 
apoya en el lateral de una 
casa de manera que el 
ángulo de elevación de la 
escalera es de 42 grados. 


¿A qué distancia está el pie 
de la escalera del lado de la 


casa? 
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Un soporte (estructura de 
vigas interiores) para el 
tejado de una casa se 
construye con dos 
triángulos rectángulos 
idénticos. Cada uno tiene 
una base de 12 pies y una 
altura de 4 pies. Halle la 
medida del ángulo agudo 
adyacente al lado de 4 
pies. 


. ¿Qué porcentaje de 


pendiente debería tener 
Una carretera si su ángulo 
de elevación es de 4 
grados? (El porcentaje de 
pendiente se define como 
el cambio de altitud de la 
carretera en una distancia 
horizontal de 100 pies. Por 
ejemplo, una pendiente del 
5 % significa que la 
carretera se eleva 5 pies 
por cada 100 pies de 
distancia horizontal). 


58. 


61. 


La línea y = 3х pasa por el 
origen en el plano x, y. 
¿Cuál es la medida del 
ángulo que forma la recta 
con el eje positivo x? 


Una escalera de 20 pies se 
apoya en el lateral de un 
edificio de forma que el pie 
de la escalera está a 10 
pies de la base del edificio. 
Si las especificaciones 
exigen que el ángulo de 
elevación de la escalera 
esté entre 35 y 45 grados, 
¿la colocación de esta 
escalera satisface las 
especificaciones de 
seguridad? 
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Revisión del capítulo 
Términos clave 


amplitud la altura vertical de una función; la constante A que aparece en la definición de una función sinusoidal 


arcocoseno otro nombre para el coseno inverso arccos x = cos”lx 


arcoseno otro nombre para el seno inverso агсѕеп х = sen”! х 
arcotangente otro nombre рага la tangente inversa arctan х = tan”! х 


desplazamiento de fase el desplazamiento horizontal de la función básica seno o coseno; la constante g 


función coseno inversa la función cos”! x, que es la inversa de la función coseno y el ángulo que tiene un coseno 
igual a un número dado 

función periódica una función f (x) que satisface f (x + P) = f (x) para una constante específica P y cualquier valor 
de x 

función seno inversa la función sen”! х, que es la inversa de la función seno y el ángulo que tiene un seno igual a un 
número dado 

función sinusoidal cualquier función que se exprese en la forma f (х) = A sen (Bx – C)+ Do 
f(x) =Acos(Bx-C)+ D 

función tangente inversa Іа función tan”! х, que es la inversa de la función tangente y el ángulo que tiene una 
tangente igual a un número dado 

línea media la línea horizontal y = D, donde D aparece en la forma general de una función sinusoidal 


Ecuaciones clave 


/(х) = Авеп (Вх — С) + D 
f(x) = Асоѕ (Вх – С) + D 


Funciones sinusoidales 


Función tangente desplazada, comprimida o estirada у= А tan(Bx-C)+D 
Función secante desplazada, comprimida o estirada у= А sec(Bx-C)+D 
Función cosecante desplazada, comprimida o estirada у= А сѕс(Вх- С) + р 
Función cotangente desplazada, comprimida o estirada у = А соі (Вх – С) + D 


Conceptos clave 


6.1 Gráficos de las funciones seno y coseno 


e Las funciones periódicas se repiten a partir de un valor determinado. El valor más pequeño es el periodo. Las 
funciones básicas seno y coseno tienen un periodo de 2л. 
• Lafunción sen x es impar, por lo que su gráfico es simétrico respecto al origen. La función cos x es par, por lo que 
su gráfico es simétrico con respecto al eje y. 
• El gráfico de una función sinusoidal tiene la misma forma general que una función seno o coseno. 
2л 


• En la fórmula general de una función sinusoidal, el periodo es Р = ү: Vea el Ejemplo 1. 


• En la fórmula general de una función sinusoidal, |A| representa la amplitud. Si los valores de | 4] > 1, la función se 
estira, mientras que si |A| < 1, la función se comprime. Vea el Ejemplo 2. 


+ Elvalor g en la fórmula general de una función sinusoidal indica el desplazamiento de fase. Vea el Ejemplo 3. 


• Elvalor D en la fórmula general de una función sinusoidal indica el desplazamiento vertical desde la línea media. 
Vea el Ejemplo 4. 

* Las combinaciones de variaciones de funciones sinusoidales se determinan a partir de una ecuación. Vea el Ejemplo 
5: 

+ La ecuación de una función sinusoidal se determina a partir de un gráfico. Vea el Ejemplo 6 y el Ejemplo 7. 

+ Una función se puede graficar al identificar su amplitud y su periodo. Vea el Ejemplo 8 y el Ejemplo 9. 

• Una función también se puede graficar al identificar su amplitud, periodo, desplazamiento de fase y 
desplazamiento horizontal. Vea el Ejemplo 10. 

* Las funciones sinusoidales pueden utilizarse para resolver problemas del mundo real. Vea el Ejemplo 11, el Ejemplo 
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12 y el Ejemplo 13. 
6.2 Gráficos de las otras funciones trigonométricas 


• Lafunción tangente tiene periodo л. 

+ f(x)= Атап (Вх — С) + D es una tangente con estiramiento/compresión vertical u horizontal y desplazamiento. 
Vea el Ejemplo 1, el Ejemplo 2 y el Ejemplo 3. 

• La secante y la cosecante son funciones periódicas con un periodo de 27. f (х) = A sec (Bx — С) + D da un gráfico 
de la función secante desplazada, comprimida o estirada. Vea el Ejemplo 4 y el Ejemplo 5. 

6 f(x)= Acsc(Bx — С) + D da un gráfico de la función cosecante desplazada, comprimida o estirada. Vea el 
Ejemplo 6 y el Ejemplo 7. 

• Lafunción cotangente tiene periodo л y asíntotas verticales en 0, +7, +2,27, ... 


• Elrango de la cotangente es (—®, ©) ‚ y la función es decreciente еп cada punto de su rango. 


• La cotangente es cero en +2, 35 a 


6 (х) = Acot(Bx — С) + D es una cotangente con estiramiento/compresión vertical и horizontal y desplazamiento. 
Vea el Ejemplo 8 y el Ejemplo 9. 

* Las situaciones del mundo real se pueden resolver con los gráficos de las funciones trigonométricas. Vea el Ejemplo 
10. 


6.3 Funciones trigonométricas inversas 


• La función inversa es aquella que "deshace" otra función. El dominio de la función inversa es el rango de la función 
original, mientras que el rango de la función inversa es el dominio de la función original. 

• "Радо que las funciones trigonométricas no son biunívocas en sus dominios naturales, las funciones trigonométricas 
inversas se definen para dominios restringidos. 

• Рага cualquier función trigonométrica f(x), si x = po (y), entonces f(x) = y. Sin embargo, el que f(x) = y solo 
implica x = 10) si х está en el dominio restringido de f. Vea el Ejemplo 1. 

• Los ángulos especiales son las salidas de las funciones trigonométricas inversas para valores de entrada especiales; 
por ejemplo, 2 = tan! (1) y = = sen”! (3) . Vea el Ejemplo 2. 

+ Una calculadora devolverá un ángulo dentro del dominio restringido de la función trigonométrica original. Vea el 


Ejemplo 3. 
• Las funciones inversas nos permiten hallar un ángulo cuando se dan dos lados de un triángulo rectángulo. Vea el 


Ejemplo 4. 
• En la composición de funciones, si la función interior es una función trigonométrica inversa, existen expresiones 


exactas; por ejemplo sen (cos”! (x)) = y 1 — х2. Vea el Ejemplo 5. 

«Sila función interior es una función trigonométrica, las únicas combinaciones posibles son sen”! (cos x) = 2 — Хх 5! 
0 < х < my cos™! (sen х) = 5 —х51—5 < х < 5. Vea el Ejemplo 6 y el Ejemplo 7. 

+ Al evaluar la composición de una función trigonométrica con una función trigonométrica inversa, dibuje un 


triángulo de referencia para determinar el cociente de lados que represente la salida de la función trigonométrica. 


Vea el Ejemplo 8. 
• Al evaluar la composición de una función trigonométrica con una función trigonométrica inversa, puede utilizar las 


identidades trigonométricas para determinar el cociente de los lados. Vea el Ejemplo 9. 
Ejercicios 
Ejercicios de repaso 


Gráficos de las funciones seno y coseno 


En los siguientes ejercicios, grafique las funciones para dos periodos y determine la amplitud o factor de estiramiento, el 
periodo, la ecuación de la línea media y las asíntotas. 


1. f(x)=-3c08 x+3 2. FG) = {зеп x 3. f(x) = 3соз (x + 2) 
4. f(x) = -2sen (х – 2) 5. /(х)=3зеп(х-2)—4 6. у(х) = 2 (соѕ(х– 22) +1) 


7. у(х) = бѕеп(3х- 2) -1 8. /(х) = —100зеп(50х — 20) 
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Gráficos de las demás funciones trigonométricas 


En los siguientes ejercicios, grafique las funciones para dos periodos y determine la amplitud o factor de estiramiento, el 
periodo, la ecuación de la línea media y las asíntotas. 


9. f(x)=tan x-— 4 10. fœ =2tan(x- 2) 11. f(x) = —3 tan (4х) – 2 


12. f(x) = 0,2 cos (0,1х) + 0,3 


En los siguientes ejercicios, grafique dos periodos completos. Identifique el periodo, el desplazamiento de fase, la 
amplitud y las asíntotas. 


13. f(x) = {зес x 14. f(x)=3cot x 15. f(x) = 4csc (5x) 


16. f(x) = 8sec (4x) 17. f(x)= 3csc (4x) 18. f(x) = – сѕс (2х + л) 


Еп los siguientes ejercicios, utilice este escenario: La población de una ciudad ha subido y bajado еп un intervalo de 20 
años. Su población puede modelarse con la siguiente función y = 12,000 + 8,000 sen(0,628x ), donde el dominio son los 
años desde 1980 y el rango es la población de la ciudad. 


19. ¿Cuáles la mayor y menor 20. Grafique la función en el 21. ¿Cuáles son la amplitud, el 
población que puede tener dominio de [0,40]. periodo y el 
la ciudad? desplazamiento de fase de 
la función? 
22. Sobre este dominio, 23. ¿Cuál es la población 
¿cuándo alcanza la prevista en 2007? ¿En 
población los 18.000 20107? 


habitantes? ¿Los 13.000 
habitantes? 
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En los siguientes ejercicios, supongamos que ип peso está unido a un resorte y se balancea hacia arriba y hacia abajo, 
en una demostración de simetría. 


24. Supongamos que el gráfico de la función de 25. Enel tiempo = 0, ¿cuál es el desplazamiento del 
desplazamiento se muestra en la Figura 1, donde peso? 


los valores en el eje xrepresentan el tiempo en 
segundos y en el eje y representa el 
desplazamiento en pulgadas. Determine la 
ecuación que modela el desplazamiento vertical 
del peso sobre el resorte. 


Figura 1 
26. ¿En qué momento el desplazamiento desde el 27. ¿Cuál es el tiempo necesario para que el peso 
punto de equilibrio es igual a cero? vuelva a su altura inicial de 5 pulgadas? En otras 


palabras, ¿cuál es el periodo de la función de 
desplazamiento? 


Funciones trigonométricas inversas 


En los siguientes ejercicios, halle el valor exacto sin ayuda de la calculadora. 


28. sen”! (1) 29. cos”! (2) 30. tan! (1) 


н. cont (3) 32 set (=F) з. sen (cos ($) 


34. cos”! (tan (22)) 35. sen (seo (+ 


м 


) 36. cot (sen”! ( 


uju 


)) 


)) 38. $еп (cos”! (H5)) 39. Grafique f (x) = cos ху 
f(x)= sec xenel 
intervalo [0, 2л) y explique 
las observaciones. 


37. tan (cos”! ( 
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40. Grafique f(x) = sen ху 41. Grafique la función 
= і 3 5 7 
f(x) = csc x y explique у б)= ®-% +5 - х 


las observaciones. | 
en el intervalo [—1,1]у 


compare este gráfico con el 
de f (x) = sen xen el 
mismo intervalo. Describa 
las observaciones. 


Examen de práctica 


En los siguientes ejercicios, dibuje el gráfico de cada función para dos periodos completos. Determine la amplitud, el 
periodo y la ecuación de la línea media. 


1. f(0)=0,5sen x 2. f(x)=3c0s x 3. у(х) = 5ѕеп x 

4. f(x) = sen (3x) 5. р(х) = –соѕ(х+ 1) +1 6. (х) = 5веп (3 (х- 2)) +4 
7. f(x) = 3соѕ (4x - 22) 8. f(x) = (ап (4х) 9. у(х) = –21ап (x- Y) +2 
10. f(x) = mcos (3x + л) 11. f(x) = 5csc (3x) 12. у(х) = asec (5x) 


13. f(x) = 2сзс (x + я) – 3 
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Еп los siguientes ejercicios, determine Іа amplitud, el periodo y Іа línea media del gráfico; luego halle una fórmula рага la 


función. 
14. Indique en términos de una función seno. 15. Indique en términos de una función seno. 
y 
å 
21 
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16. Indique en términos de una función 
tangente. 


y 


¿1 


o 


A ллллзт-з-с-----------рщ+{- 555-666-665 ШТТТТТТТТТТТ 
A e aiii . 
E 


En los siguientes ejercicios, halle la amplitud, el periodo, el desplazamiento de fase y la línea media. 


17. у= вел (2х +л) – 3 18. у = 8 еп (Zx+ 72) +6 

19. La temperatura exterior а Іо largo de un día 20. El agua se bombea а un recipiente de 
puede modelarse como una función sinusoidal. almacenamiento y se vacía según una tasa 
Suponga que sabe que la temperatura es de 68 *F periódica. La profundidad del agua es de 3 pies en 
a medianoche y que las temperaturas máxima y su punto más bajo a las 2:00 a. m. y de 71 pies en 
mínima durante el día son de 80 °F y 56 °F, su punto más alto, lo cual ocurre cada 5 horas. 
respectivamente. Suponiendo que ѓ es el número Escriba una función coseno que modele la 
de horas transcurridas desde la medianoche, halle profundidad del agua en función del tiempo, y 
una función para la temperatura, D, en términos luego grafique la función para un periodo. 
det. 


En los siguientes ejercicios, halle el periodo y el desplazamiento horizontal de cada función. 


21. g(x) = 3 tan (6x + 42) 22. n(x) = 4csc (£x – 22) 
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23. Escriba la ecuación del gráfico еп la Figura 1 en 24. Silos valores de tan x = 3, calcule tan (—x). 
términos de la función secante y defina el periodo 
y el desplazamiento de fase. 


215150 50 0 
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' 
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' 
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Figura 1 


25. Silos valores de sec x = 4, 
calcule sec (—х). 


En los siguientes ejercicios, grafique las funciones en la ventana especificada y responda las preguntas. 


26. Grafique 27. Grafique 28. Grafique f (x) = = еп 
т (х) = sen (2x) + cos (3х) n (x) = 0,02 sen (507x) en [—0,5, 0,5] y explique las 
en la ventana de los siguientes dominios en observaciones. 
visualización [—10, 10] x : [0,1] y [0, 3]. 
entre [-3, 3]. Calcule Supongamos que esta 
aproximadamente el función modela las ondas 
periodo del gráfico. sonoras. ¿Por qué estas 


vistas son tan diferentes? 


En los siguientes ejercicios, supongamos que f (x) = cos (6x). 


29. ¿Cuál es el mayor valor 30. ¿Cuál es el menor valor 31. ¿Dónde es la función 
posible para f (x)? posible para f (x)? creciente en el intervalo 
[0, 27]? 


En los siguientes ejercicios, halle y grafique un periodo de la función periódica con la amplitud, el periodo y el 
desplazamiento de fase dados. 


32. Curva sinusoidal con 33. Curva coseno con amplitud 
amplitud 3, periodo 29 у 2, periodo = у 
desplazamiento de fase desplazamiento de fase 
(k) = (4,2) (k= (4,3) 


En los siguientes ejercicios, grafique la función. Describa el gráfico y, en su caso, cualquier comportamiento periódico, 
amplitud, asíntotas o puntos indefinidos. 


34. f(x)=5c08(3x)+4sen(2x) 35. (х) = et 
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En los siguientes ejercicios, halle el valor exacto. 


36. sen” (£) 37. tan”! (v3) зн. el (4) 


39. cos”! (sen (л)) 40. cos”! (tan (2=)) 41. соѕ (sen”! (1 2х)) 
42. cos”! (-0,4) 43. cos (tan! (x2)) 

En los siguientes ejercicios, supongamos sen t = E Evalúe las siguientes expresiones. 

44. tan t 45. csc t 


46. Dada la Figura 2, halle la medida del ángulo ба 
tres decimales. Responda en radianes. 


12 


19 
Figura 2 


En los siguientes ejercicios, determine si la ecuación es verdadera o falsa. 


47. arcsen (sen (32) = 3л 48. arccos (cos (32) = 22 49. La pendiente de una 
carretera es del 7 %. Esto 
significa que, por cada 
distancia horizontal de 100 
pies en la carretera, la 
elevación vertical es de 7 
pies. Halle el ángulo que 
forma la carretera con la 
horizontal en radianes. 
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IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS Y ECUACIONES 


Una onda sinusoidal modela la perturbación. (Créditos: modificación del trabajo de Mikael Altemark, Flickr). 


Esquema del capítulo 


Resolver ecuaciones trigonométricas con identidades 
Identidades de suma y resta 

Fórmulas del ángulo doble, el ángulo medio y la reducción 
Fórmulas de suma a producto y de producto a suma 
Resolver ecuaciones trigonométricas 

Modelado con funciones trigonométricas 


Introducción 


Las matemáticas están en todas partes, incluso en lugares que no reconocemos inmediatamente. Por ejemplo, las 
relaciones matemáticas describen la transmisión de imágenes, luz y sonido. El gráfico sinusoidal de la figura anterior 
representa la música que se reproduce en el teléfono, la radio o la computadora. Estos gráficos se describen mediante 
ecuaciones y funciones trigonométricas. En este capítulo, abordamos cómo manipular ecuaciones trigonométricas 
algebraicamente mediante la aplicación de varias fórmulas e identidades trigonométricas. También investigaremos 
algunas de las formas en que se utilizan las ecuaciones trigonométricas para modelar fenómenos de la vida real. 
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7.1 Resolver ecuaciones trigonométricas con identidades 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Verificar las identidades trigonométricas fundamentales. 
> Simplificar expresiones trigonométricas con el álgebra y las identidades. 


Figura 1 Pasaportes y documentos de viaje internacionales 


En las películas de espionaje, vemos a espías internacionales con varios pasaportes, cada uno de los cuales declara una 
identidad diferente. Sin embargo, sabemos que cada uno de esos pasaportes representa a la misma persona. Las 
identidades trigonométricas actúan de forma similar a los pasaportes múltiples: hay muchas formas de representar la 
misma expresión trigonométrica. Al igual que un espía elige un pasaporte italiano cuando viaja a Italia, nosotros 
elegimos la identidad que se aplica al escenario dado cuando resolvemos una ecuación trigonométrica. 


En esta sección, comenzaremos un examen de las identidades trigonométricas fundamentales, incluso cómo podemos 
verificarlas y utilizarlas para simplificar expresiones trigonométricas. 


Verificar las identidades trigonométricas fundamentales 


Las identidades nos permiten simplificar expresiones complicadas. Son las herramientas básicas de la trigonometría que 
se utilizan para resolver ecuaciones trigonométricas, al igual que la factorización, la búsqueda de denominadores 
comunes y el uso de fórmulas especiales son las herramientas básicas para resolver ecuaciones algebraicas. De hecho, 
utilizamos constantemente técnicas algebraicas para simplificar las expresiones trigonométricas. Las propiedades y 
fórmulas básicas del álgebra, como la fórmula de la diferencia de cuadrados y la fórmula de los cuadrados perfectos, 
simplificarán el trabajo con las expresiones y ecuaciones trigonométricas. Ya sabemos que todas las funciones 
trigonométricas están relacionadas porque todas están definidas en términos del círculo unitario. En consecuencia, 
cualquier identidad trigonométrica se escribe de muchas maneras. 


Para verificar las identidades trigonométricas, solemos empezar con el lado más complicado de la ecuación y 
esencialmente reescribimos la expresión hasta que se haya transformado en la misma expresión que el otro lado de la 
ecuación. A veces tenemos que factorizar expresiones, expandir expresiones, hallar denominadores comunes o utilizar 
otras estrategias algebraicas para obtener el resultado deseado. En esta primera sección, trabajaremos con las 
identidades fundamentales: las identidades pitagóricas, las identidades pares, las identidades recíprocas y las 
identidades de cociente. 
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7.1 ° Resolver ecuaciones trigonométricas con identidades 


Comenzaremos con las identidades pitagóricas (vea la Tabla 1), que son ecuaciones que implican funciones 
trigonométricas basadas en las propiedades de un triángulo rectángulo. Ya hemos visto y utilizado la primera de estas 
identificaciones. Esta vez también utilizaremos otras identidades. 


Identidades de Pitágoras 
ѕеп20 + соѕ20= 1 1+cot?0 = сѕс20  1+tan?0= ѕес20 
Tabla 1 


La segunda y tercera identidades se obtienen al manipular la primera. La identidad 1 + со20 = сѕс20 se halla al 
reescribir el lado izquierdo de la ecuación en términos de seno y coseno. 


Compruebe: 1 + со20 = csc? 0 


2 н A Я 
1 + со20 = (1 + сове ) Reescriba el lado izquierdo. 
sen 
sen 9 cos20 ; да : 4 
= (A A 5 Escriba ambos términos con el denominador común. 
ѕеп= 6 ѕеп= 6 
= веп20+сов20 
ѕеп20 
кй 
ѕеп20 
= сѕс20 


De la misma manera, 1 + tan? 9 = sec? 0 se obtiene al reescribir el lado izquierdo de esta identidad en términos de seno 
y coseno. Esto da 


29 — sen б 2 А 2 Ы 
1 + іап0 = 1+ ( ср ) Reescriba el lado izquierdo. 
cos 0\2 sen 0\2 ; А : 4 4 
= (s=) + (322) Escriba ambos términos соп el denominador común. 
cos 0 cos 0 
an cos? Ө+ѕеп2 0 
cos2 Ө 
= 1 
соѕ2 Ө 
= sec? 0 


El siguiente conjunto de identidades fundamentales es el conjunto de identidades pares-impares. Las identidades 
pares-impares relacionan el valor de una función trigonométrica en un ángulo dado con el valor de la función en el 
ángulo opuesto y determinan si la identidad es par o impar. (Vea la Tabla 2). 


Identidades par-impar 


tan(-0) = — tan 0 sen(-0) = — sen 0 cos(—0) = cos 0 
со{(—0) = — cot 0 с$с(—0) = — csc 0 ѕес(—0) = sec O 


Tabla 2 
Recordemos que la función impar es aquella en la que f (— x) = — f (х) para todo x en el dominio de f. La función 
seno es una función impar porque sen (—0) = — sen 0. El gráfico de una función impar es simétrico respecto al origen. 


Por ejemplo, consideremos las entradas correspondientes de 7 y = La salida de sen (2) es opuesta a la salida de 


2 
sen (-5) ‚ Así, 


Esto se muestra en la Figura 2. 
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Figura 2 Gráfico de y = sen 0 


Recordemos que la función par es aquella en la que 


Foo) = f(x) para todos x en el ámbito de f 


El gráfico de la función par es simétrico con respecto al eje y. La función coseno es una función par porque 


cos(—0) = cos 0. Por ejemplo, considere las entradas correspondientes 3 y =i: La salida de cos (2) es la misma que la 


salida de cos (-7) . Por lo tanto, 


Vea la Figura 3. 


Ez 0.707) 0.707) 


Н 


Figura 3 Gráfico de у = cos 0 


Рага todos деп el dominio de las funciones seno y coseno, respectivamente, podemos afirmar lo siguiente: 


• Dado que sen (— 0) = - sen 6, seno es una función impar. 
+ Dado que, cos (— 6) = cos 6, coseno es una función par. 


Las otras identidades pares-impares se derivan de la naturaleza par e impar de las funciones seno y coseno. Por 
ejemplo, consideremos la identidad tangente, tan (— 0) = -tan 0. Podemos interpretar la tangente de un ángulo 


sen(-0) _ -sen ө _ _ рр ИЕ 
а) = сой > tan 0. La tangente es, por tanto, una función impar, Іо que significa 


que tan (—0) = — tan (0) para todos los деп el dominio de la función tangente. 


negativo como tan (— 0) = 


La identidad cotangente, cot (—0) = — cot 6, también se deduce de las identidades del seno у del coseno. Podemos 
cos(=0) _ cos 0 _ 
sen(—0) — зеп ө 
tanto, una función impar, lo que significa que cot (—0) = — cot (0) para todos los беп el dominio de la función 
cotangente. 


interpretar la cotangente de un ángulo negativo como cot (-0) = cot 6. La cotangente es, por 


La función cosecante es la recíproca de la función seno, lo que significa que la cosecante de un ángulo negativo se 


interpretará como csc (—0) = E) =- L g = esc 8. La función cosecante es, por tanto, impar. 


Por último, la función secante es la recíproca de la función coseno, y la secante de un ángulo negativo se interpreta 


como sec (—0) = 0 = = 7 = sec 6. La función secante es, por tanto, par. 


En resumen, solo dos de las funciones trigonométricas, el coseno y la secante, son pares. Las otras cuatro funciones son 
impares, que verifican las identidades pares-impares. 


El siguiente conjunto de identidades fundamentales es el de identidades recíprocas, que, como su nombre lo indica, 
relacionan funciones trigonométricas que son recíprocas entre sí. Vea la Tabla 3. 


Acceso gratis en openstax.org 


7.1* Resolver ecuaciones trigonométricas con identidades 


Identidades recíprocas 


1 1 


sen 0 = ze g | csc 0= Ө 
= 1 = 1 
cos 0 = сё | see 0 = o 
_ = Mm 
tan 0 = БЕЙ сог = PER 
Tabla 3 


El último conjunto de identidades es el de identidades de cociente, que definen relaciones entre ciertas funciones 
trigonométricas y sirven para verificar otras identidades. Vea la Tabla 4. 


Identidades del cociente 


sen 0 
cos 0 


cos 0 


cot 0 = O 


tan 0 = 


Tabla 4 
Las identidades recíproca y de cociente se derivan de las definiciones de las funciones trigonométricas básicas. 
Resumir las identidades trigonométricas 


Las identidades pitagóricas se basan en las propiedades de un triángulo rectángulo. 
соѕ20 + ѕеп20 = 1 
1 + соё20 = csc? 0 
1 + tan? 0 = sec? 0 
Las identidades pares-impares relacionan el valor de una función trigonométrica en un ángulo determinado con el 
valor de la función en el ángulo opuesto. 
tan (—0) = — tan 0 
cot (—0) = — cot 0 
sen (—0) = — sen 0 
csc (—0) = — csc 0 
cos (—0) = cos 0 
sec (—0) = sec 0 


Las identidades recíprocas definen las recíprocas de las funciones trigonométricas. 


1 
0 = 
ЕЯ csc 0 
1 
боз О = 
sec 0 
1 
Гап = 
cot 0 
ө 1 
e = 
ѕеп 0 
0 1 
a (== 
cos 0 
1 
cot 0 = 
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Las identidades de cociente definen la relación entre las funciones trigonométricas. 


sen 0 
tan 0 = 

cos 0 

cos 0 
соб = 

sen 6 


E 


Graficar las ecuaciones de una identidad 


Grafique ambos lados de la identidad cot 0 = z En otras palabras, en la calculadora gráfica, grafique y = cot ду 
O | 
У= tan O" 


© Solución 
Vea la Figura 4. 


Figura 4 


©) Análisis 
Solo vemos un gráfico porque ambas expresiones generan la misma imagen. Una está encima de la otra. Esta es una 


buena manera de confirmar una identidad verificada con medios analíticos. Si ambas expresiones dan el mismo gráfico, 
lo más probable es que sean identidades. 


(є cómo 


Dada una identidad trigonométrica, verificar que es verdadera. 


1. Trabaje en un lado de la ecuación. Es mejor empezar por el lado más complejo, ya que es más fácil simplificar 
que construir. 


2. Busque la manera de factorizar expresiones, elevar al cuadrado un binomio o sumar fracciones. 


3. Alobservar qué funciones hay en la expresión final, busque la manera de utilizar las identidades y hacer las 
sustituciones adecuadas. 


4. Si estos pasos по dan el resultado deseado, intente convertir todos los términos en senos y cosenos. 
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7.1* Resolver ecuaciones trigonométricas con identidades 


ИА 


Verificar una identidad trigonométrica 
Verifique tan Ocos 0 = sen б. 


© Solución 
Empezaremos por el lado izquierdo, ya que es el más complicado: 


tan 0соѕ 0 = (228) cos ө 


os 0 
с ш 
= зеп 0 


©) Análisis 
Esta identidad era bastante sencilla de verificar, уа que solo había que escribir tan Ө en términos de sen Ө у cos Ө. 


INTÉNTELO #1 Verifique la identidad csc Өсоз Otan 0 = 1. 


ЭЭ 


Verificar la equivalencia mediante las identidades pares-impares 
Verifique la siguiente equivalencia mediante las identidades pares-impares: 


(1 + ѕеп х) [1 + sen (-x)] = соѕ2х 


© Solución 
Trabajando en el lado izquierdo de la ecuación, tenemos 


(1 + ѕеп х)[1 + sen (— x)] = (1 + sen х)(1 — sen x) Dado que sen(-x)= — sen x 
= 1 — sen? x Diferencia de cuadrados 
2 2 2 


= со5х cos^x = 1 — sen^ х 


ER 


Verificar una identidad trigonométrica que implique ѕес20 


2 
Verifique la identidad 520—1 = ѕеп20 


sec40 


© Solución 
Dado que el lado izquierdo es más complicado, empecemos por ahí. 


вес2^Ө—1 2 (кап20+1)-1 
ѕес20 ѕес20 
Z tan? 0 


ѕес20 


= tan?o ( L ) 
ѕес=0 


= ќап20(соѕ20) соѕ20 = — 


ѕес20 = (ап20 + 1 


2 2, 
= ( seno) (cos? 8) tan20 — ѕеп<0 
cos“0 


3 ѕеп20 
=; (кеб) 


= ѕеп20 


Hay más де una forma de verificar una identidad. Aquí hay otra posibilidad. De nuevo, podemos empezar por el lado 
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izquierdo. 
вес20—1 — sec20 1 
ѕес20 ѕес20 ѕес20 
= 1 — соѕ20 
= ѕеп20 
©) Апаііѕіѕ 


En el primer método, utilizamos Іа identidad ѕес20 = tan? 0 + 1 y continuamos simplificando. En el segundo método, 
dividimos la fracción, al colocar ambos términos en el numerador sobre el denominador común. Este problema ilustra 
que hay varias formas de verificar una identidad. Un poco de creatividad a veces simplifica un procedimiento. Siempre 
que las sustituciones sean correctas, la respuesta será la misma. 


[>] INTÉNTELO #2 Demuestre que +2 = cos Ө. 


csc 0 


jka 


Crear y verificar una identidad 
Cree una identidad para la expresión 2 tan Ө sec 0 al reescribir estrictamente en términos de seno. 


© Solución 
Hay varias formas de empezar, pero aquí utilizaremos las identidades de cociente y recíproca para reescribir la 


expresión: 
_ sen 0 1 
2 tan бѕес 0 = 2 (22 0) (= z) 
— 2 sen Ө 
соѕ20 
= Z sen 6 Sustituya 1 — sen? Ө para cos? 0 
1—$еп^0 
Por lo tanto, 
2 sen 0 
2 tan sec Ө = ————— 
1 — sen? 0 


keel aaa 


Verificar una identidad mediante el álgebra y las identidades pares-impares 
Verifique la identidad: 


sen? (-0) — cos? (—0) 


= соз 0—еп 0 
sen (0) — cos (0) 


С) Solución 


Empecemos por el lado izquierdo y simplifiquemos: 
sen? (-9)-co0s2(-0) _ [sen(-0)2—[cos(-0)1? 
sen(—9)-cos(-0) ` sen(-0)—cos(—0) 
_ (—ѕеп 07 —(cos a? 
7 —$ еп ĝ—cos O 
_ (sen 07 —(cos o? 
7 —sen Ө—соз 0 
_ (sen 0—соѕ 0)(ѕеп 0+соѕ 0) 
=> —(sen O+cos 0) 
_ (sen 0—соѕ ON sej $ 9) 


Е -( зе 50) 


ѕеп(-х) = — sen x y cos(-x) = соз x 


Diferencia de cuadrados 


= соѕ 0 — sen 0 
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5 
А FA Я р зеп^ 0—1 — sen 0+1 
[>] INTENTELO #3 Verifique la identidad Тап, Өзеп И 0 <n 


дд 95 


Verificar una identidad con coseno у cotangente 
Verifique la identidad: (1 — cos?x) (1 + сох) = 1. 


© Solución 
Trabajaremos en el lado izquierdo de la ecuación. 


(1 — соѕ2х)(1 + cot? x) = (1 — cos? x) ( 1 + 0% 50) 


( ѕеп2 х 
= (1 — cos? x) ( 222, sen?x cosx x ) Halle el denominador común. 
sen sen2 х 
= (1 _ cos? х) ( sen? xteos a] 
ѕеп2 


= (sen? х) ( T ) 


Usar el álgebra para simplificar expresiones trigonométricas 


Hemos visto que el álgebra es muy importante para verificar las identidades trigonométricas, pero es igual de crítica 
para simplificar las expresiones trigonométricas antes de resolverlas. Estar familiarizado con las propiedades y fórmulas 
básicas del álgebra, como la fórmula de la diferencia de cuadrados, la fórmula del cuadrado perfecto o la sustitución, 
simplificará el trabajo con las expresiones y ecuaciones trigonométricas. 


Por ejemplo, la ecuación (sen х + 1) (sen х— 1) = 0 se parece a la ecuación (x + 1) (x-1) = 0, que utiliza la forma 
factorizada de la diferencia de cuadrados. El uso del álgebra hace que hallar una solución sea algo sencillo y familiar. 
Podemos llevar cada factor igual a cero y resolver. Este es un ejemplo de reconocimiento de patrones algebraicos en 
expresiones o ecuaciones trigonométricas. 


Otro ejemplo es la fórmula de la diferencia de cuadrados, a? — b? = (a — b) (a + Б), que se utiliza ampliamente en 
muchas áreas distintas de las matemáticas, como la ingeniería, la arquitectura y la física. También podemos crear 
nuestras propias identidades al ampliar continuamente una expresión y realizar las sustituciones adecuadas. El uso de 
propiedades y fórmulas algebraicas facilita la comprensión y resolución de muchas ecuaciones trigonométricas. 


BR 


Escribir la expresión trigonométrica como expresión algebraica 
Escriba la siguiente expresión trigonométrica como expresión algebraica 2с0520 + соз 0—1. 


© Solución 
Observe que el patrón mostrado tiene la misma forma que la típica expresión cuadrática, ах? + Ьх + с. Supongamos 
que cos 0 = x, podemos reescribir la expresión como sigue: 


2x2 + x-1 


Esta expresión se puede factorizar como (2х— 1) (x + 1). Si se llevara igual a cero y quisiéramos resolver la ecuación, 
utilizariamos la propiedad del factor cero y resolveríamos cada factor para x. En este punto, sustituimos х con la cos бу 
resuelva para 6. 


O aaa 


Reescribir una expresión trigonométrica mediante la diferencia de cuadrados 
Reescriba la expresión trigonométrica 4 соѕ20 — 1. 
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© Solución 
Observe que tanto el coeficiente como la expresión trigonométrica del primer término están elevados al cuadrado, y el 
cuadrado del número 1 es 1. Esta es la diferencia de cuadrados. Por lo tanto, 


4 cos?9—1=(2 cos 9-1 
= (2 cos 0 — 1)(2 cos 0+1) 
©) Análisis 
Si esta expresión se escribiera en forma de ecuación igual a cero, podríamos resolver cada factor con la propiedad del 
factor cero. También podríamos utilizar la sustitución como hicimos en el problema anterior. Así, supongamos que 


cos 0 = x, reescribimos la expresión como 4x2-1, y factorizamos (2х— 1) (2х + 1). Entonces sustituimos x con la cos 0 
y resolvemos el ángulo. 


м 


INTÉNTELO #4 Reescriba la expresión trigonométrica 25 — 9 sen? Ө. 


ИЭ 


Simplificar mediante la reescritura y la sustitución 
Simplifique la expresión al reescribir y utilizar las identidades: 


сѕс20 — cot? 0 


© Solución 
Podemos empezar con la identidad pitagórica. 


1 + cot? 0 = csc? 0 
Ahora podemos simplificar al sustituir 1 + cot? 0 por сѕс20. Tenemos 


сѕс20 — со20 = 1 + cot?0 — cot? 0 
=1 


[>] INTÉNTELO #5 Utilice técnicas algebraicas para verificar la identidad: ¿2% В. = dne, 
+sen 0 cos 0 


(Pista: Multiplique el numerador y el denominador en el lado izquierdo por 1 — sen б.) 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con las identidades 
trigonométricas fundamentales. 


Identidades trigonométricas fundamentales (http://openstax.org/l/funtrigiden) 
Verificar identidades trigonométricas (http://openstax.org/l/verifytrigiden) 


7.1 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 

1. Sabemos que g(x) = cos x es una función par, y 2. Examine el gráfico de f(x) = sec x en el intervalo 
f(x) = sen ху h(x) = tan x son funciones [=x, л]. ¿Cómo podemos saber si la función es par 
impares. ¿Qué pasa con o impar a partir únicamente del gráfico de 
G(x) = cos? x, F(x) = sen? x, y H(x)= tan? х? f(x) = sec х? 
¿Son pares, impares o ninguna de las dos? ¿Por 
qué? 
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3. Luego de examinar la identidad recíproca para 
sec т, explique por qué la función es indefinida en 
ciertos puntos. 


Algebraicos 


7.1 ° Resolver ecuaciones trigonométricas con identidades 741 


4. Todas las identidades pitagóricas están 
relacionadas. Describa cómo manipular las 
ecuaciones para pasar de ѕеп27 + cos?t = 1 a las 
demás formas. 


En los siguientes ejercicios, utilice las identidades fundamentales para simplificar completamente la expresión. 


5. Sen х COS x sec x 6. sen(-x) cos(-x) сѕс(-х) 


8. csc x+c0s xcot(-x) 


10. 3senótesct + соѕ27 + 2 cos(—t) cos t 


12 - sen(-x)cos x sec x csc x tan х 


cot x 
14. (= x 1801 = l+tan хү __1 
csc?x вес2х ( l+cot x ) cos? x 


7. tan xsen х + sec хсоѕ2х 


cot t+tan t 
вес(—ї) 


11. -їап(-х) cot(-x) 


2 
15. 1-00 42 sen? х 
tan* x 


En los siguientes ejercicios, simplifique la primera expresión trigonométrica al escribir la forma simplificada en términos 


de la segunda expresión. 


tan x+cot x. sec х+сѕс x. 
16. 8с х > COS x 17. Tan x ’ 
19. 1 — cot x; cot x 


sen хсоѕ x 


21. (sec х + csc x)(sen x+cos x)-2—cot х; tan x 


1—ѕеп x _ l+sen x. 
з 1+зеп х Tosen х’ SOC ХУ tanx 


25. sec х; соїх 26. secx;senx 


28. cot x; csc x 


En los siguientes ejercicios, verifique la identidad. 


29. cos х—соз?х = соз x sen? x 


2 2 
31. Lisent = +M = 142 tan?x 
соѕ x cosx  cosíx 


33. соѕ2х — іап2х = 2 — sen? x — sec? x 


sen х 


18. XX + (ар x; cos х 


l+sen x 
1 _ _соз х. 
20. l—cos x 1+соѕ х’ ESE % 
1 . 
22. CEEE sec ху tan x 


24. tan х; sec х 


27. сох; ѕеп х 


30. cos x(tan х -— ѕес(—х)) = sen x-1 


32. (sen х + cos xy? = 1+2 sen xcos x 
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Extensiones 


En los siguientes ejercicios, demuestre o refute la identidad. 


i A = —= 2 „Ж ү. 
34. 7 EN 2 cot x csc x 35. csc x(1 + sen x) = сох 


2 2 
sec/(—x)—tan^ x 2+2 t t 
Ы ( = ) (#7 согх) – 2 sentx=cos 2х 37. ю-увеп(—х) = соз?х 


зес(—х)  __ l+sen x _ _ cos x 
tan x+cot x ~ ` SeN (=x) 39. cos x ` T+sen(=x) 


38. 


En los siguientes ejercicios, determine si la identidad es verdadera o falsa. Si es falso, halle una expresión equivalente 


apropiada. 
2, 2 

40. Loste=sentó _ (120 41. 3 ѕеп20 +4 соѕ20 = 3 + соѕ20 
1—tan20 


42. Sec O+tan 0 


= 2 
cot Ө+соѕ 0 ~ SEC 0 


7.2 Identidades de suma y resta 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 

> Utilizar las fórmulas de suma y diferencia para el coseno. 
Utilizar las fórmulas de suma y diferencia para el seno. 
Utilizar las fórmulas de suma y diferencia para la tangente. 
Utilizar las fórmulas de suma y diferencia para las cofunciones. 


> 
> 
> 
> Utilizar las fórmulas de suma y diferencia para verificar las identidades. 


Figura 1 Denali (anteriormente Monte McKinley, en el Parque Nacional de Denali (Alaska), se eleva a 20.237 pies (6.168 
metros) sobre el nivel del mar. Es el pico más alto de América del Norte (créditos: Daniel A. Leifheit, Flickr) 


¿Cómo se mide la altura de una montaña? ¿Cómo se mide la distancia de la Tierra al Sol? Al igual que muchos problemas 
aparentemente imposibles, nos basamos en fórmulas matemáticas para dar con las respuestas. Las identidades 
trigonométricas, que se utilizan comúnmente en las pruebas matemáticas, han tenido aplicaciones en el mundo real 
durante siglos, incluso para medir grandes distancias. 


Las identidades trigonométricas que examinaremos en esta sección se remontan a un astrónomo persa que vivió 
alrededor del año 950. Sin embargo, los antiguos griegos descubrieron estas mismas fórmulas mucho antes y las 
enunciaron en términos de cuerdas. Se trata de ecuaciones o postulados especiales, verdaderos para todos los valores 
introducidos en las ecuaciones, y con innumerables aplicaciones. 


En esta sección, aprenderemos técnicas que nos permitirán resolver problemas como los presentados anteriormente. 
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Las fórmulas que siguen simplificarán muchas expresiones y ecuaciones trigonométricas. Tenga en cuenta que, a lo 
largo de esta sección, el término fórmula se utiliza como sinónimo de la palabra identidad. 


Usar las fórmulas de suma y diferencia para el coseno 


Hallar el valor exacto del seno, del coseno o de la tangente de un ángulo suele ser más fácil si reescribimos el ángulo 
dado en términos de dos ángulos que tienen valores trigonométricos conocidos. Podemos utilizar los ángulos 
especiales, que podemos repasar en el círculo unitario, el cual se muestra en la Figura 2. 


90° (0, 1) 
4 
Л. 33) o Z o 1 3) 
| 2:2 )120 27 2 ps0 (5. 2 
_У2 12) „аро 3т 3 o (12 2) 
(Sus E 
4 
E e Э® o (18 1 
| 2.2) 180 6 зо 2) 
6 
(—1,0) 180° 7 0°, (1, 0) 
27 
7т 
| 13 2) 210" 9 117 ззо° (2 +) 
2' 2 57 62 2° 2 
2 Us д fa o(12 -2) 
(2. —2) 225 ar ы "9 as (7 > 
_1 _УЗ\ 240° 37 3 [2 _УЗ` 
ES >) 240 2 0013 Т) 
tł 
270° (0, —1) 


Figura 2 El círculo unitario 


Comenzaremos con las fórmulas de suma y diferencia para el coseno, de forma de hallar el coseno de un ángulo dado si 
podemos descomponerlo en la suma o resta de dos de los ángulos especiales. Vea la Tabla 1. 


Fórmula de suma para el coseno cos (œ + p) = cos a cos P—sen a sen д 
Fórmula de la diferencia para el coseno cos (с — p) = cos a cos д + sen a sen p 
Tabla 1 


En primer lugar, demostraremos la fórmula de la diferencia para el coseno. Consideremos dos puntos en el círculo 
unitario. Vea la Figura 3. El punto P está en ángulo с desde el eje x positivo con coordenadas (cos а, sen а) y punto О 
está en un ángulo de д desde el eje x positivo con coordenadas (cos f,sen д). Observe la medida del ángulo POQ es 


а — В. 


Marque dos puntos más: А еп un ángulo de (а — д) desde el eje х positivo con coordenadas (cos (a — д) , sen (a — P)); у 
punto B con coordenadas (1, 0). El triángulo POO es una rotación del triángulo AOB y, por ende, la distancia de P con 
O es la misma que la distancia de A hasta B. 
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A 4 


' 
Figura 3 


Podemos determinar la distancia de P con O con la fórmula de la distancia. 


dpo = ү (соѕ а – cos В)? + (sen a — sen pr? 
= ycos2a—2 cos а cos fp + cos? 3 + ѕеп20 – 2 sen а sen 3 + ѕеп2 3 


Luego aplicamos la identidad pitagórica у simplificamos. 


= y (cosa + senta) + (cos? f + sen? 8) — 2 cos а cos 0—2 sen а sen Й 


=y1+1-2 cos а cos f-2 sen a sen д 


= \/2— 2 cos a cos Pf-2 sen a sen д 


Del mismo modo, con la fórmula de la distancia podemos medir la distancia de A hasta B. 


адв = y(cosía — p) — 1)? + (sen(a — p) — 0? 
= ycos? (a — 8) – 2 соѕ(а — p) + 1 + ѕеп2 (а — p) 


Aplicando Іа identidad pitagórica y simplificando obtenemos: 


= y (cos? (a — fp) + sen? (a — ))— 2 cosía— fp) +1 
= \/1—2 соѕ(а – д) +1 
= \/2— 2 соѕ(а — fp) 


Dado que las dos distancias son las mismas, las igualamos у simplificamos. 


y 2-2 cos a cos f-2 sen asen = y 2-2 соѕ(а — p) 
2-2 cos а cos 3 – 2 sen asen = 2 – 2 соѕ(а — f) 
Por último, restamos 2 de ambos lados y dividimos ambos lados entre —2. 
cos асоѕ P+sen asen д = соѕ (а – p) 
Así, tenemos Іа fórmula de diferencia para el coseno. Podemos utilizar métodos similares рага derivar el coseno de la 


suma de dos ángulos. 


Fórmulas de suma y diferencia para el coseno 


Estas fórmulas pueden utilizarse para calcular el coseno de suma y diferencia de ángulos. 
cos (æ + f) = cos асоѕ f — sen asen p 


cos (а — fp) = cos @со$ д + sen asen д 
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CÓMO 


Dados dos ángulos, hallar el coseno de la diferencia entre estos. 


1. Escriba la fórmula de diferencia para el coseno. 
2. Sustituya los valores de los ángulos dados en la fórmula. 
3. Simplifique. 


BR 


Hallar el valor exacto con la fórmula para el coseno de la diferencia de dos ángulos 


Con la fórmula para el coseno de la diferencia de dos ángulos, halle el valor exacto de cos ( 5л 


4 


| 
ala 
A 


© Solución 
Utilice la fórmula para el coseno de la diferencia de dos ángulos. Tenemos 


cos(a — В) = cos acos д + еп asen д 


cos (+= — z) = cos (3%) cos (2) + sen (57) sen (2) 


CAC- 


Уу 
4 4 
-y6-y2 
4 


INTÉNTELO #1 Halle el valor exacto de cos (2 — 2). 


BR 


Hallar el valor exacto con la fórmula de la suma de dos ángulos para el coseno 
Halle el valor exacto de cos (75°). 


© Solución 
A medida que 75° = 45” + 30°, podemos evaluar cos (75°) cuando cos (45° + 30”). Así, 


cos(45° + 30°) = cos(45”) соѕ(30°) — sen(45”) sen(30”) 


HE) E 
ЕЕ 

— 4 4 

_ у-ү? 

= 4 


[>] INTÉNTELO #2 Halle el valor exacto de cos (105°). 


Usar las fórmulas de suma y diferencia para el seno 


Las fórmulas de suma y diferencia para el seno pueden derivarse de la misma manera que las del coseno, y se parecen a 
las fórmulas del coseno. 


745 


746 7 · Іаепіійайеѕ trigonométricas y ecuaciones 


Fórmulas de suma у diferencia para el seno 


Estas fórmulas pueden utilizarse para calcular el seno de la suma y diferencia de los ángulos. 
sen(a + f) = sen а cos д + соѕ a sen p 


sen (a — В) = sen а cos д – cos а sen д 


(є cómo 


ы 
Dados dos ángulos, hallar el seno de la diferencia entre los ángulos. 
1. Escriba la fórmula de la diferencia para el seno. 


2. Sustituya los ángulos dados en la fórmula. 
3. Simplifique. 


E 


Usar las identidades de suma y diferencia para evaluar la diferencia de ángulos 
Utilice las identidades de suma y diferencia para evaluar la diferencia de los ángulos y demostrar que la parte a es igual 
a la parte b. 


(А) sen(45” — 30°) sen (135° — 120”) 

Y Solución 

(2) Empecemos por escribir la fórmula y sustituir los ángulos dados. 
ѕеп(а — В) = sen а cos f – cos а sen f 
sen(45° — 30°) = sen(45°) cos(30°) — cos(45°) ѕеп(30°) 


A continuación, tenemos que hallar los valores de las expresiones trigonométricas. 


ya v3 Ya 


А КО мү „ү _ 1 
sen (45°) = -7> cos (30°) = 7° соѕ (45°) = 7° ѕеп (30°) = 2 


Ahora podemos sustituir estos valores en la ecuación y simplificar. 


ѕеп(45° — 30°) = (л) = (1 
_ dE 
= 4 
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De nuevo, escribimos la fórmula y sustituimos los ángulos dados. 
sen(a — В) = sen а cos д – соѕ а sen д 
ѕеп(135° — 120°) = ѕеп(135°) соѕ(120°) — cos(135”) sen(120”) 


A continuación, calculamos los valores de las expresiones trigonométricas. 


ТА v3 


2 1 
sen (135°) = У? азе) = > 7» 00s(135") = =-—у-,5еп (120°) ето. 


Ahora podemos sustituir estos valores en la ecuación y simplificar. 


sen(135* — 120°) = Y ( 5) ( 3163 


у-у 

= 4 

ЕСЖ 

т 4 

sen(135° — 120°) = у 5) ( F) ( л) 
246 

а 4 

_ м6 

Е 4 
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Hallar el valor exacto de una expresión que implica una función trigonométrica inversa 


1 3 
Halle el valor exacto de sen (cos 2 + sen”! 5) A 


© Solución 


7.2 * Identidades de suma y resta 


El patrón que se muestra en este problema es sen (a + $). Supongamos que a = cos”! 5 Уд = sen”! 2. Entonces 


podemos escribir 
‚0 


TE 
‚єй 


cos а= 


IA 


а < 


A A 


uju nn] 
ом 


sen д = 


Utilizaremos Іа identidad pitagórica para hallar sen су cos £. 


sen а = Y 1 — соѕ2а 


Е ал 
En 5 
=,/1 
TV5 


Con la fórmula de suma para el seno, 
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1 


sen (cos” 5 + sen”! 2) = sen (a + p) 


= sen а cos f+c0s a sen д 


Usar las fórmulas de suma y diferencia para la tangente 


Hallar los valores exactos de la tangente de la suma o diferencia de dos ángulos es un poco más complicado. No 
obstante, cabe recalcar que es cuestión de reconocer el patrón. 


Hallar la fórmula de la suma de dos ángulos para la tangente implica tomar el cociente de las fórmulas de la suma para 


7 fi — Sen x 
el seno y el coseno y simplificar. Recuerde, tan х = 2575,05 x # 0. 


Derivemos la fórmula de la suma para la tangente. 


tan (a + f) = онер 


sen а cos #+соз a sen f 
cos a cos Pf—sen а sen f 


sen а cos fP+cos a sen f 


COS @ COS СИН è 
= = _ Divida el numerador y el denominador entre cos а cos д 
cos а cos f—sen a sen f 


cos а cos f 


sen а ров cos-Y sen p 
соз а рә 008—1 соз p 


оов о Ў sena sen p 
о corf 


cos а cos f 


sen а sen д 
cos а cos б 


tan a+tan f 
l—tan а tan д 


Podemos derivar la fórmula de la diferencia para la tangente de forma similar. 


Fórmulas de suma y diferencia para la tangente 


Las fórmulas de suma y diferencia para la tangente son: 


йш ЕДЙ tan «+tan д 
an (a о — 
l=tan а tan д 


tan «—tan fp 


t = 
аер) 1 + (ап а tan д 


(ә cómo 


@ 
Dados dos ángulos, hallar la tangente de la suma de los ángulos. 


1. Escriba la fórmula de la suma para la tangente. 
2. Sustituya los ángulos dados еп la fórmula. 
3. Simplifique. 
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ЕИ 


Hallar el valor exacto de una expresión que implica la tangente 


Halle el valor exacto de tan (2 + 2) y 


© Solución 
Primero escribamos la fórmula de la suma para la tangente y sustituyamos los ángulos dados en la fórmula. 


tan a+tan f 
l—tan а tan f 


) _ tan(E )-нап( 2 ) 
1 (916) (04) 


A continuación, determinamos сада una de las tangentes dentro de la fórmula: 


tan (2) = Ури (4) = 


tan (a + p) = 


tan (2 + 2 


Así que tenemos 


LH +1 


1 
¡E 


И; 


МЗ+1 


и 


[>] INTÉNTELO #3 Halle elvalorexacto de tan (22 + 2) 


Bee] kñ aaa 


Hallar varias sumas y diferencias de ángulos 


Dados sen а = 5,0 <а < 2,с05 б=—{у,л < p< 32, halle 
®© ѕеп(а + p) cos(a +f) © їап(а+/) © tan(a— д) 
© Solución 


Podemos utilizar las fórmulas de suma y diferencia para identificar la suma o diferencia de ángulos cuando se 
proporciona el cociente del seno, coseno o tangente para cada uno de los ángulos. Para ello, construimos el llamado 
triángulo de referencia que permita dar con cada elemento de las fórmulas de suma y diferencia. 


(А) Рага hallar sen (0 + д), comenzamos con sen a = 5 y0<a< 2% El lado opuesto « tiene una longitud de 3, la 
hipotenusa tiene una longitud de 5, y a está en el primer cuadrante. Vea la Figura 4. Con el teorema de Pitágoras 
podemos medir la longitud del lado 
al +3? = 5? 
а: a = 16 
a=4 
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(4, 3) 


Figura 4 
Dado que cos д = -% Ул< В < 3л, el lado adyacente a д es —5, la hipotenusa es 13, y д está en el tercer cuadrante. 
Vea la Figura 5. De nuevo, con el teorema de Pitágoras, obtenemos 
ESA + a? = 132 
25 + a? = 169 
a? = 144 


а= +12 


Dado que д está еп el tercer cuadrante, a = –12. 


(=5, 0) 


13 


(=5,—12) 
Figura 5 


El siguiente paso es hallar el coseno de « y el seno de $. El coseno de g es el lado adyacente sobre la hipotenusa. 
Podemos hallarlo a partir del triángulo еп la Figura 5: cos а = t, También podemos hallar el seno de £ del triángulo en 


la Figura 5, сото el lado opuesto sobre la hipotenusa: sen д = –12. Ahora estamos listos рага evaluar sen (a + Д). 
ѕеп(а + В) = sen acos В + соѕ asen f 
Же 3 5 4 12 
Е. (5) ( в) +(5)( 13) 
-158_ 48 
65 65 
= -% 
65 
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Podemos hallar cos (a + f) de manera semejante. Sustituimos los valores según la fórmula. 


cos(a + f) = cos а cos д – ѕеп a sen fp 
— (421/31 _-(31/_2 
(5) +) = (5) Es) 
= —20 4 36 
= —65 + 65 
= 16 
65 
(©) Рага (ап (а + 8), ѕі sen а= т y cos а = 5, entonces 
3 
ás = 
an а=л=у 
5 
Silos valores de sen f = -82 ycos д = -5, entonces 
-12 
CB 12 
tan д = 553 
1 
Entonces, 
tan a+tan д 
tan(a + p) l—tan a tan $P 
3,12 
475 
-3(12 
(4) 
63 
— _20 
— 16 
20 
= -8 
16 


(Б) Para hallar tan (о — $), tenemos los valores que necesitamos. Podemos sustituirlos y evaluarlos. 


tan a—tan f 


tan (а — $) l+tan а tan д 
3_12 
5 4 5 
3 (12 
и) 
-33 
= 20 
56 
20 
— _33 
56 


©) Análisis 
Un error común al abordar problemas como este es que podemos caer еп la tentación de pensar дие « y д son ángulos 
en el mismo triángulo. Por supuesto, no lo son. También hay que tener en cuenta que 


sen (a + д) 


te = cos (a + p) 


Usar las fórmulas de suma y diferencia para las cofunciones 


Ahora que hallamos las funciones seno, coseno y tangente para las sumas y diferencias de los ángulos, podemos 
utilizarlas para hacer lo mismo con sus cofunciones. Recordará de la Trigonometría de triángulos rectángulos que, si la 
suma de dos ángulos positivos es £, esos dos ángulos son complementarios, y la suma de los dos ángulos agudos en 


un triángulo rectángulo es 1 por lo que también son complementos. En la Figura 6, observe que, si uno de los ángulos 
agudos se marca como б, entonces el otro ángulo agudo debe marcarse (5 = Ө) . 


Observe también que sen 0 = cos (5 = 0) : opuesto sobre la hipotenusa. Así, cuando dos ángulos son 


complementarios, podemos enunciar que el seno de Ө es igual a la cofunción del complemento de 0. Del mismo modo, 
la tangente y la cotangente son cofunciones, y la secante y la cosecante son cofunciones. 
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AÀ 


Figura 6 


A partir de estas relaciones, se forman las identidades de cofunción. 
Identidades de la cofunción 
Las identidades de cofunción se resumen en la Tabla 2. 


sen 0 = cos (5 – 0) cos Ө = sen (2 – 0) 


-0) cot Ө = tan ( 


sec 9 = сѕс (2 – 0) esc 0 = sec (5 – 0) 


Observe que las fórmulas de la tabla también pueden justificarse algebraicamente mediante las fórmulas de suma у 
diferencia. Por ejemplo, utilizando 


cos (а — P) = cos асоѕ д + ѕеп asen P, 


podemos escribir 


cos (5 — 0) = cos Э. cos 0 + sen 3 sen 0 
= (0)cos 0 + (1) sen 0 
= sen 0 


шш aaa 


Hallar una cofunción con el mismo valor que la expresión dada 


Escriba tan 2 en términos de su cofunción. 
9 


© Solución 
La cofunción de tan 0 = cot (5 — 0) . Así, 


tan (5) =cot (5-5) 
0 (3-48) 
= cot (12) 


[>] INTÉNTELO #4 Escriba sen 5 en términos de su cofunción. 


Usar las fórmulas de suma y diferencia para verificar las identidades 


Verificar una identidad significa demostrar que la ecuación es válida para todos los valores de la variable. Ayuda estar 
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bastante familiarizado con las identidades o tener una lista de ellas accesible mientras se trabajan los problemas. 
Repasar las reglas generales de Resolución de ecuaciones trigonométricas con identidades simplifica la verificación de 
identidad. 


(є cómo 


Dada una identidad, verificarla con las fórmulas de suma y diferencia. 


1. Comience con la expresión del lado del signo igual que parezca más compleja. Reescriba esa expresión hasta que 
coincida con el otro lado del signo de igualdad. Ocasionalmente, es posible que tengamos que alterar ambos 
lados; sin embargo, trabajar en un solo lado es lo más eficiente. 

2. Busque oportunidades para utilizar las fórmulas de suma y diferencia. 

Reescriba sumas o diferencias de cocientes como cocientes simples. 

4. Sielproceso se vuelve engorroso, reescriba la expresión en términos de seno y coseno. 


ИЭ 


Verificar una identidad que implique el seno 
Verifique la identidad sen(a + f) + sen(æ — В) = 2 sen a cos f. 


р 


© Solución 
Vemos que el lado izquierdo de la ecuación incluye el seno de la suma y la diferencia de los ángulos. 
ѕеп(а + f) = sen a cos д + соѕ a sen fp 


ѕеп(а — В) = sen а cos д – соѕ а sen д 
Podemos reescribir cada una de ellas con las fórmulas de suma y diferencia. 


ѕеп(а + p) + sen(a — p) = sen а cos д + соѕ a sen д + ѕеп а cos f—cos a sen д 


=2 sen a cos f 


Vemos que la identidad se verifica. 
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Verificar una identidad que implique la tangente 
Verifique la siguiente identidad. 


ѕеп(а — В) 


———— = tan а – їап д 
cos а cos д 


© Solución 
Podemos empezar por reescribir el numerador en el lado izquierdo de la ecuación. 


sen(a—f$)  _ sen а cos f—cos asen f 
cos а cos Pf cos «соз f 


sen а хов cost sen f 


= Reescribir con un denominador común. 


cos а сөй бо” @ соз f 


— sen a sen f 


— COS а cos д 


Cancele. 


= tan a—tan f Reescriba en términos de tangente. 


Vemos que la identidad se verifica. En muchos casos, se puede verificar exitosamente la identidad de la tangente al 
escribirla en términos de seno y coseno. 


[>] INTÉNTELO #5 Verifique la identidad: tan (æ — 0) = — tan Ө. 
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Usar las fórmulas de suma y diferencia para resolver un problema de aplicación 
Supongamos que L4 y 25 denotan dos líneas no verticales que se cruzan, y supongamos que 0 denota el ángulo agudo 
entre Гу y L2. Vea la Figura 7. Demuestre que 


donde т] y m son las pendientes de Д у Lo respectivamente. (Pista: Utilice el hecho de que tan 6; = mı y 
tan 0, = m»p.). 


y 
4 L, ¿Es 


Бя + /`\ =X 


Figura 7 


© Solución 
Con la fórmula de la diferencia para la tangente, este problema no luce tan desalentador. 


tan Ө = tan(0, — 01) 
_ tan 0,—tan 0] 
— l+tan 0} tan 0) 
mo M9) 
— 14m m) 


Investigación de un problema de cableado 

Para un muro de escalada, un cable de sujeción R está fijado a 47 pies de altura en un poste vertical. El soporte adicional 
lo proporciona otro cable de sujeción S, que está fijado a 40 pies del suelo en el mismo poste. Si los cables están fijados 
al suelo a 50 pies del poste, halle el ángulo a entre los cables. Vea la Figura 8. 
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Figura 8 


© Solución 
Resumamos primero la información que podemos obtener del diagrama. Dado que apenas se conocen los lados 
adyacentes al ángulo recto, podemos utilizar la función tangente. Observe que tan = g, y tan (f — a) = 39 = t, 
Podemos entonces utilizar la fórmula de la diferencia para la tangente. 

tan д – tan а 


tan ($ — а) = 222 
Aa) 1 +tan дап a 


Ahora, sustituyendo los valores que conocemos en la fórmula, tenemos 


д 5808 
5 147 
1+ту!ап a 
47 =5(%-_ 
4 (1+ {tan а) = 5 (27 їап а) 


Utilice la propiedad distributiva y luego simplifique las funciones. 


41) +4 (57) tan а= 5 (27) –5 tan a 
4+3,76 tan а=4,7—5 tan а 

5 tan 2+ 3,76 tan а = 0,7 

8,76 tan а= 0,7 

tan а ғ 0,07991 

tan~! (0,07991) ~ 0,079741 


Ahora podemos calcular el ángulo en grados. 
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1 
a =0,079741 (=) 24,57 
л 
©) Análisis 


En ocasiones, cuando aparece una aplicación que incluye un triángulo rectángulo, podemos pensar que la resolución es 
cuestión de aplicar el teorema de Pitágoras. Eso puede ser parcialmente cierto, pero depende de lo que se pida en el 
problema y de la información que se dé. 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con las identidades de suma y 
diferencia. 


Identidades de suma y diferencia para el coseno (http://openstax.org/l/sumdifcos) 
Identidades de suma y diferencia para el seno (http://openstax.org/l/sumdifsin) 
Identidades de suma y diferencia para la tangente (http://openstax.org/l/sumdiftan) 


7.2 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. Explique el fundamento de 2. ¿Existe una sola manera de 3. Explique a alguien que haya 
las identidades de cofunción evaluar cos (22)? Explique olvidado las propiedades 
y cuándo se aplican. cómo establecer la solución pares-impares de las 
de dos maneras diferentes, funciones sinusoidales 
y luego calcular para que cómo las fórmulas de suma 
den la misma respuesta. y resta pueden determinar 
esta característica para 
fœ) = sen(x) y 
g(x) = cos(x). (Pista: 
0-x=-x). 
Algebraicos 
En los siguientes ejercicios, halle el valor exacto. 
Tr л 5л 
4. соз (72) 5. cos (5) 6. sen (27) 
1л л 197 
7. sen (43) 8. tan (-$) 9. tan (4%) 
En los siguientes ejercicios, reescriba en términos de sen х у соѕ х. 
Пл Зл 5л 
10. sen (x + iz) 11. sen (x — 22) 12. со$ (х — 2) 
2л 
13. со$ (х + 22) 
Еп los siguientes ejercicios, simplifique la expresión dada. 
л Лл Лл 
14. csc (5 —1) 15. sec (5—9) 16. cot (F – х) 


Acceso gratis en openstax.org 


7.2 * Identidades de suma y resta 757 


17. tan(5 —x) 18. sen (2х) cos (5х) — sen (5x) cos (2х) 
РА tan( 3x)-tan(2x) 
I+tan( 2x) tan(2x) 


En los siguientes ejercicios, halle la información solicitada. 


20. Dado que sen a = 3 y cos Ь= –1, соп laayb 21. Dado que sen а= E, y cos b= 3, con laayb 


ambos en el intervalo [2, æ) , calcule sen(a + b) y ambos en el intervalo [0 
cos(a — b). cos(a + b). 


m 


Е 5) , Calcule ѕеп(а — b) y 


En los siguientes ejercicios, halle el valor exacto de cada expresión. 


22. sen (cos™! (0) —cos”! (5)) 23. cos (cos (2) + sen”! (22)) 


24. {ап (sen”! (3) —cos”! (2)) 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, simplifique la expresión y luego grafique ambas expresiones como funciones para verificar 
que los gráficos sean idénticos. 


25. cos (= - х) 26. ѕеп(л – х) 27. tan (5 + x) 
28. sen (4 + х) 29. tan (4 - x) 30. cos (22 +x) 
31. sen (2 +x) 32. cos (52 +x) 


En los siguientes ejercicios, utilice un gráfico para determinar si las funciones son iguales o diferentes. Si son iguales, 
demuestre por qué. Si son diferentes, sustituya la segunda función por una idéntica a la primera. (Pista: piense en 
2х=х+х.) 


33. f(x) = sen (4х) — sen (3х)со$ x, 
g(x) = зеп x cos(3x) 


34. /(х) = соз (4х) + sen x $еп(3х),(х) = — cos x cos(3x) 


35. f(x) = sen (3х) cos (бх), 36. f(x) = sen(4x), 
g(x) = — sen (3x) cos (6x) g(x) = sen(5x)cos х — cos(5x)sen x 
37. f(x) = sen(2x), (х) = 2 sen x cos х 38. / (0) = cos (20), g (0) = соѕ20 — ѕеп20 
39. (0) = tanQ0), g(0) = ang 40. f(x) = sen(3x)sen x, 
1+tan*0 


а(х) = sen? (2х)соѕ2х — соѕ2 (2х)ѕеп2 х 
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41. f(x) = ап(—х), g(x) = AO 


l—tan х tan(2x) 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, halle el valor exacto algebraicamente y luego confirme la respuesta con una calculadora 
hasta el cuarto decimal. 


42. sen (75°) 43. sen(195°) 44. cos(165°) 


45. cos (345°) 46. їап(—15°) 


Extensiones 


En los siguientes ejercicios, demuestre las identidades proporcionadas. 


лу tan х+1 tan(a+b) _ sen a cos a+sen b cos b 
47. tan(x + д) = 1—{ап х 48. tan(a—b) — sen а cos a—sen b cos b 
49. AE... 1—1їап a tan b 50. cos(x + y) cos (х — ) = cos? x — sen? 
` cos a cos b i y y y 
51. соба) соз х X = cos х 908 у=! sen xS В 


Еп los siguientes ejercicios, demuestre o refute los enunciados. 


_ tan u+tan v оу tan u-tan y tan(x+y) _ fan x+tan y 
52. tan(u + v) = l—tan u tan v 53. tan(u — v) = l+tan и tan v а l+tan х tan x  1-tan2x (ап2у 
55. Silos valores de а, д, у y son ángulos en е! 56. Silos valores de a, д, y y son ángulos en el mismo 
mismo triángulo, entonces demuestre o refute triángulo, entonces demuestre o refute 
sen (a + p) = sen y. tan a+tan P+tan y= tan а tan {апу 


7.3 Fórmulas del ángulo doble, el ángulo medio y la reducción 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Utilizar las fórmulas del ángulo doble para hallar los valores exactos. 
> Utilizar las fórmulas del ángulo doble para verificar las identidades. 
> Utilizar fórmulas de reducción para simplificar una expresión. 
> Utilizar las fórmulas de ángulo medio para calcular los valores exactos. 
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> 


Figura 1 Las rampas para ciclistas avanzados tienen una inclinación más pronunciada que las destinadas a los 
principiantes. 


Las rampas para bicicletas hechas para la competición (ver la Figura 1) deben variar en altura, dependiendo del nivel de 


habilidad de los competidores. Para los competidores avanzados, el ángulo formado рог la rampa y el suelo debe ser 0 


de manera que tan 0 = 5. El ángulo se divide en dos рага los principiantes. ¿Cuál es Іа inclinación de la rampa рага los 


principiantes? En esta sección, investigaremos tres categorías adicionales de identidades que podemos utilizar para 
responder a preguntas como esta. 


Usar fórmulas del ángulo doble para hallar valores exactos 


En el apartado anterior, utilizamos fórmulas de suma y resta de funciones trigonométricas. Ahora, repasamos esas 
mismas fórmulas. Las fórmulas del ángulo doble son un caso especial de las fórmulas de suma, donde с = $£. La 
derivación de la fórmula del ángulo doble del seno comienza con la fórmula de la suma, 


sen (а + f) = sen a cos д + соѕ a sen д 
Supongamos que « = f = 0, entonces tenemos 


sen (0 + Ө) = sen 0 cos 0 + соѕ 0 sen 0 
sen (20) = 2 sen Ө cos 0 
La derivación del ángulo doble para el coseno nos brinda tres opciones. Primero, partiendo de la fórmula de la suma, 
cos (æ + $) = cos а cos д – ѕеп а sen fp, y suponiendo que a = fp = 0, tenemos 
cos(0 + 0) = cos 0 cos 0 — sen Osen 0 
cos(20) = соѕ20 — sen? 0 
Con las propiedades pitagóricas podemos ampliar esta fórmula de ángulo doble para el coseno y obtener otras dos 
interpretaciones. La primera es: 
cos(20) = соѕ20 — sen? 0 
=(1— sen?0) — sen? 0 
= 1 — 2sen? 0 
La segunda interpretación es: 
cos(20) = соѕ20 — sen? 0 
= cos? 0 — d- соѕ20) 
= 2 со5260— 1 
Del mismo modo, para derivar la fórmula del ángulo doble para Іа tangente, al sustituir а = д = Өеп la fórmula de la 
suma da 


tan a+tan f 
1—(ап a tan $ 


tan (а + p) = 
__ _tan O+tan 0 
tan (0 + 0) = 1—ап 0 tan 0 


tan (20) = 2182 0. 
( ) 1—tan20 
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Fórmulas del ángulo doble 


Las fórmulas del ángulo doble se resumen como sigue: 


sen (20) = 2 sen Ө cos Ө 


соѕ(20) = соѕ20 — ѕеп20 
= 1—2 ѕеп20 
= 2 00520 — 1 


2 tan 0 


tan (20) = 
(20) 1 — tan20 


(є cómo 


Dada la tangente de un ángulo y el cuadrante en el que se encuentra, utilizar las fórmulas del doble ángulo 
para hallar el valor exacto. 


Dibuje un triángulo que refleje la información dada. 
Determine la fórmula correcta del doble ángulo. 
Sustituya los valores en la fórmula basada en el triángulo. 
Simplifique. 


шз aaa 


Usar una fórmula de ángulo doble para hallar el valor exacto de la tangente 
Dado que tan 0 = -4 y O está en el cuadrante II, calcule lo siguiente: 


(А) sen(20) соз (20) (© tan(20) 

© Solución 

Si dibujamos un triángulo que refleje la información dada, hallamos los valores necesarios para resolver los problemas 
en la imagen. Se nos da tan 0 = -4, de manera que б está en el cuadrante П. La tangente de un ángulo es igual al lado 


opuesto sobre el lado adyacente, y porque 0 está en el segundo cuadrante, el lado adyacente está en el eje xy es 
negativo. Utilice el teorema de Pitágoras para medir la longitud de la hipotenusa: 


04 = 2 


ре ӘӘ Ба 


16+9= с? 
25 = с? 
с= 5 


Ahora podemos dibujar un triángulo similar al que se muestra еп Іа Figura 2. 
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3 


(-4, 3) 


(—4, 0) 


Figura 2 


(АХ) Empecemos por escribir la fórmula del ángulo doble del seno. 
ѕеп(20) = 2 sen 0 cos 0 


Nos damos cuenta de que tenemos que hallar sen Ө y cos 6. Con base en la Figura 2, vemos que la hipotenusa es 
igual a 5, por lo que sen 0 = 2, y cos 0 =— 4. Sustituya estos valores en la ecuación y simplifique. 


Por lo tanto, 
sen(20) = 2 (5) (25) 


Escriba la fórmula del ángulo doble para el coseno. 
cos (20) = соѕ20 — sen? 0 


De nuevo, sustituya los valores del seno y del coseno en la ecuación y simplifique. 


cos(20) = (-£)? – (2) 


5 5 
_ 16 _ 9 
— 25 25 
aL 
= 25 
© Escriba la fórmula del ángulo doble para la tangente. 
2 tan 0 
tan(20) = ET 
1 — tan*0 
En esta fórmula, necesitamos la tangente, que nos dieron como tan 0 = 2. Sustituya este valor en la ecuación y 
simplifique. 
tan(20) = 


Aju | 
N 


= 

| | N 

O 
| 


T 
ale 


Ш 

| 
N кошо 
+ 
ala 
_= 


~| 


[>] INTÉNTELO #1 Dados sen a = 2, con la деп el cuadrante І, halle cos (20). 


BR 


Usar la fórmula del ángulo doble para el coseno sin valores exactos 
Utilice la fórmula del ángulo doble del coseno para escribir cos (6x) en términos de cos (3x). 
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© Solución 
cos(6x) = cos(2(3x + 3x)) 


= cos? (3x) — sen? (3x) 
= 2cos? (3x) -1 
©) Análisis 
Este ejemplo ilustra que podemos utilizar la fórmula del ángulo doble sin tener valores exactos. Enfatiza que el patrón es 


lo que necesitamos recordar y que las identidades son verdaderas para todos los valores en el dominio de la función 
trigonométrica. 


Usar fórmulas del ángulo doble para verificar identidades 


El establecimiento de las identidades mediante las fórmulas del ángulo doble se realiza con los mismos pasos que 
utilizamos para derivar las fórmulas de suma y la diferencia. Elija el lado más complicado de la ecuación y reescríbala 
hasta que coincida con el otro lado. 


мша 


Usar las fórmulas del ángulo doble para establecer una identidad 
Establezca la siguiente identidad con fórmulas de ángulo doble: 


1 + sen (20) = (sen 0 + cos ө)? 


© Solución 
Trabajaremos en el lado derecho del signo de igualdad y reescribiremos la expresión hasta que coincida con el lado 


izquierdo. 
(sen 0 + cos Ө)? = зеп^0 +2 sen 0 cos 0 + соѕ20 
= (ѕеп20 + соѕ20) +2 sen 0 cos Ө 
= 1+2 sen Ө cos 0 
= 1 + sen(20) 
©) Análisis 


Este proceso no es complicado, siempre que recordemos la fórmula del cuadrado perfecto del álgebra: 
(a+b)? =a +2ab+ b? 


donde a = sen Вур = cos 6. Parte del éxito en las matemáticas es la capacidad de reconocer patrones. Aunque los 
términos o símbolos pueden cambiar, el álgebra sigue siendo coherente. 


м 


INTÉNTELO #2 Establezca la identidad: cos*9 — sen40 = cos (20). 


ИИИ 


Verificar una identidad de ángulo doble para la tangente 
Verifique la identidad: 


2 
tan (20) = ——_—— 
к) cot 0—їап 0 
© Solución 
En este caso, trabajaremos con el lado izquierdo de la ecuación y simplificaremos o reescribiremos hasta que sea igual al 
lado derecho de la ecuación. 
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tan (20) = 2—89 0 Fórmula del ángulo doble 
1-tan20 8 


1 
2 tan 0 
= 2 а (ар). Multiplique por un término que dé como resultado el numerador deseado. 


1 
(1-аа2в)( т. 7) 
2005 2. 
1 _tan2g 
tan O tan 0 
2 


= суб Utilice la identidad recíproca para 


1 
tan 0` 


©) Análisis 
Este es un caso en el que el lado más complicado de la ecuación inicial aparecía a la derecha, pero elegimos trabajar el 
lado izquierdo. Sin embargo, si hubiéramos elegido el lado izquierdo para reescribir, habríamos estado trabajando hacia 
atrás para llegar a la equivalencia. Por ejemplo, supongamos que queremos mostrar 
2tan O _ 2 
1 – ап20 cot Ө—{ап Ө 


Trabajemos en el lado derecho. 


2 = 2 ( tan 0 ) 
cot Ө-ап Ө l tan ө `0 Ө 
tan 0 


2 tan 0 
pe Дан Ú )-tan Өйап 0) 
2 tan Ө 
1—tan20 


Cuando se utilizan las identidades para simplificar o resolver una ecuación trigonométrica, hay varias vías para llegar al 
resultado deseado. No hay ninguna regla establecida sobre qué lado debería manipularse. Sin embargo, deberíamos 
empezar con las directrices expuestas anteriormente. 


ш, с 


INTÉNTELO #3 Verifique la identidad: cos(20) cos 0 = соз?@ — cos Ө веп^Ө. 


Usar fórmulas de reducción para simplificar una expresión 


Las fórmulas del ángulo doble se pueden utilizar para derivar las fórmulas de reducción, las cuales podemos utilizar para 
reducir la potencia de una expresión dada que implique potencias pares de seno o coseno. Nos permiten reescribir las 
potencias pares del seno o del coseno en términos de la primera potencia del coseno. Estas fórmulas son especialmente 
importantes en los cursos de matemáticas de nivel superior, el cálculo en particular. También llamadas fórmulas de 
reducción de potencia, se incluyen tres identidades que se derivan fácilmente de las fórmulas del ángulo doble. 


Podemos utilizar dos de las tres fórmulas del ángulo doble del coseno para derivar las fórmulas de reducción del seno y 
del coseno. Comencemos con cos (20) = 1 — 2 ѕеп20. Resuelva para ѕеп20 : 

соѕ(20) = 1—2 ѕеп20 

2 ѕеп20 = 1 — соѕ(20) 


ѕеп20 = „= 


A continuación, utilizamos la fórmula cos (20) = 2 соѕ20 — 1. Resuelva para со520 : 
соз(20) = 2 cos?9— 1 
1 + cos(20) = 2 соѕ20 
1+с05(20) __ 2 
—=— = 008 ө 


La última fórmula de reducción se deriva al escribir la tangente en términos де seno у coseno: 
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2 
tan? 0= seng 
cos40 
1-cos(20) 
= 2 : А “e 
= 1009) Sustituya las fórmulas de reducción. 


2 


_ ( 1—со5(20) 2 
Е ( 2 ) ( 1+с05(20) ) 


_ 1-cos(20) 
— 1+со05(20) 


Fórmulas de reducción 


Las fórmulas de reducción se resumen como sigue: 


Коо 8 1 — cos (20) 
2 
1 2 
voz NA) 
2 
1- 2 
tan?0 = 206800. 2 
1 + cos (20) 


935 


Escribir una expresión equivalente que по contenga potencias mayores que 1 
Escriba una expresión equivalente para cos*x que no implique ninguna potencia de seno o coseno mayor que 1. 


© Solución 
Aplicaremos dos veces la fórmula de reducción del coseno. 


costx = (сов2 x)" 
= (2500 y Sustituya la fórmula de reducción para el coseno? x. 
= 1 (1 + 2cos(2x) + cos? (2x)) 
z 1 de 1 cos(2x) + Y (EA ) Sustituya la fórmula de reducción para el coseno?x. 
= 1 5 cos(2x) + + + t cos(4x) 
= 5 4 cos(2x) + 4 cos(4x) 


O Análisis 
La solución se encuentra al utilizar dos veces la fórmula de reducción, como se ha señalado, así como la fórmula del 
cuadrado perfecto del álgebra. 


ААД 5% 


Usar las fórmulas de reducción de potencia para demostrar una identidad 
Utilice las fórmulas de reducción de potencia para demostrar 


sen? (2х) = E sen о) [1 — соз (4х)] 


© Solución 
Trabajaremos en la simplificación del lado izquierdo de la ecuación: 
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sen? (2х) = [sen(2x)][sen? (2х)] 
= ѕеп(2х) [=] Sustituya la fórmula de reducción de potencia. 
= sen(2x) (2) [1 — cos(4x)] 
= )[sen(2x)][1 — cos(4x)] 


©) Análisis 
Tenga en cuenta que en este ejemplo, hemos sustituido 
1 — cos (4х) 
2 
рог sen? (Qx). La fórmula establece 
Р 76 1— со (20) 


Supongamos que 0 = 2х, por lo дие 20 = 4x. 


[>] INTÉNTELO #4 Utilice las fórmulas de reducción de potencia para demostrar que 


10 costx = = +5 cos(2x)+ 5 соѕ(4х). 


Usar fórmulas del ángulo medio para calcular valores exactos 


El siguiente conjunto de identidades es el de las fórmulas del ángulo mitad, que pueden derivarse de las fórmulas de 
reducción y que podemos utilizar cuando tenemos un ángulo que sea la mitad de un ángulo especial. Si sustituimos 0 


con la 3: la fórmula del ángulo medio para el seno se determina al simplificar la ecuación y resolver para sen (5) Р 


Observe que las fórmulas del ángulo medio van precedidas del signo + Esto no significa que tanto las expresiones 
positivas como las negativas son válidas. Más bien, depende del cuadrante en el que 3 termina. 


La fórmula del semicírculo del seno se obtiene como sigue: 


ѕеп20 Z 1-с9%020) 
1-—соѕ 22) 
м (3) = > 
_ l—cos а 
Е 2 
sen (£) =+ Los а 


Para derivar la fórmula del ángulo medio рага el coseno, tenemos 


соѕ20 = „о 
а 
cos? (2) = 190(25) 
2 2 
— l+cos а 
= 2 
a \ — p, | 1+соѕ а 
СО$ (5) = + 2 
Para la identidad tangente, tenemos 
2p _ 1-cos(20) 
{ап = osas) 
= A 
tan? (2) = 1-9(2:5) 
2 а 
1+ (2.8) 
_ 1—соѕ а 
Т 1+с05 а 
а\ —_ 1—соѕ а 
tan (2) =+ V l+cos q 
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Fórmulas del ángulo medio 


Las fórmulas del ángulo medio son las siguientes: 


Usar una fórmula del ángulo medio para calcular el valor exacto de una función seno 
Halle sen (15°) con una fórmula del ángulo medio. 


© Solución 


Dado que 15° = , Utilizamos la fórmula del ángulo medio para el seno: 


©) Análisis 
Observe que hemos utilizado únicamente la raíz positiva porque sen(15!) es positivo. 


(М cómo 


Dada la tangente de un ángulo y el cuadrante en el que se encuentra el ángulo, calcular los valores exactos de 
las funciones trigonométricas de la mitad del ángulo. 


Dibuje un triángulo que represente la información dada. 
Determine la fórmula correcta del ángulo medio. 
Sustituya los valores en la fórmula basada en el triángulo. 
Simplifique. 


pS = 
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ОИ 


Calcular valores exactos соп identidades de ángulo medio 
Dado que tan а = > y а se encuentra en el cuadrante III, calcule el valor exacto de lo siguiente: 


O sen($) O cos(4) O tan(3) 
© Solución 
Con la información dada podemos dibujar el triángulo que aparece en la Figura 3. Con el teorema de Pitágoras hallamos 


que la hipotenusa es 17. Por lo tanto, podemos calcular sen a = -5 y cos а = -5, 
y 
1 
(-15, 0) 
х 
17 
(=15,'—8) 
Y 
Figura 3 


(д) Antes de empezar, debemos recordar que, si a está en el cuadrante II, entonces 180° < а < 270°, por lo que 


180° Ly aL. Esto significa que el lado del terminal de 5 está en el cuadrante П, ya que 90° < 5 < 135°. 
Para hallar sen zi comenzamos por escribir la fórmula del ángulo medio para el seno. Luego sustituimos el valor del 
coseno que determinamos del triángulo en la Figura 3 y simplificamos. 


= + 7 
32 
— 17 
= + a 
_ 32.1 
= +417 `2 
[E 
= +4 17 
-44 
17 
4\/ї7 


Elegimos el valor positivo de sen > porque el ángulo termina еп el cuadrante П y el seno es positivo en el cuadrante 
П. 
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Para hallar cos £, escribimos la fórmula del ángulo medio para el coseno, sustituimos el valor del coseno que 
2 


hallamos del triángulo en la Figura 3, y simplificamos. 


= + 7 
2 

= 17 

=+ 3 

= 2.1 

= +417 `2 

= L 

= +4 17 
17 


Elegimos el valor negativo de cos 7 porque el ángulo está en el cuadrante II y porque el coseno es negativo en el 
cuadrante II. 


(© Para hallar tan оз escribimos la fórmula del ángulo medio para la tangente. De nuevo, sustituimos el valor del 


coseno que hemos hallamos del triángulo en la Figura 3 y simplificamos. 


І 
I+ 


= —\/16 
=-4 


Elegimos el valor negativo de tan z porque a se halla en el cuadrante II, y la tangente es negativa en el cuadrante II. 


[>] INTÉNTELO #5 Dado que sen о =-1 y a se halla en el cuadrante IV, calcule el valor exacto de cos (2) | 


Юл 


Hallar la medida de un ángulo medio 

Ahora, volvemos al problema planteado al principio de la sección. Se construye una rampa para bicicletas de alta 
competición еп un ángulo de Ө formado por la rampa y el suelo. Se va a construir otra rampa con la mitad de pendiente 
para la competición de principiantes. Si los valores de tan 0 = 5 para la competición де nivel superior, ¿cuál es Іа medida 


del ángulo para la competición de principiantes? 
© Solución 


Dado que el ángulo para la competición de principiantes mide la mitad de la inclinación del ángulo para la competición 
de nivel superior, y tan 0 = 2 para la competición de nivel superior, podemos hallar cos 6 del triángulo rectángulo y el 


teorema de Pitágoras para que podamos utilizar las identidades de ángulo medio. Vea la Figura 4. 
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32 +52 =34 


РЕР ст 


Figura 4 
0 1—соѕ 0 


_3 3у34 т ; Р 
Vemos дие соз 0 = м1 == Podemos utilizar la fórmula del ángulo medio para la tangente tan 5 = V Iros 0° 


Dado que tan б está en el primer cuadrante, así que es tan 2, Así, 


34-34/34 


_ a 
3443/34 
34 


_ _ [34-3434 
34+34/34 


z 0,57 


Podemos tomar la tangente inversa para hallar el ángulo: tan”! (0,57) х 29,7”. Así que el ángulo de la rampa para la 


competición de principiantes es = 29,7”. 


> | MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con las fórmulas del ángulo 


doble, el ángulo medio y la reducción. 


Identidades del ángulo doble (http://openstax.org/l/doubleangiden) 
Identidades del ángulo medio (http://openstax.org/l/halfangleident) 


7.3 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. Explique cómo determinar las identidades de 2. Explique cómo determinar la fórmula del ángulo 
reducción a partir de la identidad del ángulo doble doble para tan(2x) con las fórmulas de ángulo 


cos (2х) = cos?x — sen? x. doble para cos(2x) y sen(2x). 
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3. Podemos determinar la fórmula del ángulo medio 4. Conrespecto a la fórmula 


М1—соз х de ángulo medio que se 


para tan (5) = al dividir la fórmula para 


М1+соз x suministró en el ejercicio 

sen (3) entre cos (2) . Explique cómo determinar anterior para tan (3), 

dos fórmulas para tan (3) que no impliquen explique por qué la división 

ninguna raíz cuadrada. entre 0 no es relevante. 
(Pista: examine los valores 
de cos x necesarios para 
que el denominador sea 0). 

Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, halle los valores exactos de a) sen (2x) , b) cos (2х), y c) tan (2x) sin resolver para x. 


5. Silos valores de sen x = i, 6. Silos valores de cos x = 2, 7. Silos valores de 
‚ і 1 z 
y x está en el cuadrante I. y x está en el cuadrante I. cos x = —>3, y x está en el 
cuadrante III. 
8. Sitan x = —8, y x está en el 


cuadrante IV. 


En los siguientes ejercicios, calcule los valores de las seis funciones trigonométricas si se cumplen las condiciones 
previstas. 


9. cos(20) = 4 y 90° < 0 < 180° 10. cos(20) = 5 у 180° < 0 < 270° 


Еп los siguientes ejercicios, simplifique а una expresión trigonométrica. 


11. 2sen (2) 2 cos (4) 12. 4 sen (2) cos (2) 


En los siguientes ejercicios, calcule el valor exacto con las fórmulas de ángulo medio. 


13. sen ($) 14. cos (=) 15. sen (15%) 
16, cos (7) 17. ($5) 18, an (=3) 
19. tan (32) 


En los siguientes ejercicios, halle los valores exactos de а) sen (3) , Б) соз (5) , y © tan (5) sin resolver para x, cuando 


0" <х < 360° 
20. Sitan х =- 4, y x está en el cuadrante IV. 21. Silos valores de sen x = -É, y x está en el 
cuadrante III. 
22. Silos valores de csc x = 7, y x está en el 23. Silos valores de sec x =-4, y x está en el 
cuadrante Il. cuadrante Il. 
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En los siguientes ejercicios, utilice la Figura 5 para hallar los ángulos medios y los ángulos doble solicitados. 


de 


5 
|| м 
12 
Figura 5 
24. Halle sen (20) , cos(20), y 25. Halle sen(2a), cos(2a), y tan(2a ). 
їап(20 ). 
26. Halle sen (8) ,COS (8) ‚у 27. Halle sen (2) ,COS (5) ‚у 
tan($). tan(5). 


En los siguientes ejercicios, simplifique cada expresión. No evalúe. 


28. cos?(28”) — sen?(28") 29. 2с052(37°) — 1 30. 1-2 sen?(17”) 


31. cos?(9x) — sen?(9x) 32. 4 sen(8x) cos(8x) 33. 6 sen(5x) cos(5x) 


En los siguientes ejercicios, demuestre la identidad dada. 


34. (sen t — cos )? = 1 — sen (2t) 35. sen (2х) = 2 sen(=x) cos(—x) 
36. cot x— tan x=2 со{(2х) 37. теор tan? = tan 0 


En los siguientes ejercicios, reescriba Іа expresión con un exponente no mayor a 1. 


38. cos?(5x) 39. cos? (бх) 40. sent(8x) 


41. sent(3x) 42. соѕ2х sentx 43. costx ѕеп2х 


44. tan?x ѕеп2х 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, reduzca las ecuaciones a potencias de uno y luego compruebe la respuesta gráficamente. 


45. tantx 46. sen?(2x) 47. ѕеп2х cos?x 


2 


48. tan?x sen х 49. tantx соѕ2х 50. cos? 


x sen(2x) 


51. cos? (2x)sen x 52. tan? (3) sen x 
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En los siguientes ejercicios, halle algebraicamente una función equivalente, solo en términos de sen х о cos х, y luego 
compruebe la respuesta al graficar ambas ecuaciones. 


53. sen(4x) 54. cos(4x) 


Extensiones 


En los siguientes ejercicios, demuestre las identidades. 
2 


55. sen(2x) = 2—80 х 56. соѕ(20) = anta 57. tan(2x) = 2 en x008 х 
1+tan2x 1+tanZa 2c0s2x-1 
2 

58. (sen? х 1) = cos (2x) + sent x 59. sen(3x)=3 sen x cos? x — sen? x 


61. l+cos(2t) _ 2 cost 


= Эзе. 2 
60. соѕ (3х) = соз” х — 3sen“xcos x саа 2 mel 


62. sen(16x)=16 sen x cos x соѕ (2х) соѕ (4х) cos (8х) 


63. cos(16x) = (cos? (4x) — sen? (4x) — sen (8x)) (cos? (4x) — sen? (4x) + sen (8x)) 


7.4 Fórmulas de suma a producto y de producto a suma 


Objetivos de aprendizaje 

En esta sección, podrá: 
> Expresar los productos como sumas. 
> Expresar las sumas como productos. 


Figura 1 La banda de música de la UCLA (créditos: Eric Chan, Flickr). 


Una banda marcha por el campo creando un sonido increíble que anima al público. Ese sonido viaja como una onda que 
puede interpretarse mediante funciones trigonométricas. Por ejemplo, la Figura 2 representa una onda sonora para la 
nota musical A. En esta sección, investigaremos las identidades trigonométricas que son la base de fenómenos 
cotidianos como las ondas sonoras. 
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Figura 2 


Expresar el producto como suma 


Ya hemos aprendido varias fórmulas útiles para expandir o simplificar expresiones trigonométricas, pero a veces puede 
que tengamos que expresar el producto del coseno y el seno como una suma. Podemos utilizar las fórmulas de 
producto a suma, que expresan productos de funciones trigonométricas como sumas. Investiguemos primero la 
identidad del coseno y luego la del seno. 


Expresar productos como sumas para el coseno 
Podemos derivar la fórmula de producto a suma a partir de las identidades de suma y diferencia para el coseno. Si 
sumamos las dos ecuaciones, obtenemos: 
cos а cos д + ѕеп a sen f = cos (а — p) 
+cos a cos 3 – sen a sen f = cos (а + p) 


2 cos a cos В = cos (а — В) + cos (а + p) 


A continuación, dividimos entre 2 para aislar el producto de los cosenos: 


cos а cos д = соқа — В) + cos(a + f)] 


(ә cómo 


Dado un producto de cosenos, expresarlo como una suma. 


1. Escriba la fórmula del producto de cosenos. 
2. Sustituya los ángulos dados еп la fórmula. 
3. Simplifique. 


АЭ Э9< 


Escribir el producto como una suma соп Іа fórmula producto a suma para el coseno 


Escriba el siguiente producto de cosenos сото una suma: 2 cos (2) cos +2 


2 2" 
© Solución 
Comenzamos por escribir la fórmula del producto de cosenos: 


cos а cos д = 5 cos (a — P) + cos (a + fP)] 


Podemos entonces sustituir los ángulos dados en la fórmula y simplificar. 
1x 3x\ 1 7х Зх 7х 
2 соѕ (2) cos (2) = (2) (5) [cos (2 = х) + cos (2 + 


= [соз (2) + соз (295) 


ю? 
м 
= 


=cos 2x+c0s 5x 


[>] INTÉNTELO #1 Utilice la fórmula producto a suma para escribir el producto como suma o diferencia: 
cos (20) cos(40). 


Expresar el producto del seno y el coseno como suma 
A continuación, derivaremos la fórmula de producto a suma para el seno y el coseno a partir de las fórmulas de la suma 
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y la diferencia para el seno. Si sumamos las identidades de suma y diferencia, obtenemos: 


sen(a + f) = sen а cos д + соѕ a sen p 


+ ѕеп(а — f) = sen а cos д — cos а sen f 


ѕеп(а + P) + ѕеп(а — 3) = 2 sen а cos д 


Luego, dividimos entre 2 para aislar el producto del coseno y el seno: 


sen а cos f = isen (æ + В) + sen (a — /3)] 


а Э95 


Escribir el producto como una suma que contenga únicamente el seno o el coseno 
Exprese el siguiente producto como una suma que contenga únicamente el seno o el coseno y ningún producto 
sen (40) cos (20). 


© Solución 
Escriba la fórmula del producto del seno y el coseno. A continuación, sustituya los valores dados en la fórmula y 
simplifique. 


sen а cos = ) [sen (a + В) + sen (a — fP)] 
sen (40) cos (20) = > [sen (40 + 20) + sen (40 — 20)] 
= ) [sen (60) + sen (20)] 


[>] INTÉNTELO #2 Utilice la fórmula producto a suma para escribir el producto como una suma: 
sen (x + у) cos (x — у). 


Expresar el producto del seno en términos de coseno 
Expresar el producto del seno en términos del coseno también se deriva de las identidades de suma y diferencia del 
coseno. En este caso, primero restaremos las dos fórmulas del coseno: 


cos (æ — fp) = cos а cos д + ѕеп a sen fp 


— cos (æ + p) = — (cos а cos д — sen a sen f) 


cos (а — fp) — cos (а + $) = 2 sen а sen д 


Luego, dividimos entre 2 para aislar el producto del seno: 
1 
sen a sen = z [eos (а — В) — cos (а + 8)] 


De forma similar podríamos expresar el producto del coseno en términos de seno o derivar otras fórmulas de producto 
a suma. 


Las fórmulas de producto a suma 
Las fórmulas de producto a suma son las siguientes: 


cos а cos д = T (а — В) + cos (a + fP)] 


N 


sen а cos = > [sen (a+ В) + sen (a — P)] 


sen a sen = 71995 (æ — В) — соз (а + /8)] 
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cos а sen = > lsen (a+ В) — sen (а — /8)] 


cemo 


Expresar el producto como suma o diferencia 
Escriba соѕ(30) cos(50) como suma o diferencia. 


© Solución 


Tenemos el producto del coseno, así que empezamos por escribir la fórmula relacionada. Luego sustituimos los ángulos 
dados y simplificamos. 


cos а cos д = > [соѕ(а — В) + cos(a + P)] 
cos(30) соѕ(50) = 2. [с05(30 — 50) + cos(30 + 50)] 


= > [с05(20) + cos(80)] Utilizamos Ја identidad par-impar. 


м 


INTÉNTELO #3 Utilice la fórmula de producto a suma para evaluar cos Пя cos E. 


Expresar suma como producto 


Algunos problemas requieren el proceso inverso al que acabamos de utilizar. Las fórmulas de suma a producto nos 
permiten expresar sumas de seno o coseno como productos. Estas fórmulas pueden derivarse de las identidades de 
producto a suma. Por ejemplo, con unas cuantas sustituciones, podemos derivar la identidad de suma a producto para 
el seno. Supongamos que == = ау =” =P. 

Entonces, 


а+В = #7 + 850 


Así, al sustituir œ y деп la fórmula de producto a suma con las expresiones sustitutivas, tenemos: 
sen а cos f = 5 [senta + В) + ѕеп(а — f)] 
sen (5) cos (5) = > [sen и + sen 0] Sustituya рог(е + p) y (а — p) 
и+о 


2 sen (457) cos (457) = sen и + ѕеп у]. 


Las demás identidades de suma a producto se derivan de forma similar. 


Fórmulas de suma a producto 


Las fórmulas de suma a producto son las siguientes: 


sen a + sen p= 2sen (252) cos (272) 


2 
sen «— sen p= 2sen (252) cos (252) 
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_ а+ д а= В 
cos @— COS p= 2500 (52) sen ( > ) 


cos @+СсСо$ p= zoos (572) cos (52) 


2 


E 


Escribir la diferencia de senos como producto 
Escriba la siguiente expresión de diferencia de senos como producto: sen (40) — sen (20). 


© Solución 
Comenzamos por escribir la fórmula de la diferencia de senos. 


sen a — sen p=2sen (52) cos (252) 


Sustituya los valores en la fórmula y simplifique. 


ѕеп(40) — ѕеп(20) = 2 sen (22) cos (222) 


= 2зеп (20) cos (2) 


= 2 sen Ө cos(30) 


[>] INTÉNTELO #4 Utilice la fórmula de suma a producto para escribir la suma como producto: 
sen (30) + sen (0). 
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Evaluar mediante la fórmula de suma a producto 
Evalúe cos (15°) — cos (75°). 


© Solución 
Comenzamos por escribir la fórmula para la diferencia de cosenos. 


= «+В акд 
cos а – cos д = 2 sen ( 2 ) sen ( 2 ) 


Luego sustituimos los ángulos dados y simplificamos. 
соѕ(15°) — соѕ(75°) = —2 sen (EE) sen (E) 
= —2sen(45”) sen(-30”) 
у? \,_1 
=-2 ($ (Ha) 
_ № 


2 


935 


Probar una identidad 
Pruebe la identidad: 
cos (41) — cos (2f) _ 


= – і t 
sen (47) + sen (2t) dis 
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© Solución 


Empezaremos por el lado izquierdo, el más complicado de la ecuación, y reescribiremos la expresión hasta que coincida 
con el lado derecho. 


41+21 | 41—21 
cos(41)—cos(2f) _ = sen( 2 ) sen( 2 ) 
sen(41)+sen(2f) — Е 41—21 

2 sen => ) cos( 2221 ) 


—2 sen(3t) sen t 
2 sen(3t)cos t 


_ -Z Sm) sen t 
Е Z 50087 cos t 


_ _ sent 
Т cos t 


= —tan t 


Q Análisis 
Recordemos que la verificación de las identidades trigonométricas tiene su propio conjunto de reglas. Los 


procedimientos para resolver una ecuación no son los mismos que los procedimientos para verificar una identidad. 


Cuando comprobamos una identidad, elegimos un lado para trabajar y hacemos sustituciones hasta que ese lado se 
transforme en el otro. 


cemo 


Verificar la identidad mediante fórmulas de ángulo doble e identidades recíprocas 

Verifique la identidad csc?0 — 2 = о, 

sen“0 

© Solución 

Para verificar esta ecuación, reunimos varias de las identidades. Utilizaremos la fórmula del doble ángulo y las 
identidades recíprocas. Trabajaremos con el lado derecho de la ecuación y lo reescribiremos hasta que coincida con el 
lado izquierdo. 


соѕ(20) _ 1-2 ѕеп20 


ѕеп20 ѕеп20 
=. 1 рр: ѕеп20 
ѕеп20 ѕеп20 
= csc?0 — 2 


INTÉNTELO #5 Verifique la identidad tan 0 cot 0 — соѕ20 = sen? 8. 


» | MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con las identidades de producto 
a suma y suma a producto. 


Identidades de suma a producto (http://openstax.orq/l/sumtoprod) 
Identidades de suma a producto y producto a suma (http://openstax.orqg/l/sumtpptsum) 
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7.4 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 

1. Empezando por la fórmula de producto a suma 2. Explique dos métodos distintos de cálculo 
sen a cos д = 5 [sen(a + p) + senía — /))], cos (195°) cos (105°), uno de los cuales utiliza el 
explique cómo determinar la fórmula para producto a suma. ¿Qué método es más fácil? 


cos а sen fp. 


3. Explique una situación en la que convertiríamos 4. Explique una situación еп la que convertiríamos 
una ecuación de suma a producto y dé un ejemplo. una ecuación de producto a suma, y dé un ejemplo. 
Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, reescriba el producto como suma o diferencia. 


5. 16 sen(16x) ѕеп(11х) 6. 20 соз (367) соѕ (6t) 7. 2 зеп (5х) соѕ (3x) 


8. 10 соѕ (5х) ѕеп (10х) 9. ѕеп (—х) ѕеп (5х) 10. sen (3х) соз (5х) 


Еп los siguientes ejercicios, гееѕсгіра la suma о la diferencia como ип producto. 


11. cos (бї) + cos (4t) 12. sen (3х) + sen (7х) 13. cos (7х) + cos (—7х) 


14. sen (3х) — sen (—3х) 15. cos (3х) + cos (9х) 16. sen h -— sen (3h) 


En los siguientes ejercicios, evalúe el producto de lo siguiente mediante la suma o diferencia de dos funciones. 


17. cos (45°) cos (15°) 18. cos (45°) sen (15°) 19. sen (—345°) sen (—15°) 


20. sen (195°) cos (15°) 21. sen (—45°) sen (—15°) 


En los siguientes ejercicios, evalúe el producto mediante la suma o diferencia de dos funciones. Deje en términos de 


seno y coseno. 
22. cos (23°) sen (17°) 23. 2 sen (100°) sen (20°) 24. 2 sen(—100°) sen(—20°) 
25. sen (213°) cos (8°) 26. 2 cos(56°)cos(47°) 


En los siguientes ejercicios, reescriba la suma como producto de dos funciones. Deje en términos de seno y coseno. 


27. sen(76°) + sen(14°) 28. cos (58°) — cos (12°) 29. sen(101°) — sen(32°) 


30. cos (100°) + cos (200°) 31. sen(—1°) + sen(—2°) 


En los siguientes ejercicios, demuestre la identidad. 


32. coan = dtan a tan b 33. 4 sen(3x)cos(4x)=2 sen(7x)—2 senx 
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6 соѕ(8х) ѕеп(2х) _ 
sen(—6x) = 


2 


34. —3 sen (10х)сѕс (бх) + 3 35. sen х + ѕеп (3х) = 4 sen х cosóx 


36. 2 (cos? х — cos х sen? x) = cos (3x) + cos x 37. 2tan x cos (3х) = sec х (sen (4х) — sen (2х)) 


38. cos(a + b)+ соз (а – Б) = 2 cos a cos b 


Numéricos 


En los siguientes ejercicios, reescriba la suma como producto de dos funciones o el producto como suma de dos 
funciones. Responda en términos de seno y coseno. A continuación, evalúe la respuesta final numéricamente, 
redondeada a cuatro decimales. 


39. cos(58”) + cos(12”) 40. sen(2”) — sen(3”) 41. cos(44*) — cos(22”) 


42. со5(176°) sen(9”) 43. ѕеп(-14°) sen(85”) 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, determine algebraicamente si cada una de las expresiones dadas es una identidad 
verdadera. Si по es una identidad, sustituya el lado derecho por una expresión equivalente al lado izquierdo. Verifique 
los resultados al graficar ambas expresiones en la calculadora. 


44. 2sen(2x)sen(3x) = cos х — cos(5x) 45. ни = cot (20) cot (80) 
sen(3x)—sen(5x) _ К 

46. Goro = tan x 47. 2cos(2x)cos x +sen(2x)sen x=2 senx 
sen(2x)+sen(4x) __ 


48. 


sen(2x)=sen(4x) — tan (Зх) cot x 


En los siguientes ejercicios, simplifique la expresión a un término, luego grafique la función original y su versión 
simplificada para verificar que sean idénticas. 


sen(9t)—sen(3t) 


3 Е 
S 50. 2sen (8х) cos (бх) — sen (2x) 51. 82—81 x 


sen x 


cos(5x)+cos(3x) 


52. sen(5x)+sen(3x) 


53. sen x cos(15x)— cos x sen (15x) 


Extensiones 


En los siguientes ejercicios, compruebe las siguientes fórmulas de suma a producto. 


54. sen х – sen y=2 sen (22) cos (52) 55. cos x+c0s у= 2 cos (32) cos (52) 


En los siguientes ejercicios, demuestre la identidad. 


sen(6x)+sen(4x) 
sen(6x)—sen(4x) 


cos(3x)+c0s x 


= tan (5x)cot x 57. BGI боз 


= — cot (2x)cot x 
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cos(6y)+cos(8y) _ cos(2y)—cos(4y) _ 
58. еце вату cot y cos (7у) ѕес (5y) 59 зеп(Оуу+зещ4ў = tan y 
60. 52100х)—8еп0х) _ tan (4x) 61. cos х — cos(3x) = 4 sen?xcos х 


cos(10x)+cos(2x) 
62. (соз(2х) — cos(4x))? + (sen(4x) + ѕеп(2х))2 = 4 sen? (3х) 


63. tan (2 —1) = 1807 


7.5 Resolver ecuaciones trigonométricas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Resolver ecuaciones trigonométricas lineales en seno y coseno. 
Resolver ecuaciones que impliquen una sola función trigonométrica. 
Resolver ecuaciones trigonométricas con la calculadora. 
Resolver ecuaciones trigonométricas de forma cuadrática. 
Resolver ecuaciones trigonométricas con las identidades fundamentales. 
Resolver ecuaciones trigonométricas con múltiples ángulos. 
Resolver problemas de triángulos rectángulos. 


УУ Уу УМ у у у 


Figura 1 Pirámides egipcias cerca de una ciudad moderna (créditos: Oisin Mulvihill) 


Tales de Mileto (circa 625-547 a.C.) es conocido por ser el fundador de la geometría. La leyenda cuenta que calculó la 
altura de la Gran Pirámide de Guiza en Egipto con base en la teoría de los triángulos semejantes, que desarrolló al medir 
la sombra de su bastón. Basada en las proporciones, esta teoría tiene aplicaciones en varios ámbitos, como la geometría 
fractal, la ingeniería y la arquitectura. A menudo, el ángulo de elevación y el ángulo de depresión se encuentran 
mediante el empleo de triángulos semejantes. 


En secciones anteriores de este capítulo, hemos visto las identidades trigonométricas. Las identidades son verdaderas 
para todos los valores en el dominio de la variable. En esta sección, comenzamos nuestro estudio de las ecuaciones 
trigonométricas para explorar escenarios del mundo real como el de calcular las dimensiones de las pirámides. 


Resolver ecuaciones trigonométricas lineales en seno y coseno 


Las ecuaciones trigonométricas, como su nombre lo indica, implican funciones trigonométricas. Semejante en muchos 
aspectos a la resolución de ecuaciones polinómicas o racionales, solo los valores específicos de la variable serán 
soluciones, si es que las һау. A menudo resolveremos una ecuación trigonométrica en un intervalo determinado. Sin 
embargo, con la misma frecuencia, se nos pedirá que hallemos todas las soluciones posibles, y como las funciones 
trigonométricas son periódicas, las soluciones se repiten dentro de cada período. En otras palabras, las ecuaciones 
trigonométricas pueden tener infinidad de soluciones. Además, al igual que las ecuaciones racionales, hay que tener en 
cuenta el dominio de la función antes de asumir que cualquier solución sea válida. El periodo de la función seno y de la 
función coseno es 2л. En otras palabras, cada 27 unidades, los valores de y se repiten. Si necesitamos hallar todas las 
soluciones posibles, entonces debemos sumar 27 k, donde k es un número entero, a la solución inicial. Recordemos la 
regla que da el formato para enunciar todas las posibles soluciones de una función cuyo periodo es 2л: 
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sen 0 = sen(0 + 2kr) 


Existen reglas similares para indicar todas las posibles soluciones de las demás funciones trigonométricas. La resolución 
de ecuaciones trigonométricas exige las mismas técnicas que la resolución de ecuaciones algebraicas. Leemos la 
ecuación de izquierda a derecha, en horizontal, como una frase. Buscamos patrones conocidos, factorizamos, hallamos 
denominadores comunes y sustituimos ciertas expresiones con una variable para que la resolución sea un proceso más 
sencillo. Sin embargo, con las ecuaciones trigonométricas, también tenemos la ventaja de utilizar las identidades que 
hemos desarrollado en las secciones anteriores. 
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Resolver una ecuación trigonométrica lineal соп la función coseno 


Halle todas las soluciones posibles exactas de la ecuación cos 0 = >. 


© Solución 
A partir del círculo unitario, sabemos que 


donde k es un número entero. 


cemo 


Resolver una ecuación lineal con la función seno 

Halle todas las soluciones posibles exactas de la ecuación sen f = 2. 

© Solución 

Resolver para todos los valores posibles de t significa que las soluciones incluyen ángulos más allá del periodo de 27. A 
partir de la Figura 2, podemos ver que las soluciones son 5 y Зя. No obstante, el problema pide todos los valores 


posibles que resuelven la ecuación. Por lo tanto, la respuesta es 


donde k es un número entero. 


(є cómo 


Dada una ecuación trigonométrica, resolverla con el álgebra. 


1. Busque un patrón que sugiera una propiedad algebraica, como la diferencia de cuadrados o una oportunidad de 
factorización. 

Sustituya la expresión trigonométrica con una sola variable, como x o u. 

Resuelva la ecuación del mismo modo que se resolvería una ecuación algebraica. 

Sustituya de nuevo la expresión trigonométrica por la variable en las expresiones resultantes. 

Resuelva el ángulo. 


TESTUIN 
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E 


Resolver la ecuación trigonométrica en forma lineal 
Resuelva la ecuación exactamente: 2 cos 9-3 = —5,0 < 0 < 2л. 


© Solución 
Utilice técnicas algebraicas para resolver la ecuación. 


2 соѕ 0-3 = –5 


2 cos 0 = 2 
cos 0 = –1 
Ө = л 


[>] INTÉNTELO #1 Resuelva exactamente la siguiente ecuación lineal en el intervalo [0, 22) : 2 sen х +1 = 0. 


Resolver ecuaciones con una sola función trigonométrica 


Cuando se nos dan ecuaciones que implican solo una de las seis funciones trigonométricas, sus soluciones implican el 
uso de técnicas algebraicas y del círculo unitario (vea la Figura 2). Tenemos que hacer varias consideraciones cuando la 
ecuación implica funciones trigonométricas distintas del seno y del coseno. Los problemas en los que intervienen los 
recíprocos de las funciones trigonométricas primarias deben considerarse desde una perspectiva algebraica. En otras 
palabras, escribiremos la función recíproca, y resolveremos los ángulos por medio de la función. Además, una ecuación 
en la que interviene la función tangente es ligeramente diferente de la que contiene una función seno o coseno. En 
primer lugar, como sabemos, el periodo de la tangente es л, no 2л. Además, el dominio de la tangente son todos los 
números reales, a excepción de los múltiplos enteros impares de о? a menos que, por supuesto, un problema imponga 


sus propias restricciones al dominio. 


BR 


Resolver un problema con una sola función trigonométrica 
Resuelva el problema con exactitud: 2 senĉ0 — 1 = 0,0 < 0< 2л. 


© Solución 
Ya que este problema no se factoriza fácilmente, lo resolveremos con la propiedad de la raíz cuadrada. En primer lugar, 
utilizamos el álgebra para aislar sen 6. Entonces determinaremos los ángulos. 


2 ѕеп20-1= 0 
2 ѕеп20= 1 
29 = 1 
ѕеп 0= 5 
20 — 1 
sen б=+ү/ї 
$еп es la Г 
Л 2 
Q= =. Зл 5л Ta 
47 4° 4° 4 


Resolver una ecuación trigonométrica con cosecante 
Resuelva exactamente la siguiente ecuación: csc 0 = —2,0 < 0 < 4л. 


© Solución 
Queremos que todos los valores de Ө para los cuales csc 0 = —2 en el intervalo 0 < 0 < 4л. 
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csc 0 = -2 
1 ВЕ 
sen 0 2 

= L 
sen 0 = z 


Q Análisis 
Dado que sen 0 = =+, observe que las cuatro soluciones están en el tercer y cuarto cuadrante. 


cemoe 


Resolver una ecuación con tangente 
Resuelva la ecuación exactamente: tan (ө = 5) =1,0<0<2zx. 


© Solución 
Recordemos que la función tangente tiene un periodo де л. En el intervalo [0, 7), y en el ángulo de I la tangente tiene 


un valor de 1. Sin embargo, el ángulo que queremos es (9 — 2) . Por lo tanto, si tan (2) = 1, entonces 


-Z-Z 
ө 274 

= 3z 
0= 5 kx 
En el intervalo [0, 27) , tenemos dos soluciones: 


Зл Зл 7л 
474 4 


[>] INTÉNTELO #2 Halle todas las soluciones para tan x = ү. 


Шш Э 95 


Identificar todas las soluciones de Іа ecuación que implica Іа tangente 
Identifique todas las soluciones exactas de la ecuación 2 (tan х + 3) = 5 + tan х,0 < х < 27. 


© Solución 
Podemos resolver esta ecuación solamente con el álgebra. Aísle la expresión tan x a la izquierda del signo de igualdad. 
2(tan x) + 2(3) =5+ tanx 
2tan x+6 =5+tan x 
5-6 
tanx =-—1 


2 tan x — tan x 


Нау dos ángulos en el círculo unitario que tienen un valor tangente de —1 : 0 = Зя УӨ = Te. 


Resolver ecuaciones trigonométricas con la calculadora 


No todas las funciones pueden resolverse exactamente solo con el círculo unitario. Cuando tengamos que resolver una 
ecuación que implique un ángulo, que no sea ninguno de los ángulos especiales, tendremos que recurrir a la 
calculadora. Asegúrese de que esté configurada en el modo adecuado, ya sea grados o radianes, dependiendo de los 
criterios del problema dado. 


BR 


Usar la calculadora para resolver una ecuación trigonométrica que implica el seno 
Utilice una calculadora para resolver la ecuación sen Ө = 0,8, donde 0 está en radianes. 
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© Solución 

Asegúrese de que el modo esté ajustado a radianes. Para hallar 0, utilice la función del seno inverso. En la mayoría de las 
calculadoras, tendrá que pulsar el botón 2ND y luego el botón SIN para que aparezca la función sen”!. Lo que se 
muestra en la pantalla es sen”! (. La calculadora está lista para la entrada dentro del paréntesis. Para este problema, 
introducimos sen”! (0,8), y pulsamos ENTER. Por lo tanto, a cuatro decimales, 


sen”! (0,8) я 0,9273 
La solución es 
0,9273 + 2лк 


La medida del ángulo en grados es: 


0 = 53,1" 
Ө ғ 180° — 53,1” 
zx 126,9” 
©) Análisis 
Tenga en cuenta que la calculadora solo arrojará un ángulo en los cuadrantes I o IV para la función seno, ya que ese es el 
rango del seno inverso. El otro ángulo se obtiene al utilizar л — Ө. 


A aaa 


Usar una calculadora para resolver una ecuación trigonométrica que implica la secante 
Utilice una calculadora para resolver la ecuación sec Ө = —4, dando su respuesta en radianes. 


© Solución 
Podemos empezar con algo de álgebra. 


sec 0 =-4 
21 =— 
cos Ө — 4 
<L 
cos 0 = 7 


Compruebe que el MODO esté en radianes. Ahora, utilice la función coseno inversa. 
—1 ҮК y 
cos (а) д 1,8235 
Ө x 1,8235 + 2лк 


Dado que 5 x 1,57ул x 3,14, 1,8235 está entre estos dos números, рог lo que 0 % 10,8235 está en el cuadrante П. El 


coseno también es negativo en el cuadrante III. Tenga en cuenta que una calculadora solo devolverá un ángulo en los 
cuadrantes I o II para la función coseno, ya que ese es el rango del coseno inverso. Vea la Figura 2. 
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y 
4 


0' = т — 1,8235 = 1,3181 


\ 
0'=т + 1,3181 = 4,4597 \ 
ús 


Figura 2 


Por lo tanto, también necesitamos hallar la medida del ángulo en el cuadrante III. En el cuadrante III, el ángulo de 
referencia es 0' = л — 10,8235 ғ 10,3181. La otra solución del cuadrante III es л + 10,3181 ғ 40,4597. 


Las soluciones son 1,8235 + 27rk y 4,4597 + 2лК. 


[>] INTÉNTELO #3 Resuelvacos Ө=—0,2. 


Resolver ecuaciones trigonométricas en forma cuadrática 


Resolver una ecuación cuadrática puede ser más complicado, pero una vez más, podemos utilizar el álgebra como lo 
haríamos para cualquier ecuación cuadrática. Mire el patrón de la ecuación. ¿Hay más de una función trigonométrica en 
la ecuación o solo hay una? ¿Qué función trigonométrica es al cuadrado? Si solo hay una función representada y uno de 
los términos está elevado al cuadrado, piense en la forma estándar de una cuadrática. Sustituya la función 
trigonométrica por una variable como x o u. Si la sustitución hace que la ecuación parezca una ecuación cuadrática, 
entonces podemos utilizar los mismos métodos para resolver cuadráticas y, por consiguiente, las ecuaciones 
trigonométricas. 


O 99 


Resolver una ecuación trigonométrica en forma cuadrática 
Resuelva la ecuación exactamente: соѕ20 +3 cos Ө—1= 0,0<0<2x. 


© Solución 
Comenzamos por utilizar la sustitución y reemplazar cos 0 con la x. No es necesario utilizar la sustitución, pero puede 
hacer que el problema sea más fácil de resolver visualmente. Supongamos que cos 0 = x. Tenemos 


x2+3x-1=0 
—b+vb2— 
La ecuación no se puede factorizar, por lo que utilizaremos la fórmula cuadrática x = RN 


=3+4ү(3)2—4(1)(-1) 


х= 


2 
_ —3+у13 
т 2 
Sustituya x con la cos 0, y resolvemos. Por lo tanto, 
—3+\/13 
cos O = = 


ке (34) 
2, 
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1: ; Е —3—\/13 
Observe que solo se utiliza el signo +. Esto se debe a que obtenemos un error cuando resolvemos Ө = cos | (58) 


en Una calculadora, ya que el dominio de la función coseno inversa es [—1, 1]. Sin embargo, existe una segunda 
solución: 


Este lado terminal del ángulo se encuentra en el cuadrante 1. Debido a que el coseno también es positivo en el cuadrante 


IV, la segunda solución es 
x -3+4 13 
2л — cos”! Е 


а 5,02 


Шыны 55955 


Resolver una ecuación trigonométrica en forma cuadrática mediante factorización 
Resuelva la ecuación exactamente: 2 ѕеп20 – 5 sen 0+3= 0,0<0< 2л. 


© Solución 
Usando la agrupación, esta cuadrática puede factorizarse. Alternativamente, hacer la sustitución real, sen 0 = u, о 
imaginarla, ya que factorizamos: 


2 зеп?0—5 sen 0+3=0 
(2 sen 0—3)(зеп 0- 1) = 0 
Ahora, lleve cada factor igual a cero. 
2 sen 0-3=0 
2 sen 0=3 


sen 0 = 


кә|шә 


sen 0-1=0 
sen O = 1 
Luego, resuelva para 0: sen 0 £ 2, ya que el rango de la función seno es [—1, 1]. Sin embargo, el que sen O = 1, dando 
la solución z: 
©) Análisis 
Asegúrese de comprobar todas las soluciones en el dominio dado, ya que algunos factores no tienen solución. 


INTÉNTELO #4 Resuelva ѕеп20 = 2 cos 0+ 2,0 < 0 < 2л. [Pista: Haga una sustitución para expresar la 
ecuación solo en términos de coseno]. 


RR 


Resolver una ecuación trigonométrica mediante el álgebra 
Resuelva exactamente: 


2 ѕеп20 +sen 0=0;0<0<2x 


© Solución 
Este problema debería parecerle familiar, ya que es similar a una cuadrática. Supongamos que sen 0 = x. La ecuación se 
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convierte еп 2x? + x = 0. Comenzamos por la factorización: 
2x24x=0 
х(2х+ 1) = 0 
Lleve cada factor igual a cero. 
x=0 
(2х+1) = 


х= — 


о 
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A continuación, sustituya de nuevo en la ecuación la expresión original sen Ө por x. Así, 


sen 0=0 


Las soluciones dentro del dominio 0 < 0 < 27 son 0, л, Ta, 1л 


Si preferimos no sustituir, podemos resolver la ecuación al seguir el mismo patrón de factorización y llevar cada factor 


igual a cero. 


2 ѕеп20 + sen Ө=0 

sen 0(2 sen 0+1)=0 
sen 0=0 

0=0,7 


2 sen Ө+1=0 


©) Análisis 


Podemos ver las soluciones еп el gráfico en la Figura 3. En el intervalo 0 < 0 < 2л, el gráfico cruza el eje x cuatro veces, 
en las soluciones señaladas. Observe que las ecuaciones trigonométricas que tienen forma cuadrática pueden dar hasta 
cuatro soluciones en lugar de las dos esperadas que se encuentran con las ecuaciones cuadráticas. En este ejemplo, 
cada solución (ángulo) correspondiente a un valor de seno positivo arrojarán dos ángulos que darían lugar a ese valor. 


y 
44 


- 
Зт 


ia 
137 


6 3 2 3 6 6 3 2 


Figura 3 


También podemos verificar las soluciones en el círculo unitario en la Figura 2. 


27 = 
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Resolver una ecuación trigonométrica cuadrática en forma 
Resuelva la ecuación cuadrática en forma exacta: 2 ѕеп20 — 3 sen 0+1= 0,0<0< 2л. 


© Solución 
Podemos factorizar mediante la agrupación. Los valores de solución de Ө se hallan en el círculo unitario: 
(2 sen 0— 1)(зеп 0- 1) = 0 
2 sen 0-1=0 


= AL 
sen 0= 5 

л 5л 
0= 6. 6 
sen 0 = 

= л 
0=> 


[>] INTÉNTELO #5 Resuelva la ecuación cuadrática 2 соѕ20 + cos Ө = 0. 


Resolver ecuaciones trigonométricas mediante identidades fundamentales 


Aunque se puede utilizar el álgebra para resolver una serie de ecuaciones trigonométricas, también podemos utilizar las 
identidades fundamentales porque hacen que la resolución de ecuaciones sea más sencilla. Recuerde que las técnicas 
que utilizamos para resolver no son las mismas que para verificar las identidades. Aquí se aplican las reglas básicas del 
álgebra, a diferencia de reescribir un lado de la identidad para que coincida con el otro lado. En el siguiente ejemplo, 
utilizamos dos identidades para simplificar la ecuación. 


BR 


Utilizar las identidades para resolver una ecuación 
Utilice las identidades para resolver exactamente la ecuación trigonométrica sobre el intervalo 0 < х < 2л. 


Wa 


cos х cos(2x) + sen х ѕеп(2х) = —— 


2 


© Solución 
Observe que el lado izquierdo de la ecuación es la fórmula de la diferencia del coseno. 


3 
cos x cos(2x)+ sen x sen(2x) = n 
3 2 А А 
cos(x – 2х) = КЕ Fórmula de la diferencia del coseno 
3 е P y z E 
cos(-x) = va Utilice la identidad de ángulo negativo. 
_ МЭ 
COS х= => 
" Р еи А 3 
A partir del círculo unitario en la Figura 2, vemos que cos x = se cuando x = ©» Пя. 


Resolver la ecuación mediante una fórmula de doble ángulo 
Resuelva la ecuación con exactitud mediante una fórmula de doble ángulo: cos (2 0) = cos 0. 
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© Solución 
Tenemos tres opciones de expresiones para sustituir el doble ángulo del coseno. Ya que es más sencillo resolver una 
función trigonométrica a la vez, elegiremos la identidad de doble ángulo que involucra solo el coseno: 


соѕ(20) = cos 0 
2cos?0 — 1 = cos 0 

2 соѕ20 — cos Ө-1=0 
(2 cos 0+ 1)(соѕ 0-1) = 0 


2соѕ 6+1=0 
cos 0=-} 
cos 0-1=0 
cos 0=1 
Por lo tanto, si cos 0 = – 2, entonces 0 = 2л +2лКуб= te + 2лК; si cos 0 = 1, entonces 0 = 0 + 2xk. 


cemo se 


Resolver una ecuación mediante el empleo de una identidad 
Resuelva la ecuación exactamente con una identidad: 3 cos 0+3=2 ѕеп20, 0<0 < 2л. 


Y Solución 
Si reescribimos el lado derecho, podemos escribir la ecuación en términos de coseno: 
3 cos 0+3 = 2 ѕеп20 
3cos 0+3 =2(1 — cos? 0) 
3cos 0+3 =2-2cos? 0 
2 cos29+3cos 0+1 =0 
(2 cos 0 + 1)(соѕ 0+1) =0 
2cos 0+1 = 0 


cos O =-> 
_ 2л 4r 
9 7 3>? 3 
cos 0+1 =0 
cos 0 =—1 
Ө =x 


2л 4л 


Nuestras soluciones son 553 


Resolver ecuaciones trigonométricas con ángulos múltiples 


Aveces no es posible resolver una ecuación trigonométrica con identidades que tienen un ángulo múltiple, como por 
ejemplo sen (2х) o cos (Зх). Cuando se enfrente a estas ecuaciones, recuerde que y = sen (2x) es una compresión 
horizontal por un factor de 2 de la función y = sen х. En un intervalo de 27, podemos graficar dos periodos de 

y = sen (2х), frente a un ciclo de y = sen x. Esta compresión del gráfico nos lleva a pensar que puede haber el doble de 
intersecciones en х о soluciones a sen (2x) = О en comparación con sen х = О. Esta información nos ayudará a resolver 
la ecuación. 


ААА 355955 


Resolver una ecuación trigonométrica de ángulos múltiples 
Resuelva exactamente cos (2x) = 1 en [0, 27). 
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© Solución 
Podemos ver que esta es la ecuación estándar con un Tga de un ángulo. Si los valores de cos (а) = 


а está en los cuadrantes I y IV. Mientras que 0 = cos” 12 solo arrojará soluciones en los cuadrantes І y п гесопосетоѕ 


=, sabemos que 


que las soluciones de la ecuación cos 0 = 4 estará en los cuadrantes I y IV. 


Por lo tanto, los ángulos posibles son 0 = a y0= © Así que, 2x = з о2х = 3л, lo que significa que x = © ох= 5л. 
)= dl 
со 


¿Tiene esto sentido? Sí, porque cos (2 (= ) 7" 
¿Hay otras respuestas posibles? Volvamos a nuestro primer paso. 


En el cuadrante I, 2x = a por lo que x = $ como se indica. Volvamos a girar alrededor del círculo: 


2х= $ +27 
= 7 у бт 
3 + 3 
= 17 
Зз 
— 1% 
por lo que x = 6° 
Una rotación más produce 
2x=% +4л 
= л 4 1л 
Б Зз 
= Вл 
— 3 
x= 134 > 2л, por lo que este valor рага х es mayor que 27, por lo que по es una solución en [0, 2л). 
En el cuadrante IV, 2x = Эл, por lo que x = Зл como se indica. Volvamos a girar alrededor del círculo: 
2x = E + 2л 
= 5л ү бл 
SE 
= Пя 
— 3 
por lo que x = Hz, 
Una rotación más produce 
2х = <= + 4л 
= 5л ү рл 
тт 
= 07 
3 


x= LE > 2л, por lo que este valor рага x es mayor que 2z, por lo que no es una solución en [0, 27). 


Nuestras soluciones son ©з 3л, 1л , y Lz Observe que, siempre que resolvemos un problema en forma de sen (nx) = с, 


debemos rodear el círculo unitario n veces. 


Resolver problemas de triángulos rectángulos 


Ahora podemos utilizar todos los métodos que hemos aprendido para resolver problemas que impliquen la aplicación 
de las propiedades de los triángulos rectángulos y del teorema de Pitágoras. Comenzamos con el conocido teorema de 


Pitágoras, а2 +02 = с, y modelamos una ecuación que se ajuste a una situación. 
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Usar el teorema de Pitágoras para modelar una ecuación 


Utilice el teorema de Pitágoras y las propiedades de los triángulos rectángulos para modelar una ecuación que se ajuste 
al problema. 


Uno de los cables que ancla el centro de la rueda de la fortuna del London Eye al suelo necesita reemplazo. El centro de 
la rueda está a 69,5 metros del suelo, y el segundo anclaje en el suelo está a 23 metros de su base ¿Qué longitud tiene el 
cable, aproximadamente, y cuál es el ángulo de elevación (desde el suelo hasta el centro de la rueda de la fortuna)? Vea 
la Figura 4. 


A 


23 
Figura 4 
© Solución 


Con la información dada, podemos dibujar un triángulo rectángulo. Podemos determinar la longitud del cable con el 
teorema de Pitágoras. 


а? +b = с? 
(23? + (69,5)? а 5359 


415359 ғ 73,2 m 


El ángulo de elevación es 0, formado por el segundo anclaje еп el suelo y el cable que llega al centro de la rueda. 
Podemos utilizar la función tangente para hallar su medida. Redondee a dos decimales. 


_ 69,5 
tan 0 = 337 


-1 (695 _ 
tan (52) x 1,2522 
= 71,69° 


El ángulo de elevación es aproximadamente 71,7”, y la longitud del cable es de 73,2 metros. 


BR 


Uso del teorema de Pitágoras para modelar un problema abstracto 

Las normas de seguridad de la Administración de Seguridad y Salud Ocupacional (Occupational Safety and Health 
Administration, OSHA) exigen que la base de una escalera se sitúe a 1 pie de la pared por cada 4 pies de longitud de la 
escalera. Halle el ángulo que forma una escalera de cualquier longitud con el suelo y la altura a la que toca la pared. 


© Solución 
Para cualquier longitud de la escalera, la base debe estar a una distancia de la pared igual a la cuarta parte de la 
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longitud de la escalera. Por equivalencia, si la base de la escalera está a "a" pies de la pared, la longitud de la escalera 


será de 4a pies. Vea la Figura 5. 


Ме a 


a 
Figura 5 


El lado adyacente a 8 es a y la hipotenusa es 4a. Así, 


La elevación de la escalera forma un ángulo de 75,5” con el suelo. La altura a la que la escalera toca la pared se puede 


calcular con el teorema de Pitágoras: 


а? +b? = (4а)? 


b? = (4а)? – а 
b = 16а? – а 


b2 = 15a? 


b = yl5a 


Así, la escalera toca la pared a y 15a pies del suelo. 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar la resolución de ecuaciones 


trigonométricas. 


Resolver ecuaciones trigonométricas I (http://openstax.org/l/solvetrigeqI) 


Resolver ecuaciones trigonométricas П (http://openstax.org/l/solvetrigeqlI) 


Resolver ecuaciones trigonométricas II (http://openstax.org/l/solvetrigealIT) 


Resolver ecuaciones trigonométricas IV (http://openstax.orqg/l/solvetrigeqIV) 


Resolver ecuaciones trigonométricas V (http://openstax.org/l/solvetrigeqV) 


Resolver ecuaciones trigonométricas VI (http: //openstax.orq/l/solvetrigeqVI) 


7.5 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. ¿Habrá siempre solucionesa 2. 
las ecuaciones de las 
funciones trigonométricas? 
Si no es así, describa una 
ecuación que no tenga 
solución. Explique por qué sí 
O por qué no. 


Acceso gratis en openstax.org 


Cuando se resuelve una 
ecuación trigonométrica en 
la que interviene más de 
una función trigonométrica, 
¿queremos siempre intentar 
reescribir la ecuación para 
que se exprese en términos 
de una sola función 
trigonométrica? ¿Por qué sí 
O por qué no? 


3. Cuando se resuelven 
ecuaciones trigonométricas 
lineales en términos solo de 
seno o coseno, ¿cómo 
sabemos si habrá 
soluciones? 
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Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, halle todas las soluciones exactamente en el intervalo О < 0 < 2л. 


4. 2sen 0=-y2 5. 2sen Ө = \З 6. 2соѕ 0=1 
7. 2cos 0=-4y2 8. tan 0=-1 9. tan х= 1 
10. ct х+1= 0 11. 4sen?x-2=0 12. свс2х –4= 0 


Еп los siguientes ejercicios, resuelva exactamente en [0, 2л). 


13. 2cos 0 = y2 14. 2cos 0 = –1 15. 25еп 0 = –1 

16. 2sen 0 = -y3 17. 2sen (30) = 1 18. 25еп (20) = \/3 
Wa 

19. 2 соѕ (30) = -\2 20. соѕ (20) = = 21. 2 ѕеп (л) = 1 


22. 2 соѕ (20) = \З 


Еп los siguientes ejercicios, halle todas las soluciones exactas еп [0, 2л). 

23. sec(x)sen(x)-2 sen(x)=0 24. tan(x)-2 sen(x)tan(x)=0 25. 2 cos?t + cos (0) = 1 

26. 2 tan? (1) = 3 ѕес(7) 27. 2 sen(x)cos(x) — ѕеп(х) +2 соѕ(х) – 1 = 0 
28. соѕ20 = 1 29. ѕес2х = 1 30. tan? (х)=—1+2 tan(=x) 


2 


31. 8 sen? (x)+6 sen(x)+1=0 32. tan? (х) = tan(x) 


En los siguientes ejercicios, resuelva con los métodos mostrados en esta sección exactamente en el intervalo [0, 277). 


33. sen(3x) cos(6x) — cos(3x) ѕеп(бх) = —0,9 34. sen(6x) соѕ(11х) — cos(6x) sen(11x) = —0,1 
35. cos(2x)cos x + sen (2x)sen x= 1 36. 6 sen(21)+9 sen t=0 
37. 9 соѕ (20) = 9 соѕ20 — 4 38. sen(2f) = соз t 39. соѕ (21) = sen t 


40. cos(6x) — cos(3x) = 0 


En los siguientes ejercicios, resuelva exactamente en el intervalo [0, 2л) . Utilice la fórmula cuadrática si las ecuaciones 
no son factorizables. 


41. tan?x — \/3 tan x=0 42. ѕеп2х + ѕеп x-2=0 43. ѕеп2х – 2 sen x-4=0 


44. 5 соѕ2х +3 cos х-1=0 45. 3 соѕ2х 2 соз х-2=0 46. 5 ѕеп2х +2 sen x-1=0 
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47. tan?x+5tan x-1=0 48. сойх = — cot x 49. —tan?x — tan x-2=0 


En los siguientes ejercicios, halle soluciones exactas en el intervalo [0, 2л). Busque las oportunidades para utilizar las 
identidades trigonométricas. 


50. sen?x — cos?x— зеп x=0 51. ѕеп2х + соѕ2х = 0 52. sen(2x)— sen x=0 

53. cos (2х) — cos x = 0 54. атон — sen?x = cos? x 55. 1 — соѕ(2х) = 1 + cos(2x) 
—8ес= х 

56. ѕес2х = 7 57. 10 sen х cos х= 6 соз х 58. —3 sen Г = 15 cos Ї sen t 


59. 4 соѕЅ2х- 4 = 15 cos х 60. 8 ѕеп2х +6 senx+1=0 61. 8 соѕ20=3- 2 cos 0 


62. 6 соѕ2х +7 senx-8=0 63. 12 sentt+cos 1-6=0 64. tan х= 3 sen х 


65. cost = соз t 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, determine algebraicamente todas las soluciones de la ecuación trigonométrica con 
exactitud, luego verifique los resultados al graficar la ecuación y hallar los ceros. 


66. 6 зеп^х—5 senx+1=0 67. 8 cos?x-2 cos x-1=0 
68. 100 їап2х +20 tan x-3=0 69. 2 cos?x—cos x+15=0 
70. 20 ѕеп2х – 27 sen x+7=0 71. 2 ќап2х +7 tan x+6=0 


72. 130 ќап2х + 69 tan х – 130 = 0 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice la calculadora para hallar todas las soluciones a cuatro decimales. 


73. sen x = 0,27 74. sen x = —0,55 75. tan x = —0,34 


76. cos x = 0,71 


En los siguientes ejercicios, resuelva las ecuaciones algebraicamente y luego utilice la calculadora para estimar los 
valores еп el intervalo [0, 27). Redondee a cuatro decimales. 
77. tan?x+3 tan x-3=0 78. 6 tan?x+13 tan x=-6 79. tan?x-— sec x= 1 


80. ѕеп2х – 2 соѕ2х = 0 81. 2 їап2х +9 tan x-6=0 


82. 4 ѕеп2х + sen (2х) ѕесх-3 = 0 
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Extensiones 


7.5 * Resolver ecuaciones trigonométricas 


En los siguientes ejercicios, halle todas las soluciones exactas de las ecuaciones en el intervalo [0, 27). 


83. csc2x-3 csc х-4= 0 84. ѕеп2х — соѕ2х-1 = 0 
85. sen?x (1 — ѕеп2х) + соѕ2х (1 – ѕеп2х) = 0 86. 3 ѕес2х + 2 + ѕеп2х — (ап2х + соѕ2х = 0 
87. ѕеп2х-1 +2 соѕ (2х) – соѕ2х = 1 88. tan?x-1-—secóx cos х= 0 
вэ, 2% y 90. 6% 0 
sec? x 2сзс2х 
91. 2 cos?x—sen?x—cos x-5=0 92. —L-+2+sen?x+4 соѕ2х = 4 


Aplicaciones еп el mundo real 


ѕес2 х 


93. 


Un avión tiene gasolina 
suficiente únicamente para 
volar hasta una ciudad 
situada a 200 millas al 
noreste de su ubicación 
actual. Si el piloto sabe que 
la ciudad está a 25 millas al 
norte, ¿a cuántos grados al 
norte del este debe volar el 
avión? 


94. Sise coloca una rampa de 
carga junto a un camión, a 
una altura de 4 pies, y la 
rampa tiene 15 pies de 
longitud, ¿qué ángulo 
forma la rampa con el 
suelo? 


95. 


Si se coloca una rampa de 
carga junto a un camión, a 
una altura de 2 pies, y la 
rampa tiene 20 pies de 
longitud, ¿qué ángulo 
forma la rampa con el 
suelo? 


96. Una mujer observa el 97. Una astronauta se 98. Una mujer está de pie a 8 
lanzamiento de un cohete encuentra en un cohete metros de un edificio de 10 
a 11 millas de altitud. Si lanzado a 15 millas de metros de altura. ¿En qué 
está de pie a 4 millas de la altitud. Si un hombre está ángulo mira hacia la parte 
plataforma de de pie a 2 millas de la superior del edificio? 
lanzamiento, ¿en qué plataforma de 
ángulo mira hacia arriba lanzamiento, ¿en qué 
desde la horizontal? ángulo ella lo mira a él 
desde la horizontal? (Pista: 
esto recibe el nombre de 
ángulo de depresión). 
99. Un hombre está de pie a 100. Un edificio de 20 pies de 101. Un edificio de 90 pies de 


10 metros de un edificio de 
6 metros de altura. Alguien 
lo mira desde la parte 
superior del edificio. ¿En 
qué ángulo lo mira esta 
persona? 


altura proyecta una 
sombra de 55 pies de 
largo. ¿Cuál es el ángulo 
de elevación del sol? 


altura proyecta una 
sombra de 2 pies de 
largo. ¿Cuál es el ángulo 
de elevación del sol? 
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102. Un reflector en el suelo а 3 metros de un hombre 103. Un reflector en el suelo a 3 pies de una mujer de 


de 2 metros de altura proyecta una sombra de 6 
metros en una pared situada a 6 metros de él. 
¿En qué ángulo está la luz? 


5 pies de alto proyecta una sombra de 15 pies de 
alto en una pared situada a 6 pies de ella. ¿En 
qué ángulo está la luz? 
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En los siguientes ejercicios, halle la solución del problema de forma algebraica. A continuación, utilice la calculadora para 
verificar el resultado. Redondee la respuesta a la décima de grado más cercana. 


104. Una persona hace una 105. Una persona hace una 106. Una escalera de 23 pies 
parada de manos; los pies parada de manos; los pies está colocada junto a una 
tocan la pared y las tocan la pared y las casa. Si la escalera resbala 
manos están a 3 pies de manos están a 3 pies de a 7 pies de la casa cuando 
la pared. Si la persona la pared. Si la persona no hay suficiente tracción, 
mide 6 pies, ¿qué ángulo mide 5 pies, ¿qué ángulo ¿qué ángulo debe formar 
forman sus pies con la forman sus pies con la la escalera con el suelo 
pared? pared? para no resbalar? 


7.6 Modelado con funciones trigonométricas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Determinar la amplitud y el período de las funciones sinusoidales. 
> Modelar ecuaciones y graficar funciones sinusoidales. 
> Modelar el comportamiento periódico. 
> Modelar las funciones de movimiento armónico. 


A 


б 


Figura 1 Las agujas del reloj son periódicas: repiten las posiciones cada doce horas. (Créditos: "zoutedrop"/Flickr) 


Supongamos que graficamos el promedio de temperaturas diarias en la ciudad de Nueva York en el transcurso de un 
año. Es de esperar que las temperaturas más bajas se den en enero y febrero y las más altas, en julio y agosto. Este ciclo 
familiar se repite año tras año, y si extendiéramos el gráfico a lo largo de varios años, se asemejaría a una función 
periódica. 


Muchos otros fenómenos naturales también son periódicos. Por ejemplo, las fases de la luna tienen un periodo de 
aproximadamente 28 días, y las aves migran hacia el sur más o menos en la misma época cada año. 


Entonces, ¿cómo podemos modelar una ecuación que refleje un comportamiento periódico? Primero, debemos recopilar 
y registrar datos. A continuación, hallamos una función que se asemeje a un patrón observado. Por último, realizamos 
las modificaciones necesarias en la función para obtener un modelo fiable. En esta sección, profundizaremos en tipos 
específicos de comportamiento periódico y en las ecuaciones de los modelos que se ajustan a los datos. 


Determinar la amplitud y el periodo de la función sinusoidal. 


Cualquier movimiento que se repita en un tiempo fijo se considera un movimiento periódico y puede modelarse 
mediante una función sinusoidal. La amplitud de una función sinusoidal es la distancia de la línea media al valor 
máximo, o de la línea media al valor mínimo. La línea media es el valor promedio. Las funciones sinusoidales oscilan por 
encima y por debajo de la línea media, son periódicas y repiten los valores en ciclos establecidos. Recuerde a partir de 
los gráficos de las funciones de seno y coseno que el periodo de las funciones de seno y de coseno es 2л. En otras 
palabras, para cualquier valor de x, 


sen (x + 2лК) = зеп x y cos(x+2xk)=cos х donde k es un número entero 
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Forma típica de las ecuaciones sinusoidales. 


Las formas generales de una ecuación sinusoidal vienen dadas por 

у= А sen(B-C)+Doy=A соѕ(Вг– С) + р 
donde amplitud = |A|, В guarda relación con el periodo tal que el periodo = a, C es el deslizamiento de fase tal que 
с denota el desplazamiento horizontal, у D representa el desplazamiento vertical del gráfico matriz. 


Observe que los modelos a veces se escriben como у = а sen (œ t + С) + Do у= а соѕ (ш t + C)+ "Р, y el periodo 


viene dado como a, 
La diferencia entre los gráficos de seno y coseno es que el gráfico de seno comienza con el valor promedio de la 
función, mientras que el gráfico de coseno comienza con el valor máximo o mínimo de la función. 


BR 


Mostrar cómo las propiedades de una función trigonométrica pueden transformar un gráfico. 
Indique la transformación del gráfico de y = sen x en el gráfico de y =2 sen (4x = 5) +2. 


© Solución 
Tenga en cuenta la serie de gráficos en la Figura 2 y la manera en que cada cambio a la ecuación transforma la imagen. 


y = 2sen (4x) 


(c) 


(d) (e) 


Figura 2 (a) El gráfico básico de у = sen x (b) Cambiar la amplitud de 1 a 2 genera el gráfico de y = 2 sen х. (с) El 
periodo de la función de seno cambia con el valor de B, de manera que periodo = a, Aquí tenemos B = 4, lo que se 


traduce en un periodo de О El gráfico realiza un ciclo completo en 2 unidades. (а) El gráfico exhibe un desplazamiento 
z 
horizontal igual a ©, О + = Es (e) Finalmente, el gráfico se desplaza verticalmente en el valor de D. En este caso, el 


gráfico se desplaza en 2 unidades. 
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E 


Hallar la amplitud y el periodo de una función 
Halle la amplitud y el periodo de las siguientes funciones y grafique un ciclo. 


O y=2 sen (2х) y=-=3 sen (2x + 5) © у=соз x+3 
© Solución 
Resolveremos estos problemas de acuerdo con los modelos. 


® y=2 sen (1х) implica el seno, рог Іо que utilizamos Іа forma 
у= А sen(Bt+C)+ D 


Sabemos que |A| es la amplitud, por lo que la amplitud es 2. El periodo es a, por lo que el periodo es 


2л — 2л 
B 1 
4 
= 8л 
Observe el gráfico en la Figura 3. 
y 
2 Amplitud = 2 


+ + + + + 
л 2л Зл 4% бл бл Tr 


Periodo = 87 


Figura 3 


y =-3 sen (2x + 5) implica el seno, por lo que utilizamos la forma 
у= А ѕеп(Ві– С) + р 


La amplitud es | A], por lo que la amplitud es |3 | = 3. Dado que А es negativo, el gráfico se refleja en el eje х. El 
periodo es 2л, por lo que el periodo es 


2л 2л 
—=—=л 
В 2 
л 
El gráfico se desplaza hacia la derecha en 5 = = = A unidades. Vea la Figura 4. 


Figura 4 
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(© у= соѕ х + 3 implica el coseno, por lo que utilizamos la forma 
у= А cos(Bt+C)+D 


La amplitud es | A], por lo que la amplitud es 1. El periodo es 2л. Vea la Figura 5. Esta es la típica función coseno, 
desplazada a tres unidades. 


11 
-| + + + + 4-5 
_т 0 т Зт 2т 57 
2 2 T 2 2 
Figura 5 


[>] INTÉNTELO #1 ¿Cuáles son la amplitud y el periodo de la función y = 3 cos(31x)? 


Hallar ecuaciones y graficar funciones sinusoidales 


Un método para graficar las funciones sinusoidales consiste en hallar cinco puntos clave. Estos puntos corresponderán a 
intervalos de igual longitud que representan 1 del periodo. Los puntos clave indicarán la ubicación de los valores 
máximos y mínimos. Si no hay desplazamiento vertical, también indicarán las intersecciones en x. Por ejemplo, 
supongamos que queremos graficar la función y = cos 6. Sabemos que el periodo es 2л, por lo que hallamos el 
intervalo entre los puntos clave, de la siguiente manera. 
2л п 
4 2 
Comenzando por Ө = 0, calculamos el primer valor de y, sumamos la longitud del intervalo F a 0, y calculamos el 


segundo valor de y. Luego sumamos 3 varias veces hasta que se determinen los cinco puntos clave. El último valor 


debería ser igual al primero, ya que los cálculos abarcan un periodo entero. Al hacer una tabla parecida a la Tabla 1, 
podemos ver estos puntos clave claramente en el gráfico que se muestra en la Figura 6. 


Ө 0 


а 
N 


y=cos0 1 0 -1 (0) 1 


Tabla 1 


Figura 6 
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Graficar funciones sinusoidales con puntos clave 
Grafique la función y = —4 cos (rx) mediante el empleo de la amplitud, el periodo y los puntos clave. 


© Solución 
La amplitud es |—4| = 4. El periodo es 2л. = 2л. = 2. (Recuerde que a veces nos referimos a B cuando œ). Puede 
trazarse un ciclo del gráfico a lo largo del intervalo [0,2]. Para hallar los puntos clave, dividimos el periodo entre 4. Haga 


una tabla parecida a la Tabla 2; comience con x = О y luego sume 4 sucesivamente hasta x y calcule y. Observe el 


gráfico en la Figura 7. 


NS 
a: 

Nju 
N 


y=-4 соѕ(лх) -4 0 4 0 —4 


Tabla 2 


A aA 


Бъз 


(0, —4) (2, —4) 
Figura 7 


[>] INTÉNTELO #2 Grafique la función y = 3 sen(3x) mediante el empleo de la amplitud, el periodo y los cinco 
puntos clave. 


Modelar el comportamiento periódico 


Ahora aplicaremos estas ideas a los problemas que impliquen comportamiento periódico. 


BB 


Modelar una ecuación y dibujar un gráfico sinusoidal que se ajuste a los criterios 
El promedio de la temperatura mensual para un pueblito en Oregón se da en la Tabla 3. Halle la función sinusoidal de la 
forma y = A sen (Bt — С) + D que se ajuste a los datos (redondee hasta la décima más próxima) y dibuje el gráfico. 


Mes Temperatura, iF 
Enero 42,5 
Febrero 44,5 
Tabla 3 
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Mes Temperatura, iF 
Marzo 48,5 
Abril 52,9 
Mayo 58 
Junio 63 
Julio 68,5 
Agosto 69 
Septiembre 64,5 
Octubre 55,5 
Noviembre 46,5 
Diciembre 43,5 
Tabla 3 


© Solución 
Recuerde que la amplitud se calcula con la fórmula 


_ el valor más alto — el valor más bajo 


2 


Así, la amplitud es 


2 
= 13,25 


A — 69-425 


Los datos abarcan un periodo de 12 meses, por lo que + = 12 que da B = = 


El desplazamiento vertical se calcula con la siguiente ecuación. 


_ el valor más alto + el valor más bajo 


2 


Así, el desplazamiento vertical es 


D 
= 55,8 


_ 69+42,5 
= 


Hasta ahora, tenemos Іа ecuación у = 13,3 sen (2х — C) + 55,8. 
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als 


Para calcular el desplazamiento horizontal, introducimos el valor de x y y del primer mes y resolvemos para C. 
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42,5 = 13,3 sen (2 
—13,3 = 13,3 sen (Z — C) 
— 1 = sen (2 – с) 
Ll === 
6 2 
¿+3i=C€ 
= 22 
3 


Temperaturas 
+ 
z 


c Mao 
O 1 23456 7 8 9 101112 


Figura 8 


(1) - C) + 55,8 


senĝ = -1 > 0 = – 


Amplitud = 13,3 


o 


Describir el movimiento periódico 


La aguja que marca las horas del reloj que está en la pared en Union Station mide 24 pulgadas. A mediodía, el puntero 
de la aguja que marca las horas está a 30 pulgadas del techo. A las 3 p. m., el puntero está a 54 pulgadas del techo, y a 
las 6 p. m., a 78 pulgadas. A las 9 p. m., está nuevamente a 54 pulgadas del techo, y a la medianoche, la punta de la 
aguja que marca las horas regresa a su posición original: a 30 pulgadas del techo. Supongamos que y es igual a la 
distancia que va desde el puntero de la aguja que marca las horas hasta el techo x horas después del mediodía. Halle la 


ecuación que modele el movimiento del reloj y dibuje el gráfico. 


© Solución 


Empiece por hacer una tabla de los valores que se indican en la Tabla 4. 


x Y 


Mediodía 30 in 


3p.m. 54 in 
6 p.m. 78 in 
9 p.m. 54 in 


Medianoche 30in 


Tabla 4 


Puntos a trazar 


(0, 30) 
(3,54) 
(6,78) 
(9,54) 


(12,30) 


Рага modelar una ecuación, primero tenemos que hallar la amplitud. 
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— |78—30 
la] = [8% 
= 24 
El ciclo horario se repite cada 12 horas. Por lo tanto, 
= 2a 
В= 12. 
E 
© 6 
El desplazamiento vertical es 
— 78+30 
D= 2 
= 54 


No hay desplazamiento horizontal, por lo que C = 0. Dado que la función comienza con el valor mínimo de y cuando 
x = 0 (en contraposición al valor máximo), utilizaremos la función coseno con el valor negativo para A. En la forma 
y = А cos(Bx + C) + D, la ecuación es 


y = —24 cos (2х) + 54 


Vea la Figura 9. 


во! (6, 78) 


(12, 30) 


БЕБЕ ЕО; 


[49] 
о 
r 
' 
Й 
i 
' 
П 
0 
EREET EETL 


r o E S 
0 12345678 910112 


Figura 9 


cemoe 


Determinar un modelo para las mareas 

La altura de la ola en un pueblito costero se mide a lo largo de un malecón. El nivel del agua oscila entre 7 pies en marea 
baja y 15 pies en marea alta. En un día en particular, hubo marea baja a las 6 a. m. y marea alta al mediodía. El ciclo se 
repite aproximadamente cada 12 horas. Halle una ecuación que modele el nivel del agua. 


© Solución 
Dado que el nivel del agua varía desde 7 pies hasta 15 pies, podemos calcular la amplitud como 


И=[ | 
=4 


Se repite el ciclo cada 12 horas, por lo tanto, B es 
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2л п 
12 6 
Hay una traslación vertical de аз? = 11,5. Dado que el valor de la función está a un máximo еп т = 0, utilizaremos la 


función coseno, con el valor positivo para A. 


y=4 cos (E) 1+11 


Vea la Figura 10. 


Nivel de agua 
(pies) 


0 12345678 9 10112 
Тіетро 


Еїдига 10 


[>] INTÉNTELO #3 La temperatura diaria en el mes de marzo en una determinada ciudad varía desde una baja 
de 24 °F hasta un alta de 40 °F. Halle una función sinusoidal para modelar la temperatura 
diaria y dibuje el gráfico. Calcule el tiempo aproximado cuando la temperatura alcanza el 
punto de congelación 32 °F. Supongamos que т = О corresponde al mediodía. 


cemo 


Interpretar la ecuación del comportamiento periódico 

La presión arterial de una persona promedio se modela соп la función f (t) = 20 sen (160лт) + 100, donde f (t) 
representa la presión arterial en el tiempo т, medida en minutos. Interprete la función en términos de periodo y 
frecuencia. Trace el gráfico y halle la lectura de la presión arterial. 


© Solución 
El periodo viene dado por 
2л _ 2л 
w 1607 
= 1. 
80 


En una función de presión arterial, la frecuencia representa el número de latidos por minuto. La frecuencia es la 
reciprocidad de periodo y viene dada por 


0) 1607 
2л 2л 
= 80 


Observe el gráfico en la Figura 11. 
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po 
130+ 
1204 


100 
90+ 


бї е Ай a 
2 4 6 8 10 12 


Figura 11 La lectura de la presión arterial en el gráfico es 


120 ( máximo ) 
80 mínimo 
©) Análisis 

120 


La presión arterial en - о Se considera normal. La cifra de arriba es la lectura máxima o sístole, que mide la presión еп 


las arterias cuando el corazón se contrae. La cifra de abajo es la lectura mínima o diástole, que mide la presión en las 
arterias cuando el corazón se relaja entre los latidos y se vuelve a llenar de sangre. Así, la presión arterial normal puede 
modelarse por una función periódica con un máximo de 120 y un mínimo de 80. 


Modelar las funciones del movimiento armónico 


El movimiento armónico es una forma de movimiento periódico, pero han de considerarse ciertos factores para 
diferenciar estos dos tipos. Mientras las aplicaciones del movimiento periódico en general recorren sus periodos sin 
interferencia externa, el movimiento armónico exige una fuerza restauradora. Algunos ejemplos del movimiento 
armónico son los resortes, la fuerza gravitacional y la fuerza magnética. 


Movimiento armónico simple 

El tipo de movimiento que se califica de movimiento armónico simple involucra una fuerza restauradora, pero asume 
que el movimiento continuará por siempre. Imagine un objeto lastrado que cuelga de un resorte. Cuando no se altera 
ese objeto, decimos que está en reposo o en equilibrio. Si el objeto se hala y luego se suelta, la fuerza del resorte lleva el 
objeto de vuelta al equilibrio y comienza el movimiento armónico. La fuerza restauradora es directamente proporcional 
al desplazamiento del objeto a partir de su punto de equilibrio. Cuando т = 0, d = 0. 


Movimiento armónico simple 


Observamos que las ecuaciones del movimiento armónico simple vienen dadas en términos de desplazamiento: 
d=a соѕ (01) о d=a sen(ot) 


donde |а| es la amplitud, 2л. es el periodo, y А es Іа frecuencia о el número de ciclos por unidad de fuerza. 
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Calcular el desplazamiento, el periodo y Іа frecuencia, y graficar una función 
Para las funciones dadas: 


1. Calcule el desplazamiento máximo de un objeto. 
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Calcule el periodo o el tiempo necesario para una vibración. 
Calcule la frecuencia. 
Dibuje el gráfico. 


O у= 5 sen(31) у= 6 соѕ(л) (© y=5 cos (51) 
© Solución 
® у= 5 sen(31) 


PUN 


1. El desplazamiento máximo es igual a la amplitud, |a| , que es 5. 
А 27 _ 24 
2. Elperiodo es = = з 
3. Lafrecuencia viene dada сото = = 5. 
л 2л 
4. Veala Figura 12. El gráfico ilustra los cinco puntos clave 
y 
5} 
41. 
3+ 
24 
1 
0 t 
41 
-2} 
-31 
=й] 
-51 
' 
Еїдига 12 
у = 6 соѕ (лі) 
1. Eldesplazamiento máximo es 6. 
А 21 _ 2л _ 
2. Elperiodo es = = 2 = 2, й 
і о = л 1 
3. Іа frecuencia es от = Эр = 5: 
4. Меа Іа Figura 13. 


Еїдига 13 
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(© y=5 cos (5) t 
El desplazamiento máximo es 5. 


A 2 2 
El periodo es 27 = $ = 4. 
2 
La frecuencia es 1. 
Vea la Figura 14. 
y 
6} 


Еїдига 14 


Movimiento armónico amortiguado 


En realidad, un péndulo no oscila de un lado a otro por siempre, como tampoco un objeto en un resorte rebota hacia 
arriba y hacia abajo. A la larga, el péndulo deja de oscilar y el objeto deja de rebotar y ambos vuelven al equilibrio. El 
movimiento periódico en el cual actúa una fuerza disipadora de energía, o factor de amortiguamiento, se conoce como 
movimiento armónico amortiguado. La fricción es típicamente el factor de amortiguamiento. 


En física se utilizan diversas fórmulas para representar el factor de amortiguamiento en el objeto móvil. Algunas de estas 
fórmulas se basan en el cálculo e integran derivadas. Para nuestros propósitos, utilizaremos fórmulas para modelos 
básicos de movimiento armónico amortiguado. 


Movimiento armónico amortiguado 


En el movimiento armónico amortiguado, el desplazamiento de un objeto oscilante desde su posición de reposo en 
tiempo t se da como 


f = ae“ sen(ot) о f(t) = ае © cos(wt) 


donde с es un factor de amortiguamiento, |а| es el desplazamiento inicial y 2z es el periodo. 


BR 


Modelar el movimiento armónico amortiguado 

Modele las ecuaciones que se ajusten a las dos situaciones y utilice una herramienta para graficar las funciones: Dos 
sistemas de masa-resorte exhiben un movimiento armónico amortiguado a una frecuencia de 0,5 ciclos por segundo. 
Ambos tienen un desplazamiento inicial de 10 cm. El primero tiene un factor de amortiguamiento de 0,5 y el segundo 
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tiene un factor de amortiguamiento de 0,1. 


© Solución 
En el tiempo т = 0, el desplazamiento es el máximo de 10 cm, que aboga por la función coseno. Se aplicará la función 
coseno a ambos modelos. 


Nos dan la frecuencia f = 55 de 0,5 ciclos por segundo. Por Іо tanto, 


SE = 0,5 
л 
о = (0,5)2лх 
= 


El primer sistema de resorte tiene un factor de amortiguamiento de с = 0,5. Siguiendo el modelo general para el 
movimiento armónico amortiguado, obtenemos 


РО) = 109% cos (лї) 
La Figura 15 modela el movimiento del primer sistema de resorte. 


f(t) 
12} 


t 
6: 10 12: 14 


Figura 15 
El segundo sistema de resorte consta de un factor de amortiguamiento de с = 0,1 y puede modelarse como 
РО) = 10 91 cos (лт) 


La Figura 16 modela el movimiento del segundo sistema de resorte 
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f 


Figura 16 
Q Análisis 
Observe los distintos efectos de la constante de amortiguamiento. Los valores locales máximo y mínimo de la función 
con el factor de amortiguamiento с = 0,5 desciende mucho más rápidamente que el de la función con с = 0,1. 


O 


Hallar una función coseno que modele el movimiento armónico amortiguado 
Calcule y grafique una función de la forma у = ае“ cos (œt) que represente la información dada. 


© a = 20, c = 0,05, p = 4 a=2,c=1,5,f=3 
© Solución 


Sustituya los valores dados en el modelo. Recuerde que el periodo es 2л. y la frecuencia es TE 


O y=20e7005 соз (21) .Меа Іа Еїдига 17. 
y 


Figura 17 
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y = 2e7 13 cos (блї). Vea la Figura 18. 
y 


Figura 18 


[>] INTÉNTELO #4 La siguiente ecuación representa un modelo de movimiento armónico amortiguado: 
TH 5е—6! cos (41) Halle el desplazamiento inicial, la constante de amortiguamiento y la 
frecuencia. 


маша 


Hallar una función de seno que modele el movimiento armónico amortiguado 
Calcule y grafique una función de la forma у = ае“ sen (œt) que represente la información dada. 


® a=7,c=10,p= Е а = 0,3,с= 0,2, f = 20 
© Solución 
Calcule el valor de о y sustituya los valores conocidos еп el modelo. 
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(А Dado que el periodo es 2л, tenemos 


л _ 2л 
6 [2] 
ол = 6(2л) 
Ф = 12 


El factor de amortiguamiento se da como 10 y la amplitud es 7. Así, el modelo es у = 7e 71% sen (121). Vea la Figura 
ДӘ; 


Figura 19 
H [09] 
Dado que la frecuencia es эт; tenemos 
20 = 2. 
л 
407 = œ 


El factor de amortiguamiento viene dado como 0,2 y la amplitud es 0,3. El modelo es y = 0,3702 sen (40лт). Vea la 
Figura 20. 


Figura 20 


©) Análisis 

La comparación de los últimos dos ejemplos ilustra la manera en que escogemos entre la función de seno y la función 
coseno para modelar los criterios sinusoidales. Observamos que la función coseno se encuentra en el desplazamiento 
máximo cuando f = 0, y la función de seno se encuentra en el punto de equilibrio cuando т = О. Por ejemplo, considere 


la ecuación у = 20e70-05 cos (51) desde el Ejemplo 10. Podemos ver a partir del gráfico que, cuando t = 0, у = 20, que 
es la amplitud inicial. Compruebe esto al ajustar £ = О en la ecuación de coseno: 


y = 20е—0:0500) cos (3) (0) 
= 20001) 
=20 
Con la función de seno arroja 
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y = 2070.050) sen (5) (0) 
= 20(1)(0) 
=0 


Así, el coseno es la función correcta. 


[>] INTÉNTELO #5 Escriba la ecuación para el movimiento armónico amortiguado, dado a = 10, с = 0,5, y 
p=2. 


O Э 


Modelar la oscilación de un resorte 


Un resorte que mide 10 pulgadas en su longitud natural se comprime en 5 pulgadas y se suelta. Oscila una vez cada 3 
segundos, y su amplitud disminuye en 30 % cada segundo. Halle una ecuación que modele la posición del resorte t 
segundos después de ser liberado. 


© Solución 
La amplitud empieza a 5 in y disminuye 30 % cada segundo. Dado que el resorte está comprimido inicialmente, 
escribiremos A como valor negativo. Podemos escribir la parte de la amplitud de la función como 


A(t) = 5(1 — 0,30) 


Colocamos (1 — 0,30) en la forma e“ de la siguiente forma: 


0,7 = e° 
c=1n0,7 
c = -0,357 


Ahora, abordemos el periodo. El resorte recorre sus posiciones cada 3 segundos, este es el periodo, y podemos utilizar la 
fórmula para hallar el omega. 


_ 2х 
эс 
_ 22 
@= а 


La longitud natural de 10 pulgadas es la línea media. Utilizaremos la función coseno, ya que el resorte comienza еп su 
desplazamiento máximo. Esta parte de la ecuación se representa como 


2 
y = cos (2) + 10 


Finalmente, juntamos ambas funciones. El modelo para la posición del resorte еп £ segundos viene dado como 
z 2л 
у=—5е 0,357 cos (2) +10 


Observe el gráfico en la Figura 21. 
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+ poor mf 


+—+ 
-4 О 4 8 12 16 20 24 


Еїдига 21 


[>] INTÉNTELO #6 La masa suspendida de un resorte se eleva a una distancia de 5 cm por encima de su 
posición de reposo. La masa se suelta en el tiempo т = 0 y se deja oscilar. Después de + 


segundos, se observa que la masa retorna а su posición más elevada. Halle una función рага 
modelar este movimiento con respecto a su posición inicial de reposo. 


КЮ 


Calcular el valor de la constante de amortiguamiento c conforme a los criterios aportados 

La cuerda de una guitarra se rasga y vibra en movimiento armónico amortiguado. Se pulsa la cuerda y se desplaza 2 cm 
desde su posición de reposo. A los 3 segundos, el desplazamiento de la cuerda mide 1 cm. Halle la constante de 
amortiguamiento. 


© Solución 

El factor de desplazamiento representa la amplitud y se determina por el coeficiente ае“ en el modelo para el 
movimiento armónico amortiguado. La constate de amortiguamiento en el término е. Se sabe que, después de 3 
segundos, el valor local máximo mide la mitad de su valor original. Por lo tanto, tenemos la ecuación 


E e 
ae с(1+3) _ L ае“ 


Utilice el álgebra y las leyes de los exponentes para resolver с. 


ае9+3) = ае“ 
е . e73 = те“ Dividir a. 
pS Dividir e=%. 
es =2 Tome la reciprocidad. 
Luego, use las leyes de los logaritmos. 
es =2 
Зс = 1а (2) 
La constante de amortiguamiento es по 


Delimitar curvas en movimiento armónico 

Los gráficos de movimiento armónico pueden estar encerrados por curvas delimitadoras. Cuando una función tiene una 
amplitud variable, que se eleva y cae varias veces dentro de un período, podemos determinar las curvas delimitadoras a 
partir de una parte de la función. 
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шышы aaa 


Graficar una curva oscilante de coseno 
Grafique la función f (х) = cos(21x) соѕ(1блх). 


© Solución 

El gráfico que se genera de esta función se mostrará en dos partes. El primer gráfico será la función exacta f (x) (vea la 
Figura 22), y el segundo gráfico es la función exacta f (x) más una función delimitadora (vea la Figura 23). El gráfico se 
ve totalmente diferente. 


fo) 
1 


Figura 22 


Figura 23 


Q Análisis 

Las curvas y = cos(27x) y y = - cos (27x) son curvas delimitadoras: delimitan la función desde arriba y desde abajo, 
para trazar los puntos superiores e inferiores. El gráfico del movimiento armónico se sitúa dentro de las curvas 
delimitadoras. Este es un ejemplo de una función cuya amplitud no solamente disminuye con el tiempo, sino que 
realmente aumenta y disminuye varias veces en un periodo. 


» | MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar las aplicaciones trigonométricas. 


Resolver problemas con trigonometría (http://openstax.orqg/l/solvetrigprob) 
Trigonometría de rueda de la fortuna (http://openstax.orq/l/ferriswheel) 
Temperaturas diarias y trigonometría (http://openstax.org/l/dailytemp) 
Movimiento armónico simple (http://openstax.orq/l/simpleharm) 


7.6 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 

1. Explique cuáles son los tipos de fenómenos físicos 2. ¿Cuál información hace falta para construir un 
que se modelan mejor con las funciones modelo trigonométrico de la temperatura diaria? 
sinusoidales. ¿Cuáles son las características Dé ejemplos de dos distintos conjuntos de 
necesarias? información que permitan el modelado con una 


ecuación. 
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3. Si quisiéramos modelar el índice pluviométrico 4. Explique el efecto de un factor de amortiguamiento 
acumulado en el transcurso de un año, ¿la función en los gráficos de las funciones de movimiento 
sinusoidal sería un modelo apropiado? ¿Por qué sí armónico. 


O por qué no? 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, halle una posible fórmula para la función trigonométrica, que se representa con la tabla 
dada de valores. 


5. 6. 7. 
x y x y x y 
0  -4 0 5 0 2 
3 | -1 2 1 а 7 
6 2 4 —3 z 2 
9 | -1 6 1 de 3 
12 -4 8 5 р 2 
15 -1 10 1 эл 7 
18 2 12 -3 а= F 
2 
8 9. 10 
x y х у х y 
0 1 0 —2 0 5 
1 -3 1 4 1 | 3 
2 -7 2 10 215 
3 | -3 з 4 З |] 13 
4 1 4 -2 4 5 
5 | =3 5 4 3 
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11. 12. 
X y х у 
=3 1.1245 =i 3=2 
-2 =] 0 0 
-1 1-5 1 [2-43 
0 0 2 a 


— 
© 
— 
чә 
Ra 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, grafique la función dada, luego halle un posible proceso físico que pueda modelar la 


ecuación. 


13. f(x) = —30 cos (27) – 20 cos? (22) +80 [0,12] 14. f(x) = –18 cos (27) – 5 sen (27) + 100 
en el intervalo [0, 24] 


15. (х) = 10—еп (22) + 24 tan (зс) 
en el intervalo [0, 80] 


En tecnología 


En el siguiente ejercicio, construya un comportamiento de modelado de función y utilice una calculadora para estimar 
los resultados deseados. 


16. El promedio anual del índice pluviométrico en una 
ciudad es actualmente de 20 pulgadas y varía de 
una estación a otra en 5 pulgadas. Debido a 
circunstancias imprevistas, el índice pluviométrico 
pareciera disminuir en 15 % cada año. ¿Cuántos 
años a partir de ahora se prevé que el índice 
pluviométrico llegue inicialmente a 0 pulgadas? 
Observe que el modelo es inválido una vez que 
predice el índice pluviométrico negativo, por lo 
que elija el primer punto en el cual va por debajo 
de 0. 
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Aplicaciones en el mundo real 


En los siguientes ejercicios, construya una función sinusoidal con base en la información suministrada y luego resuelva 
la ecuación para los valores solicitados. 


17. La temperatura exterior a 18. 


lo largo de un día se puede 
modelar como una función 
sinusoidal. Supongamos 
que la temperatura alta de 
105 °F ocurre a las 5 p. m. 
y la temperatura promedio 
del día es 85 °Е. Calcule la 
temperatura, hasta el 
grado más próximo, a las 9 


La temperatura exterior a 
lo largo de un día se puede 
modelar como una función 
sinusoidal. Supongamos 
que la temperatura alta de 
84 °F ocurre a las 6 p. m. y 
la temperatura promedio 
del día es 70 °Е. Calcule la 
temperatura, al grado más 
próximo, a las 7 a. m. 


19. La temperatura exterior a 


lo largo de un día se puede 
modelar como una función 
sinusoidal. Supongamos 
que la temperatura varía 
entre 47 °Е y 63 °Е durante 
el día y la temperatura 
promedio del día ocurre a 
las 10 a. m. ¿Cuántas horas 
después de la medianoche 


a.m. la temperatura alcanza por 
primera vez 51 °F? 
20. La temperatura exterior а 21. Una rueda de la fortuna 22. Una rueda de la fortuna 


lo largo de un día se puede 
modelar como una función 
sinusoidal. Supongamos 
que la temperatura varía 
entre 64 °F y 86 °F durante 
el día y la temperatura 
promedio del día ocurre 
por primera vez a las 12 m. 
¿Cuántas horas después de 
la medianoche la 
temperatura alcanza por 
primera vez 70 °F? 


23. La banquisa que circunda 24. 


el Polo Norte fluctúa entre 
unos 6 millones de 
kilómetros cuadrados el 1 
de septiembre y 14 
millones de kilómetros 
cuadrados el 1 de marzo. 
Suponiendo una 
fluctuación sinusoidal, 
¿cuándo hay menos de 9 
millones de kilómetros 
cuadrados de banquisa? 
Indique su respuesta en 
forma de intervalo de 
fechas, con una 
aproximación de un día. 


tiene 20 metros de 
diámetro y se aborda 
desde una plataforma que 
está a 2 metros del suelo. 
La posición de las seis en 
punto de la rueda de la 
fortuna está al nivel de la 
plataforma de carga. La 
rueda completa una 
revolución completa en 6 
minutos. ¿Cuánto del 
recorrido, en minutos y 
segundos, tarda a un nivel 
por encima de los 13 
metros sobre el suelo? 


La banquisa que circunda 
el Polo Norte fluctúa entre 
unos 18 millones de 
kilómetros cuadrados en 
septiembre y 3 millones de 
kilómetros cuadrados en 
marzo. Suponiendo una 
fluctuación sinusoidal, 
¿cuándo hay más de 15 
millones de kilómetros 
cuadrados de banquisa? 
Indique su respuesta en 
forma de intervalo de 
fechas, con una 
aproximación de un día. 


25. 


tiene 45 metros de 
diámetro y se aborda 
desde una plataforma que 
está a 1 metro del suelo. La 
posición de las seis en 
punto de la rueda de la 
fortuna está al nivel de la 
plataforma de carga. La 
rueda completa 1 
revolución completa en 10 
minutos. ¿Cuántos minutos 
del recorrido tarda a un 
nivel por encima de 26 
metros sobre el suelo? 
Redondee al segundo más 
próximo. 


Durante una estación 
monzónica de 90 días, las 
precipitaciones diarias se 
pueden modelar mediante 
funciones sinusoidales. Si 
el índice pluviométrico 
fluctúa entre una baja de 2 
pulgadas el día 10 y 12 
pulgadas el día 55, 
¿durante cuál periodo el 
índice pluviométrico diario 
es superior a 10 pulgadas? 


26. Durante una estación 
monzónica de 90 días, las 
precipitaciones diarias se 
pueden modelar mediante 
funciones sinusoidales. Se 
registró una baja de 4 
pulgadas en el índice 
pluviométrico el día 30, y 
en general el promedio 
diario para el índice 
pluviométrico fue de 8 
pulgadas. ¿Durante cuál 
periodo el índice 
pluviométrico diario fue 
inferior a 5 pulgadas? 
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27. Enuna región 
determinada, la 
precipitación mensual 
repunta a 8 pulgadas el 1 
de junio y cae a Una baja 
de 1 pulgada el 1 de 
diciembre. Identifique los 
periodos cuando la región 
está por debajo de 
condiciones de inundación 
(más de 7 pulgadas) y 
condiciones de sequía 
(menos de 2 pulgadas). 
Indique su respuesta en 
términos del día más 
cercano. 


28. En una región 


determinada, la 
precipitación mensual 
repunta a 24 pulgadas en 
septiembre y cae a una 
baja de 4 pulgada en 
marzo. Identifique los 
periodos cuando la región 
está por debajo de 
condiciones de inundación 
(más de 22 pulgadas) y 
condiciones de sequía 
(menos de 5 pulgadas). 
Indique su respuesta en 
términos del día más 
cercano. 


En los siguientes ejercicios, calcule la amplitud, el periodo y la frecuencia de la función dada. 


29. El desplazamiento h(t) en 
centímetros de una masa 
suspendida por un resorte 
se modela mediante la 
función A(t) = 8 ѕеп(блт), 
donde f se mide en 
segundos. Calcule la 
amplitud, el periodo y la 
frecuencia de este 
desplazamiento. 


30. El desplazamiento h(t) en 
centímetros de una masa 
suspendida por un resorte 
se modela mediante la 
función 
h(t) = 11 sen(12xt), donde 
t se mide en segundos. 
Calcule la amplitud, el 
periodo y la frecuencia de 
este desplazamiento. 


31. El desplazamiento A(t) en 
centímetros de una masa 
suspendida por un resorte 
se modela mediante la 
función h(t) = 4 соѕ (21), 
donde í se mide en 
segundos. Calcule la 
amplitud, el periodo y la 
frecuencia de este 
desplazamiento. 


En los siguientes ejercicios, construya una ecuación que modele el comportamiento descrito. 


32. El desplazamiento A(t), en centímetros, de una 
masa suspendida por un resorte se modela con la 
función A(t) = —5 cos (60xt), donde f se mide en 
segundos. Calcule la amplitud, el periodo y la 
frecuencia de este desplazamiento. 


En los siguientes ejercicios, construya una ecuación que modele el comportamiento descrito. 


33. La población de ciervos 
oscila en 19 por encima y 
por debajo del promedio 
durante el año, hasta 
alcanzar el valor más bajo 
en enero. La población 
promedio comienza en 800 
ciervos y aumenta en 160 
cada año. Halle una 
función que modele la 
población, P, en términos 
de meses desde enero, t. 
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34. La población de liebres 
oscila en 15 por encima y 
por debajo del promedio 
durante el año, hasta 
alcanzar el valor más bajo 
en enero. La población 
promedio comienza en 650 
liebres y aumenta en 110 
cada año. Halle una 
función que modele la 
población, P, en términos 
de meses desde enero, t. 


35. La población de ratas 
almizcleras oscila en 33 por 
encima y por debajo del 
promedio durante el año, 
hasta alcanzar el valor más 
bajo en enero. La 
población promedio 
comienza en 900 ratas 
almizcleras y aumenta en 
7 % cada mes. Halle una 
función que modele la 
población, P, en términos 
de meses desde enero, f. 


36. La población de peces 
oscila en 40 por encima y 
por debajo del promedio 
durante el año, hasta 
alcanzar el valor más bajo 
en enero. La población 
promedio comienza en 800 
peces y aumenta en 4 % 
cada mes. Halle una 
función que modele la 
población, P, en términos 
de meses desde enero, t. 


39. Un resorte se hala del techo a 


37. Unresorte se hala del 


techo a 10 cm del punto de 


equilibrio y se suelta. La 
amplitud disminuye en 
15 % cada segundo. El 
resorte oscila 18 veces 
cada segundo. Halle una 
función que modele la 


distancia, D, el extremo del 


resorte se aleja del 
equilibrio en términos de 
segundos, f, desde que se 
liberó el resorte. 


17 cm del punto de 
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Un resorte se hala del 
techo a 7 cm del punto de 
equilibrio y se suelta. La 
amplitud disminuye en 

11 % cada segundo. El 
resorte oscila 20 veces por 
segundo. Halle una función 
que modele la distancia, D, 
el extremo del resorte se 
aleja del equilibrio en 
términos de segundos, t, 
desde que se liberó el 
resorte. 


40. Un resorte se hala del techo a 19 cm del punto de 


equilibrio y se suelta. A los 3 segundos, la 
amplitud disminuye a 13 cm. El resorte oscila 14 
veces cada segundo. Halle una función que 


modele la distancia, D, el extremo del resorte se 


aleja del equilibrio en términos de segundos, t, 
desde que se liberó el resorte. 


equilibrio y se suelta. A los 4 segundos, la 
amplitud disminuye a 14 cm. El resorte oscila 13 
veces cada segundo. Halle una función que 
modele la distancia, D, el extremo del resorte se 
aleja del equilibrio en términos de segundos, t, 
desde que se liberó el resorte. 


En los siguientes ejercicios, cree una función que modele el comportamiento descrito. Luego calcule el resultado 


deseado con una calculadora. 


41. Un determinado lago tiene 
actualmente una población 
de truchas promedio de 
20.000. La población oscila 
de forma natural por 
encima y por debajo del 
promedio en 2.000 cada 
año. Este año, se levantó la 
veda en el lago. Si los 
pescadores atrapan 3.000 
peces cada año, ¿cuánto 
tardará para que el lago se 
quede sin truchas? 


42. La población actual de 
corégonos en un lago es 
de 500. La población oscila 
de forma natural por 
encima y por debajo del 
promedio en 25 cada año. 
De haber sobrepesca, al 
tomar 4 % de la población 
cada año, ¿cuántos años 
pasarán para que el lago 
tenga por primera vez 
menos de 200 corégonos? 


43. Un resorte se hala del 


techo a 11 cm del punto de 
equilibrio y se suelta. A los 
2 segundos, la amplitud 
disminuye a 6 cm. El 
resorte oscila 8 veces cada 
segundo. Calcule cuándo el 
resorte llega primero entre 
=0,1 y 0,1 cm, 
efectivamente en reposo. 
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44. Un resorte se hala del 
techo a 21 cm del punto de 
equilibrio y se suelta. A los 
6 segundos, la amplitud 
disminuye a 4 cm. El 
resorte oscila 20 veces por 
segundo. Calcule cuándo el 
resorte llega primero entre 
—0,1 y 0,1 cm, 
efectivamente en reposo. 


Extensiones 


47. Un avión vuela 1 hora a 150 mph en 22” al este 
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45. 


Dos resortes se halan del 46. 


techo y se sueltan al 
mismo tiempo. El primer 
resorte, que oscila 8 veces 
por segundo, inicialmente 
se empujó hacia abajo 32 
cm de su punto de 
equilibrio, y la amplitud 
desciende en 50 % cada 
segundo. El segundo 
resorte, que oscila 18 veces 
por segundo, inicialmente 
se empujó hacia abajo 15 
cm de su punto de 
equilibrio, y a los 4 
segundos tiene una 
amplitud de 2 cm. ¿Cuál 
resorte se detiene primero 
y en qué momento? 
Considere el "reposo" 
como una amplitud inferior 
а0,1 cm. 


Dos resortes se halan del 
techo y se sueltan al 
mismo tiempo. El primer 
resorte, que oscila 14 veces 
por segundo, inicialmente 
se empujó hacia abajo 2 
cm de su punto de 
equilibrio, y la amplitud 
desciende en 8 % cada 
segundo. El segundo 
resorte, que oscila 22 veces 
por segundo, inicialmente 
se empujó hacia abajo 10 
cm de su punto de 
equilibrio, y a los 3 
segundos tiene una 
amplitud de 2 cm. ¿Cuál 
resorte se detiene primero 
y en qué momento? 
Considere el "reposo" 
como una amplitud inferior 
a 0,1 cm. 


48. Un avión vuela 2 horas a 200 mph, a un 


del norte, luego continúa volando durante 1,5 
horas a 120 mph, esta vez a un rodamiento de 
112° al este del norte. Halle la distancia total 
desde el punto de inicio y el ángulo directo en que 
se vuela al norte del este. 


rodamiento de 60”, luego continúa volando 
durante 1,5 horas con la misma rapidez, esta vez a 
un rodamiento de 150”. Halle la distancia y el 
rodamiento desde el punto de inicio. Pista: el 
rodamiento se mide en el sentido contrario de las 
agujas del reloj desde el norte. 


En los siguientes ejercicios, halle una función de la forma y = ab* + csen (5x) que se ajusta a los datos dados. 


49. 50. 54. 


En los siguientes ejercicios, halle una función de la forma y = ab* cos (2х) + с que se ajusta a los datos dados. 


52. 53. 
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Revisión del capítulo 
Términos clave 


fórmula de producto asuma identidad trigonométrica que permite escribir el producto de funciones trigonométricas 
como la suma o diferencia de funciones trigonométricas 

fórmula de suma a producto identidad trigonométrica que permite, mediante sustitución, escribir la suma de 
funciones trigonométricas como el producto de funciones trigonométricas 

fórmulas de la reducción identidades derivadas de las fórmulas del ángulo doble y utilizadas para reducir la potencia 
de una función trigonométrica 

fórmulas del ángulo doble identidades derivadas de las fórmulas de suma de seno, coseno y tangente en las que los 
ángulos son iguales 

fórmulas del ángulo medio identidades derivadas de las fórmulas de la reducción y utilizadas para determinar los 
valores del ángulo medio de las funciones trigonométricas 

identidades de cociente par de identidades basadas en el hecho de que la tangente es el cociente del seno y el 
coseno, y la cotangente es el cociente del coseno y el seno 

identidades pares-impares conjunto de ecuaciones que implican funciones trigonométricas tales que si 
feo = – (x), la identidad es impar, y si f (—x) = f (x), la identidad es par 

identidades pitagóricas conjunto de ecuaciones que implican funciones trigonométricas basadas en las propiedades 
del triángulo rectángulo 

identidades recíprocas conjunto de ecuaciones que implican los recíprocos de las definiciones trigonométricas 
básicas 

movimiento armónico amortiguado movimiento oscilante que asemeja el movimiento periódico y el movimiento 
armónico simple, excepto que el gráfico resulta afectado por un factor de amortiguamiento, una energía que disipa 
la influencia en el movimiento periódico, tal como la fricción. 

movimiento armónico simple movimiento repetitivo que puede modelarse con la oscilación sinusoidal periódica. 


Ecuaciones clave 


sen? 0 + cos? Ө = 1 
Identidades de Pitágoras 1 + cot? 0 = csc? 0 
1 + tan? 0 = sec? 0 


tan (—0) = — tan 0 
cot (—0) = – cot 0 
. . sen (—0) = — sen 0 
Identidades pares-impares 
csc (—0) = —csc 0 
cos (—0) = cos 0 


sec (—0) = sec 0 


sen 0 = 
с 


ѕс 0 
Zi 
cos 0 = = 
tan 0 = т: 0 
Identidades recíprocas 1 
csc 0 = —— 
sen 0 
= i 
sec 0 = rd 
1 
cot 0= 34 
: ‚ — sen 0 
Identidades del cociente tan 0 = 26 
cot 0 = 08 0 
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Fórmula de la suma del coseno cos (æ + p) = cos а cos f—sen asen p 


Fórmula de la diferencia para el coseno cos (æ — p) = cos а cos д + ѕеп a sen д 


Fórmula de la suma para el seno sen (a + В) = sen а cos д + соѕ a sen f 
Fórmula de la diferencia para el seno sen (а — p) = sen а cos д — cos a sen p 
e _ tan a+tan f 
Fórmula de la suma para la tangente (ап (0 + 0) = an a tn 5 7 
2 А 7 _ tan atan f 
Fórmula de la diferencia para la tangente тап (@ = Me. ah 7 
= Л. 
sen 0 = cos (5 -0) 
= T 
cos б= sen (5 – 0) 
tan 0 = соі (5 – 0) 
Identidades de cofunción 
cot 0 = tan (5 – 0) 
== л 
sec 0 =csc (5 — 0) 
ai T 
csc 0 = sec (Ẹ – 0) 


sen(20) = 2 sen Ө cos 0 
cos(20) = соѕ20 — sen? 0 


=. 2 
Fórmulas de ángulo doble = 1— 2sen*0 
=2c0s?8 — 1 
tan(29) = 2tm 0. 
(20) 1—tan20 
sen? 0 = 1-20) 
2 T 1+cos(20 
Fórmulas de la reducción cos? 0 = Ба 
2 p 1-cos(20) 
тап” Ө = созбу 
а — +, | 2—05 a 
sen 2 iE 2 
а — ү, /1+соз a 
cos y =+ > 
Fórmulas del ángulo medio tan & +, [osa 
2 =VY 1+соѕ q 
= sen а 
— 1+соз а 
— l—cos а 
— бей а 
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cos а cos = 5 [cos(a — В) + соѕ(а + f)] 


Fórmulas de producto asuma sen a cos f = 3 [sen(a + $) + ѕеп(а — p)] 
sen a sen f = 2. [соѕ(а — В) — cos(a + P)] 


cos а sen д = > [sena + В) — sení(a — fP)] 


sen а – sen f=2 sen 


sen a+sen f=2 sen (32) cos (52) 
(52) 00. (5%) 
Fórmulas de suma a producto 


cos а — cos f = —2 se 


n 
cos а + соѕ д = 2 cos ( 


Forma típica de ecuación sinusoidal у = А sen(Bt-C)+D о у= А соѕ (Вг – С) + р 
Movimiento armónico simple а = а соѕ (01) о а = а sen (ot) 
Movimiento armónico amortiguado ГО) = ает“ зеп(ої) о f(t) = ает“ cos (œt) 


Conceptos clave 


7.1 Resolver ecuaciones trigonométricas con identidades 


• Нау varias maneras de representar una expresión trigonométrica. La verificación de las identidades ilustra cómo se 
pueden reescribir las expresiones para simplificar un problema. 

• El gráfico de ambos lados de una identidad la verificará. Vea el Ejemplo 1. 

«  Simplificar un lado de la ecuación para que sea igual al otro lado es otro método para verificar una identidad. Vea el 
Ejemplo 2 y el Ejemplo 3. 

• El enfoque para verificar una identidad depende de su naturaleza. A menudo conviene empezar por el lado más 
complejo de la ecuación. Vea el Ejemplo 4. 

* Podemos crear una identidad al simplificar una expresión y luego verificarla. Vea el Ejemplo 5. 

« Laverificación de una identidad implicaría el álgebra con las identidades fundamentales. Vea el Ejemplo 6 y el 
Ejemplo 7. 

* бе pueden utilizar técnicas algebraicas para simplificar las expresiones trigonométricas. A lo largo de este texto 
utilizamos técnicas algebraicas, ya que consisten en las reglas fundamentales de las matemáticas. Vea el Ejemplo 8, 
el Ejemplo 9 y el Ejemplo 10. 


7.2 Identidades de suma y resta 


• Та fórmula de la suma para el coseno establece que el coseno de la suma de dos ángulos es igual al producto del 
coseno de los ángulos menos el producto del seno de los ángulos. La fórmula de la diferencia para el coseno 
establece que el coseno de la diferencia de dos ángulos es igual al producto del coseno de los ángulos más el 
producto del seno de los ángulos. 

* Las fórmulas de suma y diferencia pueden utilizarse para determinar los valores exactos del seno, coseno о 
tangente de un ángulo. Vea el Ejemplo 1 y el Ejemplo 2. 

• La fórmula de la suma para el seno establece que el seno de la suma de dos ángulos es igual al producto del seno 
del primer ángulo y el coseno del segundo ángulo más el producto del coseno del primer ángulo y el seno del 
segundo ángulo. La fórmula de la diferencia para el seno establece que el seno de la diferencia de dos ángulos es 
igual al producto del seno del primer ángulo y el coseno del segundo ángulo menos el producto del coseno del 
primer ángulo y el seno del segundo ángulo. Vea el Ejemplo 3. 

* Las fórmulas de suma y diferencia para el seno y el coseno también pueden utilizarse para las funciones 
trigonométricas inversas. Vea el Ejemplo 4. 
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La fórmula de la suma para la tangente establece que la tangente de la suma de dos ángulos es igual a la suma de 
la tangente de los ángulos dividida entre 1 menos el producto de la tangente de los ángulos. La fórmula de la 
diferencia para la tangente establece que la tangente de la diferencia de dos ángulos es igual a la diferencia de las 
tangentes de los ángulos dividida entre 1 más el producto de la tangente de los ángulos. Vea el Ejemplo 5. 

El teorema de Pitágoras, junto con las fórmulas de suma y diferencia, se utiliza para hallar varias sumas y 
diferencias de ángulos. Vea el Ejemplo 6. 

Las identidades de cofunción se aplican a los ángulos complementarios y a los pares de funciones recíprocas. Vea el 
Ejemplo 7. 

Las fórmulas de suma y diferencia son útiles para verificar las identidades. Vea el Ejemplo 8 y el Ejemplo 9. 

Los problemas de aplicación suelen ser más fáciles de resolver con las fórmulas de suma y diferencia. Vea el 
Ejemplo 10 y el Ejemplo 11. 


7.3 Fórmulas del ángulo doble, el ángulo medio y la reducción 


Las identidades de ángulo doble se derivan de las fórmulas de suma de las funciones trigonométricas 
fundamentales: seno, coseno y tangente. Vea el Ejemplo 1, el Ejemplo 2, el Ejemplo 3 y el Ejemplo 4. 

Las fórmulas de la reducción son especialmente útiles en el cálculo, ya que nos permiten reducir la potencia del 
término trigonométrico. Vea el Ejemplo 5 y el Ejemplo 6. 

Las fórmulas de ángulo medio nos permiten calcular el valor de las funciones trigonométricas que implican el 
ángulo medio, tanto si se conoce el ángulo original como si no. Vea el Ejemplo 7, el Ejemplo 8 y el Ejemplo 9. 


7.4 Fórmulas de suma a producto y de producto a suma 


A partir de las identidades de suma y diferencia, podemos derivar las fórmulas de producto a suma y de suma a 
producto para el seno y el coseno. 

Podemos utilizar las fórmulas de producto a suma para reescribir productos de senos, cosenos y de seno y coseno 
como sumas o diferencias de senos y cosenos. Vea el Ejemplo 1, el Ejemplo 2 y el Ejemplo 3. 

También podemos derivar las identidades de suma a producto a partir de las identidades de producto a suma 
mediante la sustitución. 

Podemos utilizar las fórmulas de suma a producto para reescribir la suma o diferencia de senos, cosenos o 
productos seno y coseno como productos de senos y cosenos. Vea el Ejemplo 4. 

Las expresiones trigonométricas suelen ser más sencillas de evaluar con las fórmulas. Vea el Ejemplo 5. 

Las identidades se pueden verificar con otras fórmulas o al convertir las expresiones en seno y coseno. Para 
verificar una identidad, elegimos el lado más complicado del signo de igualdad y lo reescribimos hasta 
transformarlo en el otro lado. Vea el Ejemplo 6 y el Ejemplo 7. 


7.5 Resolver ecuaciones trigonométricas 


A la hora de resolver ecuaciones trigonométricas lineales, podemos utilizar técnicas algebraicas al igual que lo 
hacemos para resolver ecuaciones algebraicas. Busque patrones, como la diferencia de cuadrados, la forma 
cuadrática o una expresión que se preste a la sustitución. Vea el Ejemplo 1, el Ejemplo 2 y el Ejemplo 3. 

Las ecuaciones que implican una sola función trigonométrica pueden resolverse o verificarse con el círculo unitario. 
Vea el Ejemplo 4, el Ejemplo 5, el Ejemplo 6 y el Ejemplo 7. 

También podemos resolver ecuaciones trigonométricas con la calculadora gráfica. Vea el Ejemplo 8 y el Ejemplo 9. 
Muchas ecuaciones tienen forma cuadrática. Podemos utilizar la sustitución para que la ecuación parezca más 
sencilla, y luego utilizar las mismas técnicas que utilizamos para resolver una cuadrática algebraica: la factorización, 
la fórmula cuadrática, etc. Vea el Ejemplo 10, el Ejemplo 11, el Ejemplo 12 y el Ejemplo 13. 

Igualmente, podemos utilizar las identidades para resolver la ecuación trigonométrica. Vea el Ejemplo 14, el 
Ejemplo 15 y el Ejemplo 16. 

Podemos utilizar la sustitución para resolver una ecuación trigonométrica de ángulo múltiple, que es la compresión 
de una función trigonométrica estándar. Tendremos que tener en cuenta la compresión y comprobar que hemos 
encontrado todas las soluciones en el intervalo dado. Vea el Ejemplo 17. 

Las situaciones en el mundo real se pueden modelar y resolver con el teorema de Pitágoras y las funciones 
trigonométricas. Vea el Ejemplo 18. 


7.6 Modelado con funciones trigonométricas 


Las funciones sinusoidales están representadas por los gráficos de seno y coseno. En la forma típica, podemos 
hallar la amplitud, el período y los desplazamientos horizontal y vertical. Vea el Ejemplo 1 y el Ejemplo 2. 

Utilice los puntos clave para graficar una función sinusoidal. Los cinco puntos clave comprenden los valores mínimo, 
máximo y de línea media. Vea el Ejemplo 3. 

Las funciones periódicas pueden modelar acontecimientos que ocurren en determinados ciclos, como las fases de 
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la luna, las manecillas del reloj y las estaciones del año. Vea el Ejemplo 4, el Ejemplo 5, el Ejemplo 6 y el Ejemplo 7. 

• Las funciones de movimiento armónico se modelan a partir de determinados datos. Semejante a las aplicaciones de 
movimiento periódico, el movimiento periódico armónico requiere una fuerza restauradora. Algunos ejemplos son 
la fuerza gravitacional y el movimiento de resorte, activado por el peso. Vea el Ejemplo 8. 

• El movimiento armónico amortiguado es una forma de comportamiento periódico que resulta afectado por un 
factor de amortiguamiento. Los factores que disipan la energía, como la fricción, hacen que el desplazamiento del 
objeto se contraiga. Vea el Ejemplo 9, el Ejemplo 10, el Ejemplo 11, el Ejemplo 12 y el Ejemplo 13. 

* Las curvas delimitadoras delinean el gráfico de movimiento armónico con valores máximos y mínimos variables. 


Vea el Ejemplo 14. 
Ejercicios 
Ejercicios de repaso 


Resolver ecuaciones trigonométricas con identidades 


En los siguientes ejercicios, halle exactamente lo que existe en el intervalo [0, 27) . 


1. сѕс27 = 3 2. соѕ2х = 1 3. 2 sen 0 = –1 


4. (ап х sen х + ѕеп(-х) = 0 5. 9 sen w-2=4 sentw 6. 1-2 tan(w) = tan? (œ) 


Еп los siguientes ejercicios, utilice las identidades básicas para simplificar la expresión. 


7. sec x cos x+cos x-—— 8. sen? x + cos? 


sC ЖС x sen x 


En los siguientes ejercicios, determine si las identidades dadas son equivalentes. 


(1-cos2x)(1+cos?x) 


cos2 x 


2 


9. ѕеп2х + sec?x-1 = 10. їап?х сѕс2х сох cos х sen х= 1 


Identidades de suma y resta 


En los siguientes ejercicios, halle el valor exacto. 


11. tan (2%) 12. cos (222) 
13. sen (70°) cos (25°) — cos (70°) sen (25°) 14. cos (83°) соз (23°) + sen (83°) sen (23°) 


En los siguientes ejercicios, demuestre la identidad. 


15. cos (4х) — cos (Зх) cos x = ѕеп2х — 4 соѕ2х ѕеп2х 16. cos(3x) — cos? x = —соз х ѕеп2х — sen х sen(2x) 


En el siguiente ejercicio, simplifique la expresión. 


17. tan( Ż x )+tan( £x) 


1—tan( Ex) tan( 4x) 


En los siguientes ejercicios, halle el valor exacto. 


18. cos (sen”! (0) — cos”! (2)) 19. tan (sen”! (0) + sen”! (3)) 
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Fórmulas del ángulo doble, del ángulo medio y de la reducción 


En los siguientes ejercicios, halle el valor exacto. 


20. Halle sen (20) , cos (20), y 21. Halle sen (20) , cos (20), y 22. sen (%) 
tan (20) dado cos 9 = —4 tan (20) dado sec 0 =-3 
y 8 está en el intervalo y 0 está en el intervalo 
л л 
[5- ]. [5, 7] i 
3 
23. sec (22) 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la Figura 1 para determinar las cantidades deseadas. 


E 25 


т => 
24 


Figura 1 
24. senQf4), cos(2p), tan(2p), ѕеп(20), cosa), y tanQa) 


25. sen ($) ‚соз (2) tan (£), sen ($) ‚соз (4), y tan (5) 


En los siguientes ejercicios, demuestre la identidad. 


2 cos(2x) 
sen(2x) 


= со x—tan x 27. cot x cos(2x) = —sen(2x) + cot x 


En los siguientes ejercicios, rescriba la expresión sin potencia. 


2 3 


28. cos?x sent (2x) 29. tan?x sen? x 


Fórmulas de suma a producto y de producto a suma 


En los siguientes ejercicios, evalúe el producto para la expresión dada con la suma o resta de dos funciones. Escriba la 
respuesta exacta. 


30. cos (2) sen (2) 31. 2 sen (22) sen (27) 32. 2 cos (2) cos (2) 


En los siguientes ejercicios, evalúe la suma con una fórmula del producto. Escriba la respuesta exacta. 


33. sen (5) — sen (27) 34. cos (27) + cos (77) 


En los siguientes ejercicios, cambie las funciones de producto a suma o de suma a producto. 


35. ѕеп(9х) соѕ(3х) 36. соѕ(7х) соѕ(12х) 37. sen(11x) + sen(2x) 


38. cos(6x) + cos(5x) 
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Resolver ecuaciones trigonométricas 


En los siguientes ejercicios, halle todas las soluciones exactas en el intervalo [0, 27) . 


39. tan x+1=0 40. 2 sen(2x) + y2 =0 


En los siguientes ejercicios, halle todas las soluciones exactas en el intervalo [0, 27) . 


41. 2 ѕеп2х – ѕеп х = 0 42. соѕ2х – cos x-1=0 43. 2 ѕеп2х +5 sen x+3=0 
44. cos х – 5 ѕеп (2х) = 0 45. L +2+sen?x +4 соѕ2х = 0 
ѕес= х 


Еп los siguientes ejercicios, simplifique la ecuación algebraicamente tanto como sea posible. Luego utilice una 
calculadora para hallar las soluciones еп el intervalo [0, 22). Redondee a cuatro decimales. 


46. 4/3 cot?x+cot x= 1 47. сѕс2х 3 csc х -4= 0 


En los siguientes ejercicios, дгаїдие cada lado de Іа ecuación para hallar los ceros еп el intervalo [0, 277). 


48. 20 соѕ2х +21 cos x+1=0 49. sec?x—2 sec x=15 


Modelar con ecuaciones trigonométricas 
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En los siguientes ejercicios, grafique los puntos y halle una fórmula posible para los valores trigonométricos en la tabla 


dada. 

50. 51. 52. 
х у х у x y 
0 1 0 | -2 =3 Vi 24/2 
1 6 1 1 —2 3 
211 2 |=2 = 24/2- 1 
3 | —6 3 | —5 0 1 
4 -l1 4 -2 1 а= 2\2 
5 6 3 1 2 =j 


3 | -1-242 


53. Un hombre con un nivel a la altura de sus ojos de 54. Con la escalera del ejercicio anterior, si un 


6 pies por encima del suelo está parado a 3 pies trabajador de la construcción de 6 pies de alto 

de la base de una escalera vertical de 15 pies. Si que está parado en el tope de la escalera y mira 
mira hacia el tope de la escalera, ¿en qué ángulo hacia abajo, hacia los pies del hombre que está 
por encima de la horizontal está mirando? parado en la parte inferior, ¿en qué ángulo de la 


horizontal está mirando? 
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Еп los siguientes ejercicios, construya funciones дие modelen el comportamiento descrito. 


55. La población de leminos varía con una baja anual 56. Las temperaturas diurnas en el desierto pueden 
de 500 en marzo. Si el promedio anual de la ser muy extremas. Si la temperatura varía desde 
población de leminos es 950, anote una función 90 °F con 30 °F y la temperatura promedio del día 
que modele la población con respecto a т, el mes. ocurre por primera vez a las 10 a. m., escriba una 


función que modele este comportamiento. 


En los siguientes ejercicios, halle la amplitud, la frecuencia y el periodo de las ecuaciones dadas. 


57. y=3 со$(хл) 58. y=-—2 ѕеп(1бхл) 


Еп los siguientes ejercicios, modele el comportamiento descrito y halle los valores que se piden. 


59. Una especie invasiva de carpa se introduce en el 60. La población de peces endémicos en el lago 
lago Freshwater. Al principio hay 100 carpas en el Freshwater es en promedio de 2.500, y varía en 
lago y la población varía en 20 peces 100 peces estacionalmente. Debido a la 
estacionalmente. Si para el año 5, hay 625 carpas, competencia de la carpa invasiva por los recursos, 
halle una función que modele la población de se prevé un descenso de 5 % en la población de 
carpas con respecto a £, el número de años desde peces endémicos cada año. Halle una función que 
ahora. modele la población de peces endémicos con 


respecto a £, el número de años desde ahora. 
Asimismo, determine cuántos años tardará para 
que la carpa sobrepase la población de peces 
endémicos. 


Examen de práctica 
En los siguientes ejercicios, simplifique la expresión dada. 


1. cos(-x)sen x cot x + ѕвеп2х 2. sen(-x) cos(-2x)- sen(-x) cos(-2x) 


En los siguientes ejercicios, halle el valor exacto. 


3. cos (17) 4. tan (27) 5. {ап СЕ (29) ауз) 
6. 25еп (2) еп (2) 


En los siguientes ejercicios, halle todas las soluciones exactas а la ecuación еп [0, 2л). 


7. соѕ2х – ѕеп2х-1 = 0 8. соѕ2х = соз x 9. соѕ (2х) + ѕеп2х = 0 
10. 2 ѕеп2х – sen х= 0 11. Rescriba la expresión сото 12. Halle todas las soluciones 
producto en vez de suma: de tan(x) — уЗ = 0. 


cos (2х) + cos (8х). 
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13. Halle las soluciones de 
ѕес2х – 2 sec х = 15 en 
el intervalo [0, 2л) 
algebraicamente; luego 
grafique ambos lados de la 
ecuación para determinar 


la respuesta. 


[5,7]. 


16. Rescriba la expresión 


ѕеп х sin potencia mayor а 


1. 


En los siguientes ejercicios, demuestre la identidad. 


2 


17. tanóx—tan х sec?x = tan (—х) 


sen(2x) cos(2x) 
sen x cos х 


19. = ес x 


14. Halle sen (20) , cos (20), y 
tan (20) dado cot 0 = -2 y 


Ө están en el intervalo 


18. 


20. 
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15. Halle sen (£) ,cos ($) ‚у 
tan (£) dado cos Ө= 4 y 


O está en el cuadrante IV. 


sen (3х) — cos x ѕеп (2х) = cos?x sen х— зеп?х 


Grafique los puntos y halle una función de la 
forma y = A cos (Bx + С) + D que se ajusta a los 
datos dados. 


21. El desplazamiento A(t) en 
centímetros de una masa 
suspendida por un resorte 
se modela mediante la 
función 
h(t) = 1 зеп(120лт), 
donde í se mide en 
segundos. Calcule la 
amplitud, el periodo y la 
frecuencia de este 
desplazamiento. 


22. 


Una mujer está parada a 
300 pies de un edificio de 
2.000 pies. Si mira hacia la 
parte superior del edificio, 
¿en qué ángulo sobre la 
horizontal está mirando? 
Un trabajador aburrido la 
observa desde el 15.° piso 
(1.500 pies por encima de 
ella). ¿En qué ángulo la 
está mirando? Redondee a 
la décima más próxima de 
un grado. 


23. 


Dos frecuencias de sonido se 
tocan en un instrumento que se 
rige por la ecuación 

n(t) = 8 cosQOzxt) соѕ(1.000л7). 
¿Cuáles son el periodo y la 
frecuencia de las oscilaciones 
“rápida” y “lenta”? ¿Cuál es la 
amplitud? 
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24. La nevada mensual 


promedio en una pequeña 
aldea en los Himalayas es 
de 6 pulgadas, donde la 
baja de 1 pulgada se 
produce en julio. 
Construya una función que 
modele este 
comportamiento. ¿En qué 
periodo hay más de 10 
pulgadas de nevada? 
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25. Unresorte se hala del 


techo a 20 cm. A los 3 
segundos, cuando realiza 6 
periodos completos, la 
amplitud es de apenas 15 
cm. Halle la función al 
modelar la posición del 
resorte t segundos 
después de ser liberado. 
¿En qué momento el 
resorte entra en reposo? 
En este caso, utilice 1 cm 
de amplitud en el reposo. 


26. El promedio actual del 


nivel de agua cerca de un 
glaciar es de 9 pies, y varía 
estacionalmente en 2 
pulgadas por encima y por 
debajo del promedio, para 
alcanzar su punto máximo 
en enero. A causa del 
calentamiento global, el 
glaciar ha empezado a 
derretirse más rápido de lo 
normal. Cada año, el nivel 
del agua experimenta un 
ascenso sostenido de 3 
pulgadas. Halle una 
función que modele la 
profundidad del agua f 
meses a partir de ahora. Si 
los diques tienen 2 pies por 
encima del nivel actual del 
agua, ¿en qué punto se 
elevará el agua por 
primera vez por encima de 
los diques? 


8 * Introducción 


OTRAS APLICACIONES DE LA TRIGONOMETRÍA 


El General Sherman, el árbol vivo más grande del mundo. (Créditos: Mike Baird, Flickr). 


Esquema del capítulo 


Triángulos no rectángulos: ley de senos 
Triángulos no rectángulos: ley de cosenos 
Coordenadas polares 

Coordenadas polares: gráficos 

Forma polar de los números complejos 
Ecuaciones paramétricas 

Ecuaciones paramétricas: gráficos 
Vectores 


Introducción 


El árbol más grande del mundo por su volumen, llamado General Sherman, tiene una altura de 274,9 pies y está situado 
en el norte de California.* ¿Cómo saben los científicos su verdadera altura? Una forma habitual de medir la altura 
consiste en determinar el ángulo de elevación que forman el árbol y el suelo en un punto situado a cierta distancia de la 
base del árbol. Este método es mucho más práctico que subir al árbol y dejar caer una cinta métrica muy larga. 


En este capítulo, exploraremos aplicaciones de la trigonometría que nos permitirán resolver muchos tipos de problemas 
diferentes, entre ellos, calcular la altura de un árbol. Ampliamos los temas que introdujimos en Funciones 
trigonométricas e investigamos las aplicaciones de forma más profunda y significativa. 


8.1 Triángulos no rectángulos: ley de senos 


Objetivos de aprendizaje 

En esta sección, podrá: 
Utilizar la ley de senos para resolver triángulos oblicuos. 
Calcular el área de un triángulo oblicuo con la función seno. 
Resolver problemas aplicados con la ley de senos. 


Para garantizar la seguridad de los más de 5.000 aviones estadounidenses que vuelan simultáneamente en horas punta, 
los controladores aéreos los supervisan y se comunican con ellos tras recibir los datos del robusto sistema de balizas de 
radar. Supongamos que dos estaciones de radar, situadas a 20 millas de distancia, detectan una aeronave entre ellas. El 


1 Fuente: Servicio de Parques Nacionales. "El árbol General Sherman". http://www.nps.gov/seki/naturescience/sherman.htm. Consultado el 25 
de abril de 2014. 
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ángulo de elevación medido por la primera estación es de 35 grados, mientras que el ángulo de elevación medido por la 
segunda estación es de 15 grados. ¿Cómo podemos determinar la altitud de la aeronave? Vemos en la Figura 1 que el 
triángulo formado por la aeronave y las dos estaciones no es un triángulo rectángulo, por lo que no podemos utilizar lo 
que sabemos al respecto. En esta sección, descubriremos cómo resolver problemas que implican triángulos no 
rectángulos. 


15° 


20 millas 
Figura 1 


Usar la ley de senos para resolver triángulos oblicuos 


En cualquier triángulo, podemos trazar una altitud, una línea perpendicular desde un vértice hasta el lado opuesto, para 
formar dos triángulos rectángulos. Sin embargo, sería preferible tener métodos que podamos aplicar directamente a los 
triángulos no rectángulos sin tener que crear primero triángulos rectángulos. 


Cualquier triángulo que no sea un triángulo rectángulo es un triángulo oblicuo. Resolver un triángulo oblicuo significa 
calcular las medidas de los tres ángulos y los tres lados. Para ello, tenemos que empezar con al menos tres de estos 
valores, incluso al menos uno de los lados. Investigaremos tres posibles situaciones de problemas de triángulos 
oblicuos: 


1. ALA (ángulo-lado-ángulo). Conocemos las medidas de dos ángulos y el lado incluido. Vea la Figura 2. 


B 


Figura 2 


2. AAL (ángulo-ángulo-lado). Conocemos las medidas de dos ángulos y un lado que no está entre los ángulos 
conocidos. Vea la Figura 3. 


B 


Figura 3 


3. LLA (lado-lado-ángulo). Conocemos las medidas de dos lados y un ángulo que no está entre los lados conocidos. 
Vea la Figura 4. 
B 


Figura 4 


Saber cómo enfocar cada una de estas situaciones nos permite resolver triángulos oblicuos sin tener que soltar una 
perpendicular para formar dos triángulos rectángulos. En su lugar, podemos utilizar el hecho de que la relación entre la 
medida de uno de los ángulos y la longitud de su lado opuesto será igual a las otras dos relaciones entre la medida del 
ángulo y el lado opuesto. Veamos cómo se deriva esta afirmación considerando el triángulo que se muestra en la Figura 
5; 
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c 
Figura 5 


Utilizando las relaciones del triángulo rectángulo, sabemos que sen а = h y sen д = h, Resolviendo ambas ecuaciones 
para h da dos expresiones diferentes para h. 


h = bsen ay h = asen д 
A continuación, igualamos las expresiones. 


bsen а = asen В 


(2) (bsen а) = (asen f) (5) Multiplique ambos lados por 2. 
зеп а _ sen f 
а b 


Del mismo modo, podemos comparar los otros cocientes. 


sena seny senf sen y 


a с Ь с 
En conjunto, estas relaciones reciben el nombre de ley de senos. 


sena sen f sen y 


a b с 


Observe la forma estándar de etiquetar los triángulos: el ángulo a (alfa) es el lado opuesto a; el ángulo д (beta) es el lado 
opuesto b; y el ángulo y (gamma) es el lado opuesto с. Vea la Figura 6. 


Al calcular los ángulos y los lados, lleve los valores exactos hasta la respuesta final. Por lo general, las respuestas finales 
se redondean a la décima más cercana, a menos que se especifique lo contrario. 


B 


b 
Figura 6 


Ley de senos 


Dado un triángulo con ángulos y lados opuestos etiquetados como en la Figura 6, el cociente entre la medida de un 
ángulo y la longitud de su lado opuesto será igual a los otros dos cocientes entre la medida del ángulo y el lado 
opuesto. Todas las proporciones serán iguales. La ley de senos se basa en las proporciones y se presenta 
simbólicamente de dos maneras. 


sena senf sen y 


a b (8 
а b (8 


sena sen f sen y 


Para resolver un triángulo oblicuo, utilice cualquier par de cocientes aplicables. 
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Э 


Resolver dos lados y un ángulo desconocidos de ип triángulo AAL 
Resuelva el triángulo que se muestra en la Figura 7 a la décima más cercana. 


B 


/ҳ 50° 30° 
b 
Figura 7 


© Solución 
Los tres ángulos deben sumar 180 grados. A partir de esto, podemos determinar que 


p = 180° — 50° — 30° 
= 100° 
Para hallar un lado desconocido, necesitamos conocer el ángulo correspondiente y un cociente conocido. Sabemos que 


el ángulo a = 50° y su lado correspondiente a = 10. Podemos utilizar la siguiente proporción de la ley de senos para 
determinar la longitud de c. 


ѕеп(50°%) __ ѕеп(30°) 


10 с 
зеп бо) = sen(30°) Multiplique ambos lados por c. 
c = sen(30°) 50 Multiplique por el recíproco para aislar c. 
cz 6,5 


Del mismo modo, resuelva para b, establecemos otra proporción. 


sen(50% __ ѕеп(100°) 
10 ш Ь 
b sen(50°) = 10 ѕеп(100°) Multiplique ambos lados por b. 
— 10 ѕеп(100°) 
С” веп(50°) 


b x 12,9 


Multiplique por el recíproco para aislar b. 


Por lo tanto, el conjunto completo de ángulos y lados es 


a=50° a=10 
В= 100° bx 12,9 
у= 30° съ 6,5 


[>] INTÉNTELO #1 Resuelva el triángulo que se muestra en la Figura 8 a la décima más cercana. 
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Figura 8 


Usar la ley de senos para resolver triángulos LLA 


Podemos utilizar la ley de senos para resolver cualquier triángulo oblicuo, aunque algunas soluciones pueden no ser 
sencillas. En algunos casos, más de un triángulo puede satisfacer los criterios dados, lo que describimos como un caso 
ambiguo. Los triángulos clasificados como LLA, aquellos en los que conocemos las longitudes de dos lados y la medida 
del ángulo opuesto a uno de los lados dados, pueden dar lugar a una o dos soluciones, o incluso a ninguna solución. 


Posibles resultados de los triángulos LLA 


Los triángulos oblicuos de la categoría LLA pueden tener cuatro resultados diferentes. La Figura 9 ilustra las 
soluciones con los lados conocidos a y Ру ángulo conocido а. 


No hay triángulo, a< h Triángulo rectángulo, а = h Dos triángulos, a >h, a <b Un triángulo, a > b 
Y Y Y E 
a 8 a be в а в 
(а) (b) (c) (d) 


Figura 9 


Resolver un triángulo LLA oblicuo 


Resuelva el triángulo en la Figura 10 para el lado que falta y calcule las medidas de los ángulos que faltan a la décima 
más cercana. 


Figura 10 


© Solución 


Utilice la ley de senos para hallar el ángulo ду el ángulo y, y luego el lado с. Al resolver p, tenemos la proporción 
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sen а _ sen f 
a — b 
sen(35°) _ sen f 
6 © 8 
8 sens ) = sen f 


0,7648 ғ sen д 
sen~! (0,7648) ғ 49,9° 
p ғ: 49,9° 
Sin embargo, en el diagrama, el ángulo д parece ser un ángulo obtuso y puede ser mayor de 90°. ¿Cómo conseguimos 
un ángulo agudo, y cómo calculamos la medida de 2? Investiguemos más a fondo. Al dejar caer una perpendicular 


desde y y ver el triángulo desde una perspectiva de ángulo recto, tenemos la Figura 11. Podría haber un segundo 
triángulo que se ajuste a los criterios dados. 


В 
Еїдига 11 


El ángulo complementario а д es aproximadamente igual a 49,9°, lo que significa que $ = 180° — 49,9° = 130,1°. 
(Recuerde que la función seno es positiva tanto en el primero como en el segundo cuadrante). Al resolver para y, 
tenemos 


y = 180° — 35° — 130,1? = 14,9 


A continuación, podemos utilizar estas medidas para resolver el otro triángulo. Dado que y! es complementario a la 
suma de a y f”, tenemos 


y! = 180° — 35° — 49,9% я 95,10 


Ahora tenemos que hallar c y с'. 


Tenemos 
с = 6 
sen(14,9°) sen(35°) 
= 040 ээл 
Finalmente, 
с! 6 


sen(95,1°) Е ѕеп(35°) 


‚ _ бвеп(95,1°%) _ 
7 зеп(35°) ~ 10,4 


En resumen, һау dos triángulos соп un ángulo ае 35°, un lado adyacente de 8 у un lado opuesto de 6, сото se muestra 
en la Figura 12. 
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c'=10.4 
(b) 


Figura 12 


Sin embargo, estábamos buscando los valores para el triángulo con un ángulo obtuso 3. Podemos verlos en el primer 
triángulo (a) en la Figura 12. 


м 


INTÉNTELO #2 Dados « = 80°, а = 120, у b = 121, halle el lado y los ángulos que faltan. Si hay más de una 
solución posible, muestre ambas. 


Resolver los lados y ángulos desconocidos de un triángulo LLA 


En el triángulo que se muestra en la Figura 13, resuelva el lado y los ángulos desconocidos. Redondee sus respuestas a 
la décima más cercana. 


B 


o 


s ~ 


Figura 13 


© Solución 

Al momento de elegir el par de proporciones de la ley de senos que vaya a utilizar, fíjese en la información que se da. En 
este caso, conocemos el ángulo y = 85°, y su lado correspondiente с = 12, y conocemos el lado b = 9. Utilizaremos esta 
proporción para resolver 2. 


ѕеп(85°) _ sen f 


р == Aísle la incógnita. 
9 ѕеп(85°) __ 
—p = sen В 


Para hallar д, aplique la función seno inversa. La función seno inversa аггојага un único resultado, pero tenga en cuenta 
que puede haber dos valores рага p. Es importante verificar el resultado, уа que puede haber dos soluciones viables, 
una sola solución (el caso habitual) o ninguna. 


БИ —1 { 9 ѕеп(85°) 
В = sen (=) 


b ж зеп (0,7471) 
p ғ 48,3° 
En este caso, si restamos д de 180°, hallamos que puede haber otra solución posible. Así, p = 180° — 48,3” ж 131,7”. 


Para comprobar la solución, reste ambos ángulos, 131,7* y 85°, de 180°. Esto da 


а = 180° — 85° — 131,7” я -36,7", 
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lo cual es imposible, y por lo tanto д = 48,3". 


Para hallar los valores que faltan, calculamos а = 180° — 85° — 48,3” x= 46,7”. Ahora, solo el lado a es necesario. Utilice 
la ley de senos para resolver a por una de las proporciones. 


ѕеп(85°) __ ѕеп(46,7°) 
12 а а 
a = sen(46,7°) 


_ 12 8еп(46,7°) 


зец(859) 88 


El conjunto completo de soluciones рага el triángulo dado es 
a x 46,7% ағ 8,8 


В 48,3% b=9 
у=85° c=12 


[>] INTÉNTELO #3 Dados a = 80%, а = 100, b = 10, halle el lado y los ángulos que faltan. Si hay más de una 
solución posible, muestre ambas. Redondee sus respuestas a la décima más cercana. 


E 


Hallar los triángulos que satisfagan los criterios dados 
Halle todos los triángulos posibles si un lado tiene longitud 4 frente a un ángulo de 50°, y el otro lado tiene longitud 10. 


© Solución 
Con la información dada, podemos resolver el ángulo opuesto al lado de longitud 10. Vea la Figura 14. 


sen а _ sen(50°) 
10 ` 4 
10 sen(50°) 


4 
sen а ғ 1,915 


ѕеп а = 


а 


50° 
10 
Figura 14 
Podemos detenernos aquí sin hallar el valor де с. Debido a que el rango ае la función seno es [—1, 1], es imposible que 


el valor del seno sea 1,915. De hecho, la introducción de sen”! (1,915) en una calculadora gráfica genera un DOMINIO 
DE ERROR. Por lo tanto, no se pueden dibujar triángulos con las dimensiones proporcionadas. 


[>] INTÉNTELO #4 Determine el número de triángulos posibles dado a = 31, b = 26, p = 48°. 


Calcular el área de un triángulo oblicuo mediante la función seno 


Ahora que podemos resolver un triángulo para los valores que faltan, podemos utilizar algunos de esos valores y la 
función seno para calcular el área de un triángulo oblicuo. Recordemos que la fórmula del área de un triángulo viene 
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dada por Área = tbh, donde b es la base y Л es la altura. En los triángulos oblicuos, debemos hallar h antes de poder 
utilizar la fórmula del área. Al observar los dos triángulos en la Figura 15, uno agudo y otro obtuso, podemos dejar caer 


{ R ; ; РИШЕ opuesto 
una perpendicular que represente la altura y luego aplicar la propiedad trigonométrica sen a = Tipotenasa 


una ecuación del área en triángulos oblicuos. En el triángulo agudo, tenemos sen a = 2 o csen а = h. Sin embargo, еп 


el triángulo obtuso, dejamos caer la perpendicular fuera del triángulo y extendemos la base b para formar un triángulo 
rectángulo. El ángulo utilizado en el cálculo es a, о 180 — a. 


B B 


para escribir 


а Y 


Figura 15 


Por lo tanto, 

Р 1 1 

Area = z Pase) (altura) = z? (csen a) 
De la misma manera, 


> 1 1 
Атеа = 74 зеп у) = ¿aC sen f) 


Área de un triángulo oblicuo 


La fórmula del área de un triángulo oblicuo viene dada por 


Area = tbc sen @ 


2I 
= 54csen В 


= 
= 7 4bsen Y 


Esto equivale a la mitad del producto de dos lados y el seno de su ángulo incluido. 


дда 95 


Calcular el área de un triángulo oblicuo 


Calcule el área de un triángulo con lados a = 90, b = 52, y el ángulo y = 102°. Redondee el área al número entero más 
cercano. 


© Solución 
Utilizando la fórmula, tenemos 


Área = tab sen y 
Área = 1(90)(52) sen(102°) 


Área ғ 2289 unidades al cuadrado 


INTÉNTELO #5 Calcule el área del triángulo dado р = 42°, a = 7,2 pies, с = 3,4 pies. Redondee el área a la 
décima más cercana. 
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Resolver problemas aplicados mediante la ley de senos 


Cuanto más estudiamos las aplicaciones trigonométricas, más descubrimos que son innumerables. Algunas son 
situaciones planas, tipo diagrama, pero muchas aplicaciones de cálculo, ingeniería y física implican tres dimensiones y 
movimiento. 


ОИ 


Calcular la altitud 


Calcule la altitud de la aeronave en el problema presentado al comienzo de esta sección, que se muestra en la Figura 16. 
Redondee la altitud a la décima de milla más cercana. 


20 millas 


Figura 16 


© Solución 
Para determinar la elevación de la aeronave, primero calculamos la distancia desde una estación hasta la aeronave, 
como el lado a, y luego utilizamos las relaciones de triángulo rectángulo para calcular la altura del avión, h. 


Debido а que los ángulos del triángulo suman 180 grados, el ángulo desconocido deberá ser 180°-15°-35°=130°. Este 
ángulo es opuesto al lado de longitud 20, lo que nos permite establecer una relación de la ley de senos. 


ѕеп(130°%) __ ѕеп(35°) 
20 Е а 


а ѕеп(130°) = 20 ѕеп(35°) 
_ 20 ѕеп(35°) 
7 веп(130°) 


а ғ 14,98 
La distancia entre una estación у Іа aeronave es de unas 14,98 millas. 


Ahora, que conocemos a, podemos utilizar las relaciones de triángulo rectángulo para resolver Л. 


oy _  Opuesto 
ѕеп(15%) = hipotenusa 
sen(15%) = А 
sen(15°) = 1458 
h = 14,98 ѕеп(15°) 
h = 3,88 


La aeronave está a una altitud de aproximadamente 3,9 millas. 


м 


INTÉNTELO #6 El diagrama que se muestra еп Іа Figura 17 representa Іа altura de un dirigible que 
sobrevuela un estadio de fútbol. Calcule la altura del dirigible si el ángulo de elevación en la 
zona del extremo sur, punto A, es de 70*, el ángulo de elevación desde la zona del extremo 
norte, punto В, es de 62°, y la distancia entre los puntos de visión de las dos zonas de 
anotación es de 145 yardas. 
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70° о 
2 IN 62°/\ 
145 yardas 
Figura 17 


[>] MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar las aplicaciones trigonométricas. 


Ley de senos: Nociones elementales (http://openstax.orq/l/sinesbasic) 
Ley de senos: El caso ambiguo (http://openstax.org/l/sinesambiguous) 


8.1 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. Describa la altitud de un 2. Compare los triángulos 3. ¿Cuándo utilizar la ley de 
triángulo. rectángulos y los oblicuos. senos para hallar el ángulo 
que falta? 
4. En la ley de senos, ¿cuál es 5. ¿Qué tipo de triángulo da 
la relación entre el ángulo lugar a un caso ambiguo? 


en el numerador y el lado en 
el denominador? 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, supongamos que а es el lado opuesto a, В es el lado opuesto b, y y es el lado opuesto с. 
Resuelva cada triángulo, si es posible. Redondee cada respuesta a la décima más cercana. 


6. а = 43°, у = 69°, а = 20 7. а = 35°, у = 73°, с = 20 8. а = 60°, В = 60°, y = 60° 


9. a=4a= 60°, В = 100° 10. b= 10,8 = 95°, у = 30° 
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En los siguientes ejercicios, utilice la ley de senos para resolver el lado que falta en cada triángulo oblicuo. Redondee 
cada respuesta a la centésima más cercana. Supongamos que el ángulo A es el lado opuesto a, el ángulo B es el lado 
opuesto b, y el ángulo C es el lado opuesto c. 


11. Halle el lado b cuando 12. Halle el lado a cuando 13. Halle el lado c cuando 
A = 37°, В = 49°, с = 5. А = 132°, С = 23°, Б = 10. В = 37°, С = 21°, b = 23. 


En los siguientes ejercicios, supongamos que а es el lado opuesto а, В es el lado opuesto b, y y es el lado opuesto с. 
Determine si no hay ningún triángulo, un triángulo o dos triángulos. A continuación, resuelva cada triángulo, si es 
posible. Redondee cada respuesta a la décima más cercana. 


14. а = 119°,a = 14,b = 26 15. у= 113°, Б = 10, с = 32 16. b = 3,5, с = 5,3, у = 80° 


17. а= 12, с= 17, а = 35° 18. а= 20,5, b = 35,0, p = 25° 19. а= 7, с= 9, а = 43° 


20. а= 7,b = 3, В = 24° 21. b=13,c=5,y= 10° 22. а= 2,3,с = 1,8, у = 28° 


23. В = 119°, Б = 8,2,а = 11,3 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la ley de senos рага resolver, si es posible, el lado o ángulo que falta para cada 
triángulo o triángulos en el caso ambiguo. Redondee cada respuesta a la décima más cercana. 


24. Halle el ángulo A cuando 25. Halle el ángulo A cuando 26. Halle el ángulo B cuando 
a=24,b=5,B=22". a=13,b=6,B=20". А = 12°,а = 2,Ь=9. 


En los siguientes ejercicios, calcule el área del triángulo con las medidas dadas. Redondee cada respuesta a la décima 
más cercana. 


27. а= 5,с= 6, В = 35° 28. b= 11,c = 8, а = 28° 29. а= 32, b = 24, у = 75° 


30. а= 7,2,6 = 4,5, у = 43° 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, calcule la longitud del lado x. Redondee a la décima más cercana. 


31. 32. 33. 


\ 
10 x 
6 15 
x 
A х 
34. 35. 36. 
8.6 < 
18 14 х A 

А х 

50° 42° 
40" 110° 
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En los siguientes ejercicios, calcule la medida del ángulo x, si es posible. Redondee a la décima más cercana. 


37. A 38. 
5 5 13 
8 == 
10 
п 
40. 41. Observe que x es un ángulo 42. 
obtuso. 
5.7 5.3 ә 
10 


24 
21 
55° 


Еп el siguiente ejercicio, resuelva el triángulo. Redondee cada respuesta a la décima más cercana. 


39. 


43. A 44. En los siguientes ejercicios, calcule 45. 18 
el área de cada triángulo. Redondee 
cada respuesta a la décima más 
cercana. 5 

32.6 
24.1 
16 
в c 10 
46. 47. 48. 
9 au 
4.5 29 25 
18 
3.5 


49. š 


50 
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Extensiones 


50. Halle el radio del círculo en la 51. Halle el diámetro del círculo en Іа 52. Halle mZADC en la Figura 20. 


Figura 18. Redondee a la décima Figura 19. Redondee a la décima Redondee a la décima más cercana. 
más cercana. más cercana. A 
4 /N 10 
B с D 
Figura 20 
Figura 18 Figura 19 

53. Halle AD en la Figura 21. 54. Resuelva ambos triángulos enla 55. Halle AB en el paralelogramo que 

Redondee a la décima más cercana. Figura 22. Redondee cada respuesta se muestra en la Figura 23. 


a la décima más cercana. 


AN Ao Figura 23 


Figura 21 


Figura 22 


56. Resuelva el triángulo en la Figura 57. Resuelva el triángulo en la Figura 58. En la Figura 26, ABCD no es un 
24. (Pista: Dibuje una perpendicular 25. (Pista: Dibuje una perpendicular paralelogramo ёт es obtuso. 


desde H hasta JK ). Redondee desde N hasta LM ). Redondee Resuelva ambos triángulos. 
cada respuesta a la décima más cada respuesta a la décima más Redondee cada respuesta a la 
cercana. cercana. décima más cercana. 

H A x B 

Pa 
? 10 ® 29 
Figura 24 
y 
M 4.6 N 
А р 
Figura 25 
40 
Figura 26 
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Aplicaciones en el mundo real 


59. Un poste se aleja del sol en un ángulo de 7° a la vertical, 
como se muestra en la Figura 27. Cuando la elevación del 
sol es 55°, el poste proyecta una sombra de 42 pies de 
largo en el suelo plano. ¿Qué longitud tiene el poste? 
Redondee la respuesta a la décima más cercana. 


T 


„\55° 
А B 
[=—42 pies—=] 
Figura 27 
60. Para determinar cuán lejos está un barco de la 61. La Figura 29 muestra un satélite en órbita 
costa, dos estaciones de radar situadas a 500 pies alrededor de la Tierra. El satélite pasa 
de distancia determinan los ángulos hacia el directamente sobre dos estaciones rastreadoras 
barco, como se muestra en la Figura 28. A y B, que están a 69 millas de distancia. Cuando 
Determine la distancia del barco desde la estación el satélite está en un lado de las dos estaciones, 
A y la distancia del barco a la costa. Redondee sus los ángulos de elevación en A y B se miden en 
respuestas al pie entero más cercano. 83,9” y 86,2”, respectivamente. ¿A qué distancia 
está el satélite de la estación A y a qué altura está 
=> el satélite sobre el suelo? Redondee las respuestas 


a la milla entera más cercana. 


} =. 


А B 
Figura 28 


Figura 29 
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62. Una torre de comunicaciones está situada en la 
cima de una colina empinada, como se muestra 
en la Figura 30. El ángulo de inclinación de la 
colina es 67°. Se debe fijar un cable de sujeción en 
la parte superior de la torre y en el suelo, 165 
metros cuesta abajo desde la base de la torre. El 
ángulo formado por el cable de sujeción y la 
colina es de 16°. Calcule la longitud del cable 
necesario para el cable de sujeción con una 
precisión de un metro. 


Figura 30 


63. El tejado de una casa está a un ángulo de 20° Se instalará 
un panel solar de 8 pies en el tejado y deberá estar en un 
ángulo de 38” respecto a la horizontal para obtener 
resultados óptimos. (Vea la Figura 31). ¿Qué longitud debe 
tener el soporte vertical que sostiene la parte trasera del 
panel? Redondee a la décima más cercana. 


Figura 31 
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64. Al igual que el ángulo de elevación, el ángulo de 


66. 


depresión es el ángulo agudo formado por una 
línea horizontal y la línea de visión de un 
observador hacia un objeto situado por debajo de 
la horizontal. Un piloto vuela sobre una carretera 
recta. Determine que los ángulos de depresión de 
dos hitos, separados por 6,6 km, sean de 37° y 
44”, como se muestra en la Figura 32. Calcule la 
distancia del avión al punto А a la décima de 
kilómetro más cercana. 


Figura 32 


Para estimar la altura de un edificio, dos 
estudiantes se sitúan a cierta distancia del edificio 
a nivel de la calle. Desde este punto, calculan que 
el ángulo de elevación desde la calle hasta la 
parte superior del edificio es de 39°. A 
continuación, se acercan 300 pies al edificio y 
descubren que el ángulo de elevación es de 50°. 
Suponiendo que la calle está nivelada, calcule la 
altura del edificio con una aproximación de un pie. 


65. 


67. 
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Un piloto vuela sobre una carretera recta. 
Determine que los ángulos de depresión de dos 
hitos, separados por 4,3 km, son de 32° y 56°, 
como se muestra en la Figura 33. Calcule la 
distancia del avión al punto A a la décima de 
kilómetro más cercana. 


_2= 


1, 32° 


` 
` 


` 


Figura 33 


Para estimar la altura de 
un edificio, dos estudiantes 
se sitúan a cierta distancia 
del edificio a nivel de la 
calle. Desde este punto, 
calculan que el ángulo de 
elevación desde la calle 
hasta la parte superior del 
edificio es de 35°. A 
continuación, se acercan 
250 pies al edificio y 
descubren que el ángulo 
de elevación es de 53°. 
Suponiendo que la calle 
está nivelada, calcule la 
altura del edificio con una 
aproximación de un pie. 
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68. Los puntos A y B están en 
lados opuestos de un lago. 
El punto C está a 97 
metros de A. La medida 
del ángulo BAC se 
determina que es de 101°, 
mientras que la medida del 
ángulo ACB se determina 
que es de 53°. ¿Cuál es la 
distancia desde A hasta B, 
redondeada al metro 
entero más cercano? 


71. Una farola está montada 
en un poste. Un hombre de 
6 pies de alto está de pie 
en la calle, a poca distancia 
del poste, proyectando una 
sombra. El ángulo de 
elevación desde la punta 
de la sombra del hombre 
hasta la parte superior de 
su cabeza de 28”. Una 
mujer de 6 pies de alto se 
encuentra en la misma 
Calle, en el lado opuesto 
del poste del hombre. El 
ángulo de elevación desde 
la punta de su sombra 
hasta la parte superior de 
su cabeza es de 28°. Si el 
hombre y la mujer están a 
20 pies de distancia, ¿a qué 
distancia está la farola de 
la punta de la sombra de 
cada persona? Redondee la 
distancia a la décima de pie 
más cercana. 


69. Un hombre y una mujer de 


pie 34 millas de distancia 
divisan un globo 
aerostático al mismo 
tiempo. Si el ángulo de 
elevación desde el hombre 
hasta el globo es de 27°, y 
el ángulo de elevación 
desde la mujer hasta el 
globo es de 41°, calcule la 
altitud del globo al pie más 
cercano. 


72. Tres ciudades, A, B,y C, 


están situadas de manera 
que la ciudad A está al este 
de la ciudad B. Si la ciudad 
C se encuentra a 35° al 
oeste del norte de la 
ciudad B y está a 100 
millas de la ciudad A y 70 
millas de la ciudad B, a qué 
distancia se encuentra la 
ciudad A de la ciudad B? 
Redondee la distancia a la 
décima de milla más 
cercana. 


73. Dos calles se encuentran en un ángulo de 80°. En 
la esquina se construye un parque en forma de 
triángulo. Calcule el área del parque si, a lo largo 
de una calle, el parque mide 180 pies, y a lo largo 
de la otra calle, el parque mide 215 pies. 
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Dos equipos de búsqueda 
localizan a un escalador 
varado en una montaña. El 
primer equipo de 
búsqueda está a 0,5 millas 
del segundo equipo de 
búsqueda, y ambos están a 
una altura de 1 milla. El 
ángulo de elevación desde 
el primer equipo de 
búsqueda hasta el 
escalador varado es de 15°. 
El ángulo de elevación del 
segundo equipo de 
búsqueda al escalador es 
de 22”. ¿Cuál es la altitud 
del escalador? Redondee a 
la décima de milla más 
cercana. 


74. La casa de Brian está en una esquina. Calcule el área del 
patio delantero si los bordes miden 40 y 56 pies, como se 


muestra en la Figura 34. 


casa 


Figura 34 


76. Un cartel de ceda el paso 77. 
mide 30 pulgadas en los 
tres lados. ¿Cuál es el área 


del cartel? 
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75. Eltriángulo de las 
Bermudas es una región 
del océano Atlántico que 
conecta las Bermudas, 
Florida y Puerto Rico. 
Calcule el área del 
triángulo de las Bermudas 
si la distancia de Florida a 
las Bermudas es de 1.030 
millas, la distancia de 
Puerto Rico a las Bermudas 
es de 980 millas y el ángulo 
creado por las dos 
distancias es de 62°. 


Naomi compró una mesa de 
comedor cuyo tablero tiene forma 
triangular. Calcule el área del tablero 
de la mesa si dos de los lados miden 
4 pies y 4,5 pies, y los ángulos 
menores miden 32° y 42°, como se 
muestra en la Figura 35. 


4 pies 


Figura 35 


8.2 Triángulos no rectángulos: ley de cosenos 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 


> Utilizar la ley de cosenos para resolver triángulos oblicuos. 
> Resolver problemas aplicados con la ley de cosenos. 
> Utilizar la fórmula de Herón para calcular el área de un triángulo. 


Supongamos que un barco zarpa del puerto, recorre 10 millas, gira 20 grados y recorre otras 8 millas como se muestra 


en la Figura 1. ¿A qué distancia del puerto está el barco? 
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8 millas 


10 millas 


Figura 1 


Por desgracia, aunque la ley de senos nos permite abordar muchos casos de triángulos no rectángulos, no nos ayuda 
con los triángulos en los que el ángulo conocido está entre dos lados conocidos, triángulo LAL (lado-ángulo-lado), o 
cuando se conocen los tres lados, pero no se conocen los ángulos, triángulo LLL (lado-lado-lado). En esta sección, 
investigaremos otra herramienta para resolver los triángulos oblicuos descritos en los dos últimos casos. 


Usar la ley de cosenos para resolver triángulos oblicuos 


La herramienta que necesitamos para resolver el problema de la distancia del barco al puerto es la ley de cosenos, que 
define la relación entre las medidas de los ángulos y las longitudes laterales en los triángulos oblicuos. Tres fórmulas 
componen la ley de cosenos. A primera vista, las fórmulas pueden parecer complicadas porque incluyen muchas 
variables. Sin embargo, una vez que se entiende el patrón, es más fácil trabajar con la ley de cosenos que con la mayoría 
de las fórmulas a este nivel matemático. 


Vale la pena entender cómo se deriva la ley de cosenos en la utilización de las fórmulas. La derivación comienza con el 
teorema generalizado de Pitágoras, que es una extensión del teorema de Pitágoras a los triángulos no rectángulos. 
Así es como funciona: Un triángulo arbitrario no rectángulo ABC se sitúa en el plano de coordenadas con el vértice A en 
el origen, el lado c dibujado a lo largo del eje x, y el vértice C situado en algún punto (x, y) en el plano, como se ilustra 
en la Figura 2. Generalmente, los triángulos existen en cualquier parte del plano; sin embargo, para esta explicación, 
colocaremos el triángulo como se indica. 


y 


С (р соѕ0, Б ѕепӨ) 


Figura 2 


Podemos dejar caer una perpendicular desde С al eje х (esta es la altitud o altura). Tras un repaso de las identidades 
trigonométricas básicas, sabemos que 
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a x(adyacente) _ (opuesto) 
— b(hipotenusa) — b(hipotenusa) 


En términos de 0, х = bcos дуу = bsen Ө. El punto (x, y) situado en C tiene coordenadas (bcos Ө, bsen 0). Al utilizar 
el lado (x — c) como cateto de un triángulo rectángulo, además de y como el segundo cateto, podemos determinar la 
longitud de la hipotenusa a con el teorema de Pitágoras. Por lo tanto, 


а? = (х 0) + у? 


= (bcos 0— o? + (b sen 9? Sustituya (bcos Ө) para x y (bsen 0) para y. 

= (22 соѕ20 — 2bc cos 0 + 2) + b? sen? 0 Expanda el cuadrado perfecto. 

= Ь2с0520 + b? sen? 0 + с^ — 2bccos Ө Agrupe los términos al destacar que соѕ20 + ѕеп20 = 1. 
=b? (соѕ20 + ѕеп20) + с2 —2bccos 0 Factorice 62. 


а? = № + с2 —2bccos 0 
La fórmula derivada es una de las tres ecuaciones de Іа ley de cosenos. Las demás ecuaciones se determinan de forma 


similar. 


Tenga en cuenta que siempre es útil dibujar el triángulo al resolver los ángulos o los lados. En una situación del mundo 
real, intente dibujar un diagrama de la situación. A medida que surja más información, quizás haya que modificar el 
diagrama. Haga esas modificaciones en el diagrama y, al final, será más fácil resolver el problema. 


Ley de cosenos 


La ley de cosenos establece que el cuadrado de cualquier lado de un triángulo es igual a la suma de los cuadrados de 
los otros dos lados menos el doble del producto de los otros dos lados y el coseno del ángulo incluido. En los 
triángulos etiquetados como en la Figura 3, con ángulos о, д, y y, y los lados opuestos correspondientes а, b, y с, 
respectivamente, la ley de cosenos se da en tres ecuaciones. 

а? =b + —2Ьс cos а 

b = a + с2 —2ас cos В 

c? =a? + 2 —2ab cos y 


В 


b 
Figura 3 


Para resolver la medida que falta de un lado, se necesita la medida correspondiente del ángulo opuesto. 


Al momento de resolver un ángulo, se necesita la medida correspondiente del lado opuesto. Podemos utilizar otra 
versión de la ley de cosenos para resolver un ángulo. 


A 
cos «= E 
па de 
cos f= Ae — 
Е 
cos у= E? c 


2ab 


851 


852 8*Оїтаз aplicaciones de la Trigonometría 


CÓMO 


Dados dos lados y el ángulo entre ellos (LAL), hallar las medidas del lado y los ángulos restantes de un 
triángulo. 


1. Dibuje el triángulo. Identifique las medidas de los lados y ángulos conocidos. Utilice las variables para 
representar las medidas de los lados y ángulos desconocidos. 

2. Aplique la ley de cosenos para medir la longitud del lado o ángulo desconocido. 

Aplique la ley de senos o cosenos para hallar la medida de un segundo ángulo. 

4. Calcule la medida del ángulo restante. 


BR 


Hallar el lado y los ángulos desconocidos de un triángulo LAL 
Halle el lado y los ángulos desconocidos del triángulo en la Figura 4. 


ys 


Y 


c=12 
Figura 4 


© Solución 
En primer lugar, tome nota de lo que se da: dos lados y el ángulo entre ellos. Esta disposición se clasifica como LAL y 
suministra los datos necesarios para aplicar la ley de cosenos. 


Cada una de las tres leyes de los cosenos comienza con el cuadrado de un lado desconocido opuesto a un ángulo 
conocido. Para este ejemplo, el primer lado por resolver es el lado b, уа que conocemos la medida del ángulo opuesto р. 


b? = а2 + с^ — 2ac cos В 


b = 10? + 12? – 2(10)(12) соѕ(30°) Sustituya las medidas рог las cantidades conocidas. 
b? = 100 + 144 – 240 (£) Evalúe el coseno y empiece a simplificar. 


b? = 244 — 1204/3 
b = 4/244 — 1204/3 Utilice la propiedad de la raíz cuadrada. 
b x 6,013 


Ya que estamos resolviendo una longitud, utilizamos solo la raíz cuadrada positiva. Ahora que sabemos la longitud b, 
podemos utilizar la ley de senos para completar los ángulos restantes del triángulo. Al resolver el ángulo æ, tenemos 


ѕеп а _ sen f 
a — b 
sen а _ sen(30°) 
10 — 6,013 
1 Р das 22 
ѕеп а = E Multiplique ambos lados de la ecuación por 10. 
par —1 { 10 ѕеп(30°) Р 10 ѕеп(30°) 
а = ѕеп (тиот 13 Halle el seno inverso de 6013 
а ғ: 56,3° 


La otra posibilidad рага о sería о = 180°- 56,3° = 123,7°. Еп el diagrama original, æ es adyacente al lado más largo, por 
lo que а es un ángulo agudo y, por lo tanto, 123,7” no tiene sentido. Observe que si optamos por aplicar la ley de 
cosenos, llegamos a una respuesta única. No tenemos que considerar las otras posibilidades, ya que el coseno es único 
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para ángulos entre 0° y 180°. Al proceder con а = 56,3”, podemos entonces hallar el tercer ángulo del triángulo. 
y = 180° — 30° — 56,3% ~ 93,7 


El conjunto completo de ángulos y lados es 


а ғ 36,30 а = 10 
В = 30° b ғ 6,013 
у ғ 93,7° с= 12 


[>] INTÉNTELO #1 Halle el lado y los ángulos que faltan en el triángulo dado: œ = 30°, b = 12, с = 24. 


o 


Resolver un ángulo de un triángulo LLL 
Halle el ángulo о para el triángulo dado si el lado a = 20, el lado b = 25, y el lado с = 18. 


© Solución 
Para este ejemplo no tenemos ángulos. Podemos resolver cualquier ángulo con la ley de cosenos. Para resolver el 
ángulo a, tenemos 


а? = b? + с^—2Ьссоз а 
202 = 252 + 182—2(25)(18)соз а Sustituya las medidas pertinentes. 


400 = 625 + 324 – 900 cos а Simplifique en cada paso. 
400 = 949 — 900 cos а 
—549 = —900 cos а Aísle el coseno о. 
2549 = соз а 
0,61 x cos а 
cos71(0,61) za Halle el coseno inverso. 
а ғ 52,40 


Vea el Figura 5. 


Figura 5 


©) Análisis 
Dado que el coseno inverso puede arrojar cualquier ángulo entre 0 y 180 grados, no habrá ninguna ambigúedad con 
este método. 


[>] INTÉNTELO #2 Dados a = 5, b = 7, y с = 10, halle los ángulos que faltan. 


Resolver problemas aplicados mediante la ley de cosenos 


Así como la ley de senos proporcionó las ecuaciones apropiadas para resolver una serie de aplicaciones, la ley de 
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cosenos se aplica a las situaciones en las que los datos dados se ajustan a los modelos del coseno. Podemos verlos en 
los campos de la navegación, la agrimensura, la astronomía y la geometría, por nombrar tan solo algunos. 


ЕИ 


Usar Іа ley de cosenos рага resolver un problema de comunicaciones 

En muchos teléfonos móviles con GPS, se puede dar una ubicación aproximada antes de recibir la señal GPS. Esto se 
consigue mediante un proceso llamado triangulación, que funciona utilizando las distancias de dos puntos conocidos. 
Supongamos que hay dos torres de telefonía móvil dentro del rango de un teléfono móvil. Las dos torres están situadas 
a 6.000 pies de distancia a lo largo de una autopista recta, que va de este a oeste, y el teléfono móvil está al norte de la 
autopista. Basándose en el retardo de la señal, se puede determinar que la señal está a 5.050 pies de la primera torre y a 
2.420 pies de la segunda torre. Determine la posición del teléfono móvil al norte y al este de la primera torre, y ubique a 
qué distancia se encuentra de la autopista. 


© Solución 
Para simplificar, empezamos por dibujar un diagrama similar al de la Figura 6 y etiquetar nuestra información dada. 


(e, 


2.420 ft. 


(ж) 


Utilizando la ley de cosenos, podemos resolver el ángulo 0. Recuerde que еп la ley de cosenos se utiliza el cuadrado de 
un lado para hallar el coseno del ángulo opuesto. Para este ejemplo, supongamos que a = 2.420, b = 5.050, y с = 6.000. 
Por lo tanto, 0 corresponde al lado opuesto a = 2.420. 


6.000 ft, 
Figura 6 


a = b? + с^ — 2Ьс cos O 
(2,420? = (5.050? + (6.000)? — 2(5.050)(6.000) cos Ө 
(2.4202 — (5.050? — (6,000? = -2(5.050)(6.000) cos Ө 
2 2 2 
(2.420) 350 т (900) 2 сов @ 
cos 0 м 0,9183 
0 N cos™! (0,9183) 
0 д 23,3° 


Para responder las preguntas acerca de la posición del teléfono al norte y al este de la torre, у la distancia а Іа autopista, 
deje caer una perpendicular desde la posición del teléfono móvil, como en la Figura 7. Esto forma dos triángulos 
rectángulos, aunque para este problema solo necesitamos el triángulo rectángulo que incluye la primera torre. 


e, 
(аў 200 


х 
Figura 7 


Con el ángulo 0 = 23,3° y las identidades trigonométricas básicas, podemos hallar las soluciones. Así, 
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соѕ(23,3°) = TON 
x = 5.050 cos(23,3°) 
x ғ 4.638,15 pies 
sen(23,3°) = 5255 
y = 5.050 sen(23,3°) 
y = 1.997,5 pies 


El teléfono celular se encuentra aproximadamente a 4.638 pies al este, a 1.998 pies al norte de la primera torre, y a 1.998 
pies de la autopista. 


BB 


Calcular la distancia recorrida mediante un triángulo LAL 

Volviendo a nuestro problema al principio de esta sección, supongamos que un barco zarpa del puerto, recorre 10 
millas, gira 20 grados y recorre otras 8 millas. ¿A qué distancia del puerto está el barco? El diagrama se repite aquí en la 
Figura 8. 


8 millas 


20° 


10 millas 


Figura 8 
© Solución 
El barco viró 20 grados, por lo que el ángulo obtuso del triángulo no rectángulo es el ángulo complementario, 
180° — 20° = 160°. Con esto, podemos utilizar la ley de cosenos para hallar el lado que falta en el triángulo obtuso: la 
distancia del barco al puerto. 
x? = 82 + 102 — 2(8)(10) cos(160°) 
x? = 314,35 


x = \/314,35 


x ж 17,7 millas 


El barco está a unas 17,7 millas del puerto. 
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Usar la fórmula de Herón para calcular el área de un triángulo 


Ya hemos aprendido a calcular el área de un triángulo oblicuo cuando conocemos dos lados y un ángulo. También 
conocemos la fórmula para hallar el área de un triángulo mediante la base y la altura. Sin embargo, cuando conocemos 
los tres lados, podemos utilizar la fórmula de Herón en lugar de calcular la altura. Herón de Alejandría fue un geómetra 
que vivió durante el siglo I d.C. Descubrió una fórmula para hallar el área de triángulos oblicuos cuando se conocen tres 
lados. 


Fórmula de Herón 


La fórmula de Herón sirve para determinar el área de los triángulos oblicuos cuyos lados a, b, y c son conocidas. 


Área = \/5 (5 — а) (= — Б) (5 – с) 


es la mitad del perímetro del triángulo, a veces llamado semiperímetro. 


BR 


Usar la fórmula de Herón para calcular el área de un triángulo dado 
Calcule el área del triángulo en la Figura 9 con la fórmula de Herón. 


donde s = 0 


р = 15 
Figura 9 
© Solución 
En primer lugar, calculamos s. 
осе (чо 
g= Mn = 16 


Entonces aplicamos la fórmula. 


Área = ү5(5 — als — bs — с) 
Área = y 16(16 1006-1506 – 7) 
Área x 29,4 


El área es de aproximadamente 29,4 unidades cuadradas. 


ue 


INTÉNTELO #3 Utilice la fórmula de Herón para calcular el área de un triángulo con lados de longitudes 


a = 29,7 pies, b = 42,3 pies, y с = 38,4 pies. 


BR 


Aplicar la fórmula de Herón a un problema del mundo real 

Un promotor de la ciudad de Chicago quiere construir un edificio de estudios para artistas en un solar triangular 
delimitado por Rush Street, Wabash Avenue y Pearson Street. La fachada a lo largo de la calle Rush es de 
aproximadamente 62,4 metros, a lo largo de la avenida Wabash es de aproximadamente 43,5 metros, y a lo largo de la 
calle Pearson es de aproximadamente 34,1 metros. ¿De cuántos metros cuadrados dispone el promotor? Vea la Figura 
10 para una vista de la propiedad de la ciudad. 
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Figura 10 


© Solución 
Halle la medida para s, que es la mitad del perímetro. 


(62,4+43,5-+34,1) 
s= —— 


s=70m 
Aplique la fórmula de Herón. 


Área = 4/70(70 — 62,4)(70 — 43,5)(70 — 34,1) 
Área = \/506.118,2 


Área = 711,4 


El promotor tiene unos 711,4 metros cuadrados. 


Rd INTÉNTELO #4 Calcule el área de un triángulo dado a = 4,38 pies ,b = 3,79 pies, y с = 5,22 pies. 


» | MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con la ley de cosenos. 


Ley de cosenos (http://openstax.org/l/lawcosines) 
Ley de cosenos: Aplicaciones (http://openstax.org/l/cosineapp) 
Ley de cosenos: Aplicaciones 2 (http://openstax.orq/l/cosineapp2) 


8.2 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. Si busca un lado que faltaen 2. Sibusca un ángulo que falta 3. Explique qué representa s 
un triángulo, ¿qué necesita en un triángulo, ¿qué en la fórmula de Herón. 
saber al momento de necesita saber al momento 
utilizar la ley de cosenos? de utilizar la ley de cosenos? 
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4. Explique la relación entre el 5. ¿Cuándo hay que utilizar la 
teorema de Pitágoras y la ley de cosenos en lugar del 
ley de cosenos. teorema de Pitágoras? 

Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, supongamos que a es el lado opuesto a, В es el lado opuesto b, y y es el lado opuesto с. Si es 
posible, resuelva cada triángulo para el lado desconocido. Redondee a la décima más cercana. 


6. y = 41,2°,a = 2,49, b = 3,13 7. a=120,b=6,c=7 8. p = 58,7°,a = 10,6, с = 15,7 
9. y = 115°,a = 18,b = 23 10. а = 119°, a = 26, b = 14 11. у= 113°,b = 10, с = 32 
12. p = 67°, а = 49, b = 38 13. а = 43,1°, а = 184,2, b = 242,8 14. а = 36,6°,a = 186,2, b = 242,2 


15. f= 50°, а = 105,b = 45 


En los siguientes ejercicios, utilice la ley de cosenos para resolver el ángulo que falta en el triángulo oblicuo. Redondee a 
la décima más cercana. 


16. a = 42, b = 19, с = 30; 17. а= 14, b= 13, c= 20; 18. а= 16,6 = 31, с = 20; 
halle el ángulo A. halle el ángulo С. halle el ángulo B. 

19. а= 13, b = 22, c = 28; 20. а = 108, b = 132, c = 160; 
halle el ángulo А. halle el ángulo C. 


En los siguientes ejercicios, resuelva el triángulo. Redondee a la décima más cercana. 


21. A=35°,b=8,c=11 22. B = 88°, а = 4,4, c = 5,2 23. C = 121°,a = 21,b = 37 


24. а= 13,b=11,c=15 25. a=3,1,b=3,5,c=5 26. а= 51,b = 25,с = 29 


En los siguientes ejercicios, utilice la fórmula de Herón para calcular el área del triángulo. Redondee a la centésima más 


cercana. 
27. Calcule el área de un 28. Calcule el área de un 29. a= 4. т, Б = 1 m,c = 1 m 
triángulo cuyos lados triángulo cuyos lados 
miden 18 pulgadas, 21 miden 20 cm, 26 cm y 37 
pulgadas y 32 pulgadas. cm. Redondee a la décima 
Redondee a la décima más más cercana. 
cercana. 
30. а = 12,4 pies, b = 13,7 pies, с = 20,2 pies 31. а= 1,6 yardas, b = 2,6 yardas, с = 4,1 yardas 
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En los siguientes ejercicios, calcule la longitud del lado x. Redondee a la décima más cercana. 


32. x 


6.5 5 


35. 30 


< 


En los siguientes ejercicios, halle la medida del ángulo А. 


38. 15 
Ni 
25 
41. 
40.6 
38.7 
23.3 


33. m 34. "=D 
=з ы 15 
х 
в 
36. эв 37. 
yV х 
1 
5 
1 
х 3 
305 
39. 40. їн 
125 
115 
68 B.2 
100 


42. Calcule la medida de cada ángulo en 
el triángulo que se indica en la 
Figura 11. Redondee a la décima 
más cercana. 

с е А 


10 7 


Figura 11 


En los siguientes ejercicios, resuelva el lado desconocido. Redondee a la décima más cercana. 


43. 


44. 45. 


4 


16 20 
10 
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46. 


En los siguientes ejercicios, calcule el área del triángulo. Redondee a la centésima más cercana. 


47. 12 48. 
З 17 
50. 12.5 51. 
8.9 16.2 


Extensiones 


52. Un paralelogramo tiene 53. Los lados de un 54. Los lados de un 
lados de longitud 16 paralelogramo son 11 pies paralelogramo miden 28 
unidades y 10 unidades. La y 17 pies. La diagonal más centímetros y 40 
diagonal más corta es de larga es de 22 pies. Calcule centímetros. La medida del 
12 unidades. Calcule la la longitud de la diagonal ángulo mayor es 100°. 
medida de la diagonal más más corta. Calcule la longitud de la 
larga. diagonal más corta. 

55. Un octógono regular está 56. Un pentágono regular está inscrito 
inscrito en un círculo con un radio en un círculo de radio de 12 cm. 
de 8 pulgadas. (Vea la Figura 12). (Vea la Figura 13). Halle el perímetro 
Halle el perímetro del octógono. del pentágono. Redondee a la 


décima de centímetro más cercana. 


Figura 12 
Figura 13 


En los siguientes ejercicios, supongamos que x? = 25 + 36 — 60 cos (52) representa la relación de tres lados de un 
triángulo y el coseno de un ángulo. 


57. Dibuje el triángulo. 58. Mida la longitud del tercer 
lado. 
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En los siguientes ejercicios, calcule el área del triángulo. 


59. 60. 61. 
5.3 3.4 
8 
18.8 
12.8 
6 
Aplicaciones en el mundo real 
62. Un topógrafo ha tomado las 63. Un satélite calcula las distancias 64. Un avión vuela 220 millas 
medidas indicadas en la Figura 14. y el ángulo que se muestran en la con un rumbo de 40°, y 
Mida la distancia a través del lago. Figura 15 (no a escala). Calcule la luego vuela 180 millas con 
Redondee las respuestas a la distancia entre las dos ciudades. un rumbo de 170°. ¿A qué 
décima más cercana. Redondee las respuestas a la distancia está el avión de 
décima más cercana. su punto de partida y con 


A qué rumbo? Redondee las 
rg respuestas a la décima 
21° \\\ 


“ч. ЖЕ más cercana. 
370 km 
350 km 
Figura 14 | | | 
“тї ттт 
Figura 15 
65. Una torre de 113 pies está situada 66. Dos barcos zarpan del 67. El gráfico en la Figura 17 representa 
en una colina con una inclinación de puerto al mismo tiempo. dos barcos que zarpan al mismo 
34° respecto а la horizontal, como Un barco viaja a una tiempo del mismo muelle. El primer 
se muestra en la Figura 16. Se fijará velocidad de 18 millas por barco viaja a 18 millas por hora con 
un cable de sujeción en la parte hora con un rumbo de un rumbo de 327° y el segundo 
superior de la torre y se anclará en 320°. El otro barco viaja a barco viaja a 4 millas por hora con 
un punto situado a 98 pies de la una velocidad de 22 millas un rumbo de 60°. Calcule la 
base de la torre. Halle la longitud por hora con un rumbo de distancia entre los dos barcos 
del cable necesario. 194”. Calcule la distancia después de 2 horas. 


entre los dos barcos , 
después de 10 horas de 


113 pies Po viaje. 
“ко 98 pies 
І 


Figura 16 


' 


Figura 17 
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68. 


Una piscina triangular 
mide 40 pies por un lado y 
65 pies por el otro. Estos 
lados forman un ángulo 
que mide 50°. ¿Qué 
longitud tiene el tercer 
lado (redondeando a la 
décima más cercana)? 


69. 


Un piloto vuela en una 
trayectoria recta durante 1 
hora y 30 minutos. A 
continuación, realiza una 
corrección de rumbo, 
dirigiéndose 10* a la 
derecha de su rumbo 
original, y vuela 2 horas en 
la nueva dirección. Si 
mantiene una velocidad 
constante de 680 millas 
por hora, ¿a qué distancia 
se encuentra de su 
posición inicial? 


70. 


Los Ángeles está a 1.744 
millas de Chicago, Chicago 
está a 714 millas de Nueva 
York y Nueva York está a 
2.451 millas de Los 
Ángeles. Dibuje un 
triángulo que conecte 
estas tres ciudades y halle 
los ángulos del triángulo. 


71. Filadelfia está a 140 millas 72. Dos aviones salen del 73. Dos aviones despegan en 
de Washington D.C., mismo aeropuerto a la vez. direcciones diferentes. Uno 
Washington D.C. está a 442 Uno vuela a 20° al este del viaja a 300 mph hacia el 
millas de Boston y Boston norte a 500 millas por oeste y el otro viaja 25° al 
está a 315 millas de hora. El segundo vuela a norte del oeste a 420 mph. 
Filadelfia. Dibuje un 30° al este del sur a 600 Después de 90 minutos, ¿a 
triángulo que conecte millas por hora. ¿A qué qué distancia están, 
estas tres ciudades y distancia están los aviones suponiendo que vuelan a 
encuentra los ángulos del después de 2 horas? la misma altitud? 
triángulo. 

74. Un paralelogramo tiene 75. Los cuatro lados 76. Los cuatro lados 
lados de longitud 15,4 secuenciales de un secuenciales de un 
unidades y 9,8 unidades. cuadrilátero tienen cuadrilátero tienen 
Su área es de 72,9 longitudes de 4,5 cm, 7,9 longitudes de 5,7 cm, 7,2 
unidades cuadradas. cm, 9,4 cm y 12,9 cm. El cm, 9,4 cm y 12,8 cm. El 
Calcule la medida de la ángulo entre los dos lados ángulo entre los dos lados 
diagonal más larga. más pequeños es de 117°. más pequeños es de 106°. 

¿Cuál es el área de este ¿Cuál es el área de este 
cuadrilátero? cuadrilátero? 

77. Calcule el área de una 78. Calcule el área de una 


parcela triangular que 
mide 30 pies en un lado y 
42 pies en otro; el ángulo 
incluido mide 132°. 
Redondee al pie cuadrado 
más cercano. 


parcela triangular que 
mide 110 pies en un lado y 
250 pies en otro; el ángulo 
incluido mide 85*. 
Redondee al pie cuadrado 
más cercano. 


8.3 Coordenadas polares 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Trazar puntos con las coordenadas polares. 


Convertir de coordenadas polares a coordenadas rectangulares. 
Convertir de coordenadas rectangulares a coordenadas polares. 


Transformar ecuaciones entre formas polares y rectangulares. 
Identificar y graficar ecuaciones polares al convertirlas en ecuaciones rectangulares. 


+ у ум у 


A más de 12 kilómetros del puerto, un velero se topa con mal tiempo y lo desvía de su rumbo un viento де 16 nudos (vea 
la Figura 1). ¿Cómo puede el marinero indicar su ubicación a los guardacostas? En esta sección, investigaremos un 
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método de representación de la ubicación, que es diferente de la típica cuadrícula de coordenadas. 


Viento de 16 nudos 


120° 60° 
Puerto 
30° 


210° 330 ° 


240 ° 300 ° 
270° 


Figura 1 
Trazar puntos mediante coordenadas polares 


Cuando pensamos en trazar puntos en el plano, pensamos en coordenadas rectangulares (x, y) en el plano de 
coordenadas cartesianas. Sin embargo, hay otras formas de escribir un par de coordenadas y otros tipos de sistemas de 
cuadrícula. En esta sección, introducimos a las coordenadas polares, que son puntos marcados (r, Ө) y trazados en una 
cuadrícula polar. La cuadrícula polar se representa como una serie de círculos concéntricos que irradian desde el polo o 
el origen del plano de coordenadas. 


La cuadrícula polar se presenta a escala como el círculo unitario con el eje x positivo visto ahora como el eje polar y el 
origen como el polo. La primera coordenada r es el radio o la longitud del segmento rectilíneo dirigido desde el polo. El 
ángulo Ө, medido en radianes, indica la dirección de r. Nos movemos en sentido contrario al de las agujas del reloj desde 
el eje polar en un ángulo de 6, y medimos un segmento rectilíneo dirigido de longitud r en dirección a Ө. Aunque 
midamos 0 primero y luego r, el punto polar se escribe primero con la coordenada r. Por ejemplo, para trazar el punto 
(2, =) ‚ hos trasladaríamos 2 unidades en el sentido contrario а las agujas del reloj y luego en una longitud de 2 desde 


el polo. Este punto se representa en la cuadrícula en la Figura 2. 


Cuadrícula polar 


Figura 2 
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E 


Trazar un punto en la cuadrícula polar 
Trace el punto (3, 5) en la cuadrícula de coordenadas polares. 


© Solución 


El ángulo 5 se encuentra al hacer un barrido en sentido contrario a las agujas del reloj a 90° del eje polar. El punto se 


sitúa a una longitud de 3 unidades del polo en la dirección i como se muestra en la Figura 3. 


4 


=4 


Y 
Figura 3 


[>] INTÉNTELO #1  Traceelpunto (2, 2.) en la cuadrícula polar. 


992—0 


Trazar un punto en el sistema de coordenadas polares con componente negativa 


Trace el punto (- 2, z) en la cuadrícula de coordenadas polares. 


© Solución 
Sabemos que © se localiza en el primer cuadrante. Sin embargo, r = —2. Podemos acercarnos a trazar un punto con 


coordenada r negativa de dos maneras: 


1. Trace el punto (2, Z) al mover A en el sentido contrario a las agujas del reloj y al extender un segmento rectilíneo 


dirigido 2 unidades en el primer cuadrante. A continuación, vuelva a trazar el segmento rectilíneo dirigido a través 
del polo, y continúe 2 unidades en el tercer cuadrante. 


2. Desplace 5 en el sentido contrario a las agujas del reloj, y dibuje el segmento rectilíneo dirigido desde el polo 2 


unidades en la dirección negativa, en el tercer cuadrante. 


Vea la Figura 4(a). Compare esto con el gráfico de la coordenada polar (2, 2) que se muestra en la Figura 4(b). 


Acceso gratis en openstaX.org 


8.3 * Coordenadas polares 


(a) (b) 
Figura 4 


[>] INTÉNTELO #2 Trace los puntos (3,-£) y (2, Эл) en la misma cuadrícula polar. 


Convertir coordenadas polares a coordenadas rectangulares 


Cuando se da un conjunto de coordenadas polares, quizá tengamos que convertirlas en coordenadas rectangulares. 
Para ello, podemos recordar las relaciones que existen entre las variables х, у, r, y 6. 


cos 0=%=>x=rcos 0 
sen Ө= + э y=rsen 0 


La perpendicular que cae desde el punto del plano hasta el eje x forma un triángulo rectángulo, como se ilustra en la 
Figura 5. Una forma fácil de recordar las ecuaciones anteriores es pensar en cos 0 como el lado adyacente sobre la 
hipotenusa y sen 0 como el lado opuesto sobre la hipotenusa. 


y 


(x, y) o (r, 0) 


чї 


nr 


Figura 5 


Convertir coordenadas polares a coordenadas rectangulares 


Para convertir las coordenadas polares (r, 0) a coordenadas rectangulares (х, y), supongamos que 


х 
cos = — >x=rcos 0 
r 


sen Qa РЕ en ө 
r 
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CÓMO 


еб 
Dadas las coordenadas polares, convertir a coordenadas rectangulares. 
Dada la coordenada polar (r, 0), escriba x =rcos 0 y у= геп б. 
Evalúe cos 0 y sen б. 


Multiplique cos 0 entre r para hallar la coordenada de Іа x de la forma rectangular. 
Multiplique sen 6 entre r para hallar la coordenada de I a y de la forma rectangular. 


BR 


Escribir coordenadas polares como coordenadas rectangulares 
Escriba las coordenadas polares (3, 2) como coordenadas rectangulares. 


D OIDIS 


© Solución 
Utilice las relaciones equivalentes. 


x=rcos 0 
x=3cos 5 = 0 
у= ғѕеп 0 
y = З ѕеп 3 =3 
Las coordenadas rectangulares son (0, 3). Vea la Figura 6. 
y 
4 4 
3 =) 0,3 
( 2 340, 3) 
2 2 
1 1 
“E ETA 1234043211234" 
E: HH 
2 =2 
-3 -3 
-4 =4 
Cuadrícula polar Cuadrícula de coordenadas 
Figura 6 


ОИ 


Escribir coordenadas polares como coordenadas rectangulares 
Escriba las coordenadas polares (— 2, 0) como coordenadas rectangulares. 


© Solución 
Vea la Figura 7. Al escribir las coordenadas polares como rectangulares, tenemos 
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x=rcos O 
x = —2 cos (0) = –2 


y=rsen 0 
у =—2еп (0) = 0 


Las coordenadas rectangulares también son (— 2,0). 


Figura 7 


[>] INTÉNTELO #3 Escriba las coordenadas polares (-1, 2л) como coordenadas rectangulares. 


Convertir coordenadas rectangulares a coordenadas polares 


Para convertir las coordenadas rectangulares en coordenadas polares, utilizaremos otras dos relaciones conocidas. Con 
esta conversión, sin embargo, tenemos que ser conscientes de que un conjunto de coordenadas rectangulares dará 
lugar a más de un punto polar. 


Convertir coordenadas rectangulares a coordenadas polares 


La conversión de coordenadas rectangulares a coordenadas polares requiere el uso de una o más de las relaciones 
ilustradas en la Figura 8. 
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у 
4 
(х, у), (r, 0) 
F 
y 
х 

х 

' 
Figura 8 


cemos 


Escribir coordenadas rectangulares como coordenadas polares 
Convierta las coordenadas rectangulares (3, 3) a coordenadas polares. 


© Solución 
Vemos que el punto original (3, 3) está en el primer cuadrante. Para hallar 0, utilice la fórmula tan 0 = z, Esto da 


tan 0=3 

tan 0= 1 

0 = (апт! (1) 
— E 

б=т 


Para hallar r, sustituimos los valores de x como y en la fórmula г = 4/х2 + y?. Sabemos que r debe ser positivo, ya que 


т está en el primer cuadrante. Así, 


r= V3 +3? 


г= ү9+9 
r = ү18 = 34/2 


Así que, r = зү у 0=2, lo que nos da el punto polar (3v2, 2) . Vea la Figura 9. 


5 
A 
3 
2 
1 
чүс ч LE 3133 
© ы 
-3 
sA =34 
-5 "4t 
Figura 9 
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©) Análisis 

Hay otros conjuntos de coordenadas polares que serán iguales a nuestra primera solución. Por ejemplo, los puntos 
5 7 Т a 0 5л \ nai 

(-3у2, s) y (3v2, -12 ) coincidirán con la solución original de (3v2, z) . El punto (-342, 32) indica un 

movimiento en sentido contrario a las agujas del reloj рог л, que está justo enfrente de 2 El radio se expresa сото 


342. Sin embargo, el ángulo + se sitúa en el tercer cuadrante y, dado que r es negativo, extendemos el segmento 


rectilíneo dirigido en la dirección opuesta, en el primer cuadrante. Este es el mismo punto que (3v2, 2) . El punto 


(3v2. -1z ) es un movimiento más en el sentido de las agujas del reloj por —25^, a partir de а: El radio, 34/2, es el 


mismo. 


Transformar ecuaciones entre formas polares y rectangulares 


Ahora podemos convertir las coordenadas entre la forma polar y la rectangular. La conversión de ecuaciones puede ser 
más difícil, pero valdría la pena convertir entre las dos formas. Debido a que hay una serie de ecuaciones polares que no 
pueden expresarse claramente en forma cartesiana, y viceversa, podemos utilizar los mismos procedimientos que 
utilizamos para convertir puntos entre los sistemas de coordenadas. A continuación, podemos utilizar una calculadora 
gráfica para representar la forma rectangular o la forma polar de la ecuación. 


(є cómo 


a 
Dada una ecuación en forma polar, grafíquela con una calculadora gráfica. 
Cambie el MODO a POL, que representa la forma polar. 
Pulse el botón Y= para que aparezca una pantalla que permite introducir seis ecuaciones r1, гә, 


Introduzca la ecuación polar, ajustada a r. 
Pulse GRAPH. 


АДАД 9% 


Escribir una ecuación cartesiana en forma polar 
Escriba la ecuación cartesiana x? + y = 9 en forma polar. 


р СУ 09 Бе 


© Solución 
El objetivo es eliminar Іа х como у de la ecuación e introducir r y 0. Lo ideal sería escribir la ecuación r en función de Ө. 
Para obtener la forma polar, utilizaremos las relaciones entre (х, y) у (r, 0) . Dado que x = rcos дуу = кеп б, 
podemos sustituir y resolver r. 
(rcos 0)? + (rsen 0)? =9 
r2cos?0 + г2ѕеп20 = 9 
r? (соѕ20 + ѕеп20) = 9 
е2 (1) = 9 Sustituya a соѕ20 + ѕеп20 = 1. 
гт = +3 Utilice la propiedad de la raíz cuadrada. 


Así, х2 + y? = 9,к =3, y r = —3 debería generar el mismo gráfico. Vea el Figura 10. 
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4 
+ +=х + =- 
-4 - 4 4 
' 
(а) (b) 


Figura 10 (а) Forma cartesiana х2 + у? = 9 (b) Forma polar r = 3 


Para graficar un círculo en forma rectangular, primero debemos resolver y. 


y =9- х2 
у= +ү9 – х2 


Observe que se trata de dos funciones distintas, ya que un círculo no supera Іа prueba de la línea vertical. Por lo tanto, 
tenemos que introducir en la calculadora las raíces cuadradas positivas y negativas por separado, como dos ecuaciones 


de la forma Ү = V9 — x? y Y, = — V9 — х2. Pulse GRAPH. 


Reescribir una ecuación cartesiana como ecuación polar 
Reescribir la ecuación cartesiana х2 + y = 6y como una ecuación polar. 


© Solución 
Esta ecuación es similar a la del ejemplo anterior, pero requiere diferentes pasos para convertir la ecuación. 
Podemos seguir los mismos procedimientos que ya hemos aprendido y hacer las siguientes sustituciones: 


r? = бу Uso х2 + y? =r. 


r? = 6rsen Ө Sustituya y = геп Ө. 

r? —6rsen Ө=0  Iguale a0. 

(ғ — бѕеп Ө) = 0 Factorice y resuelva. 

r=0 Rechazamos r = 0, ya que solo representa un punto, (0, 0). 
г = беп ө 


Por lo tanto, las ecuaciones x? + y = буут = 6sen 0 debería darnos el mismo gráfico. Vea la Figura 11. 
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y 
“a aA g L 2 4 4 Е Ы AAZ 1 079 6 
(а) (b) 


Figura 11 (а) Forma cartesiana х2 + y = бу (b) forma polar r = беп ө 


La ecuación cartesiana o rectangular se traza en la cuadrícula rectangular, y la ecuación polar se traza en la cuadrícula 
polar. Claramente, los gráficos son idénticos. 


Reescribir una ecuación cartesiana en forma polar 
Reescribir la ecuación cartesiana y = 3x + 2 como una ecuación polar. 


© Solución 
Utilizaremos las relaciones x = rcos ду у= кеп б. 


у= 3х+2 
rsen 0 = Згсоѕ 0+2 
rsen 0 – Зғсоѕ 0 = 2 


r(sen 0 – 3 соѕ 0) = 2 Aísle г. 


= 2 


т 023 603.00 Resuelva pata r. 


[>] INTÉNTELO #4 Reescribir la ecuación cartesiana y? = 3 — x? en forma polar. 


Identificar y graficar ecuaciones polares al convertirlas en ecuaciones 
rectangulares 


Hemos aprendido a convertir coordenadas rectangulares en coordenadas polares, y hemos visto que los puntos son 
efectivamente los mismos. También hemos transformado ecuaciones polares en ecuaciones rectangulares y viceversa. 
Ahora demostraremos que sus gráficos, aunque dibujados en cuadrículas diferentes, son idénticos. 


E 


Graficar una ecuación polar al convertirla en una ecuación rectangular 
Convierta la ecuación polar r = 2s O en una ecuación rectangular, y dibuje su correspondiente gráfico. 


© Solución 
La conversión es 


r = 250 
2 

r cos 6 
rcos Ө = 2 
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Observe que la ecuación r = 2s O dibujada en la cuadrícula polar es claramente la misma que la línea vertical x = 2 
dibujada еп la cuadrícula rectangular (vea la Figura 12). Así сото x = с es la forma estándar para una línea vertical en 
forma rectangular, r = csec 0 es la forma estándar para una línea vertical en forma polar. 


4 y 

3 5 

2 4 

1 r=2sec0 3 

+ сз -ў 1 1 3 4 
A 1 
| + + a Ҳ 

2 a 9 4 з 4 
-9 1 

Р =2 

(a) (b) 


Figura 12 (a) Cuadrícula polar (b) Sistema de coordenadas rectangulares 


Una explicación similar demostraría que el gráfico de la función r = 2 сѕс Ө será la línea horizontal y = 2. De hecho, 
r=ccsc 0 es Іа forma estándar de una línea horizontal en forma polar, correspondiente а la forma rectangular у = с. 


O 


Reescribir una ecuación polar en forma cartesiana 


Reescriba la ecuación polar r = туа como una ecuación cartesiana. 


© Solución 
El objetivo es eliminar la ду r, e introducir la х como у. Despejamos la fracción y luego utilizamos la sustitución. Para 


sustituir r con la x como y, debemos utilizar la expresión x + y? =r. 
r è = mes 
r(2(¥)) = з 

r2x = 3 Uso cos 0 = + ti elimine 0 

r2x = 3 
r = 3+2x Aísle r 

r? = (3+2x)? Lleve al cuadrado ambos lados 

Ary = (3+2xY Uso х2 + y? =r? 


La ecuación cartesiana es x? + y = (3 + 2х)2. Sin embargo, para graficarlo, especialmente con una calculadora gráfica 
o un programa computarizado, queremos aislar y. 


x? + y = (3 + 2х)? 
у? = (3 + 2х)? = х2 
у= +ү(3 + 2х)? – х2 


Cuando toda nuestra ecuación se haya cambiado de r y 8 a la х сото y, podemos parar, a no ser que se nos pida que 
resolvamos y o simplificar. Vea la Figura 13. 
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y 
хї+уй=(3 +2х)! А 


Cuadrícula de coordenadas Cuadrícula polar 


Figura 13 


La forma de "reloj de arena" en el gráfico se denomina hipérbola. Las hipérbolas tienen muchas características y 
aplicaciones geométricas interesantes, que investigaremos más a fondo en Geometría Analítica. 


©) Análisis 

En este ejemplo, el lado derecho de la ecuación puede expandirse y la ecuación simplificarse aún más, como se indica 
arriba. Sin embargo, la ecuación no puede escribirse como una sola función en forma cartesiana. Podemos escribir la 
ecuación rectangular en la forma estándar de la hipérbola. Para ello, podemos empezar con la ecuación inicial. 


x2 + y? = (3+2x? 

х2 + y (3 + 2х)2 = 
x2+y(9+12x+4x?2) = 
x? + у2912х4х2 
3х212х + y? = 

3x2 + 12xy? = 

3(х? + 4x+) y? = 
3(12+4x+4)y = 9 
3(х +2) y? 
a+29L 


Multiplique esto por 1 


Ш 
© ооо о © 


12 Organice los términos para completar el unidades para х 


+ 
3 
1 


[>] INTÉNTELO #5 Reescriba la ecuación polar r = 2 sen 0 en forma cartesiana. 


Reescribir una ecuación polar en forma cartesiana 
Reescriba la ecuación polar r = sen (20) en forma cartesiana. 


© Solución 


r = senQ0) Utilice la identidad de ángulo doble para el seno. 
r=2sen Өсоѕ 0 Uso cos 0 = & y sen 0 =!, 
r=2(%) (2) Simplifique. 
r= => Multiplique ambos lados рог r°. 
r? =2xy 


3 
(М2 +») = 2ху Dado que x? + y? =1?,r= yx? + y?. 


Esta ecuación también se escribe como 
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3 2 
(х2 +»)? =2xy o0 x? + у? = (2ху)3 


[>] MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con las coordenadas polares. 


Introducción a las coordenadas polares (http://openstax.org/l/intropolar) 
Comparación de coordenadas polares y rectangulares (http://openstax.org/l/polarrect) 


8.3 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. ¿En qué se diferencian las 2. ¿En qué se diferencian los 3. Explique cómo se grafican 
coordenadas polares de las ejes polares de los ejes de x las coordenadas polares. 
rectangulares? y de уеп el plano 
cartesiano? 
4. ¿Cómo son los puntos 5. Explique por qué los puntos 
Л Л. Л Лл 
(3,2) y (—3, 2)? (—3, 2) y (3,4) son los 
mismos. 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, convierta las coordenadas polares dadas en coordenadas cartesianas. Recuerde el cuadrante 
donde se encuentra el punto dado cuando determine 0 para el punto. 


в. (7,%) 7. (5,7) 8. (6,-2) 


En los siguientes ejercicios, convierta las coordenadas cartesianas dadas en coordenadas polares con 
г> 0, 0<0<2x. Recuerde considerar el cuadrante en el que se localiza el punto dado. 
11. (4,2) 12. (-4,6) 13. (3,-5) 


14. (-10,-13) 15. (8,8) 


En los siguientes ejercicios, convierta la ecuación cartesiana dada en una ecuación polar. 


16. х= 3 17. у=4 18. у= 4х2 
19. у = 2х“ 20. х2 + y? = 4у 21. х2 + y? = 3х 
22. x? -y = х 23. х2 – y? = Зу 24. х2 +y = 9 
25. x? = 9у 26. y? = 9х 27. 9ху = 1 
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En los siguientes ejercicios, convierta la ecuación polar dada en una ecuación cartesiana. Escriba en la forma estándar de 
una cónica, si es posible, e identifique la sección cónica representada. 


= = = 4 
28. r=3sen 0 29. r=4cos 0 30. r= зеп 0+7c0s 0 
31. r= 6 32. г= 25 0 33. r=3csc 0 


— cos 0+3 ѕеп 0 


34. г = yrcos 0+2 35. r? = 45ес 0 csc 0 36. r=4 


38. E —. 39. r= 3 


r= Teos 0-3sen 0 cos 0—5 sen 0 


II 
ÉS 


37. r? 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, halle las coordenadas polares del punto. 
42. 


40. т 41. Е т 
2 2 2 
! ! ! 
4 | | 
{ . И 

mæ- 2-2-5 e О тч e O «11 ОПР 

t $ ei 
' ' ' 
37 Зт Зт 
2 2 2 

43 т 44. т 
2 2 
| | 

Ta COSPN V 1ш TA 0 

| € 
' ' 
3r Зт 
2 2 

Еп los siguientes ejercicios, trace los puntos. 

45. (-2, 2) 46. (-1,-%) ат. (3,5, 2©) 

48. (—4,&) 49. (5,5) 50. (4, ==) 

51. (3, 3) 52. (-1,5,2%) 53. (-2, 2) 

ва. (1,3) 


En los siguientes ejercicios, convierta la ecuación de forma rectangular a polar y grafique en el eje polar. 


55. 5x- y=6 56. 2х +7y = –3 57. х2 +(у- 1)2 =1 
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58. (х+2)7+(у+3)? = 13 


61. х2 + у? = 3х 


59. х= 2 


60. х2 + y? = 5у 


Еп los siguientes ejercicios, convierta la ecuación de forma polar a rectangular y grafique en el plano rectangular. 


62. r=6 
— Л 
65. 0=4 


68. r=3c0s 0 


En tecnología 


69. Utilice una calculadora 
gráfica para calcular las 
coordenadas rectangulares 
de (2, -2) . Redondee a la 


milésima más cercana. 


72. Utilice una calculadora 
gráfica para calcular las 
coordenadas polares de 
(3, -4) en grados. 
Redondee a la centésima 
más cercana. 


Extensiones 


74. Describa el gráfico de 
к= авес Ө;а > 0. 


77. Describa el gráfico de 
r=acsc 0;а <0. 


63. r=-4 
66. г = sec 0 
70. Utilice una calculadora 


73. 


75. 


78. 


gráfica para calcular las 
coordenadas rectangulares 
де (-3, 3z) . Redondee a 


la milésima más cercana. 


Utilice una calculadora 
gráfica para calcular las 
coordenadas polares de 
(— 2, 0) en radianes. 
Redondee a la centésima 
más cercana. 


Describa el gráfico de 
r=asec 0;a < 0. 


¿Qué ecuaciones polares 
darán una línea oblicua? 


En el siguiente ejercicio, grafique la inecuación polar. 


79. r<4 


80. 0<0<f 


83. 


0<0<3, г< 2 


8.4 Coordenadas polares: gráficos 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección podrá: 


> Comprobar la simetría de las ecuaciones polares. 
> Representar gráficamente ecuaciones polares mediante trazado de puntos. 
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67. r= —105еп 0 


71. 


76. 


81. 


84. 


Utilice una calculadora 
gráfica para calcular las 
coordenadas polares de 
(—7,8) en grados. 
Redondee a la milésima 
más cercana. 


Describa el gráfico de 
r=acsc Ө;а > О. 


8.4 * Coordenadas polares: gráficos 


Los planetas se mueven por el espacio en órbitas elípticas y periódicas alrededor del sol, como se muestra en la Figura 1. 
Están en constante movimiento, por lo que fijar una posición exacta de cualquier planeta solo es válido durante un 
momento. En otras palabras, solo podemos fijar la posición instantánea de un planeta. Esta es una aplicación de las 
coordenadas polares, representadas como (r, 0). Interpretamos r como la distancia al Sol y д como el rumbo angular del 
planeta, o su dirección desde un punto fijo del Sol. En esta sección nos centraremos en el sistema polar y en los gráficos 
que se generan directamente a partir de coordenadas polares. 


Figura 1 Los planetas siguen trayectorias elípticas mientras orbitan alrededor del Sol (créditos: modificación del trabajo 
de la NASA/Laboratorio de Propulsión a Chorro [Jet Propulsion Laboratory, JPL]-Instituto de Tecnología de California 
[California Institute of Technology, Caltech]). 


Probar la simetría de las ecuaciones polares 


Al igual que una ecuación rectangular como y = x? describe la relación entre x y y en una cuadrícula cartesiana, una 
ecuación polar describe una relación entre r y 0 en una cuadrícula polar. Recordemos que el par de coordenadas (r, 0) 
indica que nos movemos en sentido contrario a las agujas del reloj desde el eje polar (eje x positivo) en un ángulo de 6, y 
extiende un rayo desde el polo (origen) de r unidades en la dirección de 8. Todos los puntos que satisfacen la ecuación 
polar están en el gráfico. 


La simetría es una propiedad que nos ayuda a reconocer y trazar el gráfico de cualquier ecuación. Si una ecuación tiene 
un gráfico que es simétrico respecto a un eje, significa que si doblamos el gráfico por la mitad sobre ese eje, la parte del 
gráfico de un lado coincidiría con la parte del otro lado. Realizando tres pruebas, veremos cómo aplicar las propiedades 
de la simetría a las ecuaciones polares. Además, utilizaremos la simetría (además de trazar puntos clave, ceros y 
máximos de r) para determinar el gráfico de una ecuación polar. 


En la primera prueba, consideramos la simetría con respecto a la línea 0 = 5 (eje y). Reemplazamos (r, Ө) con la (-r, —0) 


para determinar si la nueva ecuación es equivalente a la ecuación original. Por ejemplo, supongamos que nos dan la 
ecuación r = 2 sen 0; 


r=2sen 0 

-r = 2 sen(-0) Sustituya (r, Ө) con (-r, -6). 

-r = —2 sen 0 La identidad: sen(-0) = - sen Ө. 
r=2sen 0 Multiplique ambos lados por—1. 


Esta ecuación presenta simetría con respecto a la línea 0 = 


NE] 


En la segunda prueba, consideramos la simetría con respecto al eje polar (eje х). Reemplazamos (r, 0) con la (r, —0) o 
(—r, 7 — 0) para determinar la equivalencia entre la ecuación probada y la original. Por ejemplo, supongamos que nos 
dan la ecuación r = 1 – 2 соѕ б. 

r=1-2cos 0 

r=1-2cos(-0) Sustituya (r, Ө) con (r, -6). 

r=1-2cos Ө Identidad par/impar 
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El gráfico de esta ecuación presenta simetría con respecto al eje polar. 


En la tercera prueba, consideramos la simetría con respecto al polo (origen). Reemplazamos (r, 0) con la (=r, 0) para 
determinar si la ecuación probada es equivalente a la ecuación original. Por ejemplo, supongamos que nos dan la 
ecuación r = 2 sen(30 ). 


r = 2 sen(30) 

—r = 2 sen(30) 
La ecuación no ha superado la prueba de simetría, pero eso no significa que no sea simétrica con respecto al polo. La 
superación de una o más pruebas de simetría verifica que la simetría se mostrará en un gráfico. Sin embargo, el hecho 


de no superar las pruebas de simetría no indica necesariamente que un gráfico no sea simétrico con respecto a la línea 
Ө = оз el eje polar, о el polo. En estos casos, podemos confirmar que la simetría existe trazando puntos de reflexión a 


través del eje de simetría aparente o del polo. La prueba de simetría es una técnica que simplifica hacer gráficos de las 
ecuaciones polares, pero su aplicación no es perfecta. 


Pruebas de simetría 


Una ecuación polar describe una curva en la cuadrícula polar. El gráfico de la ecuación polar se evalúa para tres tipos 
de simetría, como se indica la Figura 2. 


(a) (b) 
Figura 2 (а) Un gráfico es simétrico respecto a la línea 0 = 2 (eje y) si la sustitución de (r, Ө) con Іа (—r, —0) produce 
una ecuación equivalente. (b) Un gráfico es simétrico con respecto al eje polar (eje x) si la sustitución de (r, Ө) con la 
(r, —0) o (—r, 1-0) produce una ecuación equivalente. (с) Un gráfico es simétrico con respecto al polo (origen) si la 
sustitución de (r, 0) con la (—r, 0) produce una ecuación equivalente. 


(є cómo 


Dada una ecuación polar, pruebe la simetría. 


1. Sustituya la combinación adecuada de componentes рага (r, 0) : (—r, —0) para la simetría 0 = > (r, —0) para la 


simetría del eje polar y (—r, 0) para la simetría con respecto al polo. 
2. Silas ecuaciones resultantes son equivalentes en una o más de las pruebas, el gráfico produce la simetría 
esperada. 
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Probar la simetría de una ecuación polar 
Pruebe la ecuación r = 2 sen бд para la simetría. 
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© Solución 
Comprobación para cada uno de los tres tipos de simetría. 


1) Sustituir (r, 0) con la (—r, —0) produce el mismo resultado. Por lo -r = 2 sen(-0) 
tanto, el gráfico es simétrico con respecto a la línea 0 = о: -r = —2веп Ө Identidad par-impar 


r=2sen 0  Multiplique por —1 
Aprobado 


2) La sustitución de 0 con —@ no produce la misma ecuación. Por lo r = 2sen(-0) 


tanto, el gráfico по pasa la prueba y puede о no ser simétrico con r=-2sen 0 Identidad par-impar 
respecto al eje polar. r=-2sen 0% 2sen 0 
Fallido 
3) La sustitución de r con la —r cambia la ecuación y no pasa la -r=2sen 0 
prueba. El gráfico puede o no ser simétrico con respecto al polo. г = —2зеп 0% 2sen 0 
Fallido 
Tabla 1 
©) Análisis 


Utilizando una calculadora gráfica podemos ver que la ecuación r = 2 sen 0 es un círculo centrado en (0, 1) con radio 
r = 1 yes efectivamente simétrica a la línea 0 = 3 También podemos ver que el gráfico no es simétrico con el eje polar 


ni el polo. Vea la Figura 3. 


ET 3 2 -{ i 2 3 4 


' 
Figura 3 


[>] INTÉNTELO #1 Pruebe la simetría de la ecuación: r = —2 cos б. 


Representar gráficamente ecuaciones polares mediante trazado de puntos 


Para hacer un gráfico en el sistema de coordenadas rectangulares construimos una tabla de valores de x y y. Para hacer 
un gráfico en el sistema de coordenadas polares construimos una tabla de valores 8 y r. Introducimos valores de беп 
una ecuación polar y calculamos r. Sin embargo, al usar las propiedades de simetría y calcular los valores clave de бу r 
significa que se necesitarán menos cálculos. 


Hallar ceros y máximos 

Para hallar los ceros de una ecuación polar, resolvemos los valores de Ө que resultan en r = 0. Recordemos que, para 
hallar los ceros de las funciones polinómicas, fijamos la ecuación igual a cero y luego resolvemos para x. Utilizamos el 
mismo proceso para las ecuaciones polares. Establezca r = 0, y resuelva para 0. 
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Para muchas de las formas que encontraremos, el valor máximo de una ecuación polar se calcula sustituyendo aquellos 
valores de беп la ecuación que da como resultado el valor máximo de las funciones trigonométricas. Considere que 

r = 5 соѕ 60; la distancia máxima entre la curva y el poste es de 5 unidades. El valor máximo de la función coseno es 1 
cuando 0 = 0, por lo que nuestra ecuación polar es 5 соѕ 6, y el valor 0 = 0 producirá el máximo |r]. 


Del mismo modo, el valor máximo de la función de seno es 1 cuando 0 = р y si nuestra ecuación polar es r = 5sen 0, 


el valor 0 = 5 producirá el máximo |r|. Podemos hallar información adicional calculando los valores де r cuando 0 = 0. 


Estos puntos serían las intersecciones de los ejes polares, que pueden ser útiles para dibujar el gráfico e identificar la 
curva de una ecuación polar. 


EE 


Hallar los ceros y los valores máximos de una ecuación polar 
Utilizando la ecuación del Ejemplo 1, halle los ceros y el máximo |r] y, si es necesario, las intersecciones del eje polar de 
r=2sen б. 


© Solución 
Para hallar los ceros, establezca r igual a cero y resuelva para 6. 


2sen0=0 
sen 0=0 
9=sen 10 


Ө = пл donde n es un número entero 


Sustituya cualquiera de los valores 0 en la ecuación. Utilizaremos 0, 


r = 2 ѕеп(0) 
r=0 


Los puntos (0, 0) y (0, +ил) son los ceros de la ecuación. Todos coinciden, por lo que solo se ve un punto en el gráfico. 
Este punto es también la única intersección del eje polar. 


Para hallar el valor máximo de la ecuación, observe el valor máximo de la función trigonométrica sen Ө, que se produce 
cuando 0 = 5 + 2kx lo que da como resultado sen (5) = 1. Sustituya 5 por 6. 


г =2sen (2) 
r=2(1) 
r=2 


©) Análisis 
El punto (2, 2) será el valor máximo del gráfico. Vamos а trazar algunos puntos más рага verificar el gráfico де un 
círculo. Vea la Tabla 2 y la Figura 4. 


0 r=2sen 0 r 
0 r = 2 ѕеп(0) = 0 0 
© г = 2веп(®) =1 1 
к | r= 2sen (5) 1,73 | 1,73 
Е г = 25 (2) =2 2 


2л р=25еп (272) 1,73 1,73 


Tabla 2 
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5 = 3 ке, 

т r=2sen (22) = 1 1 

л г = 2 ѕеп (л) = 0 0 
Tabla 2 


Y 
Figura 4 


INTÉNTELO #2 Sin convertir a coordenadas cartesianas, pruebe la simetría de la ecuación dada y halle los 
ceros y valores máximos де |r| : r = 3 соѕ 0. 


Investigar sobre círculos 
Ahora hemos visto la ecuación de un círculo en el sistema de coordenadas polares. En los dos ejemplos anteriores se 
utilizó la misma ecuación para ilustrar las propiedades de la simetría y demostrar cómo hallar los ceros, los valores 


máximos y los puntos trazados que produjeron los gráficos. Sin embargo, el círculo es solo una de las muchas formas 
del conjunto de curvas polares. 


Existen cinco curvas polares clásicas: cardioides, caracoles de Pascal, lemniscatas, curvas de rosa polar (rhodonea) y 


espirales de Arquímedes. Trataremos brevemente las fórmulas polares del círculo antes de pasar a las curvas clásicas y 
sus variaciones. 


Fórmulas para la ecuación de un círculo 


Algunas de las fórmulas que producen el gráfico de un círculo en coordenadas polares están dadas por r = acos ду 


r = asen 0, donde a es el diámetro de la circunferencia o la distancia desde el polo hasta el punto más alejado del 
círculo. El radio es El о la mitad del diámetro. Parar = acos 0, el centro es (2.0) . Para r = asen Ө, el centro es 
(с 5) . La Figura 5 muestra los gráficos de estos cuatro círculos. 
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г= асоѕб,а > 0 r= асоѕӣ,а < 0 г= аѕепӨ,а > 0 г = аѕепе,а < 0 
(а) (b) (с) (9) 
Figura 5 


Dibujar el gráfico de una ecuación polar para un círculo 
Dibuje el gráfico de r = 4cos 6. 


© Solución 
En primer lugar, al comprobar la simetría de la ecuación, nos damos cuenta de que el gráfico es simétrico respecto al eje 
polar. Luego, hallamos los ceros y el máximo |r| por r = 4со$ 6. Primero, establezca r = 0, y resuelva para 6. Por lo 


tanto, se produce un cero en Ө = 5 + Кл. Un punto clave para trazar es (o, z) a 


Para hallar el valor máximo de r, observe que el valor máximo de la función coseno es 1 cuando 0 = 0 + 2kx. Sustituya 
0 = Оеп la ecuación: 


r=4cos 0 
r = 4cos(0) 
r=4(1) = 4 


El valor máximo de la ecuación es 4. Un punto clave para trazar es (4, 0). 


Dado que r = 4cos 0 es simétrica con respecto al eje polar, solo tenemos que calcular los valores r para д en el intervalo 
[0, л]. Los puntos del cuadrante superior se pueden reflejar en el cuadrante inferior. Haga una tabla de valores similar a 
la Tabla 3. El gráfico se muestra en la Figura 6. 


ula 
NJS 
W 
> 
е 


r | 4 | 3,46 | 2,83 | 2 0 -2 -2,83 -3,46 | -4 


Tabla 3 
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' 
Figura 6 


Investigar las cardioides 


8.4 * Coordenadas polares: gráficos 883 


Aunque la traslación de coordenadas polares a coordenadas cartesianas puede parecer más sencilla en algunos casos, la 
representación gráfica de las curvas clásicas es en realidad menos complicada en el sistema polar. La siguiente curva se 
llama cardioide, ya que se parece a un corazón. Esta forma se incluye, a menudo, con la familia de curvas llamada 


caracoles de Pascal, pero aquí hablaremos de la cardioide por sí sola. 


Fórmulas para una cardioide 


Las fórmulas que producen los gráficos de una cardioide están dadas por r = a + bcos 0yr = а + bsen 0 donde 
a>0,b>0,y T = 1. El gráfico de la cardioide pasa por el polo, como podemos ver en la Figura 7. 


595 


r= а + bcos r = а — Бсоѕ50 r= а + bsenð 
(a) (b) (c) 
Figura 7 


(є cómo 


£ 
Dada la ecuación polar de una cardioide, dibuje su gráfico. 
Compruebe la ecuación de los tres tipos de simetría. 


Halle los ceros. Establezca r = 0. 


Haga una tabla de valores para r y 0. 
Trace los puntos y dibuje el gráfico. 


SI 


г= а — Бѕепб 


(a) 


Halle el valor máximo de la ecuación según el valor máximo de la expresión trigonométrica. 
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Dibujar el gráfico de una cardioide 
Dibuje el gráfico de r = 2 + 2соз 6. 


© Solución 

Primero, al probar la simetría de la ecuación, hallamos que el gráfico de esta ecuación será simétrico alrededor del eje 
polar. Luego, hallamos los ceros y los máximos. Si establecemos que r = 0, tenemos 0 = л + 2Кл. El cero de la ecuación 
se encuentra en (0, 7). El gráfico pasa por este punto. 


El valor máximo де r = 2 + 2 соѕ Ө se produce cuando cos O es un máximo, lo que se da cuando cos 0 = 1 o cuando 
Ө = 0. Sustituya Ө = 0 en la ecuación y resuelva рага r. 


r = 2 + 2 cos(0) 

к=2+2(1)=4 
El punto (4, 0) es el valor máximo del gráfico. 
Comprobamos que la ecuación polar es simétrica con respecto al eje polar, pero como se extiende a los cuatro 
cuadrantes, necesitamos trazar los valores sobre el intervalo [0, л]. La parte superior del gráfico se refleja entonces 


sobre el eje polar. A continuación, hacemos una tabla de valores, como en la Tabla 4, y luego trazamos los puntos y 
dibujamos el gráfico. Vea la Figura 8. 


D 

© 
+|з 
ком 

N 


Tabla 4 
4 
A 
a [1.1] (4, 0) ` 
Y 
Figura 8 


Investigar sobre caracoles de Pascal 

La palabra limaçon significa "caracol" en francés antiguo, nombre que describe la forma del gráfico. Como se ha 
mencionado anteriormente, el cardioide es un miembro de la familia de los caracoles de Pascal, y podemos ver las 
similitudes en los gráficos. Las demás imágenes de esta categoría consisten en un caracol de Pascal de un lazo y un 
caracol de Pascal de dos lazos (o de lazo interno). Los caracoles de Pascal de un lazo, a veces, se denominan caracoles 
de Pascal con hoyuelos cuando 1 < я < 2 y caracoles de Pascal convexos cuando > > 2. 
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Fórmulas para los caracoles de Pascal de un lazo 


Las fórmulas que producen el gráfico de un caracol de Pascal de un lazo con hoyuelos están dadas por 
т = а+ Бсо$ 0yr=azwÑbsen 0Odonde a > 0, b>0, y [<= < 2. Los cuatro gráficos se muestran en la Figura 9. 


' ' 


r= а + bcos r = а – bcos r= а + Бѕепб r= а — Бѕепб 


(a) (b) (с) (a) 


Figura 9 Caracoles de Pascal con hoyuelos 


(є cómo 


Dada una ecuación polar para un caracol de Pascal de un lazo, dibuje el gráfico. 


1. Pruebe la simetría de la ecuación. Recuerde que el hecho de no superar la prueba de simetría no significa que la 
forma no presente simetría. A menudo, la simetría puede revelarse al trazar los puntos. 

Halle los ceros. 

Halle los valores máximos según la expresión trigonométrica. 

Haga una tabla. 

Trace los puntos y dibuje el gráfico. 


A Ез T 


Dibujar el gráfico de un caracol de Pascal de un lazo 
Represente gráficamente la ecuación r = 4 — 3 sen б. 


© Solución 

Primero, al probar la simetría de la ecuación, hallamos que no supera las tres pruebas de simetría, lo que significa que el 
gráfico puede o no presentar simetría, por lo que no podemos utilizar la simetría para ayudarnos a graficarla. Sin 
embargo, esta ecuación tiene un gráfico que muestra claramente la simetría con respecto a la línea 0 = 3 рего по 
supera las tres pruebas de simetría. Una calculadora gráfica ilustrará inmediatamente Іа cualidad de reflexión del 
gráfico. 

Luego, hallamos los ceros y el máximo, y trazamos los puntos de reflexión para verificar cualquier simetría. Si 
establecemos que r = 0 da como resultado que 6 es indefinido. ¿Qué significa esto? ¿Cómo podría 0 ser indefinido? El 
ángulo Ө es indefinido para cualquier valor de sen 0 > 1. Por lo tanto, 0 es indefinido porque no hay ningún valor de 0 
para los cuales sen Ө > 1. En consecuencia, el gráfico no pasa por el polo. Quizás el gráfico sí cruza el eje polar, pero no 
en el polo. Podemos investigar otras intersecciones al calcular r cuando Ө = 0. 


r(0) = 4 – 3 sen(0) 
r=4-3.0=4 
Por lo tanto, hay al menos una intersección del eje polar en (4, 0). 


Luego, como el valor máximo de la función seno es 1 cuando 0 = 95 sustituiremos 0 = a en la ecuación y resolvemos 


para r. Por lo tanto, r = 1. 
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Haga una tabla de las coordenadas similar a la Tabla 5 


л 2 5л їл 4л 3л 5л lla 
213|% 3 2л 


Tabla 5 


El gráfico se muestra en la Figura 10. 


4 
6 
4 
2141.3) 
(4, т) (4,0) 
-6 A A 6 


Figura 10 Caracol de Pascal de un lazo 


©) Análisis 

Este es un ejemplo de una curva para la que la elaboración de una tabla de valores es fundamental para producir un 
gráfico preciso. Las pruebas de simetría fallan; el cero es indefinido. Aunque puede ser evidente que una ecuación que 
incluya sen 0 es probablemente simétrica con respecto a la línea 0 = аа evaluar más puntos ayuda а verificar que el 
gráfico es correcto. 


[>] INTÉNTELO #3  Dibujeel gráfico de r = 3 — 2 cos 0. 


Otro tipo de caracol, el caracol de Pascal de lazo interno, recibe su nombre por el lazo que se forma dentro de la forma 
general del caracol. Lo descubrió el artista alemán Albrecht Dürer(1471 a 1528), quien reveló un método para dibujar el 
caracol de Pascal de lazo interno en su libro de 1525 Underweysung der Messing. Un siglo más tarde, el padre del 
matemático Blaise Pascal, Étienne Pascal (1588 a 1651), lo redescubrió. 


Fórmulas para caracoles de Pascal de lazo interno 
Las fórmulas que generan los caracoles de Pascal de lazo interno están dadas por r = а + bcos 0yr =a+ bsen 0 


donde a > 0, b > 0, y a < b. El gráfico del caracol de Pascal de lazo interno pasa por el polo dos veces: una para el 
lazo externo y otra para el lazo interno. Vea los gráficos en la Figura 11. 
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1 


r=a+bcos0,a<b г= а – ђБсоѕб, а < 0 г= а + Бѕепб, а < 0 г= а – Бѕепб,а< 0 


(а) (b) (с) (d) 
Figura 11 


Dibujar el gráfico de un caracol de Pascal de lazo interno 
Dibuje el gráfico de r = 2 + 5cos 0. 


© Solución 
Al probar la simetría, hallamos que el gráfico de la ecuación es simétrico alrededor del eje polar. Luego, hallar los ceros 
revela que cuando r = 0, 0 = 1,98. El máximo |r| se halla cuando cos 0 = 1 o cuando 0 = О. Por lo tanto, el máximo se 


encuentra en el punto (7, 0). 


Aunque hayamos calculado la simetría, el cero y el máximo, el trazado de más puntos ayudará a definir la forma, y 
entonces surgirá un patrón. 


Vea la Tabla 6. 


2л 5л рд 7л 4 3л Sa Ил оу 
6 


сом 
[9] 
ol 
[e] 
чә 
N 
¡957 


Tabla 6 


Como era de esperar, los valores comienzan a repetirse después de 0 = л. El gráfico se muestra en la Figura 12. 


4 


(4.5-5) 


Figura 12 Caracol de Pascal de lazo interno 
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Investigar las lemniscatas 
La lemniscata es una curva polar que se asemeja al símbolo del infinito о o un número 8. Centrada en el polo, una 


lemniscata es simétrica por definición. 


Fórmulas para lemniscata 


Las fórmulas que generan el gráfico de una lemniscata están dadas por r? = а? cos 20y r? = a? sen 20 donde 
a 40. La fórmula r? = a? sen 20 es simétrica con respecto al polo. La fórmula r? = a? cos 20 es simétrica соп 
respecto al polo, la línea 0 = = y el eje polar. Vea los gráficos en la Figura 13. 


4 4 
Y Y 

r? = a?cos(20) r? = -а2со5(20) r? = а?ѕеп(20) r? = -@ sen (20) 
(a) (b) (c) (d) 


Figura 13 


Dibujar el gráfico de una lemniscata 
Dibuje el gráfico de r? = 4соѕ 20. 


© Solución 


La ecuación presenta simetría respecto а la línea 0 = 2 el eje polar y el polo. 


Hallemos los ceros. Ya debería ser rutinario, pero abordaremos esta ecuación de forma un poco diferente haciendo la 
sustitución u = 20. 


0 = 4соѕ 20 
0 = 4соѕ и 
0 = соѕ и 
cos”!0 = 5 
и= 5 Sustituya 20 de nuevo рага и. 
= ЖЕ 
20 = 5 
— Ж 
=i 


Por lo tanto, el punto (0, =) es ип сего de la ecuación. 


Ahora vamos a hallar el valor máximo. Dado que el máximo de cos u = 1 cuando u = 0, el máximo de cos 20 = 1 
cuando 20 = О. Por lo tanto, 


r? = 4с05(0) 
r? =4(1)=4 
r=xvy4 +2 


Tenemos un máximo en (2, 0). Dado que este gráfico es simétrico con respecto al polo, Іа línea 0 = 5: y el eje polar, solo 
necesitamos trazar puntos en el primer cuadrante. 


Haga una tabla similar a la Tabla 7. 
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ala 
эм 


Tabla 7 


Trace los puntos еп el gráfico, como el que se muestra en la Figura 14. 


Figura 14 Lemniscata 
©) Análisis 
Al hacer una sustitución como u = 20 es una práctica habitual en matemáticas porque puede simplificar los cálculos. Sin 
embargo, no debemos olvidar sustituir el término de sustitución por el término original al final y, luego, resolver la 
incógnita. 
Es posible que algunos de los puntos de este gráfico no aparezcan utilizando la función Trace de la calculadora gráfica 
TI-84, y que la tabla de la calculadora muestre un error para estos mismos puntos de r. Esto se debe a que no hay raíces 
cuadradas reales para estos valores de 0. En otras palabras, los correspondientes valores г de 4/4 соѕ(20) son números 
complejos porque hay un número negativo bajo el radical. 


Investigar sobre curvas rosa polar (rhodonea) 
El siguiente tipo de ecuación polar produce una forma parecida a un pétalo llamada curva rosa polar. Aunque los 
gráficos parecen complejos, una simple ecuación polar genera el patrón. 


Curva rosa polar 


Las fórmulas que generan el gráfico de una curva rosa polar están dadas por r = acos n0 y r = asen пд donde 
a + 0. Si n es par, la curva tiene 2n pétalos. Si los valores de п es impar, la curva tiene n pétalos. Vea la Figura 15. 


r=acos(10), n par r=asen(10), n impar 
(a) (b) 
Figura 15 
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Dibujar el gráfico de una curva rosa polar (п раг) 
Dibuje el gráfico de r = 2 cos 40. 


© Solución 
Al comprobar la simetría, hallamos de nuevo que las pruebas de simetría no cuentan toda la historia. El gráfico no solo 
es simétrico con respecto al eje polar, sino también con respecto a la línea 0 = a y al polo. 


Ahora, hallaremos los ceros. Primero, haga la sustitución de u = 40. 
0 = 2соз 40 
0 = соѕ 40 
0 = соѕ и 
соѕ 10 = и 
и = 
40 = 
Ө = 


соз кум DIN 


El сего es 9 = 2, El punto (0, 2) está en la curva. 


Luego, hallamos el máximo |r|. Sabemos que el valor máximo de cos и = 1 cuando 6 = 0. Por lo tanto, 


r =2cos(4 · 0) 
r = 2 со5(0) 
r=2(1)=2 


El punto (2, 0) está en la curva. 


El gráfico de la curva rosa polar tiene propiedades únicas, que se revelan en la Tabla 8. 


л Зл 
4 8 


NJS 
| 
ÉS 


Tabla 8 


A medida que r = 0 cuando 0 = а. tiene sentido dividir los valores de la tabla entre з unidades. Surge un patrón 


definido. Mire el rango de valores г 2, 0, -2, 0, 2, 0, -2 y así sucesivamente. Esto representa el desarrollo de la curva un 
pétalo a la vez. A partir de r = 0, cada pétalo se extiende una distancia de r = 2, y luego vuelve a cero 2n veces para un 
total de ocho pétalos. Vea el gráfico en la Figura 16. 


Y 
Figura 16 Curva rosa polar, n par 
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©) Análisis 

Cuando se dibujan estas curvas, lo mejor es trazar los puntos en orden, como en la Tabla 8. Esto nos permite ver cómo el 
gráfico alcanza un máximo (la punta de un pétalo), hace una vuelta cruzando el polo, alcanza el máximo opuesto y 
vuelve a hacer una vuelta hacia el polo. La acción es continua hasta que se dibujan todos los pétalos. 


[>] INTÉNTELO #4  Dibujeelgráfico de r = 4 sen (20). 


BR 


Dibujar el gráfico de una curva rosa polar (nimpar) 
Dibuje el gráfico de r = 2 sen (50). 
© Solución 
El gráfico de la ecuación muestra simetría con respecto a la línea 0 = 5% A continuación, halle los ceros y el máximo. 
Queremos hacer la sustitución de u = 50. 
0 = 2sen(50) 
0 = sen и 
ѕвеп-!0 = 0 
и = 0 
50 = 0 
0=0 


El valor máximo se calcula en el ángulo donde sen Ө es un máximo. Por lo tanto, 


Por lo tanto, el valor máximo de la ecuación polar es 2. Esta es la longitud de cada pétalo. Como la curva de n impar 
produce el mismo número de pétalos que n, habrá cinco pétalos en el gráfico. Vea la Figura 17. 


Figura 17 Curva rosa polar, n impar 


Cree una tabla de valores similar a la Tabla 9. 
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ala 

ula 

NJs 
3 


ro] 1 -1,73 | 2 | -1,73 1 0 


Tabla 9 


у 


INTÉNTELO #5 Dibuje el gráfico de r = 3 cos(30 ). 


Investigar sobre la espiral de Arquímedes 

La última ecuación polar que analizaremos es la espiral de Arquímedes, llamada así por su descubridor, el matemático 
griego Arquímedes (c. 287 a.C. a c. 212 a.C.), a quien se le atribuyen numerosos descubrimientos en los campos de la 
geometría y la mecánica. 


Espiral de Arquímedes 


La fórmula que genera el gráfico de la espiral de Arquímedes está dada por r = Ө por 0 > 0. A medida que O 
aumenta, r aumenta a una tasa constante en una trayectoria en espiral cada vez más amplia e interminable. Vea la 


Figura 18. 


' 


r= 0, [0, 27] r = 0, [0, 47] 


(a) (b) 
Figura 18 


(є сомо 


Dada una espiral de Arquímedes sobre [0, 27], dibuje el gráfico. 


1. Нада una tabla de valores para r y 0 sobre el dominio dado. 
2. Trace los puntos y dibuje el gráfico. 


Dibujar el gráfico de una espiral de Arquímedes 
Dibuje el gráfico de r = беп [0, 27]. 
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© Solución 


Dado que r es igual a 6, el gráfico de la espiral de Arquímedes comienza en el polo en el punto (0, 0). Aunque el gráfico 
insinúa una simetría, no existe una simetría formal con respecto a la superación de las pruebas de simetría. Además, no 
hay un valor máximo, a menos que el dominio esté restringido. 


Cree una tabla como la Tabla 10. 


Aly 
ом 
3 

[e 
3 

— 

ч 
N 
з 


r | 0,785 | 1,57 | 3,14 | 4,71 | 5,50 | 6,28 
Tabla 10 


Observe que los valores rson solo la forma decimal del ángulo medido en radianes. Podemos verlos en un gráfico en la 
Figura 19. 


Figura 19 espiral de Arquímedes 


©) Análisis 
El dominio de esta curva polar es [0, 2л]. Sin embargo, en general, el dominio de esta función es (—°, ©) . Graficar la 


ecuación de la espiral de Arquímedes es bastante sencillo, aunque la imagen hace pensar que sería complejo. 


[>] INTÉNTELO #6 Dibuje el gráfico de r = —0 en el intervalo [0, 47] . 


Resumen de curvas 


En esta sección hemos explorado una serie de curvas polares aparentemente complejas. La Figura 20 y la Figura 21 
resumen los gráficos y ecuaciones de cada una de estas curvas. 
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Cardioide 


Caracol de Pascal de 
un bucle 


Caracol de Pascal de 
bucle interior 


г = asen O r=azw+bcos Ө r= а + bcos Ө r=azw+bcos Ө 
r= acos O r=a + реп Ө к= а + һвеп Ө г= а + Бѕеп Ө 
a>0,b>0,a/b=1 4>0,b>0,1<a/b<2 4>0,b>0,a<b 
(a) (b) (с) (4) 


Lemniscata 


Figura 20 


Curva rosa polarín par) Curva rosa polarín impar) Espiral de Arquimedes 


++ 


1? = а?соз 20 r= acos лб r= acos 10 
г? = а?зеп 28 r= asen пб r= asen иб 
аё0 п par, 2п pétalos п impares, 11 pétalo 
(a) (b) (d) 
Figura 21 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con los gráficos de coordenadas polares. 


Graficar ecuaciones polares parte 1 (http://openstax.org/l/polargraph1) 


Graficar ecuaciones polares parte 2 (http://openstax.org/l/polargraph2) 


Animación: Los gráficos de las ecuaciones polares (http://openstax.org/l/polaranim) 


Graficar ecuaciones polares en la Т1-84 (http://openstax.org/l/polarTI84) 


8.4 EJERCICIOS DE SECCIÓN 
Verbales 


Describa los tres tipos de 
simetría en los gráficos 
polares y compárelos con la 
simetría del plano 
cartesiano. 


Describa las formas de los 
gráficos de cardioides, 
caracol de Pascal y 
lemniscatas. 
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. ¿Cuál de los tres tipos de 


simetrías de los gráficos 
polares corresponde a las 
simetrías con respecto al eje 
x, al eje y y al origen? 


. ¿Qué parte de la ecuación 


determina la forma del 
gráfico de una ecuación 
polar? 


3. ¿Cuáles son los pasos que se 
deben seguir para hacer 
gráficos de ecuaciones 
polares? 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, compruebe la simetría de la ecuación. 


8.4 * Coordenadas polares: gráficos 


6. r=5c0s 30 7. r=3-3c0s 0 8. r=3+2sen 0 
9. r=3sen 20 10. = 4 11. = 20 
12. г = 4со$ 2 13. г=Ф 14. к=3\/1— соѕ20 


15. r= y53sen 20 


Еп los siguientes ejercicios, grafique la ecuación polar. Identifique el nombre de la forma. 


16. r=3c0s 0 17. г = 45еп 0 18. к= 2 + 2соѕ 0 
19. r=2-2cos 0 20. г = 5 – 5 ѕеп 0 21. = 3 + З ѕеп 0 
22. г= 3 + 2 ѕеп 0 23. г= 7 + 45еп 0 24. г=4 + 3 соѕ 0 
25. г= 5 + 4с05 0 26. г = 10 + 9 соѕ 0 27. r=1+3sen 0 
28. r=2+5sen 0 29. r=5+7sen Ө 30. r=2+4c0s 0 
31. r=5+6cos 0 32. r? = 36 cos (20) зз. r? = 10 cos (20) 
34. г? = 45еп (20) 35. r? = 10 sen (20) 36. ғ = Зѕеп(20) 
37. r = 3cos(20) 38. r = 5sen(30) 39. r = 45еп(40) 
40. r = 4sen(50) 41. r=-4 42. г= 20 

43. r= —30 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice una calculadora gráfica para dibujar el gráfico de la ecuación polar. 


44. r=1 45. r= 46. r=2sen tan 0, una 
0 ЕД 
vo cisoide 
47. r = 24/1 — ѕеп20, una 48. r= 5 + cos (40) 49. к= 2 — sen (20) 
hipopoda 
50. г = 02 51. = 0+1 52. r=0sen 0 


53. r = Өсоѕ 0 
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En los siguientes ejercicios, utilice una herramienta gráfica para graficar cada par de ecuaciones polares sobre un 
dominio de [0, 4л] y, luego, explique las diferencias que aparecen en los gráficos. 


54. 


57. r=2sen($),r=0sen($) 


60. 


63. 


r=0,r = –0 


En una herramienta 
gráfica, grafique y dibuje 


r=sen 0+ (sen (30) y 


2 
en [0,47]. 


En una herramienta 
gráfica, grafique cada 


ecuación polar. Explique las 


similitudes y diferencias 
que observa en los 
gráficos. 


ri = 30 

r3 = 20 

үз = 0 
Extensiones 


55. r=0,r=0+sen 0 


58. r = sen (cos(30)) r = sen(30) 


61. En una herramienta 
gráfica, grafique cada 
ecuación polar. Explique las 
similitudes y diferencias 
que observa en los 
gráficos. 


rı = 3 sen(30) 
гә = 2 sen(30) 
r3 = sen(30) 


56. r= sen 0+ 0,ғ = sen 0-0 


59. En una herramienta 
gráfica, grafique 
r = sen (Lo) еп [0, 4л], 
[0, 8л], [0, 127] y [0, 16л]. 
Describa el efecto de 
aumentar la anchura del 
dominio. 


62. En una herramienta 
gráfica, grafique cada 
ecuación polar. Explique las 
similitudes y diferencias 
que observa en los 
gráficos. 


гр =3+3c0s 0 
r2 =2+2c0s 0 
r3=1+c0s 0 


En los siguientes ejercicios, dibuje cada ecuación polar sobre el mismo conjunto de ejes polares y halle los puntos de 
intersección. 


64. гү =3+2sen 0, n = 2 


67. кү =1+c0s 0, г =3c0s 0 


70. гү = V3, r = 2sen (0) 
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65. гү =6-4cos 0, ғә =4 


68. rı = cos (20), r2 = sen (20) 


71. rı? = sen 0, r22 = cos 0 


66. r; = 1 +sen 0, r2 =3sen 0 


69. r = sen? (20), 
r2 = 1 — cos (40) 


72. ri =1+cos б, 
ra = 1—еп 0 


8.5 • Forma polar de los números complejos 


8.5 Forma polar de los números complejos 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 

> Graficar números complejos en el plano complejo. 
Hallar el valor absoluto de un número complejo. 
Escribir números complejos en forma polar. 
Convertir un número complejo de forma polar a rectangular. 
Hallar productos de números complejos en forma polar. 
Hallar cocientes de números complejos en forma polar. 
Hallar potencias de números complejos en forma polar. 
> Hallar raíces de números complejos en forma polar. 


Y YY у у у 


"Dios hizo los números enteros; todo lo demás es obra del hombre”. Esta célebre cita del matemático alemán del siglo 
XIX Leopold Kronecker sienta las bases de esta sección sobre la forma polar de un número complejo. Los números 
complejos fueron inventados por personas y representan más de mil años de investigación y lucha continúa por parte 
de matemáticos como Pitágoras, Descartes, De Moivre, Euler, Gauss y otros. Los números complejos respondieron a 
preguntas que durante siglos habían desconcertado a las mentes más brillantes de la ciencia. 


La primera vez que vimos los números complejos fue en la sección Números complejos. En esta sección, nos 
centraremos en la mecánica de trabajo con los números complejos: conversión de números complejos de la forma polar 
a la forma rectangular y viceversa, interpretación de números complejos en el esquema de aplicaciones y aplicación del 
teorema de Moivre. 


Graficar números complejos en el plano complejo. 


Trazar un número complejo a + bi es similar a trazar un número real, excepto que el eje horizontal representa la parte 
real del número, a, y el eje vertical representa la parte imaginaria del número, bi. 


(є cómo 


A 
Dado un número complejo a + bi, trácelo en el plano complejo. 
1. Marque el eje horizontal como eje real y el eje vertical como eje imaginario. 


2. Trace el punto en el plano complejo moviendo las unidades de las unidades en la dirección horizontal y las 
unidades de las unidades b en la dirección vertical. 


BB 


Trazar un número complejo en el plano complejo 
Trace el número complejo 2 — 3i en el plano complejo. 


© Solución 
Desde el origen, muévase dos unidades en la dirección horizontal positiva y tres unidades en la dirección vertical 
negativa. Vea la Figura 1. 
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Imaginario 


Figura 1 


INTÉNTELO #1 Trace el punto 1 + 5i en el plano complejo. 


Hallar el valor absoluto de un número complejo 


El primer paso para trabajar con un número complejo en forma polar es calcular el valor absoluto. El valor absoluto de 
un número complejo es igual a su magnitud, о [| . Mide la distancia del origen a un punto еп el plano. Por ejemplo, el 
gráfico de с = 2 + 4i, en la Figura 2, muestra |2]. 


Imaginario 


Figura 2 


Valor absoluto de un número complejo 


Dado z = x + yi, un número complejo, el valor absoluto de c se define como 


|21 = х + y 
Es la distancia del origen al punto (x, у). 


Observe que el valor absoluto de un número real da la distancia del número desde 0, mientras que el valor absoluto 
de un número complejo da la distancia del número desde el origen, (0, 0). 
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994 


Hallar el valor absoluto de un número complejo соп un radical 
Halle el valor absoluto de с = v5 =i 


© Solución 
Con la fórmula tenemos 


Izl = Ух +32 
2 
Izi = 4 (v5) +60? 


|2| = 5+1 
121 = y6 


Vea la Figura 3. 


Imaginario 


Figura 3 


[>] INTÉNTELO #2 Halle el valor absoluto del número complejo с = 12 — 5i. 


EE 


Hallar el valor absoluto de un número complejo 
Dados z = 3 — 4i, halle |z]. 


© Solución 
Con la fórmula tenemos 


|z| = yx? + y? 

[41 = V8 + (4? 
[| = /9+16 

|41 = v25 


|2| = 5 
El valor absoluto c es 5. Vea la Figura 4. 
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Imaginario 


Figura 4 


[>] INTÉNTELO #3 Dadosz=1-—7i, halle |z|. 


Escribir números complejos en forma polar 


La forma polar de un número complejo expresa un número en términos de un ángulo 6 y su distancia desde el origen 
r. Dado un número complejo en forma rectangular expresado como c = x + yr, utilizamos las mismas fórmulas de 
conversión que para escribir el número en forma trigonométrica: 


x=rcos 0 


y =rsen 0 
r= yx? + y 
Revisamos estas relaciones en la Figura 5. 


Imaginario 
4 


Real 


Figura 5 


Usamos el término módulo para representar el valor absoluto de un número complejo o la distancia desde el origen al 
punto (x, у). El módulo, entonces, es el mismo que r, el radio en forma polar. Usamos 6 para indicar el ángulo de 
dirección (igual que con las coordenadas polares). Al sustituir, tenemos 


C=X+ yi 
c=rcos 0 + (теп 0) i 
c=r(cos O + іѕеп 0) 


Forma polar de un número complejo 


Escribir un número complejo en forma polar implica las siguientes fórmulas de conversión: 
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x=rcos 6 


у= ғѕеп 0 
r= үх? + у? 
Al hacer una sustitución directa, tenemos 
c=x+yi 
c=(rcos 0)+i(rsen 0) 
z=r(cos 0+isen 0) 


donde r es el módulo y б es el argumento. A menudo utilizamos la abreviatura rcis Ө para representar 
r(cos 0 +isen б). 


BB 


Expresión de un número complejo mediante coordenadas polares 
Exprese el número complejo 4i mediante coordenadas polares. 


© Solución 


En el plano complejo, el número с = 4i es lo mismo que сє = 0 + 4i. Al escribirlo en forma polar, tenemos que calcular r 
primero. 


A continuación, examinamos x. Six =rcos Ө, y x = 0, entonces 0 = 


c = 0 + 4i se puede escribir como с = 4 (cos (2) + ¡sen (2)) о 4сіѕ 


. En coordenadas polares, el número complejo 
P Я 
5) . Vea la Figura 6. 


Imaginario 


Figura 6 


[>] INTÉNTELO #4 Exprese с = 3i como r cis Өеп forma polar. 


шышы 


Hallar la forma polar de un número complejo 
Halle la forma polar de —4 + 4i. 


© Solución 
Primero, halle el valor de r. 
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Halle el ángulo Ө mediante la fórmula: 


cos O= + 
4 
cos ИС 
cos НИ; 
son (a) 


Así, la solución es 4\/2сїз (22) . 


[>] INTÉNTELO #5 Escriba с = v3 + i en forma polar. 


Conversión de un número complejo de la forma polar a la rectangular 


Convertir un número complejo de la forma polar a la rectangular es cuestión de evaluar lo que se da y utilizar la 
propiedad distributiva. En otras palabras, dado que с = r (cos 0 + isen 0), primero evalúe las funciones 
trigonométricas cos ду sen Ө. Entonces, multiplique por r. 


ыш 95 


Conversión de la forma polar a la rectangular 
Convierta el número complejo dado de la forma polar a la rectangular: 


= 12 (соз (=) +їзеп (©) 
© Solución 


Para comenzar evaluamos las expresiones trigonométricas. 


(6) 38 (6) 5 


Después де la sustitución, el número complejo es 


Aplicamos la propiedad distributiva: 


= (1) Y + (12) 41 
= 613 + 6i 


La forma rectangular del punto dado en forma compleja es 64/3 +6i. 
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НОИ 


Hallar Іа forma rectangular de un número complejo 


Halle la forma rectangular del número complejo dado r = 13 y tan 0 = > 


© Solución 
Si tan 0 = >» y tan 0 = z, primero determinamos r = Мх? + y? = ү 122 + 52 = 13. Hallamos entonces дие 
cos Ө= Ž y sen 0 = z, 

c = 13(соѕ 0 + isen 0) 

=13(2 +21) 

= 12+ 5 


La forma rectangular del número дадо en forma compleja es 12 + 5i. 


[>] INTÉNTELO #6 Convierta el número complejo en forma rectangular: 


4 Ur ii llr 
c= cos —— 1 sen —— 
6 6 


Hallar productos de números complejos en forma polar 


Ahora, que podemos convertir los números complejos a la forma polar, aprenderemos a realizar operaciones con los 
números complejos en forma polar. En el resto de esta sección trabajaremos con fórmulas desarrolladas por el 
matemático francés Abraham De Moivre (1667-1754). Estas fórmulas han hecho que trabajar con productos, cocientes, 
potencias y raíces de números complejos sea mucho más sencillo de lo que parece. Las reglas se basan en la 
multiplicación de los módulos y la suma de los argumentos. 


Productos de números complejos en forma polar 


Si los valores de с = rı (cos 01 +isen 01)y Z2 = r2(cos 0, +isen 02), entonces el producto de estos números se 
da como: 


с122 = rır2 [cos (01 + 07) + isen (01 + 02)] 
С Z2 = rı rcis (01 + 02) 


Observe que el producto exige multiplicar los módulos y sumar los ángulos. 


BR 


Hallar el producto de dos números complejos en forma polar 
Halle el producto de сј 22, dado que с = 4(со5(80°) + i sen(80°)) у z2 = 2(cos(1459) + i ѕеп(145°)). 


© Solución 
Siga la fórmula 


сү22 = 4 - 2[cos(80° + 145°) + i ѕеп(80° + 145°)] 
c1 Z2 = 8[с05(225°) + i ѕеп(225°)] 
c122=8 [cos (+=) + ¡sen (22 )| 


anne] 
C122 =-4\2 = 4i4/2 
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Hallar cocientes de números complejos en forma polar 
El cociente de dos números complejos en forma polar es el cociente de los dos módulos y la diferencia de los dos 
argumentos. 


Cocientes de números complejos en forma polar 


Si los valores de с = rı (cos 01 +isen 01) y 22 = r2(cos 0, + ¡sen 02), entonces el cociente de estos números es 


= = [cos (01 — 05) + isen(0, —05)], 22 +0 


Fe r 5 
ту = т0і5(0; – 60), 22 #0 


Observe que los módulos se dividen y los ángulos se restan. 


(ә cómo 


Dados dos números complejos en forma polar, calcule el cociente. 
1. Омада 21. 
to 
2. Halle 01 — 62. 
3. Sustituya los resultados en la fórmula: с = r (cos 0 + i sen 0). Sustituya r con ШЕ y sustituya Ө con 0] — 02. 
2 
4 


Calcule las nuevas expresiones trigonométricas y multiplique por r. 


BR 


Hallar el cociente de dos números complejos 
Halle el cociente de с = 2(соѕ(213°) + i sen(213°)) y z2 = 4(cos(339) + i sen(33°)). 


© Solución 
Con la fórmula tenemos 


i= Ž [cos(213° — 33°) + i sen(213° — 33°)] 
а = 2. [05(180°) + і ѕеп(180°)] 
1 - 21-1 +01] 


mL ; 
z =-3+0 


[>] INTÉNTELO #7 Halle el producto y el cociente de с = 24/3(cos(150°) + i sen(150°)) y 
Z2 = 2(cos(30°) + i sen(30°)). 


Hallar potencias de números complejos en forma polar 

El cálculo de potencias de números complejos se simplifica enormemente con el teorema de Moivre. Establece que, 
para un número entero positivo n, c” se calcula elevando el módulo a enésimo potencia y multiplicando el argumento 
por n. Es el método estándar utilizado en las matemáticas modernas. 


Teorema de Moivre 


Silos valores de z = r (cos 0 + ¡sen 0) es un número complejo, entonces 
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c” = r” [cos (10) + i sen (и0)] 


с” = г"с1< (n0) 


donde n es un número entero positivo. 


RR 


Evaluación de una expresión mediante el teorema de Moivre 
Evalúe la expresión (1 + D5 mediante el teorema de Moivre. 


© Solución 


Como el teorema de Moivre se aplica a números complejos escritos en forma polar, debemos escribir primero (1 + i) en 
forma polar. Hallemos r. 


r= й+у? 
r= y0 + (1)? 
r= 2 


Luego calculamos 6. Si utilizamos la fórmula tan 0 = Z da como resultado 


Use el teorema de Moivre para evaluar la expresión. 


(a + bi)” = r” [cos(n0) + і sen(n0)] 

ано = (V3) [eos (5: {) + isen (5-4) 
(1 +15 = 4\/2 [cos (32) + isen (52 )] 
ar-a ECE) 


(1+0? =-4-4i 


Hallar raíces de números complejos en forma polar 


Para hallar la raíz enésima de un número complejo en forma polar, usamos el nenésimo o teorema de Moivre y se eleva 
el número complejo a una potencia con exponente racional. Hay varias maneras de representar una fórmula para hallar 
raícesenésimas de números complejos en forma polar. 


El teorema de raíz a la n 


Para calcular la raízenésima de un número complejo en forma polar, use la fórmula dada 


1 dl (2 =z) a Є zz) 
сп =Fn |со$[ — + —— | +іѕеп | — + — 
n n п п 


, n-— 1. Añadimos ha con 2 para obtener las raíces periódicas. 


O aaa 


Hallar la raíz enésima de un número complejo 


Evaluar las raíces cúbicas de c = 8 (cos (22) + ¡sen (2) А 


аопае к= ОЗ ES 
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© Solución 
Tenemos 


сЗ = 2 [cos (22 + 24%) + i sen (22 + 22)] 


Habrá tres raíces: К = 0, 1, 2. Cuando k = 0, tenemos 


1 
c3 = 2 (cos (5) + ¡sen (5) 


Cuando k = 1, tenemos 


сЗ = 2 [eos (2 + $E) + isen (22 + $2 )] Sume 22% а cada ángulo. 
c3 = 2 (cos (ŽE) + isen (88) 

Cuando k = 2, tenemos 
c3 = 2 [eos (2 + 122) + isen (22 + 122)] Sume 29% a cada ángulo. 
c3 = 2 (cos (432) + isen (Ки) 


Recuerde hallar el denominador común para simplificar las fracciones en situaciones como esta. Para k = 1, la 
simplificación del ángulo es 


2л 
ER 211 211 
ЕЕЕ 
-7+ 
— 3л 

9 


м 


INTÉNTELO #8 Halle las cuatro raíces cuartas де 16(соѕ(120°) + i ѕеп(120°)). 


» | MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar formas polares de números complejos. 


El producto y el cociente de números complejos en forma trigonométrica (http://openstax.org/l/prodquocomplex) 
Teorema de Moivre (http://openstax.orq/l/demoivre) 


8.5 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbal 
1. Un número complejo es 2. ¿Qué representa el valor 3. ¿Cómo se convierte un 
a + bi. Explique cada parte. absoluto de un número número complejo en forma 
complejo? polar? 
4. ¿Cómo se calcula el 5. ¿Qué es el teorema de 
producto de dos números Moivre y para qué sirve? 
complejos? 
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Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, halle el valor absoluto del número complejo dado. 


6. 5+ 3i 7. -7+ i 8. -3 -3i 
9. y2-6i 10. 2i 11. 2,2-3,1 


Еп los siguientes ejercicios, escriba el número complejo en forma polar. 


12. 2+21 13. 8-4i 14. — 
15. Y3+i 16. 3i 


En los siguientes ejercicios, convierta el número complejo de forma polar a rectangular. 


17. z=7cis(£) 18. z=2cis (2) 19. z=4cis (4) 
20. z = 7 cis (25°) 21. z = 3 cis (240°) 22. z = \/2 cis (100°) 


En los siguientes ejercicios, calcule сі z} en forma polar. 


23. 21 = 24/3 сїз (116°); c2 = 215 (82°) 24. 2] = ү2 с15 (205°); c2 = 2402 cis (118°) 
25. zı = 3с15 (120°); cz = Łcis (60°) 26. zı = 3сі5 (2); су =5с1в(®) 
27. zj = М5 сіз (52); со = vV15 cis (5) 28. 21 =4cis (5); с? = 2cis (4) 


A P К ИР с 
Еп los siguientes ejercicios, calcule т en forma polar. 


29. 2] = 21 cis (135°); сә = 3 cis (65°) 30. 2] = y2 cis (90°); сә = 2 cis (60°) 
31. 2] = 15 cis (120°); сә = 3 cis (40°) 32. 21 = 6cis (5); c2 = 2cis (7) 
33. zı =5\/2сїз(л); су = y2cis (2) 34. zı =2cis (32); с =3cis (4) 


En los siguientes ejercicios, calcule las potencias de cada número complejo en forma polar. 


35. Calcule c? cuando 36. Calcule 2 cuando 37. Calcule z cuando 
z=5cis(453. z = 2с15 (70°). z = 3 cis (120°). 
38. Calcule 22 cuando 39. Calcule 2 cuando 40. Calcule с? cuando 


z=4cis(4). z = сїз (37). z=3cis (27). 
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En los siguientes ejercicios, evalúe cada raíz. 


41. Evalúe la raíz cúbica de z 
cuando 2 = 27 cis (240°). 


44. Evalúe la raíz cuadrada de 
z cuando z = 32cis (л). 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, trace el número complejo en el plano complejo. 


42. 


45. 


Evalúe la raíz cuadrada de 
z cuando 
z = 16cis(1009). 


Evalúe la raíz cuadrada de 


z cuando z = 8 cis (22). 


43. 


Evalúe la raíz cúbica de z 


cuando z = 32 cis (22) . 


46. 2+4і 47. 3 – 3i 48. 5—41 
49. —1—5ї 50. 3+ 21 51. 2i 

52. —4 53. 6 21 54. —2+1ї 
55. 1-41 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, calcule todas las respuestas redondeadas a la centésima más cercana. 


56. Utilice la función de 
rectangular a polar de la 
calculadora gráfica para 
cambiar 5 + 5i a la forma 
polar. 


59. Utilice la función de polar a 
rectangular de la 
calculadora gráfica para 
cambiar 4 cis (120°) a la 


forma rectangular. 


57. 


60. 


Utilice la función de 
rectangular a polar de la 
calculadora gráfica para 
cambiar 3 — 2i a la forma 
polar. 


Utilice la función de polara 61. 


rectangular de la 
calculadora gráfica para 
cambiar 2 cis (459) a la 
forma rectangular. 


8.6 Ecuaciones paramétricas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Parametrizar una curva. 
Eliminar el parámetro. 


58. 


Utilice la función de 
rectangular a polar de la 
calculadora gráfica para 
cambiar —3 — 8i a la forma 
polar. 


Utilice la función de polar a 
rectangular de la 
calculadora gráfica para 
cambiar 5 cis (210°) a la 
forma rectangular. 


> 
> Hallar una ecuación rectangular para una curva definida paramétricamente. 
> Hallar ecuaciones paramétricas para curvas definidas por ecuaciones rectangulares. 


Considere la trayectoria que sigue una luna al orbitar un planeta, que gira simultáneamente alrededor del sol, como se 
ve en la Figura 1. En todo momento, la luna se encuentra en un punto determinado con respecto al planeta. Pero, ¿cómo 
escribimos y resolvemos la ecuación para la posición de la luna cuando la distancia del planeta, la velocidad de la órbita 
de la luna alrededor del planeta y la velocidad de rotación alrededor del Sol son todas incógnitas? Solo podemos resolver 
una variable a la vez. 
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Figura 1 


En esta sección consideraremos conjuntos de ecuaciones dadas por x (t) y y (t) donde t es la variable independiente del 
tiempo. Podemos utilizar estas ecuaciones paramétricas en un número de aplicaciones cuando buscamos no solo una 
posición concreta, sino también la dirección del movimiento. Al trazar los valores sucesivos de 7, la orientación de la 
curva se hace evidente. Esta es una de las principales ventajas de utilizar ecuaciones paramétricas: podemos trazar el 
movimiento de un objeto a lo largo de una trayectoria en función del tiempo. Comenzamos esta sección con una mirada 
a los componentes básicos de las ecuaciones paramétricas y lo que significa parametrizar una curva. Luego, 
aprenderemos a eliminar el parámetro, a trasladar las ecuaciones de una curva definida paramétricamente en 
ecuaciones rectangulares y a hallar las ecuaciones paramétricas de las curvas definidas por ecuaciones rectangulares. 


Parametrizar una curva 


Cuando un objeto se desplaza a lo largo de una curva —o trayectoria curvilínea— en una dirección y un tiempo 
determinados, la posición del objeto en el plano viene dada por la coordenada x y la coordenada y. Sin embargo, ambos 
x y y varían con el tiempo y, por tanto, son funciones del tiempo. Por este motivo, añadimos otra variable, el parámetro, 
del que tanto x y y son funciones dependientes. En el ejemplo de principio de la sección, el parámetro es tiempo, t. La 
intersección еп x posición de la luna en el tiempo, t, se representa como la función x(£), y la intersección y posición de la 
luna en el tiempo, t, se representa como la función y(t). Juntos, x(t) y y(t) se llaman ecuaciones paramétricas y generan 
un par ordenado (x(t), y(t)). Las ecuaciones paramétricas describen principalmente el movimiento y la dirección. 


Cuando parametrizamos una curva, estamos trasladando una única ecuación en dos variables, como por ejemplo x y 

y ,enun par de ecuaciones equivalentes en tres variables, x, y, y t. Una de las razones por las que parametrizamos una 
curva es porque las ecuaciones paramétricas proporcionan más información: concretamente, la dirección del 
movimiento del objeto en el tiempo. 

Cuando graficamos ecuaciones paramétricas, podemos observar los comportamientos individuales de x y de y. Hay 
formas que no se pueden representar en la forma y = f(x), lo que significa que no son funciones. Por ejemplo, 
consideremos el gráfico de un círculo, dado como г? = х2 + y. Al resolver y da como resultado y = +y/r? — х2, o dos 


ecuaciones: уу = yr? — x? ууз = — yr? — х?. Si graficamos уу y y, juntos, el gráfico no pasará la prueba de la línea 
vertical, como se muestra en la Figura 2. Por lo tanto, la ecuación del gráfico de un círculo no es una función. 
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Prueba de la línea 
vertical en el círculo 


г = х? + у? 


Figura 2 


Sin embargo, si graficáramos cada ecuación рог separado, cada una pasaría la prueba de Іа línea vertical y, por lo tanto, 
representaría una función. En algunos casos, el concepto de descomponer la ecuación de un círculo en dos funciones es 
similar al concepto de crear ecuaciones paramétricas, ya que utilizamos dos funciones para producir una no-función. 
Esto se aclarará a medida que avancemos. 


Ecuaciones paramétricas 


Supongamos que f es un número en un intervalo, /. El conjunto de pares ordenados, (x(t), y (t)), donde x = f(t) y 
y = g(t), forma una curva plana basada en el parámetro t. Las ecuaciones x = f(t) y у = g(t) son las ecuaciones 
paramétricas. 


BR 


Parametrizar una curva 
Parametrizar la curva y = х?—1 supongamos que x(t) = t. Grafique ambas ecuaciones. 


© Solución 
Si los valores de х (t) = t, entonces para hallar y (t) sustituimos la variable x con la expresión dada еп x (7). En otras 
palabras, y (t) = 2—1. Haga una tabla de valores similar a la Tabla 1, y trace el gráfico. 


4 -4 у(-4) = (-4)2-1 = 15 


-3 -3 у(-3) = (-3)2-1 = 8 


2 -2 у(-2) = (-2)2-1=3 
-1 -1 у(=0) = (-1)2-1=0 
0 0 у(0) = (0)2-1 = –1 
1 1 у() = (1)2-1=0 
ЛИ E y(2) = (22-1 =3 


Tabla 1 
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t x(t) yt) 


з 3 у(3) = (3)7-1=8 
4 4 у(4) = (4)2-1 = 15 
Tabla 1 


Observe los gráficos en Іа Figura 3. Puede ser útil utilizar la función TRACE de una calculadora gráfica para ver cómo se 
generan los puntos cuando £ aumenta. 


y 


2] 
(b) 


Figura 3 (а) Paramétrica y (t) = 2-1 (b) Rectangular y = х2-1 


©) Análisis 
Las flechas indican Іа dirección en la que se genera Іа curva. Observe que la curva es idéntica a la curva de у = x?-1. 


INTÉNTELO #1 Construya una tabla de valores y trace las ecuaciones paramétricas: x (t) = t — 3, 
у()=21+4; -1<1t<2. 


o 


Hallar un par de ecuaciones paramétricas 
Halle un par de ecuaciones paramétricas que modelen el gráfico de y = 1 — х2, utilizando el parámetro x (t) = t. Trace 
algunos puntos y dibuje el gráfico. 
© Solución 
Si los valores de x(t) = t y sustituimos f por x en la ecuación y, entonces y (t) = 1 — 12. Nuestro par de ecuaciones 
paramétricas es 

x(t) =1f 

= 1072 

у) = 1-1 

Para graficar las ecuaciones, primero construimos una tabla de valores como la que aparece en la Tabla 2. Podemos 


elegir valores de aproximadamente £ = 0, a partir de т = —3 con т = 3. Los valores de x(t) serán los mismos que los de la 
columna t porque x(t) = t. Calcule los valores de la columna y(t). 
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23 =3 y (3) = 1 — (23? =—8 
=2 -2 y2) =1- (-2)2 = -3 
—1 =] у(=1) = 1- (-1)2 = 0 
0 0 у(0) =1-0=1 

1 1 у(1) =1- (12 =0 
2 2 yQ)=1- (2)? = –3 
3 3 y3) = 1 - (3? = -8 

Tabla 2 


el gráfico de y = 1 — 12 es una parábola orientada hacia abajo, como se muestra en la Figura 4. Hemos trazado la curva 
sobre el intervalo [—3, 3], que se muestra como una línea sólida con flechas que indican la orientación de la curva 
según f. La orientación se refiere a la trayectoria trazada а lo largo de la curva en términos de valores crecientes de t. 
Como esta parábola es simétrica respecto a la línea x = 0, los valores de x se reflejan a través del eje y. 


Figura 4 


[>] INTÉNTELO #2 Parametrizar la curva dada por x = у? — 2y. 


E 


Hallar ecuaciones paramétricas que modelen criterios dados 
Un objeto se desplaza a una velocidad constante а lo largo de una trayectoria recta (—5, 3) al (3, –1) en el mismo plano 
en cuatro segundos. Las coordenadas están medidas en metros. Halle ecuaciones paramétricas para la posición del 
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objeto. 


© Solución 

Las ecuaciones paramétricas son expresiones lineales sencillas, pero tenemos que ver este problema paso a paso. El 

valor x del objeto comienza en —5 metros y va hasta 3 metros. Esto significa que la distancia х cambió 8 metros en 4 

segundos, lo que supone una proporción de En, o 2 m/s. Podemos escribir la coordenada x como una función lineal 


con respecto al tiempo como x(t) = 2t — 5. En la plantilla de función lineal y = mx + b,2t = mx y —5 = b. 


Del mismo modo, el valor y del objeto comienza en З y va hasta —1, lo que supone un cambio еп la distancia y de -4 
metros en 4 segundos, lo que supone una proporción de іт, о – 110/5. También podemos escribir Іа coordenada y 


como la función lineal y(t) = —t + 3. En conjunto, estas son las ecuaciones paramétricas para la posición del objeto, 
donde x y y se expresan en metros y t representa el tiempo: 

x(t) = 21 -5 

y(t) = -1+3 


Si utilizamos estas ecuaciones, podemos construir una tabla de valores рага т, х, y y (vea la Tabla 3). En este ejemplo, 
limitamos los valores de 7 a números no negativos. En general, cualquier valor de £ se puede utilizar. 


XO = 2f 5 yt) = -1+3 


0|x=20)-5=-5| y=-—(0)4+3=3 
1 | x=2(1)=5==3 | y+==()+3=2 
2|x=22)-5=-1 | y=-0)+3=1 
3] 5=28)=3=1 y =-=(3)+3=0 
4 x=24)-5=3 y=-(4+3=-1 
Tabla 3 


A partir de esta tabla, podemos crear tres gráficos, como se muestra en la Figura 5. 
х 


(а) (b) (c) 


Figura 5 (а) Un gráfico de x versus т, que representa la posición horizontal en el tiempo. (b) Un gráfico de y versus t, 
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que representa la posición vertical en el tiempo. (c) Un gráfico de y versus x, que representa la posición del objeto en el 
plano en el tiempo t. 

©) Análisis 

De nuevo, vemos que, en la Figura 5(c), cuando el parámetro representa el tiempo, podemos indicar el movimiento del 
objeto a lo largo de la trayectoria con flechas. 


Eliminar el parámetro 


En muchos casos, podemos tener un par de ecuaciones paramétricas, pero vemos que es más sencillo dibujar una curva 
si la ecuación involucra solo dos variables, como por ejemplo x y y. La eliminación del parámetro es un método que 
puede hacer más fácil hacer el gráfico de algunas curvas. Sin embargo, si se trata de la cartografía de la ecuación en 
función del tiempo, será necesario indicar también la orientación de la curva. Existen varios métodos para eliminar el 
parámetro í a partir de un conjunto de ecuaciones paramétricas; no todos los métodos funcionan para cada tipo de 
ecuación. Aquí revisaremos los métodos para los tipos de ecuaciones más comunes. 


Eliminación del parámetro de ecuaciones polinómicas, exponenciales y logarítmicas 

Para ecuaciones polinómicas, exponenciales o logarítmicas expresadas como dos ecuaciones paramétricas, elegimos la 
ecuación que sea más fácil de manipular y resolvemos para t. Sustituimos la expresión resultante por f en la segunda 
ecuación. Esto da una ecuación en x y y. 


ER 


Eliminación del parámetro en polinomios 
Dados x(t) = 1? + 1 y y(t) = 2 + t, elimine el parámetro y escriba las ecuaciones paramétricas como una ecuación 
cartesiana. 


© Solución 
Comenzaremos con la ecuación para y porque la ecuación lineal es más fácil de resolver para t. 


y=2+t 
у-2=1 
A continuación, sustituya y — 2 por t en x(t). 
х= 2+1 
x=(y-2? +1 Sustituya la expresión де f еп х. 


x= y —4y+4+1 
х= у? – 4у+5 
х= у? – 4у+5 
La forma cartesiana es х = y? — 4у + 5. 
©) Análisis 
Esta es una ecuación para una parábola en Іа que, en términos rectangulares, х depende de y. Desde el vértice de la 
curva en (1,2), el gráfico se desplaza hacia la derecha. Vea el Figura 6. En esta sección consideramos conjuntos de 


ecuaciones dadas por las funciones х (t) y y (t) , donde ѓ es la variable independiente del tiempo. Observe que tanto x y y 
son funciones del tiempo; así que, en general, y no es una función de x. 
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| He X 


13 


Figura 6 


[>] INTÉNTELO #3 Dadas las ecuaciones siguientes, elimine el parámetro y escriba como ecuación rectangular 
para y en función de x. 


х() = 22 +6 
у(0) = 5-1 


Шыны] aaa 


Eliminar el parámetro en ecuaciones exponenciales 
Elimine el parámetro y escriba como una ecuación cartesiana x(t) = e™ y y(t) = Зе!, t > 0, 


© Solución 


Aísle e* . 
x=e* 
е! = 1 
Sustituya la expresión en y(t). 
y = Зе! 
у=3(2) 
у= + 


La forma cartesiana es у = 3. 

© Análisis 

El gráfico de la ecuación paramétrica se muestra еп la Figura 7(a). El dominio está restringido a £ > 0, La ecuación 
cartesiana, y = 2 se muestra en la Figura 7(b) y solo tiene una restricción en el dominio, x % 0, 
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х( = е“! 
y(t) = Зе! 


(а) (b) 
Figura 7 


а д Э935 


Eliminar el parámetro еп ecuaciones logarítmicas 
Elimine el parámetro y escriba como una ecuación cartesiana x(t) = yt +2y y(t) = log(t). 


© Solución 
Resuelva la primera ecuación para t. 


x= yt +2 
х-2 = ү? 
(x= 2? =t Eleve ambos lados al cuadrado. 

A continuación, sustituya la expresión por £ en la ecuación у. 

y = log (t) 

y = log (x — 2) 
La forma cartesiana es y = log (x — 2)2. 
©) Análisis 
Para estar seguro de que las ecuaciones paramétricas son equivalentes а la ecuación cartesiana, compruebe los 
dominios. Las ecuaciones paramétricas limitan el dominio en x = y! + 2 al £ > 0; restringimos el dominio en xa x > 2. 


El dominio para la ecuación paramétrica у = log(t) se restringe a > 0; limitamos el dominio en y = log (х — 2) hasta 
x>2. 


[>] INTÉNTELO #4 Elimine el parámetro y escriba como una ecuación rectangular. 


x(t) =P 
у0 = і t>0 
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Eliminar el parámetro de ecuaciones trigonométricas 
Eliminar el parámetro de ecuaciones trigonométricas es una sustitución sencilla. Podemos utilizar algunas de las 
identidades trigonométricas conocidas y el teorema de Pitágoras. 


Primero, usamos las identidades: 


x(f) = асоѕ t 


y(t) = bsen t 
Resolvemos рага cos ѓу sen t, tenemos 
х 
т = С05 f 
Y - 
Б = веп t 


Entonces, usamos el teorema de Pitágoras: 


cos?t + sen?t= 1 


La sustitución da como resultado 


2 2 
соз?г + senti = (=) +(2) = ] 
а Ь 


шын aaa 


Eliminación del parámetro de un par de ecuaciones paramétricas trigonométricas 

Elimine el parámetro del par de ecuaciones trigonométricas dadas donde 0 < т < 2л y dibujar el gráfico. 
x(t) = 4cos t 
y(t) = 3 sen t 


© Solución 
Resolvemos para cos ѓу sen t, tenemos 


A continuación, utilice la identidad pitagórica y haga las sustituciones. 


cos?t + sen?t = 1 
2 2 
(8+0) =1 
2 2 
у=! 


El gráfico de la ecuación se muestra en la Figura 8. 


917 


918 8: Otras aplicaciones de la Trigonometría 


Figura 8 


©) Análisis 
Al aplicar las ecuaciones generales de las secciones cónicas (introducidas en la sección Geometría analítica), podemos 


2 2 
identificar Te + 5 = 1 como una elipse centrada en (0, 0). Observe que cuando ż = 0 las coordenadas son (4, 0), y 
cuando f = 2 las coordenadas son (0, 3). Esto muestra Іа orientación de la curva con valores crecientes de 7. 


[>] INTÉNTELO #5 Elimine el parámetro del par de ecuaciones paramétricas dadas y escríbalo como una 
ecuación cartesiana: x(t) = 2со$ ty y(t) = 3 sen t. 


Hallar ecuaciones cartesianas de curvas definidas paramétricamente 


Cuando nos dan un conjunto de ecuaciones paramétricas y necesitamos hallar una ecuación cartesiana equivalente, 
estamos esencialmente “eliminando el parámetro". Sin embargo, hay varios métodos que podemos utilizar para 
reescribir un conjunto de ecuaciones paramétricas como una ecuación cartesiana. El método más sencillo es establecer 
una ecuación igual al parámetro, como por ejemplo x (t) = t. En este caso, y (t) puede ser cualquier expresión. Por 
ejemplo, considere el siguiente par de ecuaciones. 

x(t)=t 

у() = -3 
Reescribir este conjunto de ecuaciones paramétricas es cuestión de sustituir х рог t. Así, Іа ecuación cartesiana es 
y= x = 3; 


ОИ 


Hallar una ecuación cartesiana utilizando métodos alternativos 
Utilice dos métodos diferentes para hallar la ecuación cartesiana equivalente al conjunto de ecuaciones paramétricas 
dadas. 
x(t) = 31 - 2 
yt)=t+1 
© Solución 
Método 1. Primero, vamos a resolver la ecuación x para t. Entonces podemos sustituir el resultado en la ecuación y. 


x=3t-2 
x+2=3t 
+2 _ 
сла: 


Ahora, sustituya la expresión рага f en la ecuación y. 
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y=1+1 
pa el 
у= &+2+1 
d+ 


Método 2. Resolver la ecuación y para t y sustituir esta expresión en la ecuación x. 


y=1t+1 
y-1= 
Haga la sustitución y luego resuelva para y. 

x=3(y-1)-2 
x=3y-3-2 
x=3y-5 

x+5=3y 

х+5 _ 

E 
y=3x+2 


INTÉNTELO +6 Escriba las ecuaciones paramétricas dadas como una ecuación cartesiana: x(t) = г y 
6 
у@) =. 


Hallar ecuaciones paramétricas para curvas definidas por ecuaciones 
rectangulares 


Aunque acabamos de demostrar que solo hay una forma de interpretar un conjunto de ecuaciones paramétricas como 
una ecuación rectangular, hay varias formas de interpretar una ecuación rectangular como un conjunto de ecuaciones 
paramétricas. Cualquier estrategia que utilicemos para hallar las ecuaciones paramétricas es válida si produce una 
equivalencia. En otras palabras, si elegimos una expresión para representar x, y luego sustituirlo en la ecuación y, y 
produce el mismo gráfico sobre el mismo dominio que la ecuación rectangular entonces el conjunto de ecuaciones 
paramétricas es válido. Si el dominio se limita en el conjunto de ecuaciones paramétricas y la función no permite los 
mismos valores para x como el dominio de la ecuación rectangular, entonces los gráficos serán diferentes. 


A aaa 


Hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas para curvas definidas por ecuaciones rectangulares 
Halle un conjunto de ecuaciones paramétricas equivalentes para y = (х + 3)? +1. 


© Solución 
Una opción obvia sería dejar que x (f) = t. Entonces y (f) = (t + 3)? + 1. Pero intentemos algo más interesante. ¿Y si 
dejamos que x = t + 3? Entonces tenemos 


у= (х+3)2 +1 
у= (0+3) + 3)2 +1 
у= (1+ 6)2 +1 
El conjunto de ecuaciones paramétricas es 
x(t) =1+3 
у@) = (+6 +1 


Vea la Figura 9. 
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і ! 
Paramétrico i Rectangular т 
x=1+3 6 у= (х + 3)2 +1 / 61| 
у= (t+ 6) +1 
5 5+ 
4 4+ 
3 3+ 
2 2+ 
1 1+ 
<- + + + + + =X «4 + + + + + =X 
€ а "зоо т О Т 8, ЭБ чочо ч 9 
E! бы 
(а) (b) 
Figura 9 


[>] MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar las ecuaciones paramétricas. 


Introducción a las ecuaciones paramétricas (http://openstax.org/l/introparametric) 
Convertir ecuaciones paramétricas a la forma rectangular (http://openstax.org/l/convertpara) 


8.6 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. ¿Qué es un sistema de 2. Algunos ejemplos de un 3. Explique cómo eliminar un 


ecuaciones paramétricas? 


4. ¿Cuál es la ventaja de 
escribir un sistema de 
ecuaciones paramétricas 
como una ecuación 
cartesiana? 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, elimine el parámetro t para reescribir la ecuación paramétrica como una ecuación 


cartesiana. 


7 ос 
y(1)=8-2f 
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tercer parámetro son el 
tiempo, la longitud, la 
velocidad y la escala. 
Explique cuándo se utiliza el 
tiempo como parámetro. 


. ¿Cuál es la ventaja de utilizar 


ecuaciones paramétricas? 


$ ач, 


у(0 = 10-1 


6. 


parámetro dado un 
conjunto de ecuaciones 
paramétricas. 


¿Por qué hay muchos 
conjuntos de ecuaciones 
paramétricas para 
representar una función 
cartesiana? 


ой 
yA =3y1 


8.6 * Ecuaciones paramétricas 


х() = 31-1 
y (1) = 212 


x(t) = 2e 
y (1) =1-5t 


10. 11. 12. 


х@) = бе 
у@) = 1-1 


x(t) = 4log(t) 
у0) =3 +21 


13. 14. 15. 


16. 
y (1) =1+2 y (1) = её! 


x(t) = 4cos t 
y(t) = 5sen t 


x(t)=3sen t 
y(t) = бсоѕ t 


19. 20. 21. 


x(t) = cos t+ 4 
yt)=2 sen? t 


x(t) =1t-1 


22. 
ух) = 2 


24. 


| \ 

| | 
х(@=—1° az: Te m Pa 

| | 

A 


х(0) = 21—1 


25. 
y(t) = № – 


| 
| 
\ 
| 
| 
\ 


Еп los siguientes ejercicios, reescriba la ecuación paramétrica сото una ecuación cartesiana y construya una tabla de 
xy. 


se е: өз. Pas эй. ое 
уб = 1+4 yO = 31+ 2 y(t) = 51 


{ x(t) = 4-1 
29. 
у) =41+2 


En los siguientes ejercicios, parametrice (escriba ecuaciones paramétricas) para cada ecuación cartesiana y establezca 
x (t) = t o establezca y(t) = 1. 


30. у(х) = 3х2 +3 31. у(х) = 25еп x+1 32. х (у) = 3102 (y) + у 


33. х(у) = МУ +25 


Еп los siguientes ejercicios, parametrice (escriba ecuaciones paramétricas) para cada ecuación cartesiana utilizando 
x(t) = acos ty y(t) = bsen t. Identifique la curva. 


зд Ly 1 35, LL =] 36. x2+y?=16 

37. х2 + y =10 38. Parametrice la línea de 39. Parametrice la línea de 
(3, 0) al (2, —5) para que (1, 0) al (3, 2) рага que la 
la línea esté en (3, 0) en línea esté en (-1, 0) en 
t = 0, y en (—2, —5) en t = 0, уеп (3,—2)епт = 1. 


t=]. 
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40. Parametrice la línea de 41. Parametrice la línea de 
(-1, 5) al (2,3) para que la (4, 1) al (6, 2) para que la 
línea esté en (-1, 5) en línea esté en (4, 1) en 
t = 0, уеп (2,3)епг = 1. t = 0, уеп (6,2) епі = 1. 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice la función de tabla de la calculadora gráfica para determinar si los gráficos se 


intersecan. 
з Poa а; РА ай, шш. 
` уу) = 27 - 1 ya (1) = 4-4 ` y ¡ (1) =2t-1 у) =1+1 


Еп los siguientes ejercicios, utilice una calculadora gráfica para completar la tabla de valores de cada conjunto de 


ecuaciones paramétricas. 
(de e кш de o de сз 
у (0 = 21+ 3 у @) = 202-1 л  @= +4 
-1 1 -1 
0 2 0 
1 3 1 
2 
Extensiones 
47. Halle dos conjuntos 48. Halle dos conjuntos 49. Halle dos conjuntos 
diferentes de ecuaciones diferentes de ecuaciones diferentes de ecuaciones 
paramétricas para paramétricas para paramétricas para 
y = (x +1). у= 3х – 2. у= х2 - 4х +4. 


8.7 Ecuaciones paramétricas: gráficos 


Objetivos de aprendizaje 

En esta sección podrá: 
> Representar gráficamente curvas planas descritas por ecuaciones paramétricas mediante el trazado de puntos. 
> Graficar ecuaciones paramétricas. 


Aunque no todos los aficionados (o directores de equipo) lo aprecian, el béisbol y muchos otros deportes se han vuelto 
dependientes de la analítica, que implica un complejo registro de datos y una evaluación cuantitativa utilizados para 
comprender y predecir el comportamiento. La primera influencia de la analítica fue sobre todo estadística; más 
recientemente, han entrado en juego la física y otras ciencias. El más importante es el enfoque en el ángulo de 
lanzamiento y la velocidad de salida, que cuando están en ciertos valores pueden casi garantizar un jonrón. Por otro 
lado, el énfasis en el ángulo de lanzamiento y la concentración en los jonrones en lugar de en el bateo en general da 
como resultado muchos más outs. Considere la siguiente situación: es la parte baja de la novena entrada, con dos outs y 
dos jugadores en base. El equipo local pierde por dos carreras. El bateador abanica y golpea la bola de béisbol a 140 pies 
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por segundo y con un ángulo de aproximadamente 45° de la horizontal. ¿Qué distancia recorrerá la pelota? ¿Superará la 
cerca para conseguir un jonrón ganador del partido? El resultado puede depender en parte de otros factores (por 
ejemplo, el viento), pero los matemáticos pueden modelar la trayectoria de un proyectil y predecir aproximadamente la 
distancia que recorrerá mediante ecuaciones paramétricas. En esta sección, discutiremos las ecuaciones paramétricas y 
algunas aplicaciones comunes, como los problemas de movimiento de proyectiles. 


Figura 1 Las ecuaciones paramétricas pueden modelar la trayectoria de un proyectil (créditos: Paul Kreher, Flickr). 


Graficar ecuaciones paramétricas mediante el trazado de puntos 


En vez de una calculadora gráfica o un programa de gráficos de computadora, el método estándar es trazar puntos para 
representar el gráfico de una ecuación. Siempre que seamos cuidadosos al calcular los valores, el trazado de puntos es 
muy fiable. 


(є cómo 
a 
Dado un par de ecuaciones paramétricas, dibuje un gráfico mediante el trazado de puntos. 


1. Construya una tabla con tres columnas т, x(t), у y(t). 
2. Evalúe x y y para los valores de 7 sobre el intervalo para el que se definen las funciones. 
3. Trace los pares resultantes (x, у). 


"о o Ťżş Ëa 


Elaboración del gráfico de un par de ecuaciones paramétricas mediante el trazado de puntos 
Dibuje el gráfico de las ecuaciones paramétricas x(t) = Pl, JO) =2+t. 


© Solución 
Construya una tabla de valores para t, x(t), y y(t), como en la Tabla 1, y trace los puntos en un plano. 


х@ = 2+1 y(M=2+t 


—4 17 =2 
=з 10 =l 
-2 2 0 


Tabla 1 
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х(ђ= 2+1 y(0M=2+1 


-1 2 1 
0 1 2 
1 2 3 
2 3 4 
з 10 ы 
4 17 6 
5 26 7 
Tabla 1 


El gráfico es una parábola con vértice en el punto (1, 2) , que abre hacia la derecha. Vea la Figura 2. 


t=3, (10, 5) 


t= 2, (5, 4) 


í=1,(2,3) 


t = -3, (10, -1) 


Figura 2 
©) Análisis 
Como los valores del avance de ѓ en sentido positivo de 0 a 5, los puntos trazados trazan la mitad superior de la 
parábola. Como los valores de 7 se vuelven negativos, trazan la mitad inferior de la parábola. No hay restricciones en el 
dominio. Las flechas indican la dirección según los valores crecientes de т. El gráfico no representa una función, ya que 
no pasará la prueba de la línea vertical. El gráfico se dibuja en dos partes: los valores positivos de т, y los valores 
negativos de t. 


[>] INTÉNTELO #1 Dibuje el gráfico de las ecuaciones paramétricas x = yt, y =214+3,0<1<3. 


ЭЭ 95 


Trazar el gráfico de ecuaciones paramétricas trigonométricas 
Construya una tabla de valores para las ecuaciones paramétricas dadas y dibuje el gráfico: 


х= 2с05 t 
у =4sen t 
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© Solución 


Construya una tabla como la de la Tabla 2 utilizando la medida del ángulo en radianes como entradas para t, adecuados, 
y evaluando x y y. Utilizar ángulos con valores conocidos de seno y coseno para t facilita los cálculos. 


t 


11 


ALT 
6 
27 


Tabla 


En la Figura 3 se muestra el gráfico. 


x = 2со$ t 
x = 2соз(0) = 2 
x= 2cos (2) = у 
x=2c0s(4)=1 
х = 2с05 (2) = 0 
х = 2с05 (4) =-1 
x = 2cos (3%) = —\/3 
х = 2соз(л) = —2 
х= 200 (28) = -ү3 
х = 2005 ($) =-1 
х = 2с05 (27) =0 


х = 2соз (55) = 1 


х = 2с05(2л) = 2 
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y = 4sen t 

y = 4sen(0) = 0 

у= 4з (2) =2 
у= 4зеп (3) =2у5 

у= 4sen (2) = 4 
у= 4зел (25) =24/3 
у =4sen (32) =2 

у = 4ѕеп(л) = 0 

y =4sen (12) = -2 


y =4sen ($) = -24/3 


у = 4sen (2л) = 0 
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y 
4 
Sp т 
(0,4) 1+5 
(2,0) t=0 
+ + =X 
3 4 5 


-5 
Y 


Figura 3 


Por la simetría mostrada en los valores de x y y, vemos que las ecuaciones paramétricas representan una elipse. El 
elipse se mapea en sentido contrario a las agujas del reloj, como muestran las flechas que indican el aumento de t. 


©) Análisis 
Hemos visto que las ecuaciones paramétricas se pueden representar gráficamente mediante trazado de puntos. Sin 


embargo, una calculadora gráfica ahorrará tiempo y revelará matices en un gráfico que pueden ser demasiado tediosos 
de descubrir utilizando solo cálculos manuales. 


Asegúrese de cambiar el modo de la calculadora a paramétrico (PAR). Para confirmar, la ventana Y = debería aparecer 
Хіт = 
Yir = 


en vez de Ү =. 


[>] INTÉNTELO #2 Grafique las ecuaciones paramétricas: х = 5 соѕ t, y = 3 sen t. 


cemos 993 


Graficar ecuaciones paramétricas y forma rectangular juntas 

Represente gráficamente las ecuaciones paramétricas x = 5 cos ty y = 2 sen t. En primer lugar, elabore el gráfico 
utilizando los puntos de datos generados a partir de la forma paramétrica. Luego grafique la forma rectangular de la 
ecuación. Compare los dos gráficos. 


© Solución 
Elabore una tabla de valores como la de la Tabla 3. 


t x=5c0s f y=2sen t 

0 x= 53 с05(0):= 5 y =2sen(0) = 0 

1 x=5cos(1) = 2,7 y = 2sen(1) = 1,7 

2 x = 5 соѕ(2) = —2,1 y = 2sen(2) ғ 1,8 
Tabla 3 
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3 x = 5 соѕ(3) x -4,95 
4 x = 5cos(4) я —3,3 


5 x = 5cos(5) = 1,4 


—1 x = 5 cos(-1) x 2,7 

—2 x = 5 cos(-2) л —2,1 

=3 х= 5cos(—3) x -4,95 

—4 x = 5 cos(4) x —3,3 

—5 x = 5cos(—5) x 1,4 
Tabla 3 


Trace los valores (x, y) de la tabla. Vea la Figura 4. 
y 


Paramétrico l 


у = 2 sen(3) = 0,28 

y = 2sen(4) я —1,5 

y = 2sen(5) x –1,9 
y =2sent-1) x —1,7 
y = 2 sen(—2) а —1,8 
y = 2 sen(—3) = —0,28 


y = 2sen(4) ғ 1,5 


y = 2 sen(—5) ғ 1,9 


Figura 4 


A continuación, traslade las ecuaciones paramétricas a la forma rectangular. Para ello, resolvemos Теп х (7) o y(t), y 
luego sustituimos la expresión por tf en la otra ecuación. El resultado será una función у (х) si se resuelve para t en 


función de x, o x(y) si se resuelve para ѓ en función de y. 


x=5c0s t 
> 
5 = С05 f 
y =2sen t 
Уш 
7 = ѕеп t 


Entonces, utilice el teorema de Pitágoras. 


Resuelva para cos t. 


Resuelva para sen t. 


соѕ27 + sen?t = 1 


2 2 
CES 
al 


©) Análisis 


En la Figura 5, los datos de las ecuaciones paramétricas y de la ecuación rectangular se trazan juntos. Las ecuaciones 
paramétricas se trazan en azul; el gráfico de la ecuación rectangular se dibuja encima de la paramétrica en un estilo 
discontinuo coloreado en rojo. Evidentemente, ambas formas producen el mismo gráfico. 
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Figura 5 


BR 


Graficar ecuaciones paramétricas y ecuaciones rectangulares en el sistema de coordenadas 
Represente gráficamente las ecuaciones paramétricas x = t + 1 у y = yt, t > 0, y el equivalente rectangular у = yx-1 
en el mismo sistema de coordenadas. 


© Solución 
Construya una tabla de valores para las ecuaciones paramétricas, como hicimos en el ejemplo anterior, y grafique 
y = yt, tf > 0 en la misma cuadrícula, como en la Figura 6. 
y 
4} 
3+ 
24 
1+ 
х 
0123 4 5 6 Т7 8 9 
-11 
-24 
Figura 6 
Q Análisis 


Con el dominio en 7 restringido, solo trazamos valores positivos de f. Los datos paramétricos se grafican en azul y el 
gráfico de la ecuación rectangular está punteado en rojo. Una vez más, vemos que las dos formas se superponen. 


[>] INTÉNTELO #3 Dibuje el gráfico de las ecuaciones paramétricas х = 2cos 0 y у = 4sen Ө, junto соп la 
ecuación rectangular en la misma cuadrícula. 


Aplicaciones de las ecuaciones paramétricas 


Muchas de las ventajas de las ecuaciones paramétricas se hacen evidentes cuando se aplican a resolver problemas del 
mundo real. Aunque las ecuaciones rectangulares en x y y ofrecen una imagen global de la trayectoria de un objeto, no 
revelan la posición de un objeto en un momento determinado. Las ecuaciones paramétricas, sin embargo, ilustran cómo 
los valores de x y y cambian en función de t, como la ubicación de un objeto en movimiento en un momento 
determinado. 


Una aplicación común de las ecuaciones paramétricas es resolver problemas relacionados con el movimiento de 
proyectil. En este tipo de movimiento, un objeto se impulsa hacia delante en dirección hacia arriba formando un ángulo 
de Ga la horizontal, con una velocidad inicial de vo, y a una altura h sobre la horizontal. 
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La trayectoria de un objeto impulsado con una inclinación de Ө a la horizontal, con rapidez inicial vo, y a Una altura Л 
sobre la horizontal, viene dada por 

x = (vo cos 0)t 

y= -4g + (vo sen Өг + h 


donde g tiene en cuenta los efectos de la gravedad y Л es la altura inicial del objeto. De acuerdo con las unidades 


implicadas en el problema, utilice g = 32 pies/s? og=9,8 m/s?. La ecuación para x da la distancia horizontal, y la 
ecuación para y da la distancia vertical. 


(є сомо 


Dado un problema de movimiento de proyectil, utilice ecuaciones paramétricas para resolverlo. 


1. La distancia horizontal viene dada por x = (оо cos 0)f. Sustituir la velocidad inicial del objeto por vo. 

2. Laexpresión cos Ө indica el ángulo con el que se impulsa el objeto. Sustituya ese ángulo en grados por cos б. 

3. La distancia vertical viene dada por la fórmula у= -4g + (vo sen 0) t + h. El término -4g representa el 
efecto de la gravedad. De acuerdo con las unidades involucradas, utilice g = 32 pies/s? o g = 9,8 m/s?. De 
nuevo, sustituya la velocidad inicial рог шр, y la altura a la que se impulsó el objeto para h. 

4. Proceda con el cálculo de cada término para resolver t. 


BB 


Hallar las ecuaciones paramétricas para describir el movimiento de una pelota de béisbol 

Resuelva el problema presentado al principio de esta sección. ¿El bateador batea el jonrón ganador del partido? 
Supongamos que la pelota se golpea con una velocidad inicial de 140 pies por segundo en un ángulo de 45° a la 
horizontal, y hace contacto a 3 pies del suelo. 


(д) Halle las ecuaciones paramétricas para modelar la trayectoria de la pelota de béisbol. 

¿Dónde está la pelota después de 2 segundos? (С) ¿Cuánto tiempo está la pelota en el aire? 
(Б) ¿Es un jonrón? 

© Solución 


® 


Utilice las fórmulas para establecer las ecuaciones. La posición horizontal se halla utilizando la ecuación paramétrica 
para x. Así, 


x = (vo cos 0)t 
х = (140 cos(45°))t 
La posición vertical se halla utilizando la ecuación paramétrica para y. Así, 
у= -168 + (vo sen 0) + h 
y = -16? + (140 sen(45°))t + 3 


Sustituya el 2 en las ecuaciones para hallar las posiciones horizontal y vertical de la pelota. 


х = (140 соѕ(45°))(2) 
x = 198 pies 


y = -16(2 + (140 ѕеп(45°))(2) + 3 
y = 137 pies 


Después de 2 segundos, la pelota está a 198 pies de la caja de bateo y a 137 pies del suelo. 
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O 


Para calcular cuánto tiempo está la pelota en el aire, tenemos que averiguar cuándo va a tocar el suelo, o cuándo 
y = 0. Por lo tanto, 

y = –162 + (140 sen(45°)) t + 3 

y=0 Establezca y(t) = 0 y resuelva la cuadrática. 

t = 6,2173 


Cuando t = 6,2173 segundos, la pelota ha tocado el suelo (la ecuación cuadrática se puede resolver de varias 
maneras, pero este problema se resolvió utilizando un programa matemático de computadora). 


O 


No podemos confirmar que el golpe fue un jonrón sin tener en cuenta el tamaño del campo exterior, que varía de un 
campo a otro. Sin embargo, para simplificar, vamos a suponer que el muro del campo está a 400 pies de la base del 
bateador en la parte más profunda del parque. Supongamos también que el muro tiene 10 pies de altura. Para 
determinar si la pelota pasa por encima de la pared, tenemos que calcular a qué altura está la pelota cuando x= 400 
pies. Así que fijaremos x= 400 pies, resolvemos рага т, e introducimos f en y. 


и 16(4,04)2 + (140 ѕеп(45°)) (4,04) + 3 
400 = (140 cos(45°)) t ? — a ad 
t = 4,04 ж 


La pelota está a 141,8 pies еп el aire cuando sale disparada del estadio. Fue, efectivamente, un jonrón. Vea la Figura 7. 


300 


200 Trayectoria de la pelota 


Altura (pies) 


Posición del bateador. Muro del campo 


0 100 200 300 400 500 600 
Distancia (pies) 


Figura 7 


[>] MEDIA 


Acceda al siguiente recurso en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con gráficos de ecuaciones 


paramétricas. 


Graficar ecuaciones paramétricas en la Т1-84 (http://openstax.org/l/graphpara84) 


8.7 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 

1. ¿Cuáles son los dos 2. ¿Cuáles una diferenciaenel 3. ¿Por qué algunos gráficos se 
métodos utilizados para trazado de ecuaciones dibujan con flechas? 
representar gráficamente paramétricas en 
ecuaciones paramétricas? comparación con las 


ecuaciones cartesianas? 
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4. Nombre algunos tipos 5. ¿Por qué son importantes 
comunes de gráficos de los gráficos paramétricos 
ecuaciones paramétricas. para entender el 


Gráficos 


movimiento de proyectil? 


En los siguientes ejercicios, grafique cada conjunto de ecuaciones paramétricas y haga una tabla de valores. Incluya la 
orientación en el gráfico. 


Я а 
y = 2-1 


ї a 
х 
y 
олу» 
y (1) =3-21 
t -2 -l 
х 
у 
е 
у@ =1+3 
t -2 -l 
х 
у 


x(t)=t-1 
е te 


-1 10/11/213 t -3 —2 -1 0 1 2 
х 
у 
ЕТЕ 25 
5 ‚г 2-21 %. о 
уа)=3+1 у() =1+2 
0111213 12-3 2 -1 0 1 t -2 -1 0 1 2 
х х 
у у 
0112 


Еп los siguientes ejercicios, dibuje la curva e incluya la orientación. 


x(t) =1 
12. 
| у@) = yt 


i5. { x(t) = —t +2 
у@) = 5 — |4 


13. т y 14. в. 


у) =t у() =1+2 


x(t) = 4sen t x(t) = 2sen t 
16. 17. 
y(t) = 2с05 t y(t) = 4с05 t 
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= 2 t) = 2t t) = sec t 
18: ( x(t) = 3 cos” t РА { x(t) = 3 cos 50. ( x(t) = sec 
y(t) = –3 sen t у@) = —3 sen? t y(t) = tan t 
1 
t) = sec t х@) = => 
Ж A 22. е 
y(t) = tan” t у) = e"! 
Еп los siguientes ejercicios, grafique la ecuación е incluya la orientación. Luego, escriba la ecuación cartesiana. 
1) =1-1 = 1) = 2с08 t 
эз. ү. И 34 E t DE к cos 
y(t) = =t y =1+3 y(t) = — sen t 
Ж. { х@) = 7соз t РЕ | x(t) = е^ 
y(t) =7 sen t yt) =—-е! 


Еп los siguientes ejercicios, grafique la ecuación e incluya la orientación. 


28. х= Р, у= 31, 0<1<5 29. х= 21, у= 12, -5<1<5 30. х=, у= ү25 – 2, 
0<1<5 


31. x(t) = —t, y(t) = М, > 0 32. x=-2cos Т,у=6б sen t, 33. х=—ес t, у = tan t, 
O<t<x E 


En los siguientes ejercicios, utilice las ecuaciones paramétricas para los enteros a y b: 
x(t) = асоѕ((а + b)t) 
y(t) = a cos((a — bit) 


34. Grafique en el dominio 35. Grafique en el dominio 36. Grafique en el dominio 
[=7,0], donde a = 2 y [=7,0], donde a = Зу [=7,0], donde a = 4y 
b = 1, e incluya la b = 2 e incluya la b = 3 e incluya la 
orientación. orientación. orientación. 

37. Grafique en el dominio 38. Silos valores deaes1más 39. Describa el gráfico si 
[—л,0], donde a = 5 y que b, describa el efecto a = 100y b = 99. 
b = 4 e incluya la que los valores de a y b 
orientación. tienen en el gráfico de las 


ecuaciones paramétricas. 


40. ¿Qué pasa si b es 1 más 41. Silas ecuaciones 

que a? Describa el gráfico. paramétricas x(t) = (2 y 
y (t) = 6 — 3t tenemos el 
gráfico de una parábola 
horizontal que se abre 
hacia la derecha, ¿qué 
cambiaría la dirección de la 
curva? 


En los siguientes ejercicios, describa el gráfico del conjunto de ecuaciones paramétricas. 


42. x(t) = -P y y (t) es lineal 43. y(t) = 2 y x (t) es lineal 44. y(t)= me y x (t) es lineal 
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45. Escriba las ecuaciones 46. Escriba las ecuaciones 
paramétricas de un círculo paramétricas de una elipse 
con centro (0, 0), radio 5 y con centro (0, 0), eje 
una orientación en sentido mayor de longitud 10, eje 
contrario a las agujas del menor de longitud 6 y una 
reloj. orientación en sentido 

contrario a las agujas del 
reloj. 


En los siguientes ejercicios, utilice una herramienta gráfica para graficar еп la ventana [-3, 3] entre [-3, 3] en el dominio 
[0, 2л) para los siguientes valores de a y b e incluya la orientación. 


{ x(t) = sen(af) 
y(t) = sen(bt) 


47. a=1,b=2 48. a=2,b=1 49. a=3,b=3 


50. a=5,b=5 51. a=2,b=5 52. а= 5,b=2 


En tecnología 


x(t) = acos(bt) 
y(t) = csen(dt) ` 
Utilice el modo paramétrico de la calculadora gráfica para hallar los valores de a, b, c, y d para lograr cada gráfico. 


En los siguientes ejercicios, observe los gráficos creados por ecuaciones paramétricas de la forma ( 


53. 
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54. 


55. 
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8.7 * Ecuaciones paramétricas: gráficos 


En los siguientes ejercicios, utilice una herramienta gráfica para graficar las ecuaciones paramétricas dadas. 


57. 


60. 


y(t) = sent + t 
x(t) = cost + t 
ос 
x(t) = t — sent 
с, 


к аш 


Grafique los tres conjuntos 58. 
de ecuaciones 

paramétricas en el dominio 

[0, 277]. 


de ecuaciones 


[0,47]. 


El gráfico de cada conjunto 61. 
de ecuaciones 

paramétricas parece 
“desplazarse" por uno de 

los ejes. ¿Qué controla el 

eje por el que se desplaza 

el gráfico? 


Extensiones 


63. 


Un objeto se lanza al aire con una velocidad 
vertical de 20 ft/s y una velocidad horizontal de 15 
ft/s. Se puede describir la altura del objeto 
mediante la ecuación y (7) = –16/2 + 207, 
mientras el objeto se mueve horizontalmente соп 
una velocidad constante de 15 ft/s. Escriba 
ecuaciones paramétricas para la posición del 
objeto y luego elimine el tiempo para que escriba 
la altura en función de la posición horizontal. 


Grafique los tres conjuntos 


paramétricas en el dominio 


Explique el efecto en el 62. 
gráfico de la ecuación 
paramétrica cuando 

cambiamos sen ży cos t. 


64. 


59. Grafique los tres conjuntos 
de ecuaciones 
paramétricas en el dominio 
[-4z, бл]. 


Explique el efecto de la 
ecuación paramétrica en el 
gráfico cuando cambiamos 
el dominio. 


Un patinador que circula en patineta por una 
superficie plana a una velocidad constante de 9 
ft/s lanza una pelota al aire, cuya altura se puede 
describir mediante la ecuación 

y(t) = —1612 + 101 + 5. Escriba ecuaciones 
paramétricas para la posición de la pelota y luego 
elimine el tiempo para escribir la altura en función 
de la posición horizontal. 
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En los siguientes ejercicios, utilice este escenario: Se lanza un dardo hacia arriba con una velocidad inicial de 65 ft/s a un 
ángulo de elevación de 52°, Considere la posición del dardo en cualquier momento t. Ignore la resistencia del aire. 


65. Halle ecuaciones 66. Halle todos los valores 67. ¿Cuándo llegará el dardo al 
paramétricas que modelen posibles de x que suelo? 
la situación del problema. representan la situación. 

68. Halle la altura máxima del 69. ¿A qué hora alcanzará el 
dardo. dardo su máxima altura? 


En los siguientes ejercicios, observe los gráficos de cada una de las cuatro ecuaciones paramétricas. Aunque tienen un 
aspecto inusual y hermoso, son tan comunes que tienen nombres, como se indica en cada ejercicio. Utilice una 
herramienta gráfica para graficar cada una de ellas en el dominio indicado. 


x(t) = 14cos t — соѕ(147) 
en 


y(t) = 14 sen t+ ѕеп(147) 
el dominio [0, 271]. el dominio [0, 27]. 


x(t) = 6sen 1 +2sen(6t) 
en 


70. Una epicicloide: 
y(t) = бсоѕ t — 2 соѕ(67) 


Una hipocicloide: ( 


x(t) = 2 sen t + 5 cos(6t) 
y(t) = 5 cos t— 2 sen(6t) 
el dominio [0, 271]. [0, 271]. 


x(t) = 5 sen(21) sen t 
y(t) = 5 sen(2t) cos t 


72. Una hipotrocoide: ( 73. Una rosa: ( en el dominio 


8.8 Vectores 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección podrá: 
> Ver los vectores geométricamente. 
Hallar la magnitud y la dirección. 
Realizar suma de vectores y multiplicación escalar. 
Hallar la forma en componentes de un vector. 
Hallar el vector unitario en la dirección de у. 
Realizar operaciones con vectores en términos dei y j. 
Calcular el producto punto de dos vectores. 


ммм у у у 


Un avión vuela a una velocidad aerodinámica de 200 millas por hora y se dirige а un rumbo SE de 140°. Un viento del 
norte (de norte a sur) sopla a 16,2 millas por hora, como se muestra en la Figura 1. ¿Cuál es la velocidad con respecto al 
suelo y el rumbo real del avión? 
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Figura 1 


La velocidad con respecto al suelo se refiere a la velocidad de un avión que está en tierra. La velocidad aerodinámica se 
refiere a la velocidad que puede alcanzar un avión en relación con la masa de aire que lo rodea. Estas dos cantidades no 
son iguales debido al efecto del viento. En una sección anterior, utilizamos triángulos para resolver un problema similar 
relacionado con el movimiento de los barcos. Más adelante en esta sección hallaremos la velocidad con respecto al suelo 
y el rumbo del avión, mientras investigamos otro enfoque para problemas de este tipo. Sin embargo, primero vamos a 
examinar los fundamentos de los vectores. 


Visión geométrica de los vectores 


Un vector es una cantidad específica dibujada como un segmento de línea con una punta de flecha en un extremo. 
Tiene un punto inicial, donde comienza, y un punto terminal, donde termina. El vector se define por su magnitud, o la 
longitud de la línea, y su dirección, indicada por una punta de flecha en el punto terminal. Por lo tanto, el vector es un 
segmento rectilíneo dirigido. Hay varios símbolos que distinguen los vectores de otras cantidades: 


> 


* Letras minúsculas y en negrita, con o sin flecha en la parte superior, como por ejemplo у, u, w, Ӯ, 0, 10. 


• Dado el punto inicial P y punto terminal О, un vector se puede representar como PO. La punta de flecha еп la 
parte superior es lo que indica que no es solo una línea, sino un segmento rectilíneo dirigido. 
• Dado un punto inicial de (0, 0) y punto terminal (а, b) , un vector se puede representar сото (а,Ь). 


Este último símbolo (a, b) tiene un significado especial. Este se denomina posición estándar. El vector de posición tiene 
un punto inicial (0, 0) y un punto terminal (a, b). Para cambiar cualquier vector por el vector de posición, pensamos en 


— 
el cambio de las coordenadas x y el cambio de las coordenadas y. Por lo tanto, si el punto inicial de un vector CD es 
С (х, у) y el punto terminal es D (x2, уз), entonces el vector de posición se halla calculando 


5 
Ab = (хо — x1, y2 — y1) 
= (a, b) 


—> — 
En la Figura 2 vemos el vector original CD y el vector de posición Ab. 
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Figura 2 
Propiedades de los vectores 


Un vector es un segmento rectilíneo dirigido con un punto inicial y un punto terminal. Los vectores se identifican por 
la magnitud, o la longitud de la línea, y la dirección, representada por la punta de la flecha que apunta hacia el punto 
terminal. El vector de posición tiene un punto inicial en (0, 0) y se identifica por su punto terminal (a, b). 
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Hallar el vector de posición 
Consideremos el vector cuyo punto inicial es P (2, 3) y el punto terminal es O (6, 4). Halle el vector de posición. 


© Solución 
El vector de posición se halla al restar una coordenada x de la otra coordenada x, y una coordenada y de la otra 
coordenada y. Así, 


v=(6-2,4-3) 


= (4,1) 
El vector de posición comienza en (0, 0) y termina en (4, 1). Los gráficos de ambos vectores se muestran en la Figura 3. 
y 
8 
7 
6 
5 
а Q(6, 4) 
3 
2 
1 
= + + + + + + + aX 
AY 12345678 


Figura 3 


Vemos que el vector de posición es (4, 1). 
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ИЭ 


Dibujar un vector соп el criterio dado у su vector de posición equivalente 


Halle el vector de posición dado el vector v tiene un punto inicial en (3, 2) y un punto terminal en (4, 5), luego, grafique 
ambos vectores en el mismo plano. 


© Solución 
El vector de posición se halla utilizando el siguiente cálculo: 


у= (4 (3), 5-2) 
= (7,3) 


Así, el vector de posición comienza en (0, 0) y termina en (7, 3) . Vea la Figura 4. 


y 


(7, 3) 


vector de posición 


Figura 4 


[>] INTÉNTELO #1 Dibuje un vector v que conecta desde el origen hasta el punto (3, 5). 


Hallar la magnitud y la dirección 


Para trabajar con un vector, tenemos que ser capaces de hallar su magnitud y su dirección. Hallamos su magnitud 
mediante el teorema de Pitágoras o la fórmula de distancia, y hallamos su dirección mediante la función tangente 
inversa. 


Magnitud y dirección de un vector 


Dado un vector de posición v = (a, b), la magnitud se halla por |у| = Va? + b?. La dirección es igual al ángulo 
formado con el eje x, o con el eje y, según la aplicación. Para un vector de posición, la dirección se halla mediante 
tan O = (2) = 0 = (ап! (2) , como se ilustra en la Figura 5. 


a 
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(a, b) 


Figura 5 


Dos vectores v y use consideran iguales si tienen la misma magnitud y la misma dirección. Además, si ambos 
vectores tienen el mismo vector de posición, son iguales. 


BB 


Hallar la magnitud y la dirección de un vector 
Halle la magnitud y la dirección del vector con punto inicial P (8, 1) y punto terminal О (+2, —5) . Dibuje el vector. 


© Solución 
Primero, halle el vector de posición. 


u = (—2,—(—8),—5-1) 
= (6, —6) 


Utilizamos el teorema de Pitágoras para hallar la magnitud. 


lul = \/(6)7 + C6) 


La dirección está dada como 


tan 0 = 26 = -1 > 0 = tan! (1) 


6 
= —45° 


Sin embargo, el ángulo termina en el cuarto cuadrante, por lo que sumamos 360° para obtener un ángulo positivo. Así, 
—45° + 360° = 315°. Vea la Figura 6. 


Figura 6 
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E 


Demostrar que dos vectores son iguales 

Demuestre que el vector v con punto inicial en (5, —3) y punto terminal en (-1, 2) es igual al vector и con punto inicial en 
(1, —3) y punto terminal en (7, 2). Dibuje el vector de posición en la misma cuadrícula que vy и. A continuación, 
calcule la magnitud and dirección de cada vector. 


© Solución 
Como se muestra еп la Figura 7, dibuje el vector у comenzando por el punto inicial (5, —3) y punto terminal (-1, 2). 
Dibuje el vector u con punto inicial (-1, —3) y punto terminal (7, 2) . Calcule la posición estándar de cada uno. 


A continuación, halle y dibuje el vector de posición para v y u. Tenemos 
v= (-1 - 5,2 — (-3)) 
= (6, 5) 


u = (7 – (—1),2— (-3)) 
= (-6, 5) 


Dado que los vectores de posición son los mismos vy u son iguales. 


Otra manera de comprobar la igualdad de los vectores es demostrar que la magnitud y la dirección son iguales para 
ambos vectores. Para demostrar que las magnitudes son iguales, utilice el teorema de Pitágoras. 


[= VEL EY 

= ү) +67 

= \/36+25 

= y61 

= V67- с02 +e- 
= VC + (57 


Como las magnitudes son iguales, ahora tenemos que verificar la dirección. Al utilizar la función tangente con el vector 
de posición se obtiene 


tan 0 = -3 > 0 = tan”! (-2) 
= —39,8° 


Sin embargo, podemos ver que el vector de posición termina en el segundo cuadrante, por lo que sumamos 180°. Así, la 
dirección es —39,8° + 180° = 140,2 °. 
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Figura 7 


Realizar suma de vectores y multiplicación escalar 


Ahora que entendemos las propiedades de los vectores, podemos realizar operaciones con ellos. Aunque es conveniente 
pensar en el vector u = (x, y) como una flecha o segmento rectilíneo dirigido desde el origen hasta el punto (x, y), los 
vectores se sitúan en cualquier lugar del plano. La suma de dos vectores u y v, o suma de vectores, produce un tercer 
vector u+ v, el vector resultante. 


Para calcular u + v, primero dibujamos el vector u, y desde el punto terminal de u, dibujamos el vector v. Es decir, 
tenemos que el punto inicial de vse encuentra con el punto terminal de u. Esta posición corresponde a la noción de que 
nos movemos a lo largo del primer vector y luego, desde su punto terminal, nos movemos a lo largo del segundo vector. 
La suma u + ves el vector resultante porque resulta de la suma o la resta de dos vectores. El vector resultante va 
directamente desde el principio de u hasta el final de ven una trayectoria recta, como se muestra en Figura 8. 


e u+v 


Figura 8 


La resta de vectores es similar a la suma de vectores. Para hallar u - v, véalo como u + (-v). Para sumar -v se invierte el 
sentido de vpara sumarlo al extremo de u. El nuevo vector comienza en el inicio de u y se detiene en el punto final de -v. 
Ver Figura 9 para una visual que compara la suma de vectores y la resta de vectores usando paralelogramos. 


Figura 9 


Sumar y restar vectores 
Dado u = (3, —2} y v = (-1, 4), hallar dos nuevos vectores u + vy u- v. 


© Solución 
Para dar con la suma de dos vectores, sumamos sus componentes. Por lo tanto, 
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u + y = (3, -2) + (-1,4) 
= (3 + (-1),-2+4) 
= (2,2) 
Vea la Figura 10(a). 
Para hallar la diferencia de dos vectores, se suman los componentes negativos de у a п. Así, 
u + (—v) = (3, -2) + (1, -4) 
= (3 + 1,—2 + (-4)) 
= (4, —6) 
Vea la Figura 10(b). 


(a) (b) 


Figura 10 (а) Сита de dos vectores (b) Diferencia de dos vectores 


Multiplicar por un escalar 


Mientras que la suma y la resta de vectores nos da un nuevo vector con una magnitud y una dirección diferentes, el 
proceso de multiplicar un vector por un escalar, una constante, solo cambia la magnitud del vector o la longitud de la 
línea. La multiplicación escalar no tiene efecto en la dirección a menos que el escalar sea negativo, en cuyo caso la 
dirección del vector resultante es opuesta a la del vector original. 


Multiplicación escalar 


La multiplicación escalar implica el producto de un vector por un escalar. Cada componente del vector se multiplica 
por el escalar. Así, para multiplicar у = (a, b) entre k, tenemos 


kv = (ka, kb) 


Solo cambia la magnitud, a menos que k sea negativo, y entonces el vector invierte su dirección. 


Шыны aa 


Realizar multiplicación escalar 
Vector dado v = (3, 1), hallar 3v, 1 v, y -V. 


© Solución 
Véase Figura 11 para una interpretación geométrica. Si у = (3, 1), entonces 
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3v=(3-3,3-1) 
= (9,3) 
ЖЕНЕ Ж! 1 
31=(2:33:1) 
— {3 1 
= (5.2) 
-v = (—3,—1) 
3v 
v 
1 
4 
ИРЕ н 
Figura 11 
©) Análisis 
Observe que el vector 3v es tres veces la longitud де v, 1 v es la mitad de la longitud de v, y -v es la misma longitud de 


v, pero en sentido contrario. 


[>] INTÉNTELO +2 Halle el múltiplo escalar З u dado u = (5,4). 


Шын aaa 


Usar la suma de vectores y la multiplicación escalar para hallar un nuevo vector 
Dado и = (3, 2) y v = (-1, 4), hallar un nuevo vector w = Зи + 2v. 


© Solución 
Primero, debemos multiplicar cada vector por el escalar. 
Зо = 3 (3, -2) 
= (9, 0) 
2v = 2(—1,4) 
= (2, 8) 
Luego, sumar los dos elementos. 
w = Зи +2у 
= (9, —6) + (-2, 8) 
= (9 — 2,-6 +8) 
= (7,2) 


Así дие, w = (7,2). 


Hallar la forma en componentes 


En algunas aplicaciones en las que intervienen vectores, nos resulta útil poder descomponer un vector en sus 
componentes. Los vectores están formados por dos componentes: el componente horizontal es la dirección x y el 
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componente vertical es la dirección y. Por ejemplo, podemos ver en el gráfico de la Figura 12 que el vector de posición 
(2, 3) resulta de sumar los vectores vı у м. Tenemos v; con punto inicial (0, 0) y punto terminal (2, 0). 


vı =(2-0,0-0) 
= (2,0) 
También tenemos м con punto inicial (0, 0) y punto terminal (0, 3). 
v = (0—0,3 – 0) 
= (0,3) 
Por lo tanto, el vector de posición es 
v=(2+0,3 +0) 
= (2,3) 
Con el teorema de Pitágoras, la magnitud de м; es 2, y la magnitud de v; es 3. Para hallar la magnitud de v, utilice la 


fórmula con el vector de posición. 


v Р 


= ум + |у 
= 4022 + 32 
= \13 


La magnitud de ves 413. Para hallar la dirección, utilizamos Іа función tangente tan 0 = z, 


2y 
tan б=т 
23 
tan 0= 5 


Еїдига 12 


Así, la magnitud де v es 413 y la dirección es 56,3° de la horizontal. 
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Hallar los componentes del vector 
Halle los componentes del vector v con punto inicial (3, 2) y punto terminal (7, 4). 


© Solución 

Primero, halle la posición estándar. 
v= (7 -3,4-2) 
= (4,2) 


Vea la ilustración en la Figura 13. 
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Figura 13 


El componente horizontal es у = (4, 0) y el componente vertical es у» = (0, 2). 


Hallar el vector unitario en la dirección de v 


Además de hallar los componentes de un vector, también sirve para resolver problemas hallar un vector en la misma 
dirección que el vector dado, pero de magnitud 1. Llamamos vector unitario a un vector con una magnitud de 1. Así 
podemos conservar la dirección del vector original y simplificar los cálculos. 


Los vectores unitarios se definen en términos de componentes. El vector unitario horizontal se escribe como і = (1, 0) y 
se dirige a lo largo del eje horizontal positivo. El vector unitario vertical se escribe como j= (0, 1) y se dirige a lo largo 
del eje vertical positivo. Vea la Figura 14. 


Figura 14 


Los vectores unitarios 


Si v es un vector distinto de cero, entonces H es un vector unitario en la dirección de v. Cualquier vector dividido 
entre su magnitud es un vector unitario. Observe que la magnitud es siempre un escalar, y que dividir entre un 


escalar es lo mismo que multiplicar por el recíproco del escalar. 


E 


Hallar el vector unitario en la dirección de v 
Halle un vector unitario en la misma dirección que у = (—5, 12). 


© Solución 
Primero hallaremos la magnitud. 
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W| = VES? + (12)2 


= y 25 + 144 


169 
=13 
A continuación, dividimos cada componente entre |v |, lo cual resulta en un vector unitario en la misma dirección que v: 
У 5 А 12. 
м 13.13) 
оеп forma de componente 
у 5 12 
[v] 13” 13 
Vea la Figura 15. 
y 
14 
13 
—5, 12 
( ) 12 


_ҥ+_—— + + + 
"6 Y 70 5 4 3 2 =] 1 2 


Еїдига 15 


Compruebe que la magnitud del vector unitario es igual a 1. La magnitud de -ği + 12) ѕе да сото 


Y, (By, (E y 144 
(-5) (5) = үт +18 
=,/10 _ 
= 169 = 1 
El vector и = + + 2 jes el vector unitario en la misma dirección que v= (—5, 12). 


Realizar operaciones con vectores en términos de iy j 


Hasta ahora hemos investigado los fundamentos de los vectores: magnitud y dirección, suma y resta de vectores, 
multiplicación escalar, las componentes de los vectores y la representación de los vectores geométricamente. Ahora que 
estamos familiarizados con las estrategias generales utilizadas en el trabajo con vectores, representaremos los vectores 
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en coordenadas rectangulares en términos de iy j. 


Vectores en el plano rectangular 


Dado un vector у con punto inicial Р = (x1, уу) y punto terminal О = (хэ, ya ), v se escribe como 
у = (х2 – x1)14+ Q2 — y1)j 


El vector de posición de (0, 0) al (a, Б), donde (хо — x1) = a y (y2 — у) = b, se escribe como v= ai + bj. Esta suma 
vectorial se denomina a) combinación lineal de los vectores iy j. 


La magnitud de v= aj+ bj viene dada como |v| = Ya? + b?. Vea la Figura 16. 


Figura 16 


EE 


Escribir un vector en términos de iy j 
Dado un vector у con punto inicial Р = (2,-6) y punto terminal O = (—6, 6), escriba el vector en términos de i y j. 


© Solución 

Comience escribiendo la forma general del vector. A continuación, sustituya las coordenadas por los valores dados. 
у= (хо – x1 )i + (уз — y1)j 
= (—6 - 2)i + (6 — (—6)j 
= —81 + 12) 


BR 


Escribir un vector en términos de ¡y j utilizando los puntos inicial y final 
Dado el punto inicial Р = (-1, 3) y punto terminal P) = (2,7), escriba el vector у en términos dei y j. 


© Solución 
Comience escribiendo la forma general del vector. A continuación, sustituya las coordenadas por los valores dados. 


v= (хо = x1 )i + 0 — у) 
v=(2-(-1)i+(7-3)j 
=3i+4j 


[>] INTÉNTELO #3 Escriba el vector u con punto inicial P = (—1, 6) y punto terminal О = (7, —5) en términos de 
iyj. 


Realizar operaciones con vectores en términos de iy j 


Cuando los vectores se escriben en términos de i y j, podemos realizar sumas, restas y multiplicaciones escalares con 
operaciones sobre los componentes correspondientes. 


Acceso gratis en openstax.org 
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Suma y resta de vectores en coordenadas rectangulares 


Dado v= aí + bj y u= сї+ dj, entonces 


v+u=(a+c)i+(b+d)j 
v=u=(a—-c)ji+(b-d)j 


EBA 0 


Hallar la suma de los vectores 
Calcule la suma de vı = 2i — 3j y v2 = 4i + 5j. 


© Solución 
Según la fórmula, tenemos 


vi +v =(2+4i+(-3+5)j 
=6i+2j 


Calcular la forma en componentes de un vector: Dirección 


Hemos visto cómo dibujar vectores según sus puntos iniciales y terminales y cómo hallar el vector de posición. También 
hemos examinado la notación para vectores dibujados específicamente en el plano de coordenadas cartesianas 
utilizando i y j. Para cualquiera de estos vectores, podemos calcular la magnitud. Ahora queremos combinar los puntos 
clave y profundizar en las ideas de magnitud y dirección. 


El cálculo de la dirección sigue el mismo proceso directo que utilizamos para las coordenadas polares. Hallamos la 
dirección del vector al hallar el ángulo con la horizontal. Para ello utilizamos las identidades trigonométricas básicas, 
pero con |v] sustituyendo a r. 


Componentes vectoriales en términos de magnitud y dirección 


Dado un vector de posición v = (х, y) y un ángulo de dirección 0, 


y 
cos 0 = -= sen 0 = — 
М У М 


х = |у| соѕ 0 y = |у| sen 0 


Por lo tanto, у = хі + yj = |у| соз 01 + |v| sen 8j, y la magnitud se expresa como |у| = yx? + y?. 


вашар 


Escribir un vector en términos de magnitud y dirección 
Escriba un vector de longitud 7 con un ángulo de 135* respecto al eje x positivo en términos de magnitud y dirección. 


© Solución 
Si utilizamos las fórmulas de conversión x = |v|cos дуу = |v| sen 0, hallamos que 


x = 7 cos(135°) 
7\2 


2 
= 7 5еп(135°) 


_ түй 
Бл 


БЯ 


Este vector se puede escribir como у = 7 соѕ(135°) + 7 sen(1359) о simplificarse como 
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[>] INTÉNTELO #4 Un vector se desplaza desde el origen hasta el punto (3, 5). Escriba el vector en términos de 
magnitud y dirección. 


Calcular el producto punto de dos vectores 


Como ya hemos comentado en esta sección, la multiplicación escalar consiste en multiplicar un vector por un escalar, y 
el resultado es un vector. Como hemos visto, multiplicar un vector por un número se llama multiplicación escalar. Si 
multiplicamos un vector por otro vector, existen dos posibilidades: el producto punto y el producto cruzado. Aquí solo 
examinaremos el producto punto; es posible que halle el producto cruzado en cursos de matemáticas más avanzados. 


El producto punto de dos vectores consiste en multiplicar dos vectores entre sí, y el resultado es un escalar. 


Producto escalar 


El producto punto de dos vectores у = (a, b) y u = (c, d) es la suma del producto de los componentes horizontales y 
el producto de los componentes verticales. 
v-u=ac+bd 
Para hallar el ángulo entre los dos vectores, utilice la siguiente fórmula. 
у п 


cos 0 = — · — 
lvi Tul 


дда 99 


Calcular el producto punto de dos vectores 
Halle el producto punto de v = (5, 12) y u = (-3,4). 


© Solución 
Utilizando la fórmula, tenemos 


< 


-u = (5,12): (3,4) 
5. (-3)+ 12-4 

= —15+48 

= 33 


BR 


Hallar el producto escalar de dos vectores y el ángulo entre ellos 
Halle el producto punto de м; = 5/ + 2j y у» = Зі + 7j. Luego, halle el ángulo entre los dos vectores. 


© Solución 

Al hallar el producto punto, multiplicamos los componentes correspondientes. 
vi + va = (5,2) - (3,7) 
=5:34+2-7 
=15+14 
=29 


„Кз gat: 


Para hallar el ángulo entre ellos, utilizamos la fórmula cos 0 = Wi Tal 


Acceso gratis en openstax.org 


Vea la Figura 17. 


у u _ 5 
MI Tal (5) (it 5) 


Le o 


= pd ды РЕ. 
№29 58  y29 458 


_— _15 4 _29 
4/1682 1682 4/1682 
= 0,707107 


cos™! (0,707107) = 45° 


(3, 7) 


Figura 17 
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EA 


Calcular el ángulo entre dos vectores 
Calcule el ángulo entre и = (-3,4) y v = (5, 12). 


© Solución 
Con la fórmula tenemos 


Vea la Figura 18. 


-3i+4j _ 5i+12j 


М 
Els 
z|- 
aiaa, 
11 
л 


ul 13 
ar Als) 
-4+3 
= 33 

65 
0 = соз”! (22) 
= 59,5° 
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Figura 18 


O 94 


Hallar la velocidad con respecto al suelo y el rumbo utilizando vectores 
Ahora tenemos las herramientas para resolver el problema que introdujimos en la apertura de la sección. 


Un avión vuela a una velocidad aerodinámica de 200 millas por hora y se dirige а un rumbo SE de 140°. Un viento del 
norte (de norte a sur) sopla a 16,2 millas por hora. ¿Cuál es la velocidad con respecto al suelo y el rumbo real del avión? 
Vea la Figura 19. 


Acceso gratis en openstaxX.org 
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Figura 19 


© Solución 
La velocidad con respecto al suelo está representada por x en el diagrama, y necesitamos hallar el ángulo « para calcular 
el rumbo ajustado, que será 140° + о. 


Observe que en la Figura 19, el ángulo bCO debe ser igual al ángulo AOC por la regla de los ángulos interiores alternos, 
por lo que el ángulo bCO es de 140°. Podemos hallar x por la ley de cosenos: 


x? = (16,2)? + (200? — 2(16,2)(200) соѕ(140°) 


х2 = 45,226,41 
х = 4/45,226,41 
х= 212,7 


La velocidad con respecto al suelo es de 213 millas por hora aproximadamente. Ahora podemos calcular el rumbo 
utilizando la ley de senos. 


sen а _ sen(140%) 


162 2127 
sen а = 1625000140) 
MES ору 

= 0,04896 


sen”1(0,04896) = 2,8 ° 


Por lo tanto, el avión tiene un rumbo SE de 140° + 2,8” = 142,8”. La velocidad con respecto al suelo es de 212,7 millas por 
hora. 


[>] MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar los vectores. 


Introducción a vectores (http://openstax.org/l/introvectors) 
Operaciones vectoriales (http://openstax.org/l/vectoroperation) 
El vector unitario (http://openstax.org/l/unitvector) 
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8.8 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


. ¿Cuáles son las 


características de las letras 
que se suelen utilizar para 
representar vectores? 


¿Qué es la forma de los 
componentes? 


Algebraicos 


6. 


Dado un vector con punto 
inicial (5, 2) y punto terminal 
(—1, —3) , halle un vector 
equivalente cuyo punto 
inicial es (0, 0). Escriba el 
vector en forma de 
componentes (а,Ь). 


. ¿Por qué un vector es más 


específico que un segmento 
de línea? 


. Cuando un vector unitario 


se expresa como (a,b), 
¿cuál letra es el coeficiente 
de la i y cuál es la de la j? 


. Dado un vector con punto 


inicial (-4, 2) y punto 
terminal (3, —3), halle un 
vector equivalente cuyo 
punto inicial es (0, 0). 
Escriba el vector en forma 
de componentes (a, Б). 


3. ¿Qué soni y j, y qué 
representan? 


8. Dado un vector con punto 
inicial (7, —1) y punto 
terminal (—1,-—7), halle un 
vector equivalente cuyo 
punto inicial es (0, 0). 
Escriba el vector en forma 
de componentes (a, b}. 


En los siguientes ejercicios, determine si los dos vectores u y v son iguales, donde u tiene un punto inicial Р y un punto 
terminal P, у v tiene un punto inicial Pz y un punto terminal Рд. 


9. Р, = (5,1), P> = (3,-2), Р» = (—1,3),у 


11. 


13. 


15. 


P4 = (9,—4) 

Ру = (21,1), P, = (—4,5), Pz = (-10, 6), y 12. 
P, = (-13, 12) 

Р, = (8,3), Pa = (6,5), Р; = (11,8), y 14. 
P, = (9,10) 


10. Р, = (2, -3), P> = (5,1), Ps = (6,—1), y 


P4 = (9,3) 


Р, = (3,7), Р = (2,1), Ps = (1,2), y 


P4 = (—1,—4) 


Dado el punto inicial P} = (—3, 1) y punto 


terminal P) = (5, 2) , escriba el vector v en 
términos deiyj. 


Dado el punto inicial P} = (6, 0) y punto terminal 
Р» = (-1,-—3), escriba el vector v en términos de 


ly j. 


En los siguientes ejercicios, utilice los vectores u = i + 5j, v = -2i- 3j, y w = 4i – j. 


16. 


Halle u + (v - w) 
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17. Halle 4v+ 2u 


En los siguientes ejercicios, utilice los vectores dados para calcular u + v, u - v y 2u - Зу. 


18. u = (2,—3),v = (1,5) 19. u=(-3,4),v=(-2,1) 20. Supongamos que v= -4i + 
3j. Halle un vector que 
tenga la mitad de la 
longitud y apunte en la 
misma dirección que v. 


21. Supongamos que v= 5/+ 
2j. Halle un vector que 
tenga el doble de longitud 
y apunte en la dirección 
opuesta a v. 


En los siguientes ejercicios, halle un vector unitario en la misma dirección que el vector dado. 


22. a=3i+4j 23. b=-2i+5j 24. c=10i-j 
25. а= -11+ 5) 26. и = 1001 + 200] 27. и= -14і+2ј 


Еп los siguientes ejercicios, halle la magnitud y la dirección del vector, 0 < 0 < 2л. 


28. (0,4) 29. (6,5) 30. (2,-5) 
31. (4,-6) 32. Dado u= 3i- 4jy v=-2i+ 33. Dado u=-i-jyv=i+5j, 
3j, calcule u - v. calcule u - v. 
34. Dados u = (—2, 4) y 35. Dado que u = (—1,6) y v 
v = (-3,1), calcule u · у. = (6, —1) , calcule u · у. 
Gráficos 


En los siguientes ejercicios, dados v, dibuje v, 3v y İy, 


36. (2,—1) 37. (—1,4) 38. (—3,—2) 


En los siguientes ejercicios, utilice los vectores mostrados para hacer un dibujo u + v, u - v y 2u. 


39. 40. 41. 


м ( $ 
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En los siguientes ejercicios, utilice los vectores mostrados para dibujar 2и + v. 


42. 43. 


pas PIN 


En los siguientes ejercicios, utilice los vectores mostrados para dibujar u - 3v. 


44. 45. 


"Т ГМ BE 


En los siguientes ejercicios, escriba el vector mostrado en forma de componentes. 


46. 47. 48. Dado el punto inicial 
Р, = (2,1) y punto 
ES LAT" terminal P, = (-1,2), 
escriba el vector v en 
términos de iy j, y luego 


dibuje el vector en el 
gráfico. 


49. Dado el punto inicial 50. Dado el punto inicial 
Ру = (4, —1) y punto Р = (3,3) y punto 
terminal P) = (3,2), terminal P) = (3,3), 
escriba el vector v en escriba el vector v en 
términos de i y j. Dibuje los términos de iy j. Dibuje los 
puntos y el vector en el puntos y el vector en el 
gráfico. gráfico. 


Extensiones 


En los siguientes ejercicios, utilice la magnitud y la dirección dadas en posición estándar, escriba el vector en forma de 
componente. 


51. |у| = 6,0 = 45° 52. |v] = 8,0 = 220° 53. |v] = 2,0 = 300° 
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54. |v] = 5,0 = 135° 


57. Hallar la magnitud de los 
componentes horizontal y 
vertical de un vector de 
magnitud 8 libras que 
apunta en una dirección de 
27° sobre la horizontal. 
Redondee a la centésima 
más cercana. 


60. Hallar la magnitud de los 
componentes horizontal y 
vertical del vector de 
magnitud 1 libra que 
apunta en una dirección de 
8° sobre la horizontal. 
Redondee a la centésima 
más cercana. 


55. 


58. 


Aplicaciones en el mundo real 


61. Una mujer sale de su casa 
y camina 3 millas hacia el 
oeste y luego 2 millas hacia 
el suroeste. ¿A qué 
distancia está de su casa y 
en qué dirección debe 
caminar para dirigirse 
directamente a la casa? 


62. 


Una Caja de 60 libras está 56. 


apoyada en una rampa con 
una inclinación de 12°, 
Redondeando a la décima 
más cercana, 


(А) Calcule la magnitud де 
la componente normal 
(perpendicular) de la 
fuerza. 

Calcule la magnitud de 
la componente de la fuerza 
que es paralela a la rampa. 


Hallar la magnitud de los 59. 


componentes horizontal y 
vertical del vector de 
magnitud 4 libras que 
apunta en una dirección de 
127° sobre la horizontal. 
Redondee a la centésima 
más cercana. 


Un barco sale del puerto 63. 


deportivo y navega 6 millas 
hacia el norte, luego 2 
millas hacia el noreste. ¿A 
qué distancia del puerto 
deportivo está el barco y 
en qué dirección debe 
navegar para volver 
directamente al puerto? 


Una caja de 25 libras está 
apoyada en una rampa con 
una inclinación de 8°. 
Redondeando a la décima 
más cercana, 


(А) Calcule la magnitud de 
la componente normal 
(perpendicular) de la 
fuerza. 

Calcule la magnitud de 
la componente de la fuerza 
que es paralela a la rampa. 


Hallar la magnitud de los 
componentes horizontal y 
vertical de un vector de 
magnitud 5 libras que 
apunta en una dirección de 
55° sobre la horizontal. 
Redondee a la centésima 
más cercana. 


Un hombre comienza a 
caminar desde su casa y 
recorre 4 millas al este, 2 
millas al sureste, 5 millas al 
sur, 4 millas al suroeste y 2 
millas al este. ¿Cuánto ha 
caminado? Si regresara a 
casa en línea recta, ¿cuánto 
tendría que caminar? 
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64. Una mujer empieza a 65. Un hombre comienza a 66. Una mujer comienza a 


caminar desde su casa y 
recorre 4 millas al este, 7 
millas al sureste, 6 millas al 
sur, 5 millas al suroeste y 3 
millas al este. ¿Cuánto ha 
caminado? Si volviera a 
casa en línea recta, ¿cuánto 
tendría que caminar? 


caminar desde su casa y 
recorre 3 millas a 20° al 
norte del oeste, luego 5 
millas a 10° al oeste del sur, 
luego 4 millas a 15° al 
norte del este. Si volviera a 
casa en línea recta, ¿qué 
distancia tendría que 
recorrer y en qué 
dirección? 


caminar desde su casa y 
recorre 6 millas a 40° al 
norte del este, luego 2 
millas a 15° al este del sur 
y luego 5 millas a 30* al sur 
del oeste. Si volviera a casa 
en línea recta, ¿cuánto 
tendría que caminar y en 
qué dirección? 


67. Un avión se dirige al norte 68. Un avión se dirige al norte 69. Un avión tiene que 
a una velocidad a una velocidad dirigirse hacia el norte, 
aerodinámica de 600 km/h, aerodinámica de 500 km/h, pero hay un viento que 
pero hay un viento que pero hay un viento que sopla del suroeste a 60 km/ 
sopla del suroeste a 80 km/ sopla del noroeste a 50 h. El avión vuela con una 
h. ¿Cuántos grados de km/h. ¿Cuántos grados de velocidad aerodinámica de 
desviación del rumbo desviación del rumbo 550 km/h. Para acabar 
terminará volando el avión terminará volando el avión volando hacia el norte, 
y cuál es la velocidad del y cuál es la velocidad del ¿cuántos grados al oeste 
avión con respecto al avión con respecto al del norte necesitará el 
suelo? suelo? piloto para volar el avión? 

70. Un avión necesita dirigirse 71. Como parte de un 72. Como parte de un 
hacia el norte, pero hay un videojuego, el punto (5, 7) videojuego, el punto (7, 3) 
viento que sopla del se gira en sentido contrario se gira en sentido contrario 
noroeste a 80 km/h. El a las agujas del reloj еп a las agujas del reloj en 
avión vuela con una torno al origen con un torno al origen con un 
velocidad aerodinámica de ángulo de 35°. Halle las ángulo de 40°. Halle las 
500 km/h. Para acabar nuevas coordenadas de nuevas coordenadas de 
volando hacia el norte, este punto. este punto. 
¿cuántos grados al oeste 
del norte necesitará el 
piloto para volar el avión? 

73. Dos niños se lanzan una 74. Dos niños se lanzan una 75. Un objeto de 50 libras 


pelota de un lado a otro 
del asiento trasero de un 
auto. La pelota se lanza a 
10 mph en relación con el 
automóvil, y el automóvil 
está viajando a 25 mph por 
la carretera. Si uno de los 
niños no atrapa la pelota y 
esta sale volando por la 
ventana, ¿en qué dirección 
vuela la pelota (sin tener 
en cuenta la resistencia del 
viento)? 
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pelota de un lado a otro 
del asiento trasero de un 
auto. La pelota se lanza a 8 
mph en relación con el 
automóvil, y el automóvil 
está viajando a 45 mph por 
la carretera. Si uno de los 
niños no atrapa la pelota y 
esta sale volando por la 
ventana, ¿en qué dirección 
vuela la pelota (sin tener 
en cuenta la resistencia del 
viento)? 


descansa en una rampa 
con una inclinación de 19°. 
Halle la magnitud de los 
componentes de la fuerza 
paralela y perpendicular 
(normal) a la rampa, con 
una precisión de una 
décima de una libra. 


76. Supongamos que un 
cuerpo tiene una fuerza de 
10 libras que actúan sobre 
él hacia la derecha, 25 
libras que actúan sobre él 
hacia arriba y 5 libras que 
actúan sobre él a 45° de la 
horizontal. ¿Qué fuerza 
única es la resultante que 
actúa sobre el cuerpo? 


79. Supongamos que un 
cuerpo tiene una fuerza de 


3 libras que actúan sobre él 


hacia la izquierda, 4 libras 
que actúan sobre él hacia 


arriba y 2 libras que actúan 


sobre él a 30° de la 
horizontal. ¿Qué fuerza 
única se necesita para 
producir un estado de 
equilibrio en el cuerpo? 
Dibuje el vector. 


77. Supongamos que un 
cuerpo tiene una fuerza de 
10 libras que actúan sobre 
él hacia la derecha, 25 
libras que actúan sobre él 
135" desde la horizontal y 
5 libras que actúan sobre él 
dirigidas 150° desde la 
horizontal. ¿Qué fuerza 
única es la resultante que 
actúa sobre el cuerpo? 
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78. La condición de equilibrio 


es cuando la suma de las 
fuerzas que actúan sobre 
un cuerpo es el vector 
cero. Supongamos que un 
cuerpo tiene una fuerza de 
2 libras que actúan sobre él 
hacia la derecha, 5 libras 
que actúan sobre él hacia 
arriba y 3 libras que actúan 
sobre él a 45° de la 
horizontal. ¿Qué fuerza 
única se necesita para 
producir un estado de 
equilibrio en el cuerpo? 
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Revisión del capítulo 
Términos clave 


altitud línea perpendicular de un vértice de un triángulo al lado opuesto, o en el caso de un triángulo obtuso, a la línea 
que contiene el lado opuesto, para formar dos triángulos rectángulos 
argumento el ángulo asociado a un número complejo; el ángulo entre la línea del origen al punto у el eje real positivo 
caracol de Pascal con hoyuelos un tipo de caracol de Pascal de un lazo representado por r = a + bcos ду 
г= а + Ьѕеп Ө de manera que 1 < $ < 2 


caracol de Pascal convexo un tipo de caracol de Pascal de un lazo representado por r = а + рсоѕ дуг = а + рѕеп 0 
de manera que $ > 2 


caracol de Pascal de lazo interno una curva polar similar a la cardioide, pero con un lazo interno; pasa dos veces por 
el polo; representada por r = а + Ьсо$ бут =а+Ь sen O donde a < b 

caracol de Pascal de un lazo una curva polar representada por r = a + bcos дуг = а + Б ѕеп 0 de manera que 
a>0,b>0,y A > 1; puede tener hoyuelos o ser convexa; no pasa por el polo 


cardioide miembro de la familia de las curvas de caracoles de Pascal, llamada así por su parecido con un corazón; su 
ecuación está dada por r = a + bcos 0yr = а + Б ѕеп Ө, donde т = 1 

caso ambiguo ип escenario en el que más de un triángulo es una solución válida para un triángulo ША oblicuo dado 

coordenadas polares en la cuadrícula polar, las coordenadas de un punto marcado como (r, 6) , donde 0 indica el 
ángulo de rotación con respecto al eje polar y r representa el radio o la distancia del punto desde el polo en la 
dirección de Ө 

curva rosa polar una ecuación polar parecida a una flor, dada por las ecuaciones r = acos n0 y r = asen n0; cuando 
n es par tiene 2n pétalos, y la curva es muy simétrica; cuando n es impar tiene n pétalos. 

ecuación polar una ecuación que describe una curva en la cuadrícula polar. 

eje polar en la cuadrícula polar, el equivalente al eje positivo xen la cuadrícula rectangular 

escalar una cantidad asociada a la magnitud, pero no a la dirección; una constante 

espiral de Arquímedes una curva polar dada por r = 6. Cuando se multiplica por una constante, la ecuación aparece 
como r = 40. Dado que r = б, la curva continúa ampliándose en una trayectoria en espiral sobre el dominio. 

forma polar de un número complejo ип número complejo expresado en términos de un ángulo Ө y su distancia 
desde el origen r; se puede calcular mediante fórmulas de conversión х =rcos 0, y=rsen 0,уг = yx? + y? 

lemniscata una curva polar parecida al número 8 y dada por la ecuación r? = а? cos 20у r? = a? sen 20, a +0 

Ley de cosenos establece que el cuadrado de cualquier lado de un triángulo es igual a la suma de los cuadrados de los 
otros dos lados menos el doble del producto de los otros dos lados y el coseno del ángulo incluido 

Ley de senos afirma que el cociente entre la medida de un ángulo de un triángulo y la longitud de su lado opuesto es 
igual a los dos cocientes restantes entre la medida del ángulo y el lado opuesto; cualquier par de proporciones puede 
utilizarse para resolver un ángulo o un lado que falte 

magnitud la longitud de un vector; puede representar una cantidad como la velocidad, y se calcula utilizando el 
teorema de Pitágoras 

módulo el valor absoluto de un número complejo o la distancia del origen al punto (х, у) ; también llamado la amplitud 

multiplicación escalar el producto de una constante por cada componente de un vector 

parámetro una variable, que suele representar el tiempo, sobre la que x y y son dependientes 

polo el origen de la cuadrícula polar 

posición estándar la colocación de un vector con el punto inicial en (0, 0) y el punto terminal (a, b), representado por 
el cambio en las coordenadas x y el cambio en las coordenadas y del vector original 

producto punto dados dos vectores, la suma del producto de los componentes horizontales y el producto de los 
componentes verticales 

punto inicial el origen de un vector 

punto terminal el punto final de un vector, normalmente representado por una flecha que indica su dirección 

resultante un vector que resulta de la suma o la resta de dos vectores o de la multiplicación escalar 

suma de vectores Іа suma de dos vectores que se halla al sumar los componentes correspondientes 

Teorema de Moivre fórmula utilizada para calcular la enésimo potencia o raíces enésimas de un número complejo; 
afirma que, para un número entero positivo n, c” se calcula elevando el módulo a enésimo potencia y multiplicando 
los ángulos por n 

Teorema generalizado de Pitágoras extensión de la ley de cosenos; relaciona los lados de un triángulo oblicuo y se 
utiliza para los triángulos LAL y LLL 

triángulo oblicuo cualquier triángulo que no sea un triángulo rectángulo 

vector una cantidad asociada tanto a la magnitud como a la dirección, representada como un segmento rectilíneo 
dirigido con un punto de partida (punto inicial) y un punto final (punto terminal) 
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vector unitario un vector que comienza en el origen y tiene magnitud de 1; el vector unitario horizontal recorre el eje 
xy se define como уу = (1, 0) el vector unitario vertical está a lo largo del eje y y se define como уз = (0, 1). 


Ecuaciones clave 


sen а _ sen Й _ sen у 
a с 
Ley де senos dela A Бе" 
ѕеп а sen д sen y 
Área = y bc sen а 
Área para triángulos oblicuos = hac sen f 
= Lab sen Y 


а? = 0 + с^ — 2Ьссоз а 
Ley de cosenos b? = а? + с2 – 2ассоѕ В 
с2 = а? + b? — 2аЬсоѕ Y 


Área = 4/s(s — а)(ѕ — DXs — с) 


fórmula de Herón 


donde s = (2210 
а 2 
cos = = > х=гсоз 0 
| Ж sen Ө= Ž > y=rsen 0 
Fórmulas de conversión 2 2 2 
г =x + у 
A 
tan 0 = = 


Conceptos clave 


8.1 Triángulos no rectángulos: ley de senos 


• La ley de senos puede utilizarse para resolver triángulos oblicuos, que son triángulos no rectángulos. 

+ Según la ley de senos, el cociente entre la medida de uno de los ángulos y la longitud de su lado opuesto es igual a 
los otros dos cocientes entre la medida del ángulo y el lado opuesto. 

• Нау tres casos posibles: ALA, AAL, LLA. En función de la información facilitada, podemos elegir la ecuación adecuada 
para dar con la solución solicitada. Vea el Ejemplo 1. 

• El caso ambiguo surge cuando un triángulo oblicuo puede tener diferentes resultados. 

+ Нау tres casos posibles que surgen de la disposición de LLA: una solución única, dos soluciones posibles y ninguna 
solución. Vea el Ejemplo 2 y el Ejemplo 3. 

• La ley de senos se puede utilizar para resolver triángulos con criterios dados. Vea el Ejemplo 4. 

• Lafórmula general del área de los triángulos se traduce en triángulos oblicuos tras hallar primero el valor de la 
altura correspondiente. Vea el Ejemplo 5. 

* Нау muchas aplicaciones trigonométricas. A menudo se pueden resolver al dibujar primero un diagrama de la 
información dada y utilizar después la ecuación apropiada. Vea el Ejemplo 6. 


8.2 Triángulos no rectángulos: ley de cosenos 


• La ley de cosenos define la relación entre las medidas de los ángulos y las longitudes de los lados еп los triángulos 
oblicuos. 

• Elteorema generalizado de Pitágoras es la Ley de cosenos para dos casos de triángulos oblicuos: LAL y LLL. Al dejar 
caer una perpendicular imaginaria se divide el triángulo oblicuo en dos triángulos rectángulos o se forma uno solo, 
lo que permite relacionar los lados y calcular las medidas. Vea el Ejemplo 1 y el Ejemplo 2. 

• La ley de cosenos es útil para muchos tipos de problemas aplicados. El primer paso para resolver este tipo de 
problemas suele ser hacer un esquema del problema planteado. Si la información dada se ajusta a uno de los tres 
modelos (las tres ecuaciones), entonces se aplica la ley de cosenos para dar con una solución. Vea el Ejemplo 3 y el 
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Ejemplo 4. 
La fórmula de Herón permite calcular el área en triángulos oblicuos. Hay que conocer los tres lados para aplicar la 


fórmula de Herón. Vea el Ejemplo 5 y el Ejemplo 6. 


8.3 Coordenadas polares 


La cuadrícula polar se representa como una serie de círculos concéntricos que irradian desde el polo u origen. 

Para trazar un punto en la forma (r,0), 0 > 0, se mueven en dirección contraria al eje polar en un ángulo de 6, y 
luego se extiende un segmento rectilíneo dirigido desde el polo de la longitud de r en dirección a 8. Si Ө es negativo, 
muévalo en el sentido de las agujas del reloj y extienda un segmento rectilíneo dirigido de la longitud de r en 
dirección a 6. Vea el Ejemplo 1. 

Si los valores de r es negativo, extienda el segmento rectilíneo dirigido en la dirección opuesta a Ө. Vea el Ejemplo 2. 
Para convertir de coordenadas polares a coordenadas rectangulares, utilice las fórmulas x = rcos 0 y у= кеп 0. 
Vea el Ejemplo 3 y el Ejemplo 4. 

Para convertir de coordenadas rectangulares a coordenadas polares, utilice una o varias de las fórmulas 


cos 0 = &,ѕеп 0 = Ž,tan 0 = Ž,yr = yx? + y. Vea el Ejemplo 5. 

La transformación de las ecuaciones entre las formas polares y rectangulares implica la realización de las 
sustituciones adecuadas a partir de las fórmulas disponibles, junto con manipulaciones algebraicas. Vea el Ejemplo 
6, el Ejemplo 7 y el Ejemplo 8. 

El uso de las sustituciones adecuadas permite reescribir una ecuación polar como una ecuación rectangular y luego 
graficarla en el plano rectangular. Vea el Ejemplo 9, el Ejemplo 10 y el Ejemplo 11. 


8.4 Coordenadas polares: gráficos 


Es más fácil graficar las ecuaciones polares si podemos comprobar la simetría de las ecuaciones con respecto a la 
línea 0 = 7: el eje polar, o el polo. 

Hay tres pruebas de simetría que indican si el gráfico de una ecuación polar presentará simetría. Si una ecuación no 
supera la prueba de simetría, el gráfico puede o no presentar simetría. Vea el Ejemplo 1. 

Las ecuaciones polares se pueden graficar haciendo una tabla de valores para бут. 

El valor máximo de una ecuación polar se calcula sustituyendo el valor Ө que lleva al valor máximo de la expresión 
trigonométrica. 

Los ceros de una ecuación polar se encuentran al establecer r = О y resolver 0. Vea el Ejemplo 2. 

Algunas fórmulas que producen el gráfico de un círculo en coordenadas polares están dadas por r = acos 0 y 

r = asen 0. Vea el Ejemplo 3. 

Las fórmulas que producen los gráficos de una cardioide están dadas por r = a + bcos 0 y r = а + bsen Ө, por 
a>0,b>0,y A = 1. Vea el Ejemplo 4. 

Las fórmulas que producen los gráficos de un caracol de Pascal de un lazo están dadas por r = a + bcos 0y 
r=a+bsen Өрог1 < A < 2. Vea el Ejemplo 5. 

Las fórmulas que producen los gráficos de un caracol de Pascal de lazo interno están dadas por r = a + bcos 0y 
r=a+bsen O por a > 0, Б> 0, уа < Б. Vea el Ejemplo 6. 

Las fórmulas que producen los gráficos de una lemniscata están dadas por 2 =a 
a # 0. Vea el Ejemplo 7. 

Las fórmulas que producen los gráficos de las curvas rosa polar están dadas por r = acos n0 yr = asen ид, donde 
a + 0; si n es par, hay 2n pétalos, y si n es impar, hay n pétalos. Vea el Ejemplo 8 y el Ejemplo 9. 

La fórmula que produce el gráfico de una espiral de Arquímedes está dada por r = 0. 0 > 0. Vea el Ejemplo 10. 


2 2 


cos 20yr? = a“ sen 20, donde 


8.5 Forma polar de los números complejos 


Números complejos de la forma a + bi se trazan en el plano complejo de forma similar a como se trazan las 
coordenadas rectangulares en el plano rectangular. Identifique el eje х сото eje realy el eje y como eje imaginario. 


Vea el Ejemplo 1. 
El valor absoluto de un número complejo es el mismo que su magnitud. Es la distancia del origen al punto: 


|z| = Va + 22. Vea el Ejemplo 2 y el Ejemplo 3. 

Para escribir números complejos en forma polar, usamos las fórmulas x = r cos 0, у = rsen 0, yr = yx? +y. 
Entonces, z = r (cos 0 + isen 0). Vea el Ejemplo 4 y el Ejemplo 5. 

Para convertir de la forma polar a la forma rectangular, primero hay que evaluar las funciones trigonométricas. A 
continuación, multiplique por r. Vea el Ejemplo 6 y el Ejemplo 7. 

Para calcular el producto de dos números complejos, multiplique los dos módulos y sume los dos ángulos. Evalúe 
las funciones trigonométricas y multiplique usando la propiedad distributiva. Vea el Ejemplo 8. 

Para hallar el cociente de dos números complejos en forma polar, calcule el cociente de los dos módulos y la 
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diferencia de los dos ángulos. Vea el Ejemplo 9. 

Para calcular la potencia de un número complejo с”, eleve r a la potencia n, y multiplique 0 entre n. Vea el Ejemplo 
10. 

Hallar las raíces de un número complejo es lo mismo que elevar un número complejo a una potencia, pero 
utilizando un exponente racional. Vea el Ejemplo 11. 


8.6 Ecuaciones paramétricas 


Parametrizar una curva implica trasladar una ecuación rectangular en dos variables, x y y, en dos ecuaciones en 
tres variables, x, y y Ё А menudo, se obtiene más información de un conjunto de ecuaciones paramétricas. Vea el 
Ejemplo 1, el Ejemplo 2 y el Ejemplo 3. 

Aveces las ecuaciones son más sencillas de graficar cuando se escriben en forma rectangular. Al eliminar t, el 
resultado es una ecuación en x y y. 

Para eliminar 1, se resuelve una de las ecuaciones рага t, y se sustituye la expresión en la segunda ecuación. Vea el 
Ejemplo 4, el Ejemplo 5, el Ejemplo 6 y el Ejemplo 7. 

Hallar la ecuación rectangular de una curva definida paramétricamente es básicamente lo mismo que eliminar el 
parámetro. Resuelva para ѓ en una de las ecuaciones, y sustituya la expresión en la segunda ecuación. Vea el 
Ejemplo 8. 

Hay un número infinito de maneras de elegir un conjunto de ecuaciones paramétricas para una curva definida 
como una ecuación rectangular. 

Halle una expresión para x de manera que el dominio del conjunto de ecuaciones paramétricas siga siendo el 
mismo que la ecuación rectangular original. Vea el Ejemplo 9. 


8.7 Ecuaciones paramétricas: gráficos 


Se pueden utilizar ecuaciones paramétricas cuando hay una tercera variable, un tercer parámetro sobre el que x y y 
dependen. 

Para graficar ecuaciones paramétricas mediante el trazado de puntos, haga una tabla con tres columnas marcadas 
t, x (t), y y(t). Elija los valores para ѓ en orden creciente. Trace las dos últimas columnas para x y y. Vea el Ejemplo 1 
y el Ejemplo 2. 

Al graficar una curva paramétrica mediante el trazado de puntos, anote los valores t asociados y muestre flechas en 
el gráfico que indiquen la orientación de la curva. Vea el Ejemplo 3 y el Ejemplo 4. 

Las ecuaciones paramétricas permiten mostrar la dirección o la orientación de la curva en el gráfico. Las ecuaciones 
que no son funciones se pueden graficar y usar en muchas aplicaciones que implican movimiento. Vea el Ejemplo 5. 
El movimiento de proyectil depende de dos ecuaciones paramétricas x = (оо cos 0)t y у = —168 + (vo sen 0) + h. 
La velocidad inicial se simboliza como vo. 0 representa el ángulo inicial del objeto al ser lanzado, y h representa la 
altura a la que se impulsa el objeto. 


8.8 Vectores 


El vector de posición tiene su punto inicial en el origen. Vea el Ejemplo 1. 

Si el vector de posición es el mismo para dos vectores, son iguales. Vea el Ejemplo 2. 

Los vectores se definen por su magnitud y dirección. Vea el Ejemplo 3. 

Si dos vectores tienen la misma magnitud y dirección, son iguales. Vea el Ejemplo 4. 

La suma y la resta de vectores dan como resultado un nuevo vector que se halla al sumar o restar los elementos 
correspondientes. Vea el Ejemplo 5. 

La multiplicación escalar consiste en multiplicar un vector por una constante. Solo cambia la magnitud; la dirección 
sigue siendo la misma. Vea el Ejemplo 6 y el Ejemplo 7. 

Los vectores están formados por dos componentes: el componente horizontal a lo largo del eje x positivo y el 
componente vertical a lo largo del eje y positivo. Vea el Ejemplo 8. 

El vector unitario en la misma dirección de cualquier vector distinto de cero se halla al dividir el vector entre su 
magnitud. 


La magnitud de un vector en el sistema de coordenadas rectangulares es |у| = Ya? + b?. Ver el Ejemplo 9. 

En el sistema de coordenadas rectangulares, los vectores unitarios pueden representarse en términos de i y donde 
i representa el componente horizontal y j representa el componente vertical. Entonces, v= аї+ bj es un múltiplo 
escalar de у por números reales a y b. Vea el Ejemplo 10 y el Ejemplo 11. 

Sumar y restar vectores en términos de ¡y j consiste en sumar o restar los coeficientes correspondientes de ¡y los 
coeficientes correspondientes de j. Vea el Ejemplo 12. 

Un vector v= аї+ bj se escribe en términos de magnitud y dirección como v = |v|cos 8i + |v| sen 8j. Vea el 


Ejemplo 13. 
El producto punto de dos vectores es el producto de los términos i más el producto de los términos j . Vea el 
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Ejemplo 14. 
+ Podemos utilizar el producto punto para hallar el ángulo entre dos vectores. Ejemplo 15 y Ejemplo 16. 


• Los productos punto son útiles para muchos tipos de aplicaciones físicas. Vea el Ejemplo 17. 


Ejercicios 
Ejercicios de repaso 


Triángulos no rectos: ley de senos 


En los siguientes ejercicios, supongamos que « es el lado opuesto a, f es el lado opuesto b, y y es el lado opuesto с. 
Resuelva cada triángulo, si es posible. Redondee cada respuesta a la décima más cercana. 


1. p= 50°, а = 105,0 = 45 2. а= 43,1°, а = 184,2, = 242,8 3. Resuelva el triángulo. 


4. Halle el área del triángulo. 5. Un piloto vuela sobre una carretera 
recta. Él determina que los ángulos 
de depresión de dos hitos, 

8 separados por 2,1 km, son de 25* y 
49”, como se muestra en la Figura 
1. Calcule la distancia del avión al 
punto A y la elevación del avión. 


Figura 1 
Triángulos no rectos: ley de cosenos 
6. Resuelva el triángulo, 7. Resuelva el triángulo de la Figura 8. Halle el área de un triángulo 
redondeando a la décima 2, redondeando a la décima más con lados de longitud 8,3, 
más cercana, suponiendo cercana. 6,6 y 9,1. 
que q es el lado opuesto a, д 
es el lado opuesto b, y y es 
el lado opuesto i 
с: а= 4, b=6,c=8. а; 
а 
Figura 2 
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9. Para hallar la distancia entre dos 
ciudades, un satélite calcula las 
distancias y el ángulo que se 
muestran en la Figura 3 (no a 
escala). Halle la distancia entre las 
ciudades. Redondee las respuestas 
a la décima más cercana. 


250 km 
210 km 


Figura 3 


Coordenadas polares 


10. Trace el punto con 11. Trace el punto con 12. Convierta (6, 22) a 
coordenadas polares coordenadas polares coordenadas 
(3, 2) E ( a) rectangulares. 

13. Convierta (-2, 3л) а 14. Convierta (7,—2)а 15. Convierta (—9, —4) a 
coordenadas coordenadas polares. coordenadas polares. 


rectangulares. 


En los siguientes ejercicios, convierta la ecuación cartesiana dada en una ecuación polar. 


16. x=-2 17. х2 +у? = 64 18. x? + у? =-2y 


Еп los siguientes ejercicios, convierta la ecuación polar dada еп una ecuación cartesiana. 
= EEES > O 

19. г = 7соѕ 0 20. к= тс; Геше, 

En los siguientes ejercicios, convierta a forma rectangular y grafique. 

21. 0 = Зл 22. г= 5 ѕес 0 


Coordenadas polares: gráficos 


En los siguientes ejercicios, compruebe la simetría de cada ecuación. 


23. r=4+4sen 0 24. r=7 25. Dibuje un gráfico de la 
ecuación polar 
r=1-5sen 0. Marcar las 
intersecciones del eje. 


26. Dibuje un gráfico de la 27. Dibuje un gráfico de la 
ecuación polar ecuación polar 
r = 5 sen (70). r=3-3c0s 0 
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Forma polar de números complejos 


En los siguientes ejercicios, halle el valor absoluto de cada número complejo. 


28. -2 + 6i 29. 4— 3i 


Escriba el número complejo en forma polar. 


30. 5+09i 31. 


En los siguientes ejercicios, convierta el número complejo de forma polar a rectangular. 


32. 2=5сїз (22) 33. z = 3 cis (40°) 


En los siguientes ejercicios, halle el producto түт» en forma polar. 


34. zı = 2cis (89°) 35. 2] = 10сі (2) 
22 = 5 cis (23°) 25 = 6cis (2) 


а. тым f z 
En los siguientes ejercicios, halle el cociente 7 en forma polar. 


36. 2] = 12с15(55°) 37. 2] =27 cis (5) 
22 = 3 cis (18°) 2 =9cis (2) 


En los siguientes ejercicios, calcule las potencias de cada número complejo en forma polar. 


38. Calcule 24 cuando 39. Calcule 22 cuando 
z = 2cis (70°) z = 5cis (27) 


En los siguientes ejercicios, evalúe cada raíz. 


40. Evalúe la raíz cúbica de z 41. Evalúe la raíz cuadrada de 
cuando 2 = 64 cis (210°). z cuando z = 25 cis (22) | 


Еп los siguientes ejercicios, trace el número complejo en el plano complejo. 


42. 6-2i 43. -1+3i 
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Ecuaciones paramétricas 


En los siguientes ejercicios, elimine el parámetro t para reescribir la ecuación paramétrica como una ecuación 
cartesiana. 


4, аш 45 Ba 


2 46. Parametrizar (escribir una 
у@ = yt у(@) = 2sen?t 


ecuación paramétrica) 
cada ecuación cartesiana 
utilizando x (t) = acos ty 
y(t) = bsen t por 


2 
х = 
25 +16 = 1 


47. Parametrice la línea de 
(22, 3) al (4, 7) para que la 
línea esté en (-2, 3) en 
t =0y(4,7)ent=1. 


Ecuaciones paramétricas: gráficos 


En los siguientes ejercicios, haga una tabla de valores para cada conjunto de ecuaciones paramétricas, grafique las 
ecuaciones e incluya una orientación; luego escriba la ecuación cartesiana. 


äs. { х@ = 34 49. { х@) = е! T { х@) = 3соз 1 
y (1) =21- 1 у@) = —2е°! y(t) = 2sen t 


51. Se lanza una pelota con una velocidad inicial de 80 
pies por segundo con un ángulo de 40° respecto a 
la horizontal. La pelota se suelta a una altura de 4 
pies del suelo. 


(д) Halle las ecuaciones paramétricas para 


modelar la trayectoria de la pelota. 
¿Dónde está el balón después de 3 segundos? 
(© ¿Cuánto tiempo está la pelota en el aire? 


Vectores 


En los siguientes ejercicios, determine si los dos vectores, u y у, son iguales, donde u tiene un punto inicial Ру y un 
punto terminal P}, y у tiene un punto inicial Pz y un punto terminal Рд. 


52. Ру = (—1,4),Р» = (83,1), Р = (35,5) y 53. Р, = (6,11), P, = (22,8), Р; =(0,-—1) y 

Рд = (9,2) Рд = (—8,2) 
En los siguientes ejercicios, utilice los vectores u = 21 — j,v = 4i — 3), y w = –21 + 5) para evaluar la expresión. 
54. u-v 55. 2v-u+w 


En los siguientes ejercicios, halle un vector unitario en la misma dirección que el vector dado. 


56. a=8i-6j 57. b=-3i-j 
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Еп los siguientes ejercicios, calcule la magnitud y la dirección del vector. 
58. (6, -2) 59. (—3,—3) 
En los siguientes ejercicios, calcule u · v. 


62. Dado que у= (-3, 4) 
dibuje v, 2vy 4 ГА 


60. и= -2і+јум= Зі +7] 61. u=i+4jy v=4¡+3j 


63. Dados los vectores que se 64. Dado el punto inicial 
muestran en la Figura 4, dibuje Ру = (3,2) y punto 
u+v,u-vy3v terminal P) = (—5,—1), 

escriba el vector v en 

términos de i y j. Dibuje los 
puntos y el vector en el 
gráfico. 


[LAT 


Figura 4 


Examen de práctica 


1. Supongamos que q es el 
lado opuesto a, д es el lado 


2. Halle el área del triángulo enla 3. Un piloto vuela en una 
Figura 1. Redondee cada respuesta trayectoria recta durante 2 


opuesto b, y y es el lado 
opuesto c. Resuelva el 
triángulo, si es posible, y 
redondee cada respuesta a 


a la décima más cercana. 


horas. A continuación, 
realiza una corrección de 
rumbo, dirigiéndose 15° a la 
derecha de su rumbo 


la décima más cercana, 
dado que 
В = 68°, = 21,с = 16. 


original, y vuela 1 hora en la 
nueva dirección. Si mantiene 
Figura 1 una velocidad constante de 
575 millas por hora, ¿a qué 
distancia se encuentra de su 
posición inicial? 


6. Convierta la ecuación polar 
en una ecuación cartesiana: 
х? + y? = 5у, 


4. Convierta (2,2) a 5. Convierta (2,5) a 
coordenadas polares y 
luego dibuje el punto. 


coordenadas rectangulares. 


7. Convierta a forma 8. Pruebe la simetría de la 
rectangular y grafique: ecuación: r =— 4 ѕеп(20 ). 
r=-3csc 0. 


9. Grafiquer=3+3c0s 0. 


12. Escriba el número 
complejo en forma polar: 
4+i 


11. Halle el valor absoluto del 
número complejo 5 — 9i. 


10. Grafique r = 3 — 5ѕеп б. 
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13. Convierta el número 
complejo de forma polar a 
rectangular: 


z = 5cis (21). 


Dados zı = 8 cis (36°) y z2 = 2 cis (15°), evalúe cada expresión. 


14. 21 22 


17. 4/21 


20. Parametrice (escriba una 
ecuación paramétrica) la 
siguiente ecuación 
cartesiana utilizando 
x(f) = асоѕ ty 


y(t) =bsen t: 
2 

* ов. 
36 + 100 = 1 


Еп los siguientes ejercicios, utilice los vectores и = і - 3j у v = 2i + 3j. 


23. Halle 2u- 3v. 


26. Vector dado v tiene un 
punto inicial Р, = (2,2) y 
punto terminal 
Р = (-1,0), escriba el 
vector v en términos de i y 
j. En el gráfico, dibuje v, y 
У. 


21 
15. ту 


18. Trace el número complejo 
—5 — i en el plano 
complejo. 


21. Grafique el conjunto de 
ecuaciones paramétricas y 
halle la ecuación 


cartesiana: 
x(t) = —2 sen t 
yt) =5cos t ` 


24. Calcule u - v. 


16. 


19. 


22. 


25. 


8 • Ejercicios 


(z2) 


Eliminar el parámetro t 
para reescribir las 
siguientes ecuaciones 
paramétricas como una 
ecuación cartesiana: 
{ x(1)=1+1 

ух) = 22 * 


Se lanza una pelota соп 
una velocidad inicial de 95 
pies por segundo a un 
ángulo de 52° con respecto 
a la horizontal. La pelota se 
suelta a una altura de 3,5 
pies del suelo. 


(А) Halle las ecuaciones 
paramétricas para modelar 
la trayectoria de la pelota. 
¿Dónde está la pelota 
después de 2 segundos? 
(© ¿Cuánto tiempo está la 
pelota en el aire? 


Halle un vector unitario en 
la misma dirección que v. 
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1, 


SISTEMAS UACIONES E ІМЕСОАСІОМЕЗӢ? 


Máquinas Enigma como esta fueron utilizadas por funcionarios gubernamentales y militares para cifrar y descifrar 
comunicaciones de alto secreto durante la Segunda Guerra Mundial. Variando las combinaciones del tablero de 
conexiones y los ajustes de los rotores, los codificadores podían añadir un cifrado complejo a sus mensajes. Nótese que 
los tres rotores contienen 26 clavijas cada uno, una por cada letra del alfabeto; las versiones posteriores tenían cuatro y 
cinco rotores. (Créditos: modificación de la "Máquina Enigma" por la Escuela de Matemáticas de la Universidad de 
Manchester/flickr). 


Esquema del capítulo 


9.1 Sistemas de ecuaciones lineales: dos variables 

9.2 Sistemas de ecuaciones lineales: tres variables 

9.3 Sistemas de ecuaciones e inecuaciones no lineales: dos variables 
9.4 Fracciones parciales 

9.5 Matrices y operaciones con matrices 

9.6 Resolver sistemas con eliminación de Gauss-Jordan 

9.7 Resolver sistemas con inversas 

9.8 Resolver sistemas con la regla de Cramer 


Introducción 


Al comienzo de la Segunda Guerra Mundial, los oficiales militares y de inteligencia británicos reconocieron que para 
derrotar a la Alemania nazi era necesario que los aliados supieran lo que el enemigo estaba planeando. Esta tarea se 
complicó por el hecho de que los militares alemanes transmitían todas sus comunicaciones a través de un código 
presuntamente indescifrable, creado por una máquina llamada Enigma. Los alemanes llevaban codificando sus 
mensajes con esta máquina desde principios de la década de 1930, y confiaban tanto en su seguridad que la utilizaban 
tanto para las comunicaciones militares cotidianas como para los mensajes estratégicos de gran importancia. 
Preocupadas ante la creciente amenaza militar, otras naciones europeas comenzaron a trabajar para descifrar los 
códigos Enigma. Polonia fue el primer país en realizar avances significativos cuando formó y reclutó a un nuevo grupo 
de descifradores de códigos: los estudiantes de matemáticas de la Universidad de Poznañ. Con la ayuda de la 
información obtenida por los espías franceses, los matemáticos polacos, dirigidos por Marian Rejewski, lograron 
descifrar los códigos iniciales y, más tarde, comprender el cableado de las máquinas; finalmente, crearon réplicas. Sin 
embargo, los militares alemanes acabaron por aumentar la complejidad de las máquinas añadiendo rotores adicionales, 
lo que requirió un nuevo método de descifrado. 


La máquina unía las letras de un teclado a tres, cuatro o cinco rotores (según la versión), cada uno con 26 posiciones 
iniciales que podían fijarse antes de la codificación; un código de descifrado (llamado clave de cifrado) transmitía 
esencialmente estas configuraciones al destinatario del mensaje, y permitía interpretar el mensaje utilizando otra 
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máquina Enigma. Incluso con el codificador de tres rotores más sencillo, había 17.576 combinaciones diferentes de 
posiciones de salida (26 x 26 x 26); además, la máquina tenía otros numerosos métodos para introducir variaciones. 
Poco después del comienzo de la guerra, los británicos reclutaron un equipo de extraordinarios descifradores de códigos 
para descifrar el código Enigma. Los descifradores de códigos, dirigidos por Alan Turing, utilizaron lo que sabían sobre la 
máquina Enigma para construir una computadora mecánica que pudiera descifrar el código. Ese conocimiento de lo que 
los alemanes estaban planeando resultó ser una parte clave de la victoria final de los Aliados sobre la Alemania nazi en 
1945. 


La máquina Enigma es quizás el dispositivo criptográfico más famoso que se conoce. Es un ejemplo del papel 
fundamental que ha desempeñado la criptografía en la sociedad. Ahora, la tecnología ha trasladado el criptoanálisis al 
mundo digital. 


Muchos cifrados se diseñan utilizando matrices invertibles como método de transferencia de mensajes, ya que calcular 
la inversa de una matriz suele formar parte del proceso de descodificación. Además de conocer la matriz y su inversa, el 
receptor debe conocer también la clave que, al utilizarla con la matriz inversa, permitirá leer el mensaje. 


En este capítulo investigaremos sobre las matrices y sus inversas, y varias formas de utilizar las matrices para resolver 
sistemas de ecuaciones. Sin embargo, primero estudiaremos los sistemas de ecuaciones en sí mismos: lineales y no 
lineales, y luego las fracciones parciales. Aquí no vamos a descifrar ningún código secreto, pero sí vamos a sentar las 
bases para futuros cursos. 


9.1 Sistemas de ecuaciones lineales: dos variables 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Resolver sistemas de ecuaciones mediante gráficos. 
Resolver sistemas de ecuaciones por sustitución. 
Resolver sistemas de ecuaciones por adición. 
Identificar sistemas inconsistentes de ecuaciones que contengan dos variables. 
Expresar la solución de un sistema de ecuaciones dependientes que contiene dos variables. 


у у у у 


Figura 1 (Créditos: Thomas Sgrenes). 


Un fabricante de patinetas presenta una nueva línea de sus productos. El fabricante hace seguimiento de sus costos, lo 
cual es la cantidad que gasta para producir las patinetas, y de sus ingresos, lo cual es la cantidad que gana con su venta. 
¿Cómo la compañía puede determinar si obtiene ganancias con su nueva línea? ¿Cuántas patinetas se deben producir y 
vender para obtener ganancias? En esta sección consideraremos ecuaciones lineales con dos variables para responder 
estas y otras preguntas similares. 


Introducción a los sistemas de ecuaciones 


Para investigar situaciones como la del fabricante de patinetas, tenemos que reconocer que estamos tratando con más 
de una variable y probablemente con más de una ecuación. Un sistema de ecuaciones lineales consiste en dos o más 
ecuaciones lineales formadas por dos o más variables, de manera que todas las ecuaciones del sistema se consideran 
simultáneamente. Para dar con la solución única de un sistema de ecuaciones lineales, debemos hallar un valor 
numérico para cada variable del sistema que satisfaga todas las ecuaciones del sistema al mismo tiempo. Algunos 
sistemas lineales pueden no tener solución y otros pueden tener un número infinito de soluciones. Para que un sistema 
lineal tenga una solución única, debe haber, al menos, tantas ecuaciones como variables. Aun así, esto no garantiza una 
solución única. 


En esta sección veremos los sistemas de ecuaciones lineales en dos variables, lo cual consiste en dos ecuaciones que 
contienen dos variables diferentes. Por ejemplo, considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales con dos variables. 
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2x+y= 15 
Зх-у= 5 
La solución de un sistema de ecuaciones lineales en dos variables es cualquier par ordenado que satisface cada ecuación 
de forma independiente. En este ejemplo, el par ordenado (4, 7) es la solución del sistema de ecuaciones lineales. 


Podemos verificar la solución sustituyendo los valores en cada ecuación para ver si el par ordenado satisface ambas 
ecuaciones. En breve, investigaremos métodos para hallar esa solución, si es que existe. 


2(4) + (7) = 15 Verdadero 
3(4) — (7) = 5 Verdadero 


Además de considerar el número de ecuaciones y variables, clasificamos los sistemas de ecuaciones lineales por el 
número de soluciones. Un sistema consistente de ecuaciones tiene, al menos, una solución. Se considera que un 
sistema consistente es un sistema independiente si tiene una única solución, como el ejemplo que acabamos de 
explorar. Las dos líneas tienen pendientes diferentes y se intersecan en un punto del plano. Se considera que un sistema 
consistente es un sistema dependiente si las ecuaciones tienen la misma pendiente y las mismas intersecciones en y. 
En otras palabras, las líneas coinciden, por lo que las ecuaciones representan la misma línea. Cada punto de la línea 
representa un par de coordenadas que satisface el sistema. Por lo tanto, hay un número infinito de soluciones. 


Otro tipo de sistema de ecuaciones lineales es un sistema inconsistente, que es aquel en el que las ecuaciones 
representan dos líneas paralelas. Las líneas tienen la misma pendiente y diferentes intersecciones en y. No hay puntos 
comunes a ambas líneas; por lo tanto, no hay solución al sistema. 


Tipos de sistemas lineales 


Hay tres tipos de sistemas de ecuaciones lineales en dos variables, y tres tipos de soluciones. 


• Un sistema independiente tiene exactamente un par de soluciones (х, у). El punto de intersección de las dos 
líneas es la única solución. 

• Un sistema inconsistente no tiene solución. Observe que las dos líneas son paralelas y nunca se intersecan. 

• Un sistema dependiente tiene infinitas soluciones. Las líneas son coincidentes. Son la misma línea, por lo que 
cada par de coordenadas de la línea es una solución de ambas ecuaciones. 


En la Figura 2 se comparan las representaciones gráficas de cada tipo de sistema. 


y 


+ = + х "4 t= X 
76 6 4 6 6 6 
Sistema independiente Sistema inconsistente Sistema dependiente 


Figura 2 
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CÓMO 


Dado un sistema de ecuaciones lineales y un par ordenado, determine si el par ordenado es una solución. 


1. Sustituya el par ordenado en cada ecuación del sistema. 
2. Determine si los enunciados verdaderos resultan de la sustitución en ambas ecuaciones; si es así, el par 
ordenado es una solución. 


E 


Cómo determinar si un par ordenado es una solución de un sistema de ecuaciones 
Determine si el par ordenado (5, 1) es una solución del sistema de ecuaciones dado. 


x+3y=8 
2x-9=y 
© Solución 
Sustituya el par ordenado (5, 1) en ambas ecuaciones. 
(5) +30) =8 
8=8 Verdadero 
2(5) = 9 = (1) 
1=1 Verdadero 


El par ordenado (5, 1) satisface ambas ecuaciones, por lo que es la solución del sistema. 
©) Análisis 
Podemos ver claramente la solución al trazar el gráfico de cada ecuación. Como la solución es un par ordenado que 


satisface ambas ecuaciones, es un punto en ambas líneas y, por tanto, el punto de intersección de las dos líneas. Vea la 
Figura 3. 


y 


Figura 3 


[>] INTÉNTELO #1 Determine si el par ordenado (8, 5) es una solución al siguiente sistema. 


5x-4y = 20 
2х+1=3Зу 


Resolver sistemas de ecuaciones mediante un gráfico 


Existen varios métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Para un sistema de ecuaciones lineales en dos 
variables, podemos determinar tanto el tipo de sistema como la solución al graficar el sistema de ecuaciones en el 
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mismo conjunto de ejes. 
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Resolución de un sistema de ecuaciones de dos variables mediante un gráfico 
Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones mediante un gráfico. Identifique el tipo de sistema. 


2x+y=-8 
x-=y=-1 
© Solución 
Resuelva la primera ecuación para y. 
2x+y=-=8 
y = -2x-8 
Resuelva la segunda ecuación para y. 
x=y=-l 
y=x+1 


Grafique ambas ecuaciones en el mismo conjunto de ejes que en la Figura 4. 


Figura 4 


Las líneas parecen intersecarse en el punto (—3,—2). Podemos comprobar que esta es la solución del sistema al sustituir 
el par ordenado en ambas ecuaciones. 


2(—3) + (22) = -8 


—8 = -8 Verdadero 
-3-2 =-1 
-1=-1 Verdadero 


La solución del sistema es el par ordenado (-3,—2), para que el sistema sea independiente. 


м 


INTÉNTELO #2 Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones mediante un gráfico. 


2х — 5y = —25 
—4x + 5у = 35 
[5] PREGUNTAS Y ¿Se puede utilizar el gráfico si el sistema es inconsistente o dependiente? 


RESPUESTAS А . . ; я : 
Sí, en ambos casos podemos graficar el sistema para determinar el tipo de sistema у Іа 


solución. Si las dos líneas son paralelas, el sistema no tiene solución y es inconsistente. Si las 
dos líneas son idénticas, el sistema tiene infinitas soluciones y es un sistema dependiente. 
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Resolver sistemas de ecuaciones por sustitución 


Resolver un sistema lineal de dos variables mediante un gráfico funciona cuando la solución está formada por valores 
enteros. Sin embargo, si nuestra solución contiene decimales o fracciones, no es el método más preciso. 
Consideraremos dos métodos más para resolver un sistema de ecuaciones lineales que son más precisos que el gráfico. 
Uno de estos métodos es la resolución de un sistema de ecuaciones por el método de método de sustitución, en el que 
resolvemos una de las ecuaciones para una variable y luego sustituimos el resultado en la segunda ecuación para 
resolver la segunda variable. Recordemos que solo podemos resolver para una variable a la vez, que es la razón por la 
que el método de sustitución es valioso y práctico. 


(є cómo 


Dado un sistema de dos ecuaciones en dos variables, resuelva mediante el método de sustitución. 


Resuelva una de las dos ecuaciones para una de las variables en términos de la otra. 

2. Sustituya la expresión de esta variable en la segunda ecuación y luego resuelva para la variable restante. 

3. Sustituya esa solución en cualquiera de las ecuaciones originales para calcular el valor de la primera variable. Si 
es posible, escriba la solución como un par ordenado. 

4. Compruebe la solución en ambas ecuaciones. 


шы aaa 


Resolver un sistema de ecuaciones еп dos variables por sustitución 
Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones por sustitución. 


=x+y=-5 
2х – 5у = 1 
© Solución 
Primero, resolveremos Іа primera ecuación para у. 
=x+y=-3 
y=x-53 


Ahora, podemos sustituir la expresión х—5 por y en la segunda ecuación. 
2x-5y=1 
2х—5(х—5)=1 
2x-5x+25=1 


Ahora, sustituimos x = 8 en la primera ecuación y resolvemos para y. 
(8) + y = –5 
y=3 

Nuestra solución es (8, 3). 


Compruebe la solución sustituyendo (8, 3) en ambas ecuaciones. 


-х+у= –5 

—(8) + (3) = -5 Verdadero 
2x-5y=1 

2(8) – 56) = 1 Verdadero 


INTÉNTELO #3 Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones por sustitución. 
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x=y+3 
4 =3x-2y 
3| PREGUNTAS Y ¿Se puede usar el método de sustitución para resolver cualquier sistema lineal en dos 


RESPUESTAS variables? 


Sí, pero el método funciona mejor si una de las ecuaciones contiene un coeficiente de 1 o -1 
para no tener que lidiar con fracciones. 


Resolución de sistemas de ecuaciones de dos variables por el método de la suma 


Un tercer método para resolver sistemas de ecuaciones lineales es el método de adición. En este método, sumamos 
dos términos con la misma variable, pero con coeficientes opuestos, para que la suma sea сего. Por supuesto, по todos 
los sistemas se establecen con los dos términos de una variable con coeficientes opuestos. A menudo, debemos ajustar 
una о las dos ecuaciones mediante multiplicación para que una de las variables se elimine con adición. 


(є cómo 


Dado un sistema de ecuaciones, resuelva utilizando el método de adición. 


Escriba ambas ecuaciones con las variables xy y a la izquierda del signo de igual y las constantes a la derecha. 

2. Escriba una ecuación sobre la otra, y alinee las variables correspondientes. Si una de las variables de la ecuación 
superior tiene el coeficiente opuesto de la misma variable en la ecuación inferior, sume las ecuaciones y elimine 
una variable. Si no es así, utilice la multiplicación por un número distinto de cero para que una de las variables de 
la ecuación superior tenga el coeficiente opuesto de la misma variable en la ecuación inferior, y luego sume las 
ecuaciones para eliminar la variable. 

3. Resuelva la ecuación resultante para la variable restante. 

Sustituya ese valor en una de las ecuaciones originales y resuelva para la segunda variable. 

5. Compruebe la solución sustituyendo los valores en la otra ecuación. 


BR 


Resolver un sistema por el método de adición 
Resuelva el sistema de ecuaciones dado por adición. 


> 


x+2y= -1 
-х+у=3 
© Solución 
Ambas ecuaciones ya están ajustadas a una constante. Observe que el coeficiente de x en la segunda ecuación, -1, es el 


opuesto al coeficiente de x en la primera ecuación, 1. Podemos sumar las dos ecuaciones para eliminar x sin necesidad 
de multiplicar por una constante. 


x+2y= -1 
-х+у= 3 
3у= 2 


Ahora que hemos eliminado х, podemos resolver la ecuación resultante рага у. 
3y=2 
2 
У 3 


A continuación, sustituya este valor por y en una de las ecuaciones originales у resuelva рага х. 
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-х+у = 
-х + Z =3 
=x=3- 2 
-х = 1 
x=} 
La solución a este sistema es (7, 2) А 
Compruebe Іа solución en Іа primera ecuación. 
x+2y=-1 
(2) +20) = 
+45 
_3 = 
3 
=1=-1 Verdadero 


©) Análisis 

La representación gráfica de los sistemas de ecuaciones nos ofrece una perspectiva importante. Vea la Figura 5 para 
calcular que las ecuaciones se intersecan en la solución. No necesitamos preguntarnos si puede haber una segunda 
solución porque la observación del gráfico confirma que el sistema tiene exactamente una solución. 


y 


Figura 5 


BR 


Uso del método de adición cuando se requiere la multiplicación de una ecuación 
Resuelva el sistema de ecuaciones dado por el método de adición. 


3x+5y=-11 


х- 2у = 11 


© Solución 

La adición de estas ecuaciones, tal y como se presentan, no eliminará ninguna variable. Sin embargo, vemos que la 
primera ecuación tiene Зх en ella y la segunda ecuación tiene x. Así que si multiplicamos la segunda ecuación рог —3, 
los términos xse sumarán a cero. 


x-2y=11 
—3(х—2у) = -301) Multiplique ambos lados por —3. 
—3х + бу = -33 Utilice la propiedad distributiva. 


Ahora, vamos a sumarlos. 
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3x+5y=-11 
—3х + бу = -33 
lly = -44 
у=-4 
Para el último paso, sustituya у = —4 en una de las ecuaciones originales y resuelva para x. 
3x+5y=-11 
3x + 5(-4) = –11 
3x-20=-11 
3x=9 
x=3 


Nuestra solución es el par ordenado (3, —4) . Vea la Figura 6. Compruebe la solución en la segunda ecuación original. 


x-2y=11 
(3) - 2-4) =3+8 
11 =11 Verdadero 


Figura 6 


[>] INTÉNTELO #4 Resuelva el sistema de ecuaciones por adición. 


2x-7y = 2 
3x + y = –20 


cemoe 


Usar el método de adición cuando se requiere la multiplicación de ambas ecuaciones 
Resuelva el sistema de ecuaciones en dos variables dado por adición. 


2x+3y=-16 
5x—10y = 30 
© Solución 
Una ecuación tiene 2x y el otro tiene 5x. El mínimo común múltiplo es 10x por lo que tendremos que multiplicar ambas 


ecuaciones por una constante para eliminar una variable. Eliminemos x multiplicando la primera ecuación por —5 y la 
segunda ecuación por 2. 
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— 5(2х + Зу) = —5(—16) 


— 10x — 15у = 80 
2(5х — 10у) = 2(30) 
10х — 20у = 60 
A continuación, sumamos las dos ecuaciones. 

—10x-15y = 80 

10x-20y = 60 

—35у = 140 

y= 


Sustituya y = —4 en la primera ecuación original. 


2x + 3(—4) = -16 


2x — 12 = —16 
2x = —4 
= -2 
La solución es (—2, —4) . Compruébelo en la otra ecuación. 

5x—10y = 30 
5(—2)—10(—4) = 30 
—10 + 40 = 30 
30 = 30 


Vea la Figura 7. 


Figura 7 


BB 


Usar el método de adición en sistemas de ecuaciones que contienen fracciones 
Resuelva el sistema de ecuaciones en dos variables dado por adición. 


y 
+2=3 


© Solución 
Primero despeje cada ecuación de fracciones y multiplique ambos lados de la ecuación por el mínimo común 
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denominador. 


6 
2x+y=18 
UN 
(3-3) =40 
2х-у= 4 


Ahora, multiplique Іа segunda ecuación рог —1 para poder eliminar Іа variable х. 


—1(2x — у) = –1(4) 


-2x + y = —4 
Sume las dos ecuaciones para eliminar la variable xy resuelva la ecuación resultante. 
2x+y=18 
-2x + y=-4 
2y=14 
y=7 
Sustituya y = 7 en la primera ecuación. 
2x+(7)=18 
2x=11 
х= Ш 
= 5,5 
La solución es (2, 7) . Compruébelo en la otra ecuación. 
х Y. 
27 4=1 
11 
2 1 — 
з —1=! 
11 T= 
ci 
4 _ 
д ^1 


[>] INTÉNTELO #5 Resuelva el sistema de ecuaciones por adición. 


2x+3y = 8 
3x+5y = 10 


Identificar sistemas inconsistentes de ecuaciones que contienen dos variables 


Ahora que tenemos varios métodos para resolver sistemas de ecuaciones, podemos usar los métodos para identificar 
sistemas inconsistentes. Recordemos que un sistema inconsistente está formado por líneas paralelas que tienen la 
misma pendiente, pero diferente intersección y. Nunca se intersecarán. Al buscar una solución a un sistema 
inconsistente, llegaremos a un enunciado falso, como 12 = 0, 
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Resolver un sistema inconsistente de ecuaciones 
Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones. 
x =9-2y 
x+2y=13 
© Solución 


Podemos abordar este problema de dos maneras. Debido a que una ecuación ya está resuelta para x, el paso más obvio 
es utilizar sustitución. 
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x+2y=13 

(9 2у) + 2y = 13 
9+0y= 13 
9=13 


Es evidente que este enunciado es una contradicción porque 9 Æ 13. Por lo tanto, el sistema no tiene solución. 


El segundo enfoque sería manipular primero las ecuaciones para que ambas estén en forma de intersección de 
pendientes. Manipulamos la primera ecuación de la siguiente manera. 


x = 9—2у 
2у = -х+9 
у= -іх+? 


A continuación, convertimos la segunda ecuación expresada en forma de intersección de pendiente. 


x+2y=13 
2у =-x+13 
y=-4x+ 2 


Al comparar las ecuaciones, vemos que tienen la misma pendiente, pero diferentes intersecciones en y. Por lo tanto, las 
líneas son paralelas y no se intersecan. 


Q Análisis 

Al escribir las ecuaciones en forma de intersección de pendientes se confirma que el sistema es inconsistente porque 
todas las líneas finalmente se intersecan, a menos que sean paralelas. Las líneas paralelas nunca se intersecan; por lo 
tanto, las dos líneas no tienen puntos en común. Los gráficos de las ecuaciones de este ejemplo se muestran en la Figura 
8. 


Figura 8 


[>] INTÉNTELO #6 Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones en dos variables. 


2y-2x = 2 
2у—2х = 6 


Expresión de la solución de un sistema de ecuaciones dependientes que contiene 
dos variables 


Recordemos que un sistema dependiente de ecuaciones en dos variables es un sistema en el cual las dos ecuaciones 
representan la misma línea. Los sistemas dependientes tienen un número infinito de soluciones porque todos los puntos 
de una recta están también en la otra. Después de utilizar la sustitución o la adición, la ecuación resultante será una 
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identidad, como 0 = 0, 


E 


Hallar la solución a un sistema dependiente de ecuaciones lineales 
Halle una solución al sistema de ecuaciones mediante el método de adición. 


x+3y=2 
3x+9y=6 
© Solución 
Con el método de adición queremos eliminar una de las variables sumando las ecuaciones. En este caso, vamos a 


centrarnos en eliminar х. Si multiplicamos ambos lados de la primera ecuación por —3, entonces podremos eliminar la 
variable x. 


x+3y=2 
ESA + 3y) = (23102) 
—3x — 9y = —6 
Ahora sume las ecuaciones. 
-3x-9y =—6 
+ 3x+9y =6 
0 =0 


Podemos ver que habrá un número infinito de soluciones que satisfagan ambas ecuaciones. 


©) Análisis 
Si reescribimos ambas ecuaciones en la forma pendiente-intersección, podríamos saber cómo sería la solución antes de 
sumar. Veamos lo que ocurre cuando convertimos el sistema a la forma pendiente-intersección. 


x+3y=2 
3y=-x+2 
y= d+] 
3x+9y=6 
9y = —3x + 6 
ТЕ 
ТЕ 


Vea Іа Figura 9. Observe que los resultados son los mismos. La solución general del sistema es (x = ix + 2) Р 


0] 


+ 


+ 


к: 
72 
3 


а 


Figura 9 
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[>] INTÉNTELO +7 Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones en dos variables. 


y-2x=5 
—3y + 6x = -15 


Usar sistemas de ecuaciones para investigar ganancias 


Con base en lo que hemos aprendido sobre los sistemas de ecuaciones, podemos volver al problema de fabricación de 
patinetas del principio de la sección. La función de ingresos del fabricante de patinetas es la función utilizada para 
calcular la cantidad de dinero que entra al negocio. Se puede representar mediante la ecuación R = xp, donde x = 
cantidad y p = precio. La función de ingresos se muestra en naranja en la Figura 10. 


La función de costo es la función utilizada para calcular los costos de la actividad comercial. Incluye los costos fijos, 
como el alquiler y los salarios, y los costos variables, como los servicios públicos. La función de costo se muestra en azul 
en la Figura 10. El eje x representa la cantidad en cientos de unidades. El eje y representa los costos o los ingresos en 
cientos de dólares. 


70 
60 
50 
40 


Costo Punto de equilibrio 


Ingresos 


Dinero (en cientos de dólares) 
о) 
о 


0 Б 10 15 20 
Cantidad (en cientos de unidades) 


Figura 10 


El punto de intersección de las dos líneas se denomina punto de equilibrio. Observamos en el gráfico que, si se 
producen 700 unidades, el costo es de 3.300 dólares y los ingresos también son de 3.300 dólares. En otras palabras, la 
compañía alcanza el equilibrio si produce y vende 700 unidades. No ganan ni pierden dinero. 


La región sombreada a la derecha del punto de equilibrio representa las cantidades por las cuales la compañía obtiene 
ganancias. La región sombreada de la izquierda representa las cantidades por las que la empresa sufre pérdidas. La 
función de ganancias es la función de ingresos menos la función de costo, escrita como P(x) = R(x) — C(x). Está claro 
que conocer la cantidad para la cual el costo es igual a los ingresos es de gran importancia para los negocios. 


O 


Hallar el punto de equilibrio y la función de ganancias mediante sustitución 
Dada la función de costo C(x) = 0,85x + 35.000 y la función de ingresos R(x) = 1,55x, calcule el punto de equilibrio y la 
función de ganancias. 


© Solución 
Escriba el sistema de ecuaciones y use y para sustituir la notación de función. 


y = 0,85х + 35.000 


y = 1,55x 


Sustituya la expresión 0,85x + 35.000 de la primera ecuación en la segunda ecuación y resuelva para x. 
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0,85х + 35.000 = 1,55х 
35.000 = 0,7х 
50.000 = x 
Entonces, sustituimos x = 50.000 en la función de costo o en la función de ingresos. 
1,55 (50.000) = 77.500 
El punto de equilibrio es (50.000, 77.500) . 
La función de ganancias se obtiene mediante la fórmula P(x) = R(x) — C(x). 
P(x) = 1,55x — (0,85x + 35. 000) 
= 0,7x — 35. 000 
La función de ganancias es P(x) = 0,7x—35.000. 


Q Análisis 
El costo de producción de 50.000 unidades es de 77.500 dólares y los ingresos por la venta de 50.000 unidades son 
también de 77.500 dólares. Para obtener ganancias, el negocio debe producir y vender más de 50.000 unidades. Vea la 


Figura 11. 
100.000 


Ganancias 


80.000 
unto de equilibrio 


(50.000, 77.500) 


E 60.000 
© 

A 40.000 

20.000 

0 

o су су су 
д> х © © Р 
Cantidad 
Figura 11 


Vemos en el gráfico de la Figura 12 que la función de ganancias tiene un valor negativo hasta x = 50.000, cuando el 
gráfico cruza el eje x. A continuación, el gráfico emerge en valores y positivos y continúa en esta trayectoria, ya que la 
función de ganancias es una línea recta. Esto ilustra que el punto de equilibrio de los negocios se produce cuando la 
función de ganancias es 0. El área a la izquierda del punto de equilibrio representa el funcionamiento con pérdidas. 
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Ganancias 


Ganancias 
Р(х) = 0,7х – 35 000 


Punto de equilibrio 
(50.000, 0) 


Dólares de ganancias 
N 
о 
о 
© 
о 


-40.000 
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EN A е Ф то 4” „Р рр 
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Figura 12 
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Escribir y resolver un sistema de ecuaciones en dos variables 

El costo de una entrada al circo es 25,00 dólares para niños y 50,00 dólares para adultos. En un día determinado, la 
asistencia al circo es 2.000 y los ingresos totales de taquilla son 70.000 dólares. ¿Cuántos niňos y cuántos adultos 
compraron entradas? 


© Solución 
Si c = el número de niños y a = el número de adultos asistentes. 


El número total de personas es 2.000. Podemos usar esto para escribir una ecuación para el número de personas en el 
circo ese día. 
c + a = 2.000 


Los ingresos de todos los niños se pueden hallar al multiplicar 25,00 dólares por el número de niños, 25c. Los ingresos 
de todos los adultos se pueden hallar al multiplicar 50,00 dólares por el número de adultos, 50a. Los ingresos totales 
son 70.000 dólares. Podemos usar esto para escribir una ecuación para los ingresos. 


25c + 50а = 70.000 
Ahora tenemos un sistema de ecuaciones lineales con dos variables. 


c+a= 2.000 
25c + 50a = 70.000 


En la primera ecuación, el coeficiente de ambas variables es 1. Podemos resolver rápidamente la primera ecuación para 
co a. Resolveremos para a. 


c +a = 2.000 
a = 2.000 — с 


Sustituya la expresión 2.000 — c en la segunda ecuación para a y resolver para c. 
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25c + 50(2.000 — c) = 70.000 
25c + 100.000 — 50c = 70.000 


—25с = —-30.000 
c = 1.200 


Sustituya с = 1.200 en la primera ecuación para resolver a. 


1.200 + a = 2.000 


a = 800 


Tenemos que 1.200 niños y 800 adultos compraron entradas para el circo ese día. 


[>] INTÉNTELO #8 Los boletos de comida en el circo cuestan 4,00 dólares para niños y 12,00 dólares para 


adultos. Si se compraron1.650 boletos de comida por un total de 14.200 dólares, ¿cuántos 
niños y cuántos adultos compraron boletos de comida? 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con sistemas de ecuaciones lineales. 


Resolver sistemas de ecuaciones mediante sustitución (http://openstax.org/l/syssubst) 


Resolver sistemas de ecuaciones mediante eliminación (http://openstax.org/l/syselim) 


Aplicaciones de los sistemas de ecuaciones (http://openstax.org/l/sysapp) 


9.1 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. ¿Un sistema de ecuaciones 
lineales puede tener 
exactamente dos 
soluciones? Explique por 
qué sí o por qué no. 


4. Si está resolviendo un 
análisis de equilibrio y no 
hay punto de equilibrio, 
explique qué significa esto 
para la compañía. ¿Cómo 
deben asegurarse de que 
haya un punto de equilibrio? 


Algebraicos 


2. Siestá realizando un análisis 


de equilibrio para una 
actividad comercial y sus 
ecuaciones de costos e 
ingresos son dependientes, 
explique qué significa esto 
para los márgenes de 
ganancias de la compañía. 


5. Dado un sistema de 


ecuaciones, explique dos 
métodos diferentes para 
resolver ese sistema, como 
mínimo. 


3. Si está resolviendo un 
análisis de equilibrio y 
obtiene un punto de 
equilibrio negativo, explique 
qué significa esto para la 
compañía. 


En los siguientes ejercicios, determine si el par ordenado dado es una solución del sistema de ecuaciones. 


5х-у=4 
УС" y(4,0) 
x+6y=2 


-3x – 5у = 13 
PS еа) 
—х+4у= 10 


3 Ty=1 
a ^К УТЕ мод) 
2х+4у=0 
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— = = 4 
2х + 5у = 7 ТЕ 10. x+8y 3 
2x+9y=7 


En los siguientes ejercicios, resuelva cada sistema por sustitución. 


11. x+3y=5 12. 3x-2y = 18 13. 4х + 2у = –10 
2х +3у = 4 5х + 10у = –10 Зх + 9у = 0 
ia. 2x + 4y = -3,8 45. —2x + 3y = 1,2 16. х—0,2у = 1 
9х—5у = 1.3 —3х – бу = 1,8 —10х+2у=5 
1 1 
= — = SX+3y= 16 
17. +39 а. APN 19, 203 
30x + 50у = —90 12x-4y = -8 1х+1у= 9 
6 4 
-1х+ Зу= 11 
20. 1 1 
gx + 3Y= 


En los siguientes ejercicios, resuelva cada sistema por adición. 


a SA a PASA эз. 5% 7—26 
7х + 2у = 30 2х + 6y = 4 —4x—6y = 1,4 

24. 7х-2у = 3 25. =x+2y=-1 26. Tx+6y=2 
4x + 5y = 3,25 5x-10y = 6 —28x-24y = -8 
5 1 1 1 2. 
=х+ ту = 0 =х+ оу = ý 

2 | i 43 28. | А И 1 29. —0,2x + 0,4у = 0,6 
gX- 57у = — т -5х+ у= 3% 

82 120 2 ОЕ 5 3 х-2у =-3 

30. —0,1x + 0,2y = 0,6 
5x—10y = 1 

En los siguientes ejercicios, resuelva cada sistema por cualquier método. 

31. 5х +9у= 16 32. 6x—8y = —0,6 33. 5x-2y = 2,25 
x+2y=4 Зх + 2у = 0,9 7х-4у = 3 
х-бу=-% 7х-4у = ¿ Зх +бу= 1 

34. 35. 36. 

-6х+ žy = Š 2х+4у= 3 2х+4у=9 
1201 1 1 1 
59 3Х-6У= 2 38 зХ+зуУ= з са 2,2x + 1.3у = —0,1 
Arq у= 3 ` Эх+1у——1 ` 42x+4,2y=2,1 
-%4 yt DY 5Х+1У= —% Й “у А 

40. 0,1x + 0,2y = 2 

0,35х-0,3у = 0 
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Gráficos 


En los siguientes ejercicios, grafique el sistema de ecuaciones y diga si el sistema es consistente, inconsistente o 
dependiente y si tiene una solución, ninguna solución o infinitas soluciones. 


3x-y=0,6 x+2y=7 
41. 42. —-x+2y=4 43. 
x-2y = 1.3 2х + бу = 12 
2x-4y= 1 
3х-5у = 7 3х-2у = 5 
44. и 45. И 
х-2у = 3 —9x + бу = –15 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice la función de intersección en un dispositivo gráfico para resolver cada sistema. 
Redondee todas las respuestas a la centésima más cercana. 


0,1x + 0,2y = 0,3 47 —0,01x + 0,12y = 0,62 48 0,5x + 0,3y = 4 


46. Я Я 
—0,3x + 0,5у = 1 0,15x + 0,20у = 0,52 0,25x—0,9y = 0,46 


0,15x + 0,27 y = 0,39 


50. —0,71х + 0,92у = 0,13 
—0,34х + 0,56у = 1,8 И 7 


0,83x + 0,05y = 2,1 


Extensiones 


En los siguientes ejercicios, resuelva cada sistema en términos de A, В, C, D, E y F donde A- F son números distintos 
de cero. Observe que A + B y AE + BD. 


51. x+y=A 52. x+Ay=1 53. Ax+y=0 
х-у=В x+By=1 Bx+y=1 

54. Ах + Ву = С 55. Ах + Ву = С 
х+у= 1 Dx + Еу = Е 

Aplicaciones en el mundo real 

En los siguientes ejercicios, resuelva la cantidad deseada. 

56. Un negocio de peluches 57. Unrestaurante etíope 58. Una fábrica de teléfonos 
tiene un costo total de tiene un costo de móviles tiene un costo de 
producción С = 12x + 30 y producción producción 
una función de ingresos C(x) = 11x + 120 y una C(x) = 150x + 10. 000 y 
R = 20x. Halle el punto de función de ingresos una función de ingresos 
equilibrio. R(x) = 5x. ¿Cuándo la R(x) = 200x. ¿Cuál es el 

compañía empieza a dar punto de equilibrio? 


ganancias? 
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59. Un músico cobra 
С(х) = 64x + 20.000 
donde x es el número total 
de asistentes al concierto. 
El local cobra 80 dólares 
por entrada. ¿Después de 
cuántas entradas vendidas 
el local alcanza el punto de 
equilibrio y cuál es el valor 
del total de entradas 
vendidas en ese momento? 


60. Una fábrica de guitarras 
tiene un costo de 
producción 

C(x) = 75x + 50.000. Si la 
compañía necesita 
alcanzar el punto de 
equilibrio después de 
vender 150 unidades, ¿a 
qué precio debería vender 
cada guitarra? Redondee al 
dólar más cercano y 
escriba la función de 
ingresos. 


En los siguientes ejercicios, utilice un sistema de ecuaciones lineales con dos variables y dos ecuaciones para resolver: 


61. Halle dos números cuya 
suma es 28 y la diferencia 
es 13. 


64. Una compañía de 
mudanzas cobra una tarifa 
plana de 150 dólares y 5 
dólares más por cada caja. 
Si un servicio de taxi cobra 
20 dólares por cada caja, 
¿cuántas cajas necesitaría 
para que le saliera más 
barato utilizar la compañía 
de mudanzas y cuál sería el 
costo total? 
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62. Un número es 9 veces 
mayor que otro número. El 
doble de la suma de los 
dos números es 10. Halle 
los dos números. 


65. Untotal de 1.595 
estudiantes de primer y 
segundo año de la 
universidad se reunieron 
en una concentración 
motivacional. El número de 
estudiantes de primer año 
superó en 15 al de 
segundo. ¿Cuántos 
estudiantes de cada curso 


asistieron? 


63. 


66. 


El costo de puesta en 
marcha de un restaurante 
es de 120.000 dólares y 
hacer cada comida le 
cuesta 10 dólares al 
restaurante. Si cada 
comida se vende por 15 
dólares, ¿después de 
cuántas comidas el 
restaurante alcanza el 
punto de equilibrio? 


276 estudiantes 
matriculados en una clase 
de introducción a la 
química. Al final del 
semestre, el número de 
estudiantes que aprobaron 
es 5 veces mayor que el de 
los que suspendieron. 
Calcule el número de 
estudiantes que aprobaron 
y el número de estudiantes 
que aplazaron. 


67. Había 130 profesores еп 68. 


una conferencia. Si 
asistieron 18 mujeres más 
que hombres, ¿cuántos de 
cada sexo asistieron a la 
conferencia? 


70. Un inversor obtuvo el triple 71. 


de beneficios que el año 
pasado. Si ganaron 
500.000,48 dólares en total 
en ambos años, ¿cuánto 
ganó el inversor en 
beneficios cada año? 


73. Siun inversionista invierte 74. 


23.000 dólares en dos 
bonos, uno que paga el 4 
% de interés simple y otro 
que paga el 2 % de interés 
simple, y el inversionista 
gana 710,00 dólares de 
interés anual, ¿cuánto ha 
invertido en cada cuenta? 


Un jeep y una camioneta 
entran en una autopista 
que va de este a oeste en 
la misma salida 
dirigiéndose en direcciones 
opuestas. El jeep entró en 
la autopista 30 minutos 
antes que la camioneta, y 
viajaba 7 mph más lento 
que la camioneta. Después 
de 2 horas desde que la 
camioneta entró en la 
autopista, los autos 
estaban a 306,5 millas de 
distancia. Calcule la 
velocidad de cada auto, 
suponiendo que se 
condujera con control de 
crucero y se mantuviera la 
misma velocidad. 


Una inversora invirtió 1,1 
millones de dólares en dos 
inversiones en terrenos. En 
la primera inversión, Swan 
Peak, su rendimiento fue 
un aumento del 110 % del 
dinero invertido. En la 
segunda inversión, 
Riverside Community, ganó 
el 50 % sobre lo invertido. 
Si obtuvo 1 millón de 
dólares de ganancias, 
¿cuánto invirtió en cada 
uno de los negocios de los 
terrenos? 


Los blu-rays cuestan 5,96 
dólares más que los DVD 
normales en All Bets Are 
Off Electronics. ¿Cuánto 
costarían 6 blu-rays y 2 
DVDs si 5 blu-rays y 2 DVD 
cuestan 127,73 dólares? 


69. 


72. 


75. 
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Si un científico mezcla una 
solución salina al 10 % con 
una solución salina al 60 % 
para obtener 25 galones 
de solución salina al 40 %, 
¿cuántos galones de 
soluciones al 10 % y al 60 % 
se mezclaron? 


Si un inversionista invierte 
un total de 25.000 dólares 
en dos bonos, uno que 
paga el 3 % de interés 
simple y otro que paga el 
24% de interés, y el 
inversionista gana 737,50 
dólares de interés anual, 
¿cuánto se invirtió en cada 
cuenta? 


El empleado de una tienda 
vendió 60 pares de 
calzados deportivos. Los 
zapatos de caña alta se 
vendieron a 98,99 dólares y 
los de corte bajo a 129,99 
dólares. Si los ingresos de 
los dos tipos de ventas 
ascendieron a 6.404,40 
dólares, ¿cuántos zapatos 
se vendieron de cada tipo? 
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76. Un administrador de 77. La entrada al parque de 
conciertos contó 350 atracciones para 4 niños y 
recibos de entradas el día 2 adultos cuesta 116,90 
después de un concierto. El dólares. Para 6 niños y 3 
precio de la entrada de adultos, cuesta 175,35 
estudiante era de 12,50 dólares. Suponiendo un 
dólares y el de la entrada precio diferente para niños 
de adulto, de 16 dólares. El y adultos, ¿cuál es el precio 
registro confirma que de la entrada de niño y el 
ingresaron 5.075 dólares. de la entrada de adulto? 


¿Cuántas entradas de 
estudiantes y cuántas de 
adultos se vendieron? 


9.2 Sistemas de ecuaciones lineales: tres variables 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Resolver sistemas de tres ecuaciones de tres variables. 
> Identificar sistemas inconsistentes de ecuaciones que contengan tres variables. 
> Expresar la solución de un sistema de ecuaciones dependientes que contiene tres variables. 


Figura 1 (Créditos: "Elembis", Wikimedia Commons). 


Jordi recibió una herencia de 12.000 dólares que dividió en tres partes e invirtió de tres maneras: en un fondo del 
mercado monetario que paga un 3 % de interés anual; en bonos municipales que pagan un 4 % de interés anual; y en 
fondos de inversión que pagan un 7 % de interés anual. Jordi invirtió 4.000 dólares más en fondos municipales que en 
bonos municipales. Ganó 670 dólares en intereses el primer año. ¿Cuánto invirtió Jordi en cada tipo de fondo? 


Comprender el enfoque correcto para plantear problemas como este hace que hallar una solución sea cuestión de 
seguir un patrón. En esta sección resolveremos este y otros problemas similares que implican tres ecuaciones y tres 
variables. Para ello se utilizan técnicas parecidas a las que se emplean para resolver sistemas de dos ecuaciones con dos 
variables. Sin embargo, dar con las soluciones a los sistemas de tres ecuaciones exige un poco más de organización y un 
toque de visualización. 


Resolución de sistemas de tres ecuaciones de tres variables 


Para resolver sistemas de ecuaciones de tres variables, conocidos como sistemas de tres en tres, la principal 
herramienta que utilizaremos se llama eliminación de Gauss-Jordan, que recibe su nombre del prolífico matemático 
alemán Karl Friedrich Gauss. Aunque no existe ningún orden definitivo para realizar las operaciones, sí hay directrices 
específicas sobre el tipo de movimientos que se pueden realizar. Podemos numerar las ecuaciones para llevar la cuenta 
de los pasos que aplicamos. La meta es eliminar una variable a la vez para lograr la forma triangular superior, la forma 
ideal para un sistema de tres por tres porque permite volver a sustituir de forma directa para hallar una solución 

(x, y, 2), lo cual llamamos un triple ordenado. Un sistema en forma de triángulo superior tiene el siguiente aspecto: 
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Ах + Ву+Сс= р 
Ey+Fc=G 
Нс=К 
La tercera ecuación se puede resolver рага с, y luego volvemos a sustituir para hallar y y x. Para escribir el sistema en 
forma triangular superior, podemos realizar las siguientes operaciones: 


1. Intercambie el orden de dos ecuaciones cualesquiera. 
2. Multiplique ambos lados de una ecuación por una constante distinta de cero. 
3. Sume un múltiplo distinto de cero de una ecuación a otra ecuación. 


El conjunto de soluciones de un sistema de tres por tres es un triple ordenado ([(x, y, z)) . Gráficamente, el triple 
ordenado define el punto que es la intersección de tres planos en el espacio. Puede visualizar dicha intersección 
imaginando cualquier esquina de una habitación rectangular. Una esquina está definida por tres planos: dos paredes 
contiguas y el piso (o el techo). Cualquier punto de encuentro entre dos paredes y el piso representa la intersección de 
tres planos. 


Número de soluciones posibles 


La Figura 2 y la Figura 3 ilustran posibles escenarios de solución para sistemas de tres por tres. 


+ Los sistemas que tienen una única solución son aquellos que, tras la eliminación, dan como resultado un 
conjunto de soluciones formado por un triple ordenado ((x, y, z)) . Gráficamente, el triple ordenado define un 
punto que es la intersección de tres planos en el espacio. 

e Los sistemas que tienen un número infinito de soluciones son aquellos que, tras su eliminación, dan como 
resultado una expresión que siempre es verdadera, como por ejemplo 0 = 0. Gráficamente, un número infinito 
de soluciones representa una línea o plano coincidente que sirve de intersección de tres planos en el espacio. 

• Los sistemas que no tienen solución son aquellos que, tras su eliminación, dan como resultado un enunciado 
que es una contradicción, como por ejemplo 3 = 0. Gráficamente, un sistema sin solución se representa 
mediante tres planos sin ningún punto en común. 


> 


(а) (b) 
Figura 2 (а) Tres planos se intersecan en un único punto, y representan un sistema de tres por tres con una única 
solución. (b) Tres planos se intersecan en una línea, y representan un sistema de tres por tres con infinitas soluciones. 


ar 


Figura З Lastres figuras representan sistemas de tres por tres sin solución. (a) Los tres planos se intersecan entre sí, 
pero no en un punto común. (b) Dos de los planos son paralelos y se intersecan con el tercer plano, pero no entre sí. 
(c) Los tres planos son paralelos, por lo que no hay punto de intersección. 


(a) с) 
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ЕИ 


Determinar si un triple ordenado es una solución para un sistema 
Determinar si el triple ordenado (3, –2, 1) es una solución del sistema. 
х+у+2= 2 
бх – 4у + 52 = 31 
5х + 2у + 22 = 13 


© Solución 
Comprobaremos cada ecuación sustituyendo los valores del triple ordenado por x, y, у 2. 


6x—4y + 52 = 31 5x +2y+2z= 13 

x+y+z=2 
у+(—2)+а)=2 6(3)—4(—2) + 5(1) = 31 5(3) + 2(-2) + 2(1) = 13 
18+8 +5 = 31 15-4 +2 = 13 

Verdadero 
Verdadero Verdadero 


El triple ordenado (3, -2, 1) es, en efecto, una solución para el sistema. 


Мэ cómo 


Dado un sistema lineal de tres ecuaciones, resuelva las tres incógnitas. 


Escoja cualquier par de ecuaciones y resuelva para una variable. 

Elija otro par de ecuaciones y resuelva para la misma variable. 

Ha creado un sistema de dos ecuaciones en dos incógnitas. Resuelva el sistema resultante de dos en dos. 
Vuelva a sustituir las variables conocidas en cualquiera de las ecuaciones originales y resuelva la variable que 
falta. 


MR 


Resolver un sistema de tres ecuaciones de tres variables por eliminación 
Halle una solución al siguiente sistema: 


IN 


x-2y+3z=9 (1) 
=x+3y-z=-6 (2) 
2x-5y+5z=17 (3) 
© Solución 
Siempre habrá varias opciones por dónde empezar, pero el primer paso más obvio aquí es eliminar x sumando las 
ecuaciones (1) y (2). 
х- 2у + 32 = 9 (1) 
=x+3y-z=-6 (2) 
у+22=3 (3) 


El segundo paso es multiplicar la ecuación (1) por —2 y añadir el resultado a Іа ecuación (3). Estos dos pasos eliminarán la 
variable x. 


—2x + 4y — 6z = —18 (1) multiplicado por —2 
2x—5y+5z=17 (3) 
-y-z=-1 (5) 


En las ecuaciones (4) y (5) hemos creado un nuevo sistema de dos por dos. Podemos resolver рага c sumando las dos 
ecuaciones. 
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y+2z=3 (4) 
—y-z=-1 6) 
z=2 (6) 


Al elegir una ecuación de cada nuevo sistema, obtenemos la forma triangular superior: 


x-2y+3z=9 (1) 
y+2z=3 (4) 


z=2 (6) 
A continuación, volvemos a sustituir с = 2 en la ecuación (4) y resolver para y. 
y +20) = 3 
y+4=3 
ya 
Por último, podemos volver a sustituir с = 2 y y = —1 en la ecuación (1). Esto dará la solución para x. 
х—2(—1) + 3Q) = 9 
х+2+6= 9 
х= 1 


La solución es el triple ordenado (1, 1, 2). Vea la Figura 4. 


y= -2 
Figura 4 


E 


Resolución de un problema del mundo real mediante un sistema de tres ecuaciones en tres variables 

En el problema planteado al principio de la sección, Jordi invirtió su herencia de 12.000 dólares en tres fondos diferentes: 
una parte en un fondo del mercado monetario que paga un 3 % de interés anual; otra parte en bonos municipales que 
pagan un 4 % anual; y el resto en fondos de inversión que pagan un 7 % anual. Jordi invirtió 4.000 dólares más en fondos 


de inversión que en bonos municipales. El interés total obtenido en un año fue de 670 dólares. ¿Cuánto invirtió en cada 
tipo de fondo? 


© Solución 
Para resolver este problema, utilizamos toda la información dada y establecemos tres ecuaciones. Primero, asignamos 
una variable a cada uno de los tres montos de inversión: 

x = cantidad invertida en un fondo del mercado monetario 

y = cantidad invertida en bonos municipales 


с = cantidad invertida en fondos de inversión 


La primera ecuación indica que la suma de los tres montos principales es de 12.000 dólares. 
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x+ y+ z = 12.000 


Formamos la segunda ecuación según la información de que Jordi invirtió 4.000 dólares más en fondos de inversión que 
en bonos municipales. 


z = y + 4.000 
La tercera ecuación muestra que el monto total de los intereses obtenidos de cada fondo es igual a 670 dólares. 
0,03x + 0,04y + 0,07c = 670 
Entonces, escribimos las tres ecuaciones como un sistema. 
x + y+ z = 12.000 


— y + z = 4.000 
0,03x + 0,04y + 0,07c = 670 
Para simplificar los cálculos, podemos multiplicar la tercera ecuación por 100. Por lo tanto, 
x+ y+z = 12.000 (1) 
—y+z = 4.000 (2) 
3x + 4у + 72 = 67.000 (3) 
Paso 1. Intercambie la ecuación (2) y Іа ecuación (3) para que las dos ecuaciones de tres variables se alineen. 
x+ y+ z= 12.000 
3x + 4y + 7z = 67.000 
—y + z= 4.000 
Paso 2. Multiplique la ecuación (1) por —3 y súmela a la ecuación (2). Escriba el resultado como fila 2. 
x+y+z = 12.000 
y + 4z = 31.000 
—y+z = 4.000 
Paso 3. Sume Іа ecuación (2) а la ecuación (3) y escriba el resultado como ecuación (3). 
x+y+ z= 12.000 
y + 4z = 31.000 
52 = 35.000 


Paso 4. Resuelva рага сеп la ecuación (3). Vuelva а sustituir ese valor en Іа ecuación (2) y resuelva у. A continuación, 
vuelva a sustituir los valores de c y y en la ecuación (1) y resuelva para x. 

52 = 35.000 

с= 7.000 


y + 4(7.000) = 31.000 
у = 3.000 


х + 3.000 + 7.000 = 12.000 
х = 2.000 


Jordi invirtió 2.000 dólares еп un fondo del mercado monetario, 3.000 en bonos municipales y 7.000 en fondos de 
inversión. 


[>] INTÉNTELO #1 Resuelva el sistema de ecuaciones de tres variables. 
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2x + y—2c = –1 
3x—3y- z = 
x—2y+3z=6 


Identificación de sistemas inconsistentes de ecuaciones que contienen tres 
variables 


Al igual que con los sistemas de ecuaciones en dos variables, podemos encontrarnos con un sistema de ecuaciones 
inconsistente en tres variables, lo que significa que no tiene una solución que satisfaga las tres ecuaciones. Las 
ecuaciones pueden representar tres planos paralelos, dos planos paralelos y un plano de intersección, o tres planos que 
se cruzan con los otros dos pero no en el mismo lugar. El proceso de eliminación dará como resultado un enunciado 
falso, como por ejemplo 3 = 7 o alguna otra contradicción. 


kee] aaa 


Resolver un sistema inconsistente de tres ecuaciones de tres variables 
Resuelva el siguiente sistema. 
x—3y+z=4 (1) 
= х+2у-5с= 3 (2) 
5х-13у + 13с= 8 (3) 
© Solución 
Al observar los coeficientes de x, podemos ver que podemos eliminar la x sumando la ecuación (1) a la ecuación (2). 
х-3у+2=4 (1) 
=x + 2y-5c = 3 (2) 
= y-4c=7 (4) 
A continuación, multiplicamos la ecuación (1) por —5 y la sumamos a la ecuación (3). 
=5x + 15y — 5z = —20 (1) multiplicado por —5 
5x — 13у + 13c = 8 (3) 
2у + 82 = -12 (5) 


A continuación, multiplicamos Іа ecuación (4) por 2 y la sumamos а Іа ecuación (5). 


—2y — 8z = 14(4) multiplicado por 2 
2y + 8z = -12 (5) 


0=2 
La ecuación final O = 2 es una contradicción, por lo que concluimos que el sistema de ecuaciones en inconsistente y, por 
tanto, no tiene solución. 
©) Análisis 
En este sistema, cada plano se interseca con los otros dos, pero no en el mismo lugar. Por lo tanto, el sistema es 
inconsistente. 


[>] INTÉNTELO #2 Resuelva el sistema de tres ecuaciones de tres variables. 
х+у+2= 2 
у—3с = 1 
2х+у+52= 0 


Expresión de la solución de un sistema de ecuaciones dependientes que contiene 
tres variables 


Sabemos por haber trabajado con sistemas de ecuaciones con dos variables que un sistema de ecuaciones dependiente 
tiene un número infinito de soluciones. Lo mismo ocurre con los sistemas dependientes de ecuaciones de tres variables. 
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De varias situaciones puede resultar un número infinito de soluciones. Los tres planos pueden ser iguales, de modo que 
la solución de una ecuación será la solución de las otras dos ecuaciones. Las tres ecuaciones podrían ser diferentes, pero 
se intersecan en una línea, lo cual tiene infinitas soluciones. O bien, dos de las ecuaciones podrían ser iguales e 
intersecar a la tercera en una línea. 


АДАД 3% 


Hallar Іа solución de un sistema de ecuaciones dependiente 
Halle la solución del sistema de tres ecuaciones de tres variables dado. 


2x+ y-3c=0 (1) 
4x+2y-6c=0 (2) 
x—y+z=0 (3) 


© Solución 
Primero, podemos multiplicar la ecuación (1) por —2 y sumarla a la ecuación (2). 


—4х—2у + 62 = 0 ecuación(1) multiplicado por —2 
4x+2y-6c=0 (2) 


0=0 


No es necesario seguir adelante. El resultado que obtenemos es una identidad, 0 = 0, lo que nos dice que este sistema 
tiene un número infinito de soluciones. Hay otras formas de empezar a resolver este sistema, como multiplicar la 
ecuación (3) por —2, y sumarla a la ecuación (1). A continuación, realizamos los mismos pasos que en el caso anterior y 
hallamos el mismo resultado, 0 = 0. 


Cuando un sistema es dependiente, podemos hallar expresiones generales para las soluciones. Al sumar las ecuaciones 
(1) y (3), tenemos 


2x + y-3c=0 
х-у+2= 0 
3х-2с = 0 


A continuación, resolvemos la ecuación resultante рага с. 


3x-2c=0 
2= 35 


Volvemos а sustituir la expresión de сеп una de las ecuaciones y resolvemos рага y. 


2x+y=3x=0 
у= 5 – 2х 
у= 5х 


Así que la solución general es ( х, 3x, 3x) . En esta solución, x puede ser cualquier número real. Los valores de dec 
2% 2 y 


dependen del valor seleccionado para x. 
©) Análisis 
Como se muestra en la Figura 5, dos de los planos son iguales y se intersecan con el tercer plano en una línea. El 


conjunto de soluciones es infinito, ya que todos los puntos a lo largo de la línea de intersección satisfacen las tres 
ecuaciones. 
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K—y+2=0 


–4х – 2y + 62 = 0 
4х + 2у – 62 = 0 


Figura 5 


5 | PREGUNTAS Y ¿La solución genérica de un sistema dependiente se debe escribir siempre en términos 
RESPUESTAS de x? 


No, se puede escribir la solución genérica en términos de cualquiera de las variables, pero es 
común escribirla en términos de х, y si es necesario х como у. 


[>] INTÉNTELO #3 Resuelva el siguiente sistema. 
x+y+z=7 
3х- 2у-2= 4 
х+6бу + 52 = 24 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos еп línea para obtener instrucción adicional y practicar sistemas de ecuaciones de tres 
variables. 


Ej. 1: Sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas utilizando la eliminación (http://openstax.orq/l/systhree) 
Ej. 2: Sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas utilizando la eliminación (http://openstax.org/l/systhelim) 


9.2 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. ¿Un sistema lineal de tres 2. Siun triple ordenado 3. Si un triple ordenado dado 


ecuaciones puede tener 
exactamente dos 
soluciones? Explique por 
qué sí o por qué no 


. Al utilizar el método de la 


adición, ¿hay una sola forma 
de resolver el sistema? 


resuelve el sistema de 
ecuaciones, ¿es esa solución 
única? Si es así, explique por 
qué. Si no es así, ponga un 
ejemplo en el que no sea 
único. 


. ¿Puede explicar si solo 


puede haber un método 
para resolver un sistema 
lineal de ecuaciones? Si la 
respuesta es afirmativa, dé 
un ejemplo de un sistema 
de ecuaciones de este tipo. 
Si no, explique por qué no. 


no resuelve el sistema de 
ecuaciones, ¿no hay 
solución? Si es así, explique 
por qué. Si no es así, dé un 
ejemplo. 
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Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, determine si el triple ordenado dado es la solución del sistema de ecuaciones. 


2x—6y + 6z = —12 6x- y+3z=6 

6. x+4y+5z=-1 y(0,1,-1) 7. 3x+5y+2z=0 у(3,—3,—5) 
=x + 2y + 32 =-1 x+y=0 
6x—7y+z=2 х-у=0 

8. -х-у+32 = 4 y (4,2, -6) 9. x=z=5 y (4, 4,-1) 
2х+у-2= 1] x=y+z=-l 
х-у+2т2=3 


10. 5x+8y-3c=4 У(4, 1,-7) 
-x + 3y-5c =-5 


En los siguientes ejercicios, resuelva cada sistema por eliminación. 


3x-4y + 2z =-15 5x—2y + 3z = 20 
11. 2x+4y+z=16 12. 2x-4y-3c = -9 


2x + 3y + 52 = 20 х + бу—8с = 21 

4х—-3у + 52 = 31 5х-2у + 32 = 4 
14. -х+2у + 4z = 20 15. —4x + 6у—7с = –1 

х + 5y-2c = -29 3x+2y-z=4 


13. 


16. 


5x+2y+4z=9 
—3х+2у+2= 10 
4x—3y + 5z = —3 


4x+6y+9z=0 
—5х + 2y-6c = 3 
Tx—4y + 3z = —3 


En los siguientes ejercicios, resuelva cada sistema por eliminación de Gauss-Jordan. 


2х - у+32 = 17 5x—6y + 32 = 50 


17. —5x + 4у-2с = -46 18. –х+4у = 10 

2у + 52= -7 2х- 2 = 10 

4х + 6y-2c = 8 2х + 3y-4c = 5 
20. 6x+9y-3c= 12 21. 3х +2у +2 = 11 


—2x—3y + z = —4 =x +5y+3z=4 


x+y+z=14 5х-3у + 4z =-1 
23. 2y+3z=-14 24. —Ax+2y-3c=0 
—16y-24c = -112 —х+5у+72=—11 
Зх + 2у—5с = 6 x+y+z=0 
26. 5x—4y + 3z = –12 27. 2х- у+ 32 = 0 
4х + 5у-2с = 15 x=z=1l 


6x-5y + 6z = 38 
29. 1х-3Уу+2=1 30. 
4х 2 у 2 = —74 
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19. 


22. 


25. 


28. 


31. 


2x + 3y-6c = 1 
—4x—6y + 12c = -2 
x+2y+5z=10 


10x + 2у-14с = 8 
=x-2y-4c = –1 
-12x-—6y + 6z = -12 


x+y+z=0 
2x-y+32=0 
x=z=0 


Bl | шә 


32. 


З5. 


38. 


41. 


op ap ni 
х 
_ 
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N 
| 
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| 

ul ni 1 
м 
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0,2х + 0,1у—0,3с = 0,2 
0,8x + 0,4у—1,2с = 0,1 
1,6x + 0,8y-2,4c = 0,2 


0,1x + 0,2y + 0,3c = 0,37 
0,1x—0,2y—0,3c = —0,27 
0,5х—0,1у—0,3с = —0,03 


0,3x + 0,3y + 0,5с = 0,6 
0,4x + 0,4y + 0,4c = 1,8 
0,4x + 0,2y + 0,1с = 1,6 


Extensiones 


33. 


36. 


39. 


42. 


45. 


4 7 1 

5$Х-ҖУ+7 1 

4 3 1 
—5Х- 4У+ 32 —8 34 
2 7 1 
-5х- YH 72 —5 


= 1 
-3% 3Y7 42 = 5 37. 
3 + 3 3 3 


1,1x +0,7y-3,1c = —1,79 


2,1x + 0,5y-1,6c = —0,13 40. 


0,5x + 0,4y—0,5c = —0,07 


0,5x—0,5y—0,3c = 0,13 


0,4x—0,1y—0,3c = 0,11 43. 


0,2x—0,8y—0,9c = —0,32 


0,8x + 0,8y + 0,8c = 2,4 
0,3х—0,5у + 0,2с = 0 
0,1x + 0,2у + 0,3с = 0,6 


Еп los siguientes ejercicios, resuelva el sistema рага х, у, у 2. 


46. 


49. 


х+у+2= 3 
о аа. 
а 
24242441 
х+6 _ у—3 


47. 


50. 


zj a 1. 
5х—3у- 5- =% 
бх + 252 +22 =-3 48. 


538 4y+z=4 


х—1 у+3 2+2 _ 
gota tT! 


4x + 3y-2c = 11 
0,02x + 0,015у—0,01с = 0,065 
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0,1x—0,2y + 0,3c = 2 
0,5х-0,1у + 0,4c = 8 
0,7x—0,2y + 0,3c = 8 


0,5x—0,5y + 0,5с = 10 
0,2х-0,2у + 0,2c = 4 
0,1x-0,1y +0,1c = 2 


0,5x + 0,2у—0,3с = 1 
0,4x—0,6y + 0,7с = 0,8 
0,3x—0,1y—0,9c = 0,6 
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Aplicaciones en el mundo real 


51. Tres números pares suman 


54. 


108. El menor es la mitad 
del mayor y el número del 
medio es 2 del número 


mayor. ¿Cuáles son los tres 
números? 


Un refugio de animales 
tiene un total de 350 
animales entre gatos, 
perros y conejos. Si el 
número de conejos es 5 
menos que la mitad del 
número de gatos, y hay 20 
gatos más que perros, 
¿cuántos de cada animal 
hay en el refugio? 
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52. 


55. 


Tres números suman 147. 
El número más pequeño es 
la mitad del número 
medio, el cual es la mitad 
del número más grande. 
¿Cuáles son los tres 
números? 


Su compañera de cuarto, 
Shani, se ofreció a comprar 
alimentos para usted y su 
otro compañero de cuarto. 
La factura total fue de 82 
dólares. Se olvidó de 
guardar los recibos 
individuales, pero se 
acordó de que los 
alimentos de usted eran 
0,05 dólares más baratos 
que la mitad de los de ella, 
y que los de su otro 
compañero de vivienda 
eran 2,10 dólares más que 
los de usted. ¿A cuánto 
asciende la parte de la 
compra de cada uno? 


53. 


56. 


En una reunión familiar, 
solo asistieron parientes 
de sangre, compuestos por 
hijos, padres y abuelos. 
Había 400 personas en 
total. Había el doble de 
padres que de abuelos y 50 
niños más que padres. 
¿Cuántos niños, padres y 
abuelos asistieron? 


Su compañero de piso, 
John, se ofreció a comprar 
material doméstico para 
usted y su otro compañero. 
Usted vive cerca de la 
frontera de tres estados, 
cada uno de los cuales 
tiene un impuesto sobre 
las ventas diferente. La 
cantidad total de dinero 
gastada fue de 100,75 
dólares. Sus suministros se 
compraron con el 5 % de 
impuestos, los de John con 
el 8 % y los de su tercer 
compañero con el 9 % de 
impuestos. La cantidad 
total de dinero gastada sin 
impuestos es de 93,50 
dólares. Si sus provisiones 
antes de impuestos fueron 
de 1 dólar más de la mitad 
de lo que fueron las 
provisiones de su tercer 
compañero antes de 
impuestos, ¿cuánto 
gastaron cada uno de 
ustedes? Responda con y 
sin impuestos. 


57. Tres compañeros trabajan 
en la misma compañía. Sus 
puestos de trabajo son los 
de administrador de 
almacén, gerente de 
oficina y conductor de 
camión. La suma de los 
salarios anuales del 
administrador de almacén 
y del gerente de oficina es 
de 82.000 dólares. El 
gerente de la oficina gana 
4.000 dólares más que el 
conductor del camión al 
año. Los salarios anuales 
del administrador de 
almacén y del conductor 
del camión ascienden a 
78.000 dólares. ¿Cuál es el 
salario anual de cada uno 
de los compañeros de 
trabajo? 


60. Un niño tiene 325 
monedas en una bolsa, con 
un valor de 19,50 dólares. 
Había tres tipos de 
monedas: de un centavo, 
de cinco centavos y de diez 
centavos. Si la bolsa 
contenía el mismo número 
de monedas de cinco 
centavos que de diez, 
¿cuántas de cada tipo de 
moneda había en la bolsa? 


58. 


61. 


En una feria se recaudaron 
2.914,25 dólares al final del 
día. El costo de la entrada 
de niño era de 20,50 
dólares, la de adulto de 
29,75 dólares y la de 
personas mayores de 15,25 
dólares. Asistieron el doble 
de personas mayores que 
de adultos y 20 niños más 
que personas mayores. 
¿Cuántas entradas para 
niños, adultos y personas 
mayores se vendieron? 


El año pasado, en el 
concesionario Haven's 
Pond Car Dealership, para 
modelos específicos de 
BMV, Jeep y Toyota, uno 
podía comprar los tres 
automóviles por un total 
de 140.000 dólares. Este 
año, debido a la inflación, 
los mismos vehículos 
costarían 151.830 dólares. 
El costo del BMW aumentó 
el 8 %, el del Jeep el 5 % y 
el del Toyota el 12 %. Si el 
precio del Jeep del año 
pasado era 7.000 dólares 
menos que el precio del 
BMW del año pasado, ¿cuál 
era el precio de cada uno 
de los tres automóviles el 
año pasado? 


59. 


62. 
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Una banda local agota las 
entradas para su concierto. 
Venden las 1.175 entradas 
para una bolsa total de 
28.112,50 dólares. Las 
entradas tenían un precio 
de 20 dólares para 
estudiantes, 22,50 dólares 
para niños y 29 dólares 
para adultos. Si la banda 
vendió el doble de 
entradas para adultos que 
para niños, ¿cuántas se 
vendieron de cada tipo? 


Cuando su hijo menor se 
mudó, Deandre vendió su 
casa e hizo tres inversiones 
con las ganancias de la 
venta. Invirtió 80.500 
dólares en tres cuentas, 
una que pagaba un 4 % de 
interés simple, otra que 
pagaba 31% de interés 
simple y una que pagaba el 
21% de interés simple. 
Ganó 2.670 dólares de 
intereses al cabo de un 
año. Si la cantidad de 
dinero invertida en la 
segunda cuenta era cuatro 
veces superior a la 
invertida en la tercera, 
¿cuánto invirtió en cada 
cuenta? 
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63. Usted hereda un millón de 64. Un empresario vende una 65. Lostres primeros países en 
dólares. Lo invierte todo en parte de su negocio por consumo de petróleo en 
tres cuentas durante un cien mil dólares y lo un año determinado son 
año. La primera cuenta invierte todo en tres los siguientes: Estados 
paga el 3 % compuesto cuentas durante un año. La Unidos, Japón y China. En 
anualmente, la segunda primera cuenta paga un millones de barriles 
cuenta paga el 4 % 4 % calculado anualmente, diarios, los tres primeros 
compuesto anualmente y la segunda cuenta paga un países consumieron el 
la tercera cuenta paga el 3 % calculado anualmente 39,8 % del petróleo 
2 % compuesto y la tercera cuenta paga un consumido en el mundo. 
anualmente. Al cabo de un 2 % calculado anualmente. Estados Unidos consumió 
año, gana 34.000 dólares Al cabo de un año, el el 0,7 % más que cuatro 
en intereses. Si invierte empresario gana 3.650 veces el consumo de 
cuatro veces más dinero en dólares en intereses. Si China. Estados Unidos 
la cuenta que paga el 3 % invirtió cinco veces más consumió el 5 % más que 
en comparación con el 3 %, dinero en la cuenta que el triple que Japón. ¿Qué 
¿cuánto ha invertido en paga el 4 % en porcentaje del consumo 
cada cuenta? comparación con el 3 %, mundial de petróleo fue de 

¿cuánto invirtió en cada Estados Unidos, Japón y 
cuenta? China?‘ 

66. Los tres primeros paísesen 67. Lastres principales fuentes 68. Los tres principales 


producción de petróleo en 
el mismo año son Arabia 
Saudita, Estados Unidos y 
Rusia. En millones de 
barriles diarios, los tres 
primeros países 
produjeron el 31,4 % del 
petróleo producido en el 
mundo. Arabia Saudita y 
Estados Unidos sumaron el 
22,1 % de la producción 
mundial, y Arabia Saudita 
produjo un 2 % más de 
petróleo que Rusia. ¿Qué 
porcentaje de la 
producción mundial de 
petróleo produjeron Arabia 
Saudita, Estados Unidos y 
Виѕіа?2 


de importación de petróleo 
para Estados Unidos en el 
mismo año fueron Arabia 
Saudita, México y Canadá. 
Los tres primeros países 
representan el 47 % de las 
importaciones de petróleo. 
Estados Unidos importó de 
Arabia Saudita un 1,8 % 
más de lo que importó de 
México y un 1,7 % más de 
lo que importó de Canadá. 
¿Qué porcentaje de las 
importaciones de petróleo 
de Estados Unidos 
procedían de estos tres 
países?? 


productores de petróleo de 
Estados Unidos en un año 
determinado son el golfo 
de México, Texas y Alaska. 
Las tres regiones son 
responsables del 64 % de 
la producción de petróleo 
de Estados Unidos. El golfo 
de México y Texas 
combinan el 47 % de la 
producción de petróleo. 
Texas produjo el 3 % más 
que Alaska. ¿Qué 
porcentaje de la 
producción de petróleo de 
Estados Unidos procede de 
estas regiones?” 


1 "Reservas, producción y consumo de petróleo en 2001", consultado el 6 de abril de 2014, http://scaruffi.com/politics/oil.html. 

2 "Reservas, producción y consumo de petróleo en 2001", consultado el 6 de abril de 2014, http://scaruffi.com/politics/oil.html. 

3 "Reservas, producción y consumo de petróleo en 2001", consultado el 6 de abril de 2014, http://scaruffi.com/politics/oil.html. 

4 “USA: The coming global oil crisis” (EE. UU.: la próxima crisis mundial del petróleo), consultado el 6 de abril de 2014, http://www.oilcrisis.com/ 
us/. 
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69. En un momento dado, en 70. El consumo de carne en 


Estados Unidos, 398 
especies de animales 
estaban en la lista de 
especies en peligro. Los 
grupos más importantes 
son los mamíferos, las aves 
y los peces, lo cuales 
representan el 55 % de las 
especies amenazadas. Las 
aves representan el 0,7 % 
más que los peces, y estos 
el 1,5 % más que los 


Estados Unidos se puede 
dividir en tres categorías: 
carne roja, aves de corral y 
pescado. Si el pescado 
representa el 4 % menos 
de la cuarta parte del 
consumo de aves de corral 
y el consumo de carne roja 
es el 18,2 % mayor que el 
de aves de corral, ¿cuáles 
son los porcentajes de 
consumo de carne?? 


mamíferos. ¿Qué 
porcentaje de las especies 
en peligro de extinción 
proceden de mamíferos, 
aves y peces? 


9.3 Sistemas de ecuaciones e inecuaciones no lineales: dos variables 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Resolver un sistema de ecuaciones no lineales utilizando la sustitución. 
> Resolver un sistema de ecuaciones no lineales mediante eliminación. 
> Graficar una inecuación no lineal. 
> Graficar un sistema de inecuaciones no lineales. 


El cometa Halley (Figura 1) orbita el Sol aproximadamente una vez cada 75 años. Su trayectoria puede considerarse una 
elipse muy alargada. Otros cometas siguen trayectorias similares en el espacio. Estas trayectorias orbitales se pueden 
estudiar mediante sistemas de ecuaciones. Estos sistemas, sin embargo, son diferentes de los que hemos considerado 
en la sección anterior porque las ecuaciones no son lineales. 


Figura 1 El cometa Halley (créditos: “NASA Blueshift”/Flickr). 


En esta sección, consideraremos la intersección de una parábola y una línea, un círculo y una línea y un círculo y una 
elipse. Los métodos para resolver sistemas de ecuaciones no lineales son similares a los de las ecuaciones lineales. 


Resolución de un sistema de ecuaciones no lineales mediante sustitución 


Un sistema de ecuaciones no lineales es un sistema de dos o más ecuaciones en dos o más variables que contiene, al 
menos, una ecuación que no es lineal. Recordemos que la ecuación lineal puede tomar la forma Ax + Ву + С = 0, 
Cualquier ecuación que no se pueda escribir en esta forma es no lineal. El método de sustitución que utilizamos para los 


5 “The United States Meat Industry at a Glance”, consultado el 6 de abril de 2014, http://www.meatami.com/ht/d/sp/i/47465/pid/47465. 
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sistemas lineales es el mismo que utilizaremos para los sistemas no lineales. Resolvemos una ecuación para una variable 


y luego sustituimos el resultado en la segunda ecuación para resolver otra variable, y así sucesivamente. Sin embargo, 
hay una variación en los posibles resultados. 


Intersección de una parábola y una línea 


Hay tres posibles tipos de soluciones para un sistema de ecuaciones no lineales que involucran una parábola y una línea. 


Posibles tipos de soluciones para los puntos de intersección de una parábola y una línea 
La Figura 2 ilustra posibles conjuntos de soluciones para un sistema de ecuaciones que involucra una parábola y una 
línea. 


• No hay solución. La línea nunca intersecará la parábola. 
* Una solución. La línea es tangente a la parábola y la interseca exactamente en un punto. 
e Dos soluciones. La línea cruza por el interior de la parábola y la interseca en dos puntos. 


No hay soluciones Una solución Dos soluciones 


y 
ві 


(0) (с) 
Figura 2 


(є сомо 


a 
Dado un sistema de ecuaciones que contiene una línea y una parábola, halle la solución. 


Resuelva la ecuación lineal para una de las variables. 


Sustituya la expresión obtenida en el primer paso en la ecuación de la parábola. 
Resuelva para la variable restante. 
Compruebe sus soluciones en ambas ecuaciones. 


ААда 


Resolver un sistema de ecuaciones no lineales que representan una parábola у una línea 
Resuelva el sistema de ecuaciones. 


pS бк 


х-у= –1 
у= х2 +1 
© Solución 


Resuelva la primera ecuación рага х y luego sustituya la expresión resultante еп la segunda ecuación. 
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x=y=-1 
х= у-1 Resuelva рага х. 
у= х2 +1 
у= (у-1)2 +1 Sustituya Іа expresión рог х. 


Expanda Іа ecuación е iguálela a cero. 


у = (у-1)? +1 
= (у2-2у+1) +1 
= у2-2у+2 

0 = у2-3у +2 
= (у—2)(у—1) 


Resuelva рага y da como resultado у = 2 y у = 1. А continuación, sustituya cada valor por y en la primera ecuación рага 
resolver x. Sustituya siempre el valor en la ecuación lineal para comprobar si hay soluciones extrañas. 


x=y=-l 

x-(2)=-1 
x=1 

x-()=-1 
x=0 


Las soluciones son (1, 2) y (0, 1), que puede verificarse sustituyendo estos (x, y) en las dos ecuaciones originales. Vea la 
Figura 3. 


Figura 3 


3| PREGUNTAS Y ¿Podríamos haber sustituido los valores de y en la segunda ecuación para resolver x 


RESPUESTAS en el Ejemplo 1? 


Sí, pero debido a que x se eleva al cuadrado en la segunda ecuación, esto podría darnos 
soluciones extrañas para x. 


Рага у = 1 
у= х2 +1 
1=х? +1 
x2=0 
х= +ү0 = 0 


Esto nos da el mismo valor que en Іа solución. 


Para y = 2 
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у= х2 +1 
2=x2+1 
у 

ж“ == 1 


х= +ү1= +1 


Tenga en cuenta дие —1 es una solución extraña. 


[>] INTÉNTELO #1 Resuelva el sistema de ecuaciones dado por sustitución. 
3xy = -2 
2x? y = 0 


Intersección de un círculo y una línea 
Al igual que con una parábola y una línea, hay tres resultados posibles al resolver un sistema de ecuaciones que 
representa un círculo y una línea. 


Posibles tipos de soluciones para los puntos de intersección de un círculo y una línea 


La Figura 4 ilustra posibles conjuntos de soluciones para un sistema de ecuaciones que involucra un círculo y una 
línea. 


• No hay solución. La línea no interseca el círculo. 
e Una solución. La línea es tangente al círculo y la interseca exactamente en un punto. 
+ Dos soluciones. La línea cruza el círculo y la interseca en dos puntos. 


OOY 


No hay soluciones Una solución Dos soluciones 


Figura 4 


(є сомо 


Dado un sistema de ecuaciones que contiene una línea y un círculo, halle la solución. 


Resuelva la ecuación lineal para una de las variables. 

Sustituya la expresión obtenida en el primer paso en la ecuación del círculo. 
Resuelva para la variable restante. 

Compruebe sus soluciones en ambas ecuaciones. 


е 9 ро Бе 
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ЕИ 


Hallar Іа intersección de un círculo y una línea por sustitución 
Halle la intersección del círculo y la línea dados por sustitución. 
х2 + у? = 5 
у= 3х—5 
© Solución 
Una de las ecuaciones ya ha sido resuelta para y. Sustituiremos у = 3х—5 en la ecuación del círculo. 
x? + (3x5)? = 5 
x? + 9x2-30x + 25 = 5 
10x?—30x + 20 = 0 
Ahora, factorizamos y resolvemos рага х. 
10x? – 3x +2) = 0 
10(х — 2-1) = 0 
х=2 
х= 1 


Sustituya los dos valores de хеп la ecuación lineal original para resolver у. 


y = 3(2)—5 
= 1 
y=3(1)-5 
==2 


La línea interseca el círculo en (2, 1) y (1,2), que puede verificarse sustituyendo estos (х, у) en las dos ecuaciones 
originales. Vea la Figura 5. 


y 
al 


Figura 5 


[>] INTÉNTELO #2 Resuelva el sistema de ecuaciones no lineales. 


x? +y = 10 
x3y = -10 
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Resolver un sistema de ecuaciones no lineales mediante eliminación 


Hemos visto que la sustitución suele ser el método preferido cuando un sistema de ecuaciones incluye una ecuación 
lineal y una ecuación no lineal. Sin embargo, cuando las dos ecuaciones del sistema tienen variables semejantes de 
segundo grado, resolverlas mediante la eliminación por adición es más fácil que la sustitución. En general, la eliminación 
es un método mucho más sencillo cuando el sistema implica solo dos ecuaciones en dos variables (un sistema de dos 
por dos), en lugar de un sistema de tres por tres, ya que hay menos pasos. A modo de ejemplo, investigaremos los 
posibles tipos de soluciones al resolver un sistema de ecuaciones que representa un círculo y una elipse. 


Posibles tipos de soluciones para los puntos de intersección de un círculo y una elipse 


La Figura 6 ilustra posibles conjuntos de soluciones para un sistema de ecuaciones que involucra un círculo y una 
elipse. 


• Мо hay solución. El círculo y la elipse no se intersecan. Una forma está dentro de la otra o el círculo y la elipse 
están a una distancia de la otra. 

e Una solución. El círculo y la elipse son tangentes entre sí y se intersecan exactamente en un punto. 

e Dos soluciones. El círculo y la elipse se intersecan en dos puntos. 

e Tres soluciones. El círculo y la elipse se intersecan en tres puntos. 

e Cuatro soluciones. El círculo y la elipse se intersecan en cuatro puntos. 


JOCS 


No hay solución Una solución Dos soluciones Tres soluciones Cuatro soluciones 
Figura 6 


Resolver un sistema de ecuaciones no lineales que representan un círculo y una elipse 
Resuelva el sistema de ecuaciones no lineales. 


х2 +y =26 (1) 
3x? + 25y? = 100 (2) 


®© Solución 
Comencemos multiplicando la ecuación (1) por —3, y sumamos este resultado a la ecuación (2). 


(—3)(х? + y?) = (—3)(26) 
— 3x? – 3y? =—78 
3x? + 25y? = 100 

22у2 = 22 


Después де sumar las dos ecuaciones, resolvemos рага y. 
y=1 
y= +y1 = +1 


Sustituya у = +1 en una de las ecuaciones у resolvemos рага х. 
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х2 + (1)? = 26 
х2 +1= 26 
х2 = 25 


х= +ү25 = +5 


x? + (—1)? = 26 
х2 +1= 26 
х2 = 25 = +5 


Hay cuatro soluciones: (5, 1), (—5, 1), (5,-1), у (—5,-1).Меа la Figura 7. 


y 
6! 


-6| 


Figura 7 


[>] INTÉNTELO #3 Halle el conjunto de soluciones para el sistema de ecuaciones no lineales dado. 
4х? +y = 13 
х2 + y? = 10 


Graficar una inecuación no lineal 


Todas las ecuaciones de los sistemas que hemos hallado hasta ahora han implicado igualdades, pero también podemos 
hallar sistemas que impliquen inecuaciones. Ya hemos aprendido a graficar inecuaciones lineales al graficar la ecuación 
correspondiente y luego sombrear la región representada por el símbolo de inecuación. Ahora, seguiremos pasos 
similares para graficar una inecuación no lineal para que aprendamos a resolver sistemas de inecuaciones no lineales. 
Una inecuación no lineal es una inecuación que contiene una expresión no lineal. Graficar una inecuación no lineal es 
muy parecido a graficar una inecuación lineal. 


Recordemos que cuando Іа inecuación es mayor que, y > a, o menos que, y < a, el gráfico se dibuja con una línea 
discontinua. Cuando Іа inecuación es mayor que o igual a, y > a, o menor que o igual a, y < a, el gráfico se dibuja con 
una línea sólida. Los gráficos crearán regiones en el plano y probaremos cada región para hallar una solución. Si un 
punto de la región funciona, toda la región funciona. Esa es la región que sombreamos. Vea la Figura 8. 
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(a) (b) (c) (d) 


Figura 8 (а) un ejemplo de y > a; (b) un ejemplo de y > a; (с) un ejemplo de y < а; (d) un ejemplo de y < a 


(ә cómo 


Dada una inecuación delimitada por una parábola, dibuje un gráfico. 


Grafique la parábola como si fuera una ecuación. Este es el límite de la región que es el conjunto de soluciones. 
Si el límite está incluido en la región (el operador es < o > ), la parábola se grafica como una línea sólida. 

Si el límite no está incluido en la región (el operador es < o >), la parábola se grafica como una línea discontinua. 
Compruebe un punto en una de las regiones para determinar si satisface el enunciado de la inecuación. Si el 
enunciado es verdadero, el conjunto solución es la región que incluye el punto. Si el enunciado es falso, el 
conjunto de soluciones es la región al otro lado de la línea límite. 

5. Sombree la región que representa el conjunto de soluciones. 


E 


Graficar una inecuación para una parábola 
Represente gráficamente la inecuación y > х? +1. 


NS 


© Solución 


Primero, grafique la ecuación correspondiente y = x2 + 1. Dado que y > х2 + 1 tiene un símbolo mayor que, dibujamos 
el gráfico con una línea discontinua. A continuación, elegimos puntos para probar tanto dentro como fuera de la 
parábola. Probemos los puntos (0, 2) y (2, 0) . Un punto está claramente dentro de la parábola y el otro punto está 
claramente fuera. 

y> x2 +1 

2>(04+1 

2>1 Verdadero 


0> (2)2 +1 
0> 5 Falso 


El gráfico se muestra en la Figura 9. Podemos ver que el conjunto de soluciones consiste en todos los puntos dentro de 
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la parábola, pero no en el gráfico en sí. 


Figura 9 


Graficar un sistema de inecuaciones no lineales 


Ahora, que hemos aprendido a graficar desigualdades no lineales, podemos aprender a graficar sistemas de 
desigualdades no lineales. Un sistema de inecuaciones no lineales es un sistema de dos o más inecuaciones en dos o 
más variables que contiene, al menos, una inecuación que no es lineal. Graficar un sistema de inecuaciones no lineales 
es similar a graficar un sistema de inecuaciones lineales. La diferencia es que nuestro gráfico puede dar lugar a más 
regiones sombreadas que representan una solución que hallamos en un sistema de inecuaciones lineales. La solución 
de un sistema de inecuaciones no lineales es la región del gráfico en la que se superponen las regiones sombreadas del 
gráfico de cada inecuación, o en la que las regiones se intersecan, llamada región factible. 


CÓMO 


Dado un sistema de inecuaciones no lineales, dibuje un gráfico. 


Halle los puntos de intersección y resuelva el correspondiente sistema de ecuaciones no lineales. 

Grafique las ecuaciones no lineales. 

Halle las regiones sombreadas de cada inecuación. 

Identifique la región factible como la intersección de las regiones sombreadas de cada inecuación o el conjunto 
de puntos comunes a cada inecuación. 


93 


Graficar un sistema de inecuaciones 
Grafique el sistema de inecuaciones dado. 


R IS 


х? – у<0 
2х2 +у < 12 
© Solución 


Estas dos ecuaciones son claramente parábolas. Podemos hallar los puntos de intersección mediante el proceso de 
eliminación: Sume ambas ecuaciones y la variable y será eliminada. Entonces, resolvemos para x. 
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х2 -у=0 
2х2 +у= 12 
Зх? = 12 
х2 = 4 
х= +2 


Sustituya los valores de хеп una de las ecuaciones у resuelva рага y. 


х2 -у= 0 
(2? -у=0 
4-у= 0 
у= 4 

EY -у= 0 
4-у= 0 
у= 4 


Los dos puntos de intersección son (2, 4) y (2, 4) . Tome en cuenta que las ecuaciones se pueden reescribir de la 
siguiente forma. 


2х2 +у< 12 
у < -2x? +12 


Grafique сада inecuación. Vea la Figura 10. La región factible es la región entre las dos ecuaciones delimitadas рог 
2х2 + y < 12 en la parte superior y x? = y < Оеп la parte inferior. 


y 


Figura 10 


>| INTÉNTELO #4 Grafique el sistema de inecuaciones dado. 


y > x2-1 
x-y > -l 
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[>] MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar las ecuaciones no lineales. 


Resolver un sistema de ecuaciones no lineales mediante sustitución (http://openstax.org/l/nonlinsub) 
Resolver un sistema de ecuaciones no lineales mediante eliminación (http://openstax.org/l/nonlinelim) 


9.3 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 

1. Explique si un sistema de 2. Al representar gráficamente 3. Al graficar un sistema de 
dos ecuaciones no lineales una inecuación, explique inecuaciones, ¿habrá 
puede tener exactamente por qué solo necesitamos siempre una región factible? 
dos soluciones. ¿Y comprobar un punto para Si es así, explique por qué. Si 
exactamente tres? Si no, determinar si toda una no es así, ponga un ejemplo 
explique por qué no. En región es la solución de un gráfico de 
caso afirmativo, ponga un inecuaciones que no tenga 
ejemplo de dicho sistema en una región factible. ¿Por qué 
forma de gráfico y explique no tiene una región factible? 


por qué su elección da dos o 
tres respuestas. 


4. Si grafica una función de 5. Si realiza su análisis de 
ingresos y una función de equilibrio y hay más de una 
costo, explique cómo solución, explique cómo 
determinar en qué regiones determinaría qué valores x 
hay ganancias. son ganancias y cuáles no. 

Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, resuelva el sistema de ecuaciones no lineales mediante sustitución. 


x+y=4 = х—3 =х 
T И с 
х +y = 9 XxX +y = 9 х + у = 9 
= —x х= 2 
9. 2 > 10. 2 2 
x+y = 9 х“ – у = 9 


Еп los siguientes ejercicios, resuelva el sistema de ecuaciones по lineales mediante eliminación. 


4 2_9y? = 2 2 _ 2. 2 4 2. 

11. x*-9y 36 12. х“ + у = 25 13. х“ + 4у = 4 
4х2 + 9y? = 36 x-y =1 2x2-4y? = 25х-10 
A 2 4y? + 1 = 2.500 

92859 15. © 77 716 
3х2 +2у2 = 8 у= 25? 


Еп los siguientes ejercicios, utilice cualquier método para resolver el sistema de ecuaciones no lineales. 


242 +у= –5 17 -x +y=2 18 х? +у? =l 


16. 
бх-у= 9 =x+y=2 у = 20x?-1 
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х2 +у2 =1 2х3 – х? = у 9х2 + 25y? = 225 
19. 5 20. 1 21. a 
у=-х у=у-—Х (х—6) + y” =1 
¿y ==» "E 7 07У 
х2 +у= 0 х2 +у= 0 


Еп los siguientes ejercicios, utilice cualquier método para resolver el sistema no lineal. 


RO 2h 2 y= 
д E =? Е ЕЧ 
у= 3 x? х= 3 у= 3 
22. о р 
у * 7Y =? a, HAD 29, ASA 
х-у=0 —4х+у=-1 2y = –х 
2 2. 2 2 2_0,2 — 
зо * + у = 25 3 * + у = 1 32. 16x*-9y” + 144 = 0 
х2 -y = 36 у? = х? у? +x = 16 
2 2 2 2 2 2 
-y =1 -y =1 -y = 
33. 3х – y 2 34, 3х — y 2 35. 3х – у 12 
(х-1)2 + y? =1 (1? + y? =4 х2 + у? =16 
о ИСО ИМ рек Ж бу == 220 
36. х° — у – 6х | E 0 37. x БА бу= 7 38. * +y 6 
=x+y=5 х^ +у = ху = 
Gráficos 


En los siguientes ejercicios, grafique la inecuación. 


39. хё+у<9 40. х2 +у2 <4 


Еп los siguientes ejercicios, grafique el sistema de inecuaciones. Marcar todos los puntos de intersección. 


2 2 Е 2 2 2 

4. х +y<l 4 * +y<-5 43. х“ + у < 25 

у> 2х у> 5х +10 3x? — y? > 12 
44 x? — y? > —4 45 х2 +3у2 > 16 
02 +y? <12 3х2 у2 < 1 


Extensiones 


En los siguientes ejercicios, grafique la inecuación. 


ТЕ y < —1ор(х) 
у < ш(х) +5 ухе 


у> е 
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En los siguientes ejercicios, halle las soluciones de las ecuaciones no lineales con dos variables. 


1 1 
—+-5=24 >-=>=8 
х2 y2 x2 y2 x? —ху+у?—2 = 0 
48. 5 49. | 6 1 50. 
x? – ху-2у2—6 = 0 x? + 4ху-2у2—6 = 0 
51. 52. 
х2 +у2 = 1 х= у+2 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, resuelva el sistema de inecuaciones. Utilice una calculadora para representar gráficamente el 
sistema y confirmar la respuesta. 


xy<l 


53. у> үх 


х2 +у<3 
у> 2х 


54. 


Aplicaciones en el mundo real 


En los siguientes ejercicios, construya un sistema de ecuaciones no lineales que describa el comportamiento dado, y 
luego resuelva las soluciones solicitadas. 


55. Dos números suman 300. 
Un número es el doble del 
cuadrado del otro. ¿Cuáles 


son los números? 


57. 


ganancias. 


Una compañía de computadoras portátiles ha 
descubierto sus funciones de costos e ingresos 
para cada día: C(x) = 3x2—10x + 200 y 

R(x) = 2x? + 100x + 50. Si quieren obtener 
ganancias, ¿cuál es el rango de computadoras 
portátiles por día que deberían producir? 
Redondee al número más cercano que genere 


56. Los cuadrados de dos 
números suman 360. El 
segundo número es la 
mitad del valor del primer 
número al cuadrado. 
¿Cuáles son los números? 


58. Una compañía de telefonía móvil tiene las 
siguientes funciones de costos e ingresos: 
C(x) = 8х2-600х + 21.500 y 
R(x) = -3x? + 480x. ¿Cuál es el rango de 
teléfonos móviles que deben producir cada día 
para que haya ganancias? Redondee al número 
más cercano que genere ganancias. 


9.4 Fracciones parciales 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 


> Descomponer 
> Descomponer 
> Descomponer 
> 


Descomponer 


P(x) 
О(х)' 
Р(х) 
О(х)' 
РО) 
О(х)' 
Р(х) 


О(х)' 


donde Q(x) solo tiene factores lineales no repetidos. 


donde Q(x) tiene factores lineales repetidos. 


donde Q(x) tiene un factor cuadrático irreducible no repetido. 


donde Q(x) tiene un factor cuadrático irreducible repetido. 


En este capítulo hemos estudiado sistemas de dos ecuaciones en dos variables, sistemas de tres ecuaciones en tres 
variables y sistemas no lineales. Aquí introducimos otra forma de utilizar los sistemas de ecuaciones: la descomposición 
de expresiones racionales. 


Las fracciones pueden ser complicadas; sumar una variable en el denominador las hace aún más complicadas. Los 
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métodos estudiados en esta sección ayudarán a simplificar el concepto de expresión racional. 


Descomponer БС donde О(х) solo tiene factores lineales no repetidos 

Recuerde el álgebra relativa a la suma y la resta de expresiones racionales. Estas operaciones dependen de hallar un 
denominador común para que podamos escribir la suma o la diferencia como una única expresión racional simplificada. 
En esta sección, veremos la descomposición parcial de fracciones, que es el deshecho del procedimiento para sumar o 
restar expresiones racionales. Es decir, se trata de un retorno de la única expresión racional simplificada a las 
expresiones originales, llamada la fracción parcial. 


Por ejemplo, supongamos que sumamos las siguientes fracciones: 
2 + —1 
x-3 х+2 


Primero tendríamos que hallar un denominador común, (x + 2)(х—3). 
A continuación, escribiríamos cada expresión con este denominador común y hallaríamos la suma de los términos. 
2 x+2 -1 (x-3Y _ 
x-3 (2) + тз (з) Е 
2х+4—х+3 _ _х+7 
(х+2)(х-3) 26 


La descomposición parcial de fracciones es lo inverso de este procedimiento. Empezaríamos con la solución y la 
reescribiríiamos (descompondríamos) сото la suma de dos fracciones. 


х+7 2 —1 
Кок = = — + 
x? = х-6 х-3 х+2 
Suma simplificada Descomposición parcial de fracciones 


Investigaremos expresiones racionales con factores lineales y factores cuadráticos en el denominador donde el grado 
del numerador es menor que el grado del denominador. Independientemente del tipo de expresión que estemos 
descomponiendo, lo primero y más importante es factorizar el denominador. 


Cuando el denominador de la expresión simplificada contiene distintos factores lineales es probable que cada una de las 
expresiones racionales originales que se sumaron o restaron tuvieran uno de los factores lineales como denominador. 
En otras palabras, al utilizar el ejemplo anterior, los factores de x? — x—6 son (x—3) (x + 2), los denominadores de la 
expresión racional descompuesta. Así que reescribiremos la forma simplificada como la suma de fracciones individuales 
y utilizaremos una variable para cada numerador. A continuación, resolveremos cada numerador utilizando uno de 
varios métodos disponibles para la descomposición parcial de fracciones. 


P(x) 


Descomposición parcial de fracciones ТЕЗ 


dondeO(x) tiene factores lineales no repetidos 


La descomposición parcial de fracciones de 209 cuando Q(x) tiene factores lineales no repetidos y el grado де Р (х) 


es menor que el grado de O (x) es 
Р А А А А 
о) = 1 ГЫ 2 Se 3 лл үр сеш 
О(х) (ах Ру) (ax+b)  (a3x+b3) (anx + bn) 


(є cómo 


Dada una expresión racional con factores lineales distintos en el denominador, descompóngala. 


1. Utilice una variable para los numeradores originales, normalmente A, В, о С, dependiendo del número de 


factores, y coloque cada variable sobre un único factor. A efectos de esta definición, utilizamos A, para cada 
numerador 
Р(х А А А 
69) _ 1 Т зас п 
Q(x) (ajx+b1) (a2x+ b2) (anx + bn) 
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2. Multiplique ambos lados de la ecuación por el denominador común para eliminar las fracciones. 

Expanda el lado derecho de la ecuación y reúna los términos similares. 

4. Establezca los coeficientes de los términos similares del lado izquierdo de la ecuación iguales a los del lado 
derecho a fin de crear un sistema de ecuaciones para resolver los numeradores. 


ААЭ 95 


Descomposición de una función racional con factores lineales distintos 
Descomponer la expresión racional dada con factores lineales distintos. 
3x 
(x +2) (x—1) 


9 


© Solución 
Separaremos los factores del denominador y daremos a cada numerador una marca simbólica, como A, B, o C. 
3x _ A + В 
(х+2)(х-1) (х+2) (x-1) 


Multiplique ambos lados de la ecuación por el denominador común para eliminar las fracciones: 


(x + 2) (x—1) 


3х А В 
araen AD rd e 


La ecuación resultante es 
3x = A(x-1)+ B(x +2) 
Expanda el lado derecho de la ecuación y reúna los términos similares. 


3x = Ах- A + Bx+2B 
3x = (A + В)х- A+2B 


Establezca un sistema de ecuaciones asociando los coeficientes correspondientes. 


3= A+B 
0=-А+2В 
Sume las dos ecuaciones y resuelva рага В. 
3= A+B 
0=-A+2B 
3 = О +3B 
= В 


Sustituya В = 1 en una de las ecuaciones originales del sistema. 
3=A+1l 
2=A 

Así, la descomposición parcial de fracciones es 


3x __ 2 A 1 
(х+2)(х—-1) (х+2) (x-1) 


Otro método que se utiliza para resolver А o B es considerando la ecuación que resulta al eliminar las fracciones y 
sustituir un valor por x que hará que el término A o el término B sea igual a 0. Supongamos que x = 1, el término 
A se convierte en 0 y podemos simplemente resolver para B. 
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3x = А(х-1) + B(x + 2) 
30) = АК) — 1] + ВК) +2] 
3=0+3B 
1= В 
A continuación, sustituya В = 1 еп Іа ecuación y resolvemos рага А, o haga que el término В sea 0 sustituyendo х = —2 
en la ecuación. 
Зх = A(x— 1) + В(х +2) 
362) = А[(2) – П + BIC 2) + 2] 
= 6 = 3А +0 


Obtenemos los mismos valores рага A у B utilizando cualquiera de los dos métodos, por Іо tanto, las descomposiciones 
son las mismas al utilizar cualquiera de los dos métodos. 
3x 2 + 1 
(+2) (x-1) (х+2) (х-1) 


Aunque este método no se ve muy a menudo en los libros de texto, lo presentamos aquí como una alternativa que 
puede facilitar algunas descomposiciones de fracciones parciales. Se conoce como el método de Heaviside, llamado así 
por Charles Heaviside, pionero en el estudio de la electrónica. 


м 


INTÉNTELO #1 Halle la descomposición parcial de fracciones de Іа siguiente expresión. 


x 
(x—3) (x-2) 
Descomposición de БЕН donde Q(x) tiene factores lineales repetidos 


Algunas fracciones con las que nos podemos encontrar son casos especiales que podemos descomponer en fracciones 
parciales con factores lineales repetidos. Debemos recordar que contabilizamos los factores repetidos escribiendo cada 
factor en potencias crecientes. 


Descomposición parcial de fracciones de 


an dondeQ(x) tiene factores lineales repetidos 


Q 
La descomposición parcial de fracciones de al cuando O(x) tiene un factor lineal repetido que ocurre n veces y el 
grado de Р(х) es menor que el grado de O (x), es 
Р(х) A] Ал Аз Ап 


ПОО ОО Ооо Оу ^ш 


Escriba las potencias del denominador en orden creciente. 


(є cómo 


Dada una expresión racional con factores lineales repetidos, descompóngala. 


1. Utilice una variable como A, В, o C para los numeradores y considere que los denominadores tienen potencias 
crecientes. 
Р(х А А А 
Ed = | + 2 7 ЬЬ н ——— Я 
Q(x) (ax+b)  (ax+b) (ax + b) 


2. Multiplique ambos lados de la ecuación por el denominador común para eliminar las fracciones. 
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3. Expanda el lado derecho de la ecuación y reúna los términos similares. 
4. Establezca los coeficientes de los términos similares del lado izquierdo de la ecuación iguales a los del lado 
derecho a fin de crear un sistema de ecuaciones para resolver los numeradores. 


[ee] 


Descomponer con factores lineales repetidos 
Descomponga la expresión racional dada con factores lineales repetidos. 


—х? +2x +4 
x3—4x2 + 4х 
Y Solución 
Los factores del denominador son 0-2, Para tener en cuenta el factor repetido de (x-2), la descomposición incluirá 
tres denominadores х, (x—2), y (х—2)?. Así, 
-x° +2x+4 _ А B ‚С 
х3-4х2 +4х x (х-2) (х-2)2 


A continuación, multiplicamos ambos lados por el denominador común. 


х(х—2)° == = E + В + С | х(х-2)? 


х(х—2)2 х GD" (2) 
= x? +2х +4 = A(x-2)? + Bx(x-2) + Cx 
En el lado derecho de la ecuación, ampliamos y reunimos términos similares. 
—х? + 2х +4 = A(x? — 4x + 4) + В(х2 – 2x) + Cx 
= Ax? — 4Ax + 4A + Bx? – 2Вх + Cx 
= (A + B)x? + (—4A — 2B + С)х + 4A 
A continuación, comparamos los coeficientes de ambos lados. Esto dará el sistema de ecuaciones en tres variables: 
—х? +2х +4 = (A + В) х2 + (—4A—2B + C)x + 4A 
A+B=-1 (1) 


-4А-2В +C =2 (2) 
4А=4 (3) 
Al resolver para А, tenemos 
4A=4 
A=1 
Sustituya A = 1 en la ecuación (1). 
A+B=-1 
(1)+ B= -1 
B = -2 
Entonces, para resolver C, sustituya los valores de А y B en la ecuación (2). 
—4A-2B +C =2 
—4(1)-2(-2) +С = 2 
-4+4+С = 2 
С=2 
Рог Іо їапїо, 
х2 +2х+4 1 2 2 


AAA =——_— +-— 
х3-4х2 +4х x (x-2) (x-2? 
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[>] INTÉNTELO #2 Halle la descomposición parcial de fracciones de la expresión con factores lineales repetidos. 


6x-11 
(«1 
Descomposición de А , donde Q(x) tiene un factor cuadrático irreducible no 


repetido 


Hasta ahora, hemos realizado la descomposición parcial de fracciones con expresiones que han tenido factores lineales 
en el denominador, y hemos aplicado numeradores А,В, o С que representan las constantes. Ahora veremos un 
ejemplo en el que uno de los factores del denominador es una expresión cuadrática que no se factoriza. Esto se 
denomina factor cuadrático irreducible. En casos como este, utilizamos un numerador lineal como Ax + В, Вх + С, 
etc. 


Р(х) 
Q(x) 


Descomposición de : O(x) tiene un factor cuadrático irreductible no repetido 


P(x) 
Q(x) 
repetido y el grado de P(x) es menor que el grado de O(x) se escribe como 


P(x) 2 Aıx + В| A2x + B2 m Аһх + Bn 
О (х) (ау х2 +bix+c1) (anx? +bzx+c2) (a + Бах + сп) 


La descomposición parcial de fracciones de 


de manera que Q(x) tiene un factor cuadrático irreducible no 


La descomposición puede contener más expresiones racionales si hay factores lineales. Cada factor lineal tendrá un 
numerador constante diferente А, B,C, y así sucesivamente. 


(є сомо 


Dada una expresión racional en la que los factores del denominador son factores cuadráticos distintos е 
irreducibles, descompóngala. 


1. Utilice variables сото А, В, о C рага los numeradores constantes sobre factores lineales, y expresiones 
lineales como Аух + B¡,A2x+ Вз, etc., рага los numeradores de cada factor cuadrático en el denominador. 
Р(х) _ А Aix + В| Ax + Во E Anx + Bn 
О(х) ах+һЬ (aix? + Бух + е) (anx? + Бух + c2) (anx? + ух + cn) 


2. Multiplique ambos lados de la ecuación por el denominador común para eliminar las fracciones. 

Expanda el lado derecho de la ecuación y reúna los términos similares. 

4. Establezca los coeficientes de los términos similares del lado izquierdo de la ecuación iguales a los del lado 
derecho a fin de crear un sistema de ecuaciones para resolver los numeradores. 


bls aaa 


P(x) 
Q(x) 
Halle una descomposición parcial de fracciones de la expresión dada. 


О 


Descomposición de 


cuando Q(x) contiene un factor cuadrático irreducible no repetido 


8х2 + 12x-20 
(x +3) (х2 +x +2) 


© Solución 
Tenemos un factor lineal y un factor cuadrático irreducible en el denominador, por lo que un numerador será una 
constante y el otro numerador será una expresión lineal. Por lo tanto, 
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8х2 + 12х—20 А 


Е Е Вх+ С 
(х+3) (х2 + x +2) © (х+3) 


(х2 +x+ 2) 
Seguimos los mismos pasos que en los problemas anteriores. Primero, despeje las fracciones multiplicando ambos lados 
de la ecuación por el denominador común. 


2 
(х + 3)(х? + x +2) | ынс = 


А Вх+С 2 
— + == 3 2 
(х+3)(х2+х+2) (х+3) (х2+х+2) (УО а) 


8х2 + 12x — 20 = A(x? + x + 2) + (Вх + С)(х + 3) 


Tome еп cuenta que podríamos resolver fácilmente para А al elegir un valor рага х дие hará que el término 
Вх + С sea igual a 0. Supongamos que x = —3 y sustitúyalo en la ecuación. 


8x2 + 12x — 20 = A(x? + x + 2) + (Bx + С)(х + 3) 
8(—3)7 + 12(—3) — 20 = A((23Y + (—3) + 2) + (В(—3) + С)((—3) + 3) 
16 = 8А 

А=2 


Ahora que conocemos el valor de А, sustitúyalo de nuevo еп Іа ecuación. A continuación, amplíe el lado derecho y 
reúna términos similares. 


8х2 + 12x-20 = 2(x? + x +2) + (Bx + С)(х + 3) 
8х2 + 12х—20 = 2x? + 2x + 4 + Bx? +3B+Cx+3C 
8х2 + 12х—20 = (2 + B)x? + (2 + 3B + С)х + (4+ 30) 


Si los coeficientes de los términos del lado derecho son iguales a los coeficientes de los términos del lado izquierdo, se 
obtiene el sistema de ecuaciones. 


2+B=8 (1) 
2+3B+C=12 (2) 


4+3C = -20 (3) 
Resuelva para B utilizando la ecuación (1) y resuelva para C utilizando la ecuación (3). 


2+B=8 (1) 
B=6 


4+3С=—20 (3) 
ЗС = -24 
С=—8 
De esta forma, la descomposición parcial de fracciones de la expresión es 


8х2 + 12x-20 2 , 6x8 
(х+3) (х2 +х+2) (к+3) (x?+x+2) 


[5] PREGUNTAS Y 


¿Podríamos haber establecido un sistema de ecuaciones para resolver el Ejemplo 3? 
RESPUESTAS 


Sí, podríamos haberlo resuelto estableciendo un sistema de ecuaciones sin resolver para 
A primero. La expansión de la derecha sería: 


8х2 + 12x-20 = Ax? + Ax + 2A + Bx? +3B+Cx+3C 


8х2 + 12x-20 = (А + B)x? + (A + 3B + С)х + (2A + 3C) 
Así que el sistema de ecuaciones sería: 
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A+B=38 
A+3B+C=12 
2A +ЗС = -20 


[>] INTÉNTELO #3 Halle la descomposición parcial de fracciones de la expresión con un factor cuadrático 
irreducible no repetido. 


5x? —6x +7 
(x-1) (х2 +1) 


Descomposición de 209 cuando Q(x) tiene un factor cuadrático irreductible 


repetido 


Ahora que podemos descomponer una expresión racional simplificada con un factor cuadrático irreducible, 
aprenderemos a hacer la descomposición parcial de fracciones cuando la expresión racional simplificada tiene factores 
cuadráticos irreducibles repetidos. La descomposición consistirá en fracciones parciales con numeradores lineales sobre 
cada factor cuadrático irreducible representado en potencias crecientes. 


P(x) 
Q(x) 


Descomposición de cuando Q(x) tiene un factor cuadrático irreductible repetido 


La descomposición parcial de fracciones de 999, cuando О(х) tiene un factor cuadrático irreducible repetido y 
el grado de P(x) es menor que el grado de Q(x), es 
P(x) Ах + В| A2x + В Азх + B3 Anx + Bn 
с N a AN уат аа ЖУК a E E E 
(ax? + bx + c) (ax + bx + c) (ax? + bx+ с) (ах? +bx>+ с) (ах? + bx + c) 


Escriba los denominadores en potencias crecientes. 


(є cómo 


Dada una expresión racional que tiene un factor irreducible repetido, descompóngala. 


1. Utilice variables сото А, В, о C рага los numeradores constantes sobre factores lineales, y expresiones 
lineales сото Аух + B¡,A2x+ Вз, etc., рага los numeradores de cada factor cuadrático еп el denominador 
escrito en potencias crecientes, como 

Р(Х) А Ах + В| Азх + Вз An + В, 
= 2 45 D + RG 2 n 
Q(x) ax+b (ах? +Ьх+с) (ах?+Ьх+с) (ax* + Бх + с) 


2. Multiplique ambos lados de la ecuación por el denominador común рага eliminar las fracciones. 

Expanda el lado derecho de la ecuación y reúna los términos similares. 

4. Establezca los coeficientes de los términos similares del lado izquierdo de la ecuación iguales a los del lado 
derecho a fin de crear un sistema de ecuaciones para resolver los numeradores. 


BR 


Descomponer una función racional con un factor cuadrático irreducible repetido en el denominador 
Descomponga la expresión dada que tiene un factor irreducible repetido en el denominador. 


5 


х®+х%+х?—х+1 
х(х2 +1)? 
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© Solución 
? 2 ‚ 
Los factores del denominador son х, (х2 + 1), y (х2 + 1). Recordemos que, cuando un factor del denominador es 
un cuadrático que incluye al menos dos términos, el numerador debe ser de la forma lineal Ax + B. Así que vamos а 
empezar la descomposición. 
xt +x +x -х+і A. Вх+С_ Dx+E 


= —+ + 
x(x2 +1)? * (х2 +1) (х2 +1)? 


Eliminamos los denominadores al multiplicar cada término por х(х? + 1) . Así, 


2 
xt кх +2 -х+1= А(х2 +1) + (Вх + С) (х) (х2 +1) +(Dx + Б) (х) 
Amplíe el lado derecho. 


х® + х3 +х^—х+1 = А(х* + 2х2 + 1) + Вх + Bx? + Сх? + Сх + Dx? + Ex 
= Axt + 2Ах^ + A + Вх* + Bx? + Cx? + Cx + Dx? + Ex 


Ahora recopilaremos términos similares. 
xt +x +х?^—х+1=(А+В)х* + (O) + A+ В+ р) х2 +(С+Е)х+А 


Establezca el sistema de ecuaciones haciendo coincidir los coeficientes correspondientes a cada lado del signo de igual. 


A+B=1 
C=1 
2A+B+D=1 

C+E=-1 
A=1 


A partir de este punto podemos utilizar la sustitución. Sustituya A = 1 en la primera ecuación. 


1+В=1 
В= 0 


Sustituya А = 1 у В = Оеп la tercera ecuación. 


20) +0+0=1 


D=-1 
Sustituya С = 1 en la cuarta ecuación. 
1+Е= –1 
Е = 2 
Ahora hemos resuelto todas las incógnitas del lado derecho del signo de igual. Tenemos А = 1, В = 0, С = 1, р = –1,у 
Е = —2. Podemos escribir la descomposición de la siguiente manera: 
хіх хві A 1 х+2 
х(х2 +1)? X (x2 +1) (х2 +1)? 


[>] INTÉNTELO #4 Halle la descomposición parcial de fracciones de la expresión con un factor cuadrático 
irreducible repetido. 


х? -4х2 +9x—5 


(х2—2х + 3)" 


[>] MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar fracciones parciales. 


Descomposición parcial de fracciones (http://openstax.org/l/partdecomp) 
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Descomposición parcial de fracciones con factores lineales repetidos (http://openstax.org/l/partdecomprlf) 
Descomposición parcial de fracciones con factores lineales y cuadráticos (http://openstax.org/l/partdecomlqu) 


9.4 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. ¿Se puede descomponer 2. 
cualquier cociente de 
polinomios en al menos dos 
fracciones parciales? Si es 
así, explique por qué, y si no 


¿Puede explicar por qué la 
descomposición parcial de 
fracciones es única? (Pista: 
Piense en ello como un 
sistema de ecuaciones). 


3. 


¿Puede explicar cómo 
verificar gráficamente una 
descomposición parcial de 
fracciones? 


es así, dé un ejemplo de 
dicha fracción 


4. No está seguro de haber descompuesto 
correctamente la fracción parcial. Explique cómo 
podría comprobar su respuesta. 


5. Una vez que tiene un sistema de ecuaciones 
generado por la descomposición parcial de 
fracciones, ¿puede explicar otro método para 
resolverlo? Por ejemplo, si tuviera 


7x+13 А В : 
ara el + Зу, finalmente 


simplificamos a 7х + 13 = AGx + 5) + B(x + 1). 
Explique cómo podría elegir inteligentemente un 
valor x que elimine A о B y resuelva para A y В. 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, halle la descomposición de la fracción parcial para los factores lineales no repetitivos. 


5x+16 7 3x-79 —x-24 
х2+10х+24 х2—5х—24 х2—2х—24 
10х+47 10 х 32x-11 
х2+7х+10 6х2+25х+25 20х2-13х+2 
12. HI 13. Xx 14. —10^_ 
x2+7x+10 x2-9 12-25 
15. 6x_ 16. 23 17. +! 
x2-4 x2—6x+5 х2—х—6 
18. — 2443 19. 3x1 
х2+8х+15 x2—5x+6 


En los siguientes ejercicios, halle la descomposición de la fracción parcial para los factores lineales repetidos. 


20. =x19 21. x 22. 1x+l4 
(х+4)2 (х—2)2 (х+з)? 

23. —24х—27 24. —24x-27 25. 5—х 
(4х+5)2 (6х—7)? «-7)? 

26 5х+14 5х2+20х+8 4х2 +55х+25 
2x2+12x+18 2x(x+1)2 5х(3х+5)2 
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54х3+127х2+80х+16 х3 —5х^+12х+144 
29, E OT 30-55 
2х2(3х+2)2 х2 (х2+12х+36) 


Еп los siguientes ejercicios, halle la descomposición de Іа fracción parcial para el factor cuadrático irreducible no 
repetitivo. 


4x2 +6x+11 32 4x2 +9x+23 33 —2х2+10х+4 
(х+2)(х2+х+3) (х-1)(х2+6х+11) (х—1)(х2+3х+8) 
з4 х2+3х+1 35 4х2+17х-1 36 4x2 
@+1)(x2+5x-2) (х+3)(х2+6х+1) (х+5) (х2+7х-5) 
4х2+5х+3 —5х2+18х—4 3x2-7x+33 
37. 2Х^+әх+3 38. A +löx-4 39, 2x —/x+33 
x3-1 х3+8 х3+27 
х2+2х+40 4х2+4х+12 —50х2+5х—3 
40 == 41. === 42. == 
13-125 8x3 -27 125х3—1 


43. -2x3 -30х2+36х+216 
х®+216х 


En los siguientes ejercicios, halle la descomposición de la fracción parcial para el factor cuadrático repetido irreducible. 


44 3х3 +2х2+14х+15 45 х3+6х2-++5х+9 46 х3 —х2+х—1 
(244)? (241)? (2-3) 
x2+5x+5 48 x3 +2х2+4х 49 х2+25 
(+2)2 (х2+2х+9)2 (х2+3х+25)2 
50. 2х3+11х2+7х+70 51 5х+2 52. хї+х3+8х?7+6х+36 
(2х2+х+14)2 х(х2+4)° x (246)? 
53. 219 54 5х3 —2х+1 
(х2-х)? (x2+2x) 


Extensiones 


En los siguientes ejercicios, halle la expansión de fracción parcial. 


55 244 56 x? 4x2 45x+44 


(х+1)3 (х—2)3 


En los siguientes ejercicios, realice la operación y luego halle la descomposición de la fracción parcial. 


7 5 х—1 1 3 2x+7 2x 1-2x x-5 
57. + 58. 59. 
x+8 x-2  x2-6x-16 x—4 х+6  x242x—24 x2-16 х2+6х+8 х2-4х 
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9.5 Matrices y operaciones con matrices 


Objetivos de aprendizaje 

En esta sección, podrá: 
> Hallar la suma y la diferencia de dos matrices. 
> Hallar múltiplos escalares de una matriz. 
> Hallar la multiplicación de dos matrices. 


Figura 1 (Créditos: "SD Dirk", Flickr). 


Dos equipos de fútbol de club, los Wildcats y los Mud Cats, esperan obtener nuevo equipamiento para una próxima 
temporada. La Tabla 1 muestra las necesidades de ambos equipos. 


Wildcats Mud Cats 


Porterías 6 10 

Pelotas 30 24 

Camisetas 14 20 
Tabla 1 


Una portería cuesta 300 dólares, un balón 10 dólares y una camiseta 30 dólares. ¿Cómo podemos calcular el costo total 
del equipamiento necesario para cada equipo? En esta sección descubrimos un método en el que los datos de la tabla de 
equipos de fútbol se pueden mostrar y utilizar para calcular otra información. Entonces, podremos calcular el costo del 
equipamiento. 


Hallar la suma y la diferencia de dos matrices 


Para resolver un problema como el descrito de los equipos de fútbol, podemos utilizar una matriz, que es un conjunto 
rectangular de números. La fila de una matriz es un conjunto de números alineados horizontalmente. La columna de 
una matriz es un conjunto de números alineados verticalmente. Cada número es una entrada, a veces llamado 
elemento, de la matriz. Las matrices (en plural) se encierran en [] o (), y suelen nombrarse con letras mayúsculas. Por 
ejemplo, tres matrices denominadas A, B, y C se muestran a continuación. 


1: ® 12 7 -1 3 
А= ‚В=|0 -5 6|,C= 0 
34 
7 8 2 3 1 
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Descripción de matrices 
A menudo se hace referencia a una matriz por su tamaño o sus dimensiones: m x n indicando m filas y n columnas. Las 
entradas de la matriz se definen primero por fila y luego por columna. Por ejemplo, para localizar la entrada en la matriz 


A identificada como а;;, buscamos la entrada en la fila i, columna j. En la matriz A, дие se muestra a continuación, la 
entrada en la fila 2, columna 3 es a23. 
а 412 413 
А = | ај an оз 
аз] азу 433 


Una matriz cuadrada es una matriz de dimensiones n х и, lo que significa que tiene el mismo número де filas que de 
columnas. La matriz 3 x 3 La anterior es un ejemplo de matriz cuadrada. 


Una matriz de filas es una matriz formada por una fila de dimensiones 1 x n. 


[ai a12 413 ] 
Una matriz de columnas es una matriz formada por una columna de dimensiones m x 1. 
a11 


a21 
a31 


Se puede utilizar una matriz para representar un sistema de ecuaciones. En estos casos, los números representan los 
coeficientes de las variables del sistema. Las matrices facilitan la resolución de sistemas de ecuaciones porque no están 
cargadas de variables. Investigaremos esta idea más a fondo en la siguiente sección, pero primero veremos las 
operaciones con matrices básicas. 


Matrices 


Una matriz es un conjunto rectangular de números que se suele nombrar con una letra mayúscula A, B, C, y así 
sucesivamente. Cada entrada de una matriz se denomina a;;, de manera que i representa la fila y j representa la 
columna. Las matrices suelen denominarse por sus dimensiones m х n indicando m filas у п columnas. 


АДАД 39% 


Hallar las dimensiones de la matriz dada y localizar las entradas 
Matriz dada A : 


(А) ¿Cuáles son las dimensiones de la matriz A? ¿Cuáles son las entradas en аз] y a22? 


2 1 0 
А=|2 4 7 
з 1—2 


© Solución 

(А) Las dimensiones son 3 x 3 porque hay tres filas y tres columnas. 

Entrada аз; es el número de la fila 3, columna 1, que es el 3. La entrada a, es el número de la fila 2, columna 2, 
que es el 4. Recuerde que primero va la fila y luego la columna. 


Suma y resta de matrices 
Utilizamos las matrices para enumerar datos o representar sistemas. Como las entradas son números, podemos realizar 
operaciones con matrices. Sumamos o restamos matrices al sumar o restar las entradas correspondientes. 


Para ello, las entradas deben corresponder. Por lo tanto, la suma y la resta de matrices solo es posible cuando las 
matrices tienen las mismas dimensiones. Podemos sumar o restar una matriz 3 x 3 y otra matriz 3 x 3, pero no 
podemos sumar o restar una matriz 2 x 3 y una matriz 3 x 3 porque algunas entradas de una matriz no tendrán una 
entrada correspondiente en la otra matriz. 
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Suma y resta de matrices 


Dadas las matrices A y B de dimensiones similares, la suma y la resta de A y B producirá la matriz C o 
la matriz D de la misma dimensión. 


А+В= С tal que aij + bij = с;з 
A- B = D tal que aij — bij = dij 
La suma de matrices es conmutativa. 
A+B=B+A 
También es asociativa. 


(A+ В +. С= А+(В +С) 


Шын Э95 


Calcular la suma de matrices 
Calcule la suma de A y B, dado 


© Solución 
Sume las entradas correspondientes. 


c+g d+h 


0971 


Sumar la matriz A y la matriz В 
4 1 59 
А = у В = 
3 2 0 7 
© Solución 


Calcule la suma de A y B. 
Sume las entradas correspondientes. Sume la entrada en la fila 1, columna 1, ауу, de la matriz А a la entrada de la fila 1, 
columna 1, ру, de B. Continúe el patrón hasta que se hayan sumado todas las entradas. 


A+B= м + н 
3 2 0 7 
4+5 1+9 

340 2+7 


de 
EZE ЛАДАДАДВДВөД 955 


Calcular la diferencia de dos matrices 
Calcule la diferencia de A y B. 
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© Solución 
Restamos las entradas correspondientes de cada matriz. 


PA a ON 
0 1 5 4 
[2-8 3-1 

| 0-5 14 


Calcular la suma y la diferencia de dos matrices 3 x 3 


Dados Ay B: 
(А) Calcule la suma. Calcule la diferencia. 
2 -10 -2 6 10 -2 
A=|14 12 10| yB=| O -12 -4 
4 2 2 —5 2 =2 
© Solución 
(А) Sume las entradas correspondientes. Reste las entradas correspondientes. 
2 —10 —2 6 10 —2 2 -10 -2 6 10 -2 
A+B=|14 12 10 |+| 0 -12 —4 A-B=|14 12 10|-| O -12 -4 
4 -2 2 —5 2 =2 4 -2 2 —5 2 —2 
2+6 -10+10 =2:=2 2-6 10—10 2+2 
= | 14+0 12 - 12 10-4 = | 14-0 12+ 12 10 +4 
4—5 -2+2 2—2 4+5 -2-2 2+2 
8 0 —4 —4 —20 0 
= | 14 0 6 =| 14 24 14 
-1 0 0 9 —4 4 


INTÉNTELO #l Sume la matriz A y la matriz B. 


2 6 3 =? 
А=|1 о| yB=| 1 5 
її =3 -4 3 


Hallar múltiplos escalares de una matriz 


Además de sumar y restar matrices enteras, hay muchas situaciones en las que necesitamos multiplicar una matriz por 
una constante denominada escalar. Recordemos que un escalar es una cantidad de números reales que tiene magnitud, 
pero no dirección. Por ejemplo, el tiempo, la temperatura y la distancia son cantidades escalares. La multiplicación 
escalar consiste en multiplicar cada entrada de una matriz por un escalar. Un múltiplo escalar es cualquier entrada de 
una matriz que resulta de una multiplicación escalar. 


Considere un escenario del mundo real en el que una universidad necesita aumentar su inventario de computadoras, 
mesas de computadora y sillas en dos de los laboratorios del campus debido al aumento de las inscripciones. Calculan 
que se necesita un 15 % más de equipamiento en ambos laboratorios. El inventario actual de la escuela se muestra en la 
Tabla 2. 
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Laboratorio A Laboratorio В 


Computadoras 15 27 
Mesas de computadora 16 34 
Sillas 16 34 

Tabla 2 


Al convertir los datos en una matriz, tenemos 


15 27 
C2013 =| 16 34 
16 34 
Para calcular cuánto equipo informático se necesitará, multiplicamos todas las entradas de la matriz C por 0,15. 
(0,15)15 (0,15)27 2,25 4,05 
(0,15)C2013 = | (0,15)16 (0,15)34 |=| 2,4 5,1 
(0,15)16 (0,15)34 2,4 5,1 
Debemos redondear al siguiente número entero, por lo que la cantidad de equipos nuevos necesarios es 
3 5 
3 6 
3 6 
Al sumar las dos matrices como se muestra a continuación, vemos las nuevas cantidades de inventario. 
15 27 3 5 18 32 
16 34 |+|3 6 |=|19 40 
16 34 3 6 19 40 
Esto significa que 
18 32 
C2014 = | 19 40 
19 40 


Así, el laboratorio A tendrá 18 computadoras, 19 mesas de computadora y 19 sillas; el laboratorio В tendrá 32 
computadoras, 40 mesas de computadora y 40 sillas. 


Multiplicación escalar 


La multiplicación escalar consiste en hallar el producto de una constante por cada entrada de la matriz. Dado 
a a 
E | 11 al 
421 422 
el múltiplo escalar cA es 


саса | 


421 a22 
EN са са? 
са2] са? 


La multiplicación escalar es distributiva. Para las matrices А, В, у С con escalares ау b, 
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аА + В) = аА +ав 
(а+ А = аА + БА 


Шын] aaa 


Multiplicar la matriz por un escalar 
Multiplique la matriz A por el escalar 3. 


dis 8 1 
54 
© Solución 
Multiplique cada entrada en A por el escalar 3. 
3A=3 j А 
5 4 
_ 13:8 3.1 
© 13-5 3-4 
_ |2 3 
15 12 
>| INTÉNTELO #2 Matriz dada B, halle —2B donde 


E 


BB 


Calcular la suma de múltiplos escalares 
Calcule la suma 34 + 2B. 


1-2 0 -1 2 1 
A=|0 -1 2| yB=| 0-3 2 
4 3 —6 0 1 —4 
© Solución 
En primer lugar, calcule 3А, entonces 2B. 
3:5 3(—2) 3.0 
ЗА = |3. 341) 3-2 
3. 3.3 3(—6) 
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2-1) 2-2 2.1 
2B=|2.0 2-3) 2-2 
2-0 2-1 (4) 


-2 4 2 
=| 0 -6 4 
0 2 -8 
Ahora, sume 3A + 2B. 
3 —6 (0) -2 4 2 
3A+2B=| O -3 6|+| 0 -6 4 
12 9 —18 0 2 —8 


3-2 -6+4 0+2 
0+0 -3-6 6+4 
12+0 9+2 -18-8 


11 


1 -2 2 
=| 0 —9 10 
12 11 —26 


Calcular la multiplicación de dos matrices 


Además de multiplicar una matriz por un escalar, podemos multiplicar dos matrices. Calcular la multiplicación de dos 
matrices solo es posible cuando las dimensiones internas son iguales, es decir, cuando el número de columnas de la 
primera matriz es igual al número de filas de la segunda. Si los valores de A es una matriz m X r y B es una matriz r хп, 
entonces la matriz producto AB es una matriz m X n. Por ejemplo, el producto AB es posible porque el número de 
columnas en А es el mismo que el número de filas en B. Si las dimensiones interiores no coinciden, el producto no está 


definido. 
А ° В 
2х3 3x3 
==>! 


son iguales 


Multiplicamos las entradas de A con entradas de B de acuerdo con un patrón específico que se describe a continuación. 
El proceso de la multiplicación de matrices se hace más claro cuando se trabaja un problema con números reales. 


Para obtener las entradas de la fila і de AB, multiplicamos las entradas de la fila i de A por columna j еп В y sumamos. 
Por ejemplo, dadas las matrices A y В, donde las dimensiones de А son 2 x 3 y las dimensiones de B son 3 x 3, el 
producto de AB será una matriz 2 x 3. 


E ы Бр һә Буз 
= le 42 423 | ra= e 
b31 b32 b33 
Multiplique y sume de la siguiente forma para obtener la primera entrada de la matriz producto АВ. 


1. Para obtener la entrada en la fila 1, columna 1 de AB, multiplique la primera fila de A por la primera columna de B, 


y sumamos. 
Б 


[az аә аз || Бу |= a b11 +a -bz + аз: b31 
b31 
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2. Para obtener la entrada en la fila 1, columna 2 de AB, multiplique la primera fila de A por la segunda columna de 
B, y sumamos. 


br 
[a аә аз || 5 |= а: Бо + ао: b22 + a13 + b32 
b32 


3. Para obtener la entrada en la fila 1, columna 3 de AB, multiplique la primera fila de A por la tercera columna de B, 
y sumamos. 


b13 
[a аә aj]|b3 |= а: Вз +412 Ьуз + a13 + b33 
b33 


Procedemos de la misma manera para obtener la segunda fila de AB. En otras palabras, la fila 2 de A por la columna 1 
de B; а 2 de A por la columna 2 de В; fila 2 de A por la columna З de В. Cuando se haya culminado, la matriz producto 
será 


a11 Буу +412 + ор + a13 : b31 aj Бүз + 412 + b32 + a13 : b32 ау, Буз + аул + Боз + a13 : b33 
AB= 


азу, Бу + an · Бо] + a23 + з] азу + b12 + an · Боз + a23 · b32 аз · Буз + 422 · Боз + 423 : b33 


Propiedades de la multiplicación de matrices 


Para las matrices A, B, y C las siguientes propiedades se mantienen. 


e La multiplicación de matrices es asociativa: (AB) С = А (ВС). 


• La multiplicación de matrices es distributiva: C(A + В) = CA + СВ, 
(A + B)C = AC + BC. 


Tenga en cuenta que la multiplicación de matrices no es conmutativa. 


ш aaa 


Multiplicación de dos matrices 
1 2 5 6 
А = у В = 
34 7 8 
© Solución 


Multiplique la matriz A y la matriz B. 

Primero, comprobamos las dimensiones de las matrices. La matriz A tiene dimensiones 2 x 2 y la matriz B tiene 
dimensiones 2 x 2. Las dimensiones interiores son las mismas por lo que podemos realizar la multiplicación. El producto 
tendrá las dimensiones 2 x 2. 


Realizamos las operaciones descritas anteriormente. 


21. 2 | 5 6 
э (4 т" 8 
Га) + 207) 16) + 28) 
2 13(5) + 4(7) 3(6) + 4(8) 


АВ = 


_[19 22 
43 50 
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9935 


Multiplicación de dos matrices 
Dados Ay B: 


© Calcule AB. Calcule BA. 


5 -l 
A ува A 
= А =| - 

0 5 И р 


© Solución 
(д) Como las dimensiones de А son 2 x 3 y las dimensiones de В son 3 x 2, estas matrices pueden multiplicarse 


entre sí porque el número de columnas de А coincide con el número de filas de В. El producto resultante será una 
matriz 2 x 2, el número de filas de A por el número de columnas de B. 


123 12 

ав= | | 4 0 
405 

2 3 


M E + 2(4) + 3(2) —1(—1) + 2(0) + 3(3) 
[1 4(5)+0(—4) +50) 4(-1) + 0(0) + 5(3) 


_|—7 10 

130 11 
Las dimensiones de B son 3 x 2 y las dimensiones de A son 2 x 3. Las dimensiones interiores coinciden, por lo 
que el producto está definido y será una matriz 3 x 3. 


-1 2 3 
405 


SED+-1(4) —5G)+-1(0) 5(3) + –105) 
= | —4(—1) + 0(4) —4(2) + 000) —4(3) + 065) 
21) + 3(4) 2(2) + 3(0) 2(3) + 365) 


-9 10 10 
=| 4 -8 -12 
10 4 21 
©) Análisis 
Tenga en cuenta que los productos AB y BA no son iguales. 
7 10 -9 10 10 
= F|4 -8 -12|=BA 
30 11 
10 4 21 


Esto ilustra el hecho de que la multiplicación de matrices no es conmutativa. 


3| PREGUNTAS Y ¿Es posible que se defina AB pero no BA? 
RESPUESTAS 


Sí, consideremos una matriz A de dimensión 3 x 4 y la matriz B con dimensión 4 x 2. Para el 
producto AB las dimensiones interiores son 4 y el producto está definido, pero para el 
producto BA las dimensiones interiores son 2 y 3 por lo que el producto no está definido. 
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E 


Usar matrices en problemas del mundo real 
Volvamos al problema presentado al principio de esta sección. Tenemos la Tabla 3, que representa las necesidades de 
equipamiento de dos equipos de fútbol. 


Wildcats Mud Cats 


Porterías 6 10 

Pelotas 30 24 

Camisetas 14 20 
Tabla 3 


También se nos facilitan los precios de los equipos, como se indica en la Tabla 4. 
Meta 300 dólares 
Balón 10 dólares 
Camiseta 30 dólares 
Tabla 4 


Convertiremos los datos en matrices. Así, la matriz de necesidades de equipamiento se escribe como 


6 10 
Е = | 30 24 
14 20 


La matriz de costos se escribe como 
C=|300 10 30] 


Realizamos una multiplicación de matrices para obtener los costos de los equipos 


6 10 
CE=|[300 10 30]|30 24 

14 20 
= [300(6) + 10(30) + 30(14) 300(10) + 10(24) + 30(20) | 
= [2.520 3.840] 


El costo total del equipamiento de los Wildcats es de 2.520 dólares y el de los Mud Cats de 3.840 dólares. 


(є cómo 


Dada una operación de matrices, evalúe utilizando una calculadora. 


1. Guarde cada matriz como una variable de matriz. [A] , [B], [C], ... 
2. Introduzca la operación en la calculadora, llamando a cada variable de la matriz según sea necesario. 
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3. Sila operación está definida, la calculadora presentará la matriz de solución; si la operación no está definida, 
mostrará un mensaje de error. 


ceuo n 


Usar una calculadora para realizar operaciones con matrices 
Calcule AB — С dado 


—15 25 32 45 21 -37 —100 —89 —98 
A=| 41 —7 -28|,B=|-24 52 19|,yC= 25 -56 74 
10 34 -2 6 -48 -31 67 42 —75 


© Solución 
En la página de matrices de la calculadora, introducimos la matriz А arriba como la variable de la matriz [4], B arriba 
como la variable de la matriz [B] , y la matriz С arriba como la variable de la matriz [С]. 


En la pantalla de inicio de la calculadora, escribimos el problema y llamamos a cada variable de la matriz según sea 
necesario. 
[A] [B] — [C] 
La calculadora nos da la siguiente matriz. 
—983 —462 136 
1,820 1,897 856 
-311 2,032 413 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar las matrices y las operaciones con 
matrices. 


Dimensiones de una matriz (http://openstax.orqg/l/matrixdimen) 
Suma y resta de matrices (http://openstax.org/l/matrixaddsub) 
Operaciones con matrices (http://openstax.org/l/matrixoper) 
Multiplicación de matrices (http://openstax.org/l/matrixmult) 


9.5 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 

1. ¿Podemos sumar dos 2. ¿Podemos multiplicar 3. ¿Se pueden definir los 
matrices cualesquiera? Si es cualquier matriz de productos AB y BA? Si es 
así, explique por qué; si no, columnas por cualquier así, explique cómo), si no, 
explique por qué no y dé un matriz de filas? Explique por explique por qué. 
ejemplo de dos matrices qué sí o por qué no. 


que no puedan sumarse. 
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4. ¿Dos matrices del mismo 5. ¿La multiplicación de 
tamaño se pueden matrices es conmutativa? Es 
multiplicar? Si es así, decir, ¿es AB = BA? Si es 
explique por qué, y si no, así, demuestre por qué lo 
explique por qué no y dé un es. Si no, explique por qué 
ejemplo de dos matrices del no lo es. 


mismo tamaño que no se 
puedan multiplicar juntas. 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, utilice las matrices que aparecen a continuación y realice la suma o la resta de matrices. 
Indicar si la operación es indefinida. 


i3 5 iå 1 5 10 14 6 12 0 9 
А = ‚В = ‚С=| 8 9|,D=|7 2 |,Е= ‚Е = |78 17 
0 7 22 6 14 5 
12 6 5 61 15 4 
6. А+ В 7. C+D 8. А+С 
9. B-E 10. С+Е 11. D-B 


En los siguientes ejercicios, utilice las matrices que aparecen a continuación para realizar la multiplicación escalar. 


4 6 2 16 3 7 18 oa 
A= ‚В=|21 12|,C= ‚р=| 8 14 6 
13 12 90 5 3 29 
0 64 T 4 21 
12. 5А 13. 3B 14. —2В 
15. -4C 16. С 17. 100р 


Еп los siguientes ejercicios, utilice las matrices que aparecen a continuación para realizar la multiplicación. 


15 е4 4 10 2 -3 12 
A= ‚В= ‚С=|-2 6|,D=|9 3 1 
3 2 —8 0 12 
5 9 0 8 -10 
18. АВ 19. ВС 20. СА 
21. ВР 22. рс 23. СВ 


Еп los siguientes ejercicios, utilice las matrices que aparecen a continuación para realizar la operación indicada si es 
posible. Si no es posible, explique por qué no se puede realizar la operación. 


2 5 9 6 09 —8 7 -5 4 5 3 
A= ‚В= ‚С= ‚Р=| 43 2|,E=|7 -6 -5 
6 7 —4 2 7 1 
09 2 1 0 9 
24. A+B-C 25. 4A+5D 26. 2C + В 


27. Зр +4E 28. C-0,5D 29. 100D-10E 
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En los siguientes ejercicios, utilice las matrices que aparecen a continuación para realizar la operación indicada si es 
posible. Si no es posible, explique por qué no se puede realizar la operación. (Pista: А? =А.А) 


-1 0 
—10 20 40 10 
4=| 5 AE 20 а .с- nl 
1 0 
30. AB 31. BA 32. CA 
33. BC 34. A? 35. B? 
36. C? 37. B? A? 38. A? B? 
39. (АВ)? 40. (ВА)? 


En los siguientes ejercicios, utilice las matrices que aparecen a continuación para realizar la operación indicada si es 
posible. Si no es posible, explique por qué no se puede realizar la operación. (Pista: А? = А.А) 


0,5 0,1 10-1 
10 23 4 
А= „В = ‚С= 1 0,2 ‚„"” = —6 7 5 
23 =1 i -5 
—0,5 0,3 42 1 
41. AB 42. BA 43. BD 
44. DC 45. D? 46. А2 
47. D? 48. (AB)C 49. A(BC) 


En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice las matrices que aparecen a continuación para realizar la operación indicada si es 
posible. Si no es posible, explique por qué no se puede realizar la operación. Utilice una calculadora para verificar su 


solución. 
20 9 0,5 3 0 1 0 1 
А = 18 —3|,B=|-4 1 6|,C=|0 10 
054 5 8 7 2 101 
50. AB 51. BA 52. CA 
53. BC 54. ABC 


Extensiones 


En los siguientes ejercicios, utilice la matriz que aparece a continuación para realizar la operación indicada. 
100 

B=|0 0 1 

010 

55. B? 56. В? 57. Bt 
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58. В? 59. Utilizando las preguntas 
anteriores, halle una 
fórmula para В”. Pruebe la 
fórmula para В201 у B202, 
utilizando una calculadora. 


9.6 Resolver sistemas con eliminación de Gauss-Jordan 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Escribir la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones. 
> Escribir el sistema de ecuaciones de una matriz aumentada. 
> Realizar operaciones de fila en una matriz. 
> Resolver un sistema de ecuaciones lineales utilizando matrices. 


< 


Figura 1 El matemático alemán Carl Friedrich Gauss (1777-1855). 


Carl Friedrich Gauss vivió a finales del siglo XVIII y principios del XIX, pero se lo sigue considerando uno de los 
matemáticos más prolíficos de la historia. Sus aportes a la ciencia de las matemáticas y la física abarcan campos como el 
álgebra, la teoría de números, el análisis, la geometría diferencial, la astronomía y la óptica, entre otros. Sus 
descubrimientos sobre la teoría de las matrices cambiaron la forma de trabajar de los matemáticos durante los dos 
siglos pasados. 


La primera vez que estudiamos la eliminación de Gauss-Jordan fue en la sección Sistemas de ecuaciones lineales: dos 
variables En esta sección volveremos a examinar esta técnica de resolver sistemas, esta vez mediante matrices. 


Escribir la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones 


Una matriz puede servir como dispositivo para representar y resolver un sistema de ecuaciones. Para expresar un 
sistema en forma de matriz, extraemos los coeficientes de las variables y las constantes, y estas se convierten en las 
entradas de la matriz. Utilizamos una línea vertical para separar las entradas de los coeficientes de las constantes, 
sustituyendo esencialmente los signos de igualdad. Cuando un sistema se escribe de esta forma, lo llamamos matriz 
aumentada. 
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Por ejemplo, consideremos el siguiente sistema de ecuaciones 2 х 2 dado. 


3x+4y=7 
4x-2y=5 


Podemos escribir este sistema como una matriz aumentada: 


También podemos escribir una matriz que contenga solo los coeficientes. Esto se llama la matriz de coeficientes. 


al 


Un sistema de ecuaciones de tres por tres como 


3x—y-z=0 
x+y=5 
2х-3с = 2 
tiene una matriz de coeficientes 
3 —1 —1 
1 1 0 
2 0 -3 
y está representada por la matriz aumentada 
3 -1 -1 0 
1 1 0 5 
2 0 -3 2 


Tome en cuenta que la matriz está escrita de forma que las variables se alinean en sus propias columnas: los términos x 
van en la primera columna, los términos y en la segunda columna y los términos z en la tercera columna. Es muy 
importante que cada ecuación se escriba en forma estándar ax + by + cz = d para que las variables se alineen. Cuando 
en una ecuación falta un término variable, el coeficiente es 0. 


(є cómo 


Dado un sistema de ecuaciones, escriba una matriz aumentada. 


Escriba los coeficientes de los términos xcomo los números de la primera columna. 
Escriba los coeficientes de los términos y como los números de la segunda columna. 
Si hay términos z, escriba los coeficientes como los números de la tercera columna. 
Dibuje una línea vertical y escriba las constantes a la derecha de la línea. 


A aaa 


Escribir la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones 
Escriba la matriz aumentada para el sistema de ecuaciones dado. 


A оа 


х+2у-2= 3 
2х-у+22= 6 
х- 3у +32 = 4 


© Solución 
La matriz aumentada muestra los coeficientes de las variables y una columna adicional para las constantes. 
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1 2 -1 3 
2-1 2 6 
1-3 3 4 


[>] INTÉNTELO #1 Escriba la matriz aumentada del sistema de ecuaciones dado. 


4х—Зу = 11 
3x+2y=4 


Escribir un sistema de ecuaciones a partir de una matriz aumentada 


Podemos utilizar las matrices aumentadas para ayudarnos a resolver sistemas de ecuaciones porque simplifican las 
operaciones cuando los sistemas no están condicionados por las variables. Sin embargo, es importante saber cómo 
pasar de un formato a otro para que la búsqueda de soluciones sea más fácil e intuitiva. Aquí, utilizaremos la 
información de una matriz aumentada para escribir el sistema de ecuaciones en forma estándar. 


шз aaa 


Escribir un sistema de ecuaciones a partir de una forma de matriz aumentada 
Halle el sistema de ecuaciones de la matriz aumentada. 
1-3 —5 —2 
2 -5 —4 5 
-3 5 4 6 
© Solución 
Cuando las columnas representan las variables x, y, y 2, 
1-3 -5 =2 x-— 3y- 5z = -2 
2 —5 —4 5|ә 2x-5y-4z=5 
-3 5 4 6 —3x + 5y + 42 = 6 


[>] INTÉNTELO #2 Escriba el sistema de ecuaciones de la matriz aumentada. 


1—1 1|5 
2. =1.3|.1 
0 1 1|-9 


Realizar operaciones de fila en una matriz 


Ahora que podemos escribir sistemas de ecuaciones en forma de matriz aumentada, examinaremos las distintas 
operaciones de fila que se pueden realizar en una matriz, como adición, multiplicación por una constante e intercambio 
de filas. 


Realizar operaciones de fila en una matriz es el método que utilizamos para resolver un sistema de ecuaciones. Para 
resolver el sistema de ecuaciones, queremos convertir la matriz a la forma escalonada por filas, en la cual hay unos en 
la diagonal principal desde la esquina superior izquierda hasta la esquina inferior derecha y ceros en cada posición por 
debajo de la diagonal principal como se muestra. 
Forma escalonada por filas 

1 а b 

01а 

001 


Utilizamos las operaciones de fila correspondientes a las operaciones de ecuación para obtener una nueva matriz que es 
una equivalencia de fila en una forma más simple. Estas son las directrices para obtener la forma escalonada por filas. 


1. En cualquier fila distinta de cero, el primer número distinto de cero es un 1. Se denomina 1 líder. 
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2. Todas las filas con ceros se colocan en la parte inferior de la matriz. 
3. Cualquier 1 líder está por debajo y a la derecha de un 1 líder anterior. 
4. Cualquier columna que contenga un 1 líder tiene ceros en todas las demás posiciones de la columna. 


Para resolver un sistema de ecuaciones podemos realizar las siguientes operaciones de fila para convertir la matriz de 
coeficientes a la forma escalonada por filas y volver a sustituir para hallar la solución. 


1. Filas de intercambio (notación: R; + Rj). 
2. Multiplique una fila por una constante (notación: cR; ). 
3. Sume el producto de una fila multiplicado por una constante a otra fila (notación: R; + cRj) 


Cada una de las operaciones de fila corresponde a las operaciones que ya hemos aprendido para resolver sistemas de 
ecuaciones con tres variables. Con estas operaciones, hay algunos movimientos clave que lograrán rápidamente el 
objetivo de escribir una matriz en forma escalonada por filas. Para obtener una matriz en forma escalonada por filas 
para hallar soluciones, utilizamos la eliminación de Gauss-Jordan, un método que utiliza las operaciones de fila para 
obtener un 1 como primera entrada, de modo que la fila 1 se puede usar para convertir las filas restantes. 


Eliminación de Gauss-Jordan 


El método de eliminación de Gauss-Jordan se refiere a una estrategia utilizada para obtener la forma escalonada 
por filas de una matriz. El objetivo es escribir la matriz A con el número 1 como entrada en la diagonal principal y con 
todos los ceros debajo. 


ау ар a 1 Ь Ь 
1 12 E Después de la eliminación de Gauss-Jordan 12 L 
aslo e mll д =! 1 ba 
a3] 432 433 0 0 1 


El primer paso de la estrategia de Gauss-Jordan incluye la obtención de un 1 como primera entrada, de modo que la 
fila 1 se pueda usar para modificar las filas siguientes. 


(є cómo 


Dada una matriz aumentada, realice las operaciones de fila para conseguir la forma escalonada por filas. 


1. La primera ecuación debe tener un coeficiente principal de 1. Intercambie las filas o multiplique por una 
constante, si es necesario. 

Utilice las operaciones de fila para obtener ceros en la primera columna por debajo de la primera entrada de 1. 
Utilice las operaciones de fila para obtener un 1 en la fila 2, columna 2. 

Utilice las operaciones de fila para obtener ceros en la columna 2, debajo de la entrada de 1. 

Utilice las operaciones de fila para obtener un 1 en la fila 3, columna 3. 

Continúe este proceso para todas las filas hasta que haya un 1 en cada entrada de la diagonal principal y solo 
haya ceros debajo. 

7. Si algunas filas contienen todos los ceros, colóquelas al final. 


шы aaa 


Resolver un sistema 2 x 2 por eliminación de Gauss-Jordan 
Resuelva el sistema dado por eliminación de Gauss-Jordan. 


IS 


2x+3y=6 
х-у= 5 


© Solución 
Primero, lo escribimos como una matriz aumentada. 
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[ 3 | { 
1 
1 -1 3 
Queremos un 1 en la fila 1, columna 1. Esto se puede lograr intercambiando la fila 1 y la fila 2. 
1-і |2 
2 3 6 
Ahora tenemos ип 1 como primera entrada en la fila 1, columna 1. Ahora vamos a obtener ип 0 en la fila 2, columna 1. 
Esto se puede lograr multiplicando la fila 1 por —2, y luego se suma el resultado a la fila 2. 


Ri ө К > 


1-1 |2 
-2Кү + Кә = Кә > 2 
5 


0 5 
1 
2 
1 


Vuelva a sustituir. La segunda fila de la matriz representa у = 1. Vuelva a sustituir у = 1 en la primera ecuación. 


Solo nos queda un paso más, multiplicar la fila 2 por 1. 


1 1 -1 


La solución es el punto (3, 1) А 


INTÉNTELO #3 Resuelva el sistema dado por eliminación de Gauss-Jordan. 
4x+3y=11 
х-3у = –] 


ИЭ 


Uso de la eliminación de Gauss рага resolver un sistema de ecuaciones 
Use la eliminación de Gauss-Jordan para resolver el sistema de ecuaciones 2 x 2 dado. 


2x+y=1 
4х + 2у = 6 
© Solución 
Escriba el sistema como una matriz aumentada. 
2 1 1 
4 2 6 


Obtenga un 1 en la fila 1, columna 1. Esto se puede lograr multiplicando la primera fila por >. 


1 Ca 
~R= Кү > 2 2 
2 4 2 6 


A continuación, queremos un 0 en la fila 2, columna 1. Multiplique la fila 1 por —4 y sume la fila 1 a la fila 2. 


1 
2 
4 


La segunda fila representa la ecuación O = 4. Por lo tanto, el sistema es inconsistente y no tiene solución. 


1 
2 
0 


1 
AR] + Кә = К > | 
0 
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Шш] kñť aaa 


Resolver un sistema dependiente 
Resuelva el sistema de ecuaciones. 


3x +4y = 12 
6x + 8y = 24 


© Solución 
Realice operaciones de fila en la matriz aumentada para intentar conseguir la forma escalonada por filas. 


E 


6 8| 2⁄4 
o о [о 
1 
-1R Ека 
е -[ 8 | | 
A A 
о o|o 


La matriz termina con todos los ceros en la última fila: Оу = 0. Por lo tanto, hay un número infinito de soluciones y el 
sistema se clasifica como dependiente. Para hallar la solución genérica, vuelva a una de las ecuaciones originales y 
resuelva para y. 


3x + 4y = 12 
4y = 12—3х 
y=3- іх 


Así que la solución a este sistema es (x, 3 — 2x) р 


541] 


Realizar operaciones de fila en una matriz aumentada 3x3 para obtener Іа forma escalonada por filas 
Realice operaciones de fila en la matriz dada para obtener la forma escalonada por filas. 


1 -3 4 3 
2 -5 6 6 
=3 34 6 


© Solución 
La primera fila ya tiene un 1 en la fila 1, columna 1. El siguiente paso es multiplicar la fila 1 por —2 y sumarla a la fila 2. A 
continuación, sustituya la fila 2 por el resultado. 


-2R +R = Кә э | 0 1 -2 0 


A continuación, obtenga un сего en la fila 3, columna 1. 


3Rı + Кз = Кз > 


© © 
| 

[у ы 

_ | 

DN N 


15 


A continuación, obtenga un сего en la fila 3, columna 2. 


o 

a 
| 

N 


6R + Кз = Кз > 


о 
о 
A 
y 


El último paso es obtener un 1 en la fila 3, columna 3. 
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1-3 4 3 
1 
=К3 = Кз |0 1 -2 0 
4 15 
0 0 1 


4 


[>] INTÉNTELO #4 Escriba el sistema de ecuaciones en forma escalonada por filas. 


x—2y+3z=9 
=x + 3y =— 4 
2х — 5y + 52 = 17 


Resolver un sistema de ecuaciones lineales mediante matrices 


Hemos visto cómo escribir un sistema de ecuaciones con una matriz aumentada y, luego cómo utilizar las operaciones 
de fila y volver a sustituir para obtener la forma escalonada por filas. Ahora, llevaremos la forma escalonada por filas un 
paso más allá para resolver un sistema de ecuaciones lineales de 3 por 3. La idea general es eliminar todas las variables 
menos una mediante operaciones de fila y luego volver a sustituir para resolver las otras variables. 


BB 


Resolver un sistema de ecuaciones lineales mediante matrices 
Resuelva el sistema de ecuaciones lineales mediante matrices. 


х-у+2= 8 
2х+3у-2= –2 
3х – 2у – 92 = 9 
© Solución 
Primero, escribimos la matriz aumentada. 
1-1 1 8 
2 3 -1 -2 
3-2 —9 9 
Luego, realizamos las operaciones de fila para obtener la forma escalonada por filas. 
1 -—1 1 8 l1 -—1 1 8 
-2R + Кә = Кә ә | 0 5 -3 —18 -3Кү + Кз = Кз э |0 5 —3 —18 
3 2 =9 9 0 1-12 -15 
La forma más fácil de obtener un 1 en la fila 2 de la columna 1 es intercambiar Ra y Кз. 
1 =1 1 8 
Intercambie la Кә у R3=|0 1 -12 -15 
0 5 -3 -18 
Entonces 
1 —1 1 8 1 —1 1 8 
-5R + Ез = Кз >| 0 1 —12 | -15 -ŁR =R; >| 0 1 =12 | -15 
0 0 57 57 0 0 1 1 


La última matriz representa el sistema equivalente. 
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х-у+2 = 8 
у= 12с = -15 
с= 1 


Al volver a sustituir, obtenemos Іа solución como (4, —3, 1). 


o ЛЛДАДВД 55 


Resolver ип sistema dependiente de ecuaciones lineales mediante matrices 
Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales mediante matrices. 


=x2y+z=-1 


2x+3y=2 
у-2с = 0 
© Solución 
Escriba la matriz aumentada. 
-1-2 1 -1 
2 3 0 2 
0 1 -2 0 


Primero, multiplique la fila 1 por —1 para obtener un 1 en la fila 1, columna 1. A continuación, realice las operaciones de 
fila para obtener la forma escalonada por filas. 


1 2 -1 1 
=Ri>|2 3 0 2 
0 1 -2 0 


К+Кз=Кзә|0 1 —2 


La última matriz representa el siguiente sistema. 


х+2у-2= ] 
у= 22= 0 
0=0 


Vemos por la identidad 0 = 0 que se trata de un sistema dependiente con un número infinito de soluciones. Luego, 


calculamos la solución genérica. Al resolver la segunda ecuación para y y sustituyéndola en la primera ecuación 
podemos resolver c en términos de x. 


x+2y-z=1 
у= 22 


х+2(22) - 2= 1 
х+32= 1 


Ahora, sustituimos la expresión de сеп la segunda ecuación para resolver y еп términos de х. 
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y-2z=0 

= 1-х 

STB 

y-2(5*)=0 
22 

у= == 

i Е 2-2x 1-х 
La solución genérica es (x, = 1-х) я 


[>] INTÉNTELO #5 Resuelva el sistema mediante matrices. 


x+4y-z= 
2x+5y+8z=15 
x + Зу—3с = 1 
ЕІ PREGUNTAS Y ¿Se puede resolver cualquier sistema de ecuaciones lineales por eliminación de 
RESPUESTAS Gauss-Jordan? 


Sí, un sistema de ecuaciones lineales de cualquier tamaño se puede resolver por 
eliminación de Gauss-Jordan. 


(є cómo 


@ 
Dado un sistema de ecuaciones, resuelva con matrices utilizando una calculadora. 


1. Guardar la matriz aumentada como una variable de la matriz [А], [B], [C], .... 
2. Utilice la función ref( en la calculadora, llamando а cada variable de la matriz según sea necesario. 
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Resolver sistemas de ecuaciones con matrices utilizando una calculadora 
Resuelva el sistema de ecuaciones. 
5x+3y+9z=-1 
—2x4+3y-2z=-2 
=x-4y+5z=1 
© Solución 
Escriba la matriz aumentada para el sistema de ecuaciones. 


5 3 9 {-1 
-2 3 -1 | -2 
-1 -4 5 | -1 


En la página de la matriz de la calculadora, introduzca la matriz aumentada anterior como variable de la matriz [А]. 
5 3 9 -I 
[А] =| -2 3 -1 -2 
-1 —4 5 1 
Use la función ге{( en la calculadora, llamando a la variable matriz [А]. 
ref([A]) 


Evalúe. 
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L $ $o арн 
оти уа 
о 0 1 -4| 2=-% 

Al volver a sustituir, la solución es (£, – 22, -2.) 


Шын 


Aplicación de matrices 2 x 2 a las finanzas 
Carolyn invierte un total de 12.000 dólares en dos bonos municipales, uno de los cuales paga el 10,5 % de interés y el 


otro el 12 %. El interés anual obtenido por las dos inversiones el año pasado fue de 1.335 dólares. ¿Cuánto se invirtió en 
cada tasa? 


© Solución 


Tenemos un sistema de dos ecuaciones en dos variables. Supongamos que x = la cantidad invertida a un interés del 
10,5 %, y y = la cantidad invertida a un interés del 12 %. 


х + y = 12.000 
0,105x + 0,12y = 1335 


Como matriz, tenemos 


1 1 12.000 
0,105 0,12 1335 


Multiplique la fila 1 por —0,105 y sume el resultado a la fila 2. 
|: 1 | | 


О 0,015 75 
Entonces, 
0,015y = 75 
y = 5.000 


Así que 12.000—5.000 = 7.000. 


Así, se invirtieron 5.000 dólares al 12 % de interés y 7.000 dólares al 10,5 % de interés. 


BR 


Aplicación de matrices 3 x 3 a las finanzas 
Ava invierte un total de 10.000 dólares en tres cuentas, una que paga el 5 % de interés, otra que paga el 8 % de interés y 
la tercera que paga el 9 % de interés. Los intereses anuales obtenidos por las tres inversiones el año pasado fueron de 
770 dólares. La cantidad invertida al 9 % era el doble de la invertida al 5 %. ¿Cuánto se invirtió en cada tasa? 
© Solución 
Tenemos un sistema de tres ecuaciones en tres variables. Supongamos que x es la cantidad invertida al 5 % de interés, y 
y es Іа cantidad invertida al 8 % de interés, y que c es la cantidad invertida al 9 % de interés. Por lo tanto, 
x+ y+ z = 10.000 
0,05х + 0,08у + 0,09с = 770 
2х-2=0 


Como matriz, tenemos 
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1 1 1 10.000 
0,05 0,08 0,09 770 
2 0 —1 0 


Ahora, realizamos la eliminación de Gauss-Jordan para conseguir la forma escalonada por filas. 


1 1 1 | 10.000 
—0,05R; +R2=R2>|0 0,03 0,04 270 
2 0 -i 0 
1 1 1 10.000 
2R¡+R3=R3>|0 0,03 0,04 270 
O —2_ 3 | -20.000 
0 1 1 10.000 
з Ra = № >| 0 1 4 9.000 
0 2 -3 20.000 
1 1 1 10.000 
2Ro+Ri=R¿>|0 1 + 9.000 
0.0 -4 —2.000 


La tercera fila nos dice -4z = —2.000; por lo tanto с = 6.000. 
La segunda fila nos dice y + 42 = 9.000. Al sustituir с = 6.000, obtenemos 


y + (6.000) = 9.000 
y + 8.000 = 9.000 
y = 1.000 
La primera fila nos dice x + y + z = 10.000. Al sustituir y = 1.000 y z = 6.000, obtenemos 
x + 1.000 + 6.000 = 10.000 
x = 3.000 


La respuesta es 3.000 dólares invertidos al 5 % de interés, 1.000 dólares invertidos al 8 % y 6.000 dólares invertidos al 9 
% de interés. 


[>] INTÉNTELO #6 Una pequeña compañía de calzado pidió un préstamo de 1.500.000 dólares para ampliar su 
inventario. Una parte del dinero se prestó al 7 %, otra al 8 % y otra al 10 %. La cantidad 
prestada al 10 % era cuatro veces superior a la prestada al 7 %, y el interés anual de los tres 
préstamos era de 130.500 dólares. Utilice las matrices para calcular la cantidad prestada a 
cada tasa de interés. 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar la resolución de sistemas de ecuaciones 
lineales mediante la eliminación de Gauss-Jordan. 


Resolver un sistema de dos ecuaciones mediante una matriz aumentada (http://openstax.org/l/system2augmat) 
Resolver un sistema de tres ecuaciones mediante una matriz aumentada (http://openstax.org/l/system3augmat) 
Matrices aumentadas en la calculadora (http://openstax.org/l/augmatcalc) 
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9.6 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. ¿Se puede escribir cualquier 2. ¿Se puede escribir cualquier 3. ¿Existe un único método 


sistema de ecuaciones matriz como un sistema de correcto para utilizar las 
lineales como una matriz ecuaciones lineales? Operaciones de fila en una 
aumentada? Explique por Explique por qué sí o por matriz? Intente explicar dos 
qué sí o por qué no. qué no. Explique cómo operaciones de fila 
Explique cómo escribir esa escribir ese sistema de diferentes posibles para 
matriz aumentada. ecuaciones. resolver la matriz 
aumentada 
E 3 | 
1-2 | 6] 
4. ¿Se puede resolver una 5. ¿Una matriz que tiene O 
matriz cuya entrada es Оеп entradas para toda una fila 
la diagonal? Explique por puede tener una solución? 
qué sí o por qué no. ¿Qué Explique por qué sí o por 
haría usted para remediar la qué no. 
situación? 
Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, escriba la matriz aumentada del sistema lineal. 


3x + 2y + 10z = 3 
16у=4 ОЕ ОМИ 


8x-37y = 8 

ке 7. 8. -6x+2y+52=13 

2х+12у=3 9х-у=2 ГЕР 18 
х 2 = 


бх + 12у + 16c = 4 
10. 19х—5у +32 = –9 
х+2у = –8 


х + 5у + 82 = 19 
12х + 3у = 4 
3x + 4y + 92 = –7 


Еп los siguientes ejercicios, escriba el sistema lineal a partir de la matriz aumentada. 


з 20 3 
E 5 | | | з 4 | а 
11. 13. |-1 —9 4 -1 
6 —18 26 10 17 439 
8 57 8 
8 29 1 43 4 5 -2 12 
14. | -1 7 5 38 15 1 58 2 
0 03 10 8 7 -3 —5 


Еп los siguientes ejercicios, resuelva el sistema por eliminación de Gauss-Jordan. 


1 0 3 1 0 1 1 2 3 
16. 17. 18. 
[ 0 | | E 0 | | 5 | | 
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19. 


22. 


25. 


28. 


31. 


34. 


37. 


40. 


43. 


46. 


-1 2 -3 
4 -5 6 
6x + 2y = —4 
3x + 4y = -17 
=5x + 8y = 3 
10x + бу = 5 
11х + 10у = 43 
15х + 20у = 65 
5-4 
1х+ 2у=1 
101 50 
110 20 
O 1 1 —90 


—2x +3y- 22 = 3 
4х +2у = 2= 9 
4х – 8y + 2z = —6 


x+2y-z=1 
=x — 2y + 2z = -2 
3x+6y-3z=5 


x+y+z= 100 


x+2z = 125 
-y+2z=25 

1, 1 1,29 
пата 
1 1 1„_ 431 
+ 5Y- 775 зт 
1 

8 


Extensiones 


20. 


23. 


26. 


29. 


32. 


38. 


41. 


44. 


-2 0 1 
0 2 —1 
2х + Зу = 12 
4х + у= 14 
3x + 4у = 12 
—6х—8у = —24 
2х-у=2 
3x+2y=17 
х+ Ly =3 
123 4 
0556 7 
0 0 8 9 


x+y-4z=-4 
5x-3y-2z=0 
2х + бу+72 = 30 


x+2y-z=1 
—x—2y + 2z =-2 
Зх + 6y-3c = 3 


м 
| 
N 
11 
| 
NS 


N 
І 


ы e 

IL + 
сәј ma ww 

< 

II 


ale ul aj 
ON мы 
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21. 


24. 


27. 


30. 


33. 


36. 


39. 


42. 


45. 


2х – Зу = —9 
5х + 4y = 58 
—4x—3y = –2 
3x—5y = -13 
—60x + 45y = 12 
20x-15y = 4 


—1,06х—2,25у = 5,51 
—5,03х—1,08у = 5,40 


100 31 
011 45 
001 87 
—0,1 0,3 —0,1 0,2 
—0,4 0,2 01 0,8 


0,6 0,1 0,7 | —08 


2х + Зу + 22 = 1 
—4x – 6y — 4z =-2 
10x + 15у + 102 = 5 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la eliminación de Gauss-Jordan para resolver el sistema. 


47. 


48. 


=т=т += 
х+5 ү 0+7 _ „_ 
a otag a 

x+y- =1 


49. 


x-3 
4 


х+5 ү У+5 ү 2+5 _ 
ао toT? 


x+y+z=1l 


y-1 = 
-^ +22=-1 
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50. 


> ЖУ Жр 


Кы 
i 


ЫЛ 
УЛ 2 
х1 ү У+4 
7 +29 +32 


51. 


Aplicaciones en el mundo real 


En los siguientes ejercicios, establezca la matriz aumentada que describe la situación y obtenga la solución deseada. 


52. 


55. 


Cada día, la tienda de 
magdalenas de Angeni 
vende 5.000 unidades de 
sabores de chocolate y 
vainilla. Si el sabor de 
chocolate es 3 veces más 
popular que el de vainilla, 
¿cuántas magdalenas de 
cada sabor vende la tienda 
al día? 


Ha invertido 2.300 dólares 
en la cuenta 1 y 2.700 
dólares en la cuenta 2. Si el 
monto total de los 
intereses al cabo de un año 
es de 254 dólares y la 
cuenta 2 tiene 1,5 veces la 
tasa de interés de la cuenta 
1, ¿cuáles son las tasas de 
interés? Supongamos que 
las tasas de interés son 
simples. 
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53. 


56. 


x-3 y-1 = 
аа. 
x+5 +5 ‚ 2+5 
ESE + =? 
x+y+z=1 


En la tienda de la 
competencia de Bakari se 
venden diariamente 4.520 
dólares. Los de chocolate 
cuestan 2,25 dólares y los 
de terciopelo rojo 1,75 
dólares. Si el número total 
de cupcakes vendidos al 
día es de 2.200, ¿cuántos 
de cada sabor se venden 
cada día? 


Bikes'R'Us fabrica bicicletas 
que se venden por 250 
dólares. Al fabricante le 
cuesta 180 dólares cada 
bicicleta, más una tarifa de 
puesta en marcha de 3.500 
dólares. ¿Después de 
cuántas bicicletas vendidas 
el fabricante alcanzará el 
punto de equilibrio? 


54. 


57. 


Ha invertido 10.000 dólares 
en dos cuentas: una con un 
interés simple del 3 % y 
otra con un interés del 

2,5 %. Si el pago total de 
intereses al cabo de un año 
fue de 283,50 dólares, 
¿cuánto había en cada 
cuenta una vez 
transcurrido el año? 


Una importante tienda de 
electrodomésticos accedió 
ordenar aspiradoras de 
una nueva empresa 
fundada por estudiantes 
universitarios de 
ingeniería. La tienda podría 
comprar las aspiradoras 
por 86 dólares cada una, 
con una tarifa de entrega 
de 9.200 dólares, 
independientemente del 
número de aspiradoras 
que se vendan. Si la tienda 
tiene que empezar a ver 
ganancias después de 
vender 230 unidades, 
¿cuánto debería cobrar por 
las aspiradoras? 


58. Lostres sabores de helado 
más populares son 
chocolate, fresa y vainilla, 
que representan el 83 % de 
los sabores vendidos en 
una heladería. Si el de 
vainilla se vende el 1 % 
más que el doble de la 
fresa y el de chocolate se 
vende el 11 % más que el 
de vainilla, ¿qué porcentaje 
del consumo total de 
helados corresponde a los 
sabores vainilla, chocolate 
y fresa? 


61. Una bolsa de frutos secos 
mixtos contiene anacardos, 
pistachos y almendras. 
Originalmente había 900 
frutos secos en la bolsa. Se 
han comido el 30 % de las 
almendras, el 20 % de los 
anacardos y el 10 % de los 
pistachos, y ahora quedan 
770 frutos secos en la 
bolsa. Originalmente, 
había 100 anacardos más 
que almendras. Calcule 
cuántos frutos secos de 
cada tipo había en la bolsa 
al principio. 


59. En una heladería tres 60. 


sabores aumentan su 
demanda. El año pasado, 
los helados de banana, 
calabaza y rocky road 
representaron el 12 % de 
las ventas totales de 
helados. Este año, los 
mismos tres helados 
representaron el 16,9 % de 
las ventas de helados. Las 
ventas de rocky road se 
duplicaron, las de banana 
aumentaron el 50 % y las 
de calabaza el 20 %. Si el 
helado rocky road tuvo 
menos porcentaje de 
ventas que el helado de 
banana, halle el porcentaje 
de ventas de cada helado 
el año pasado. 


9.7 Resolver sistemas con inversas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 


> Hallar la inversa de una matriz. 
> Resolver un sistema de ecuaciones lineales mediante una matriz inversa. 


9.7 * Resolver sistemas con inversas 


Una bolsa de frutos secos 
mixtos contiene anacardos, 
pistachos y almendras. Hay 
1.000 frutos secos en total 
en la bolsa, y hay 100 
almendras menos que 
pistachos. Los anacardos 
pesan 3 g, los pistachos 4 g 
y las almendras 5 g. Si la 
bolsa pesa 3,7 kg, calcule 
cuántos frutos secos de 
cada tipo hay en la bolsa. 


Soriya planea invertir 10.500 dólares en dos bonos diferentes para repartir su riesgo. El primer bono tiene una 
rentabilidad anual del 10 %, y el segundo bono tiene una rentabilidad anual del 6 %. Para recibir un rendimiento del 
8,5 % de los dos bonos, ¿cuánto debería invertir Soriya en cada uno de ellos? ¿Cuál es el mejor método para resolver 


este problema? 


Hay varias maneras de resolver este problema. Como hemos visto en las secciones anteriores, los sistemas de 
ecuaciones y las matrices son útiles para resolver problemas del mundo real relacionados con las finanzas. Después de 
estudiar esta sección, tendremos las herramientas para resolver el problema de los bonos utilizando la inversa de una 


matriz. 
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Hallar la inversa de una matriz 


Sabemos que el multiplicador inverso de un número real a es a, y aa! 1 
(2) 2 = 1. El multiplicador inverso de una matriz es similar en concepto, excepto que el producto de la matriz А y su 


= а а= (}) a = 1. Por ejemplo, 27! = ły 
inversa 4-1 es igual a la matriz identidad. La matriz identidad es una matriz cuadrada que contiene unos en la diagonal 


principal y ceros en el resto. Identificamos las matrices de identidad mediante /„ donde n representa la dimensión de la 
matriz. Observe las siguientes ecuaciones. 


1 0 
b= 
£ [ | 
1 0 0 
B=|0 1 0 
0 0 1 


La matriz identidad actúa como un 1 en el álgebra de la matriz. Por ejemplo, АТ = IA = А. 
Una matriz que tiene un multiplicador inverso tiene las propiedades 

АА! =I 

А Ает 


Una matriz que tiene un multiplicador inverso se Пата matriz invertible. Solo una matriz cuadrada puede tener un 
multiplicador inverso, como la reversibilidad, AAT!=A7lA= I, es un requisito. No todas las matrices cuadradas 
tienen una inversa, pero si A es invertible, entonces AT! es único. Veremos dos métodos para hallar la inversa de una 
matriz 2 x 2 y un tercer método que se puede utilizar en ambas matrices 2 x 2 y 3 x 3. 


La matriz identidad y el multiplicador inverso 


La matriz identidad, /,,, es una matriz cuadrada que contiene unos en la diagonal principal y ceros en el resto. 


1-00 
pall l 135=|0 10 
Amo i = 

0 0 1 
2х2 хз 


Si A es una matriz пхпу Bes una matriz п хи, tal que АВ = ВА = І,, entonces B = A еј multiplicador 
inverso de una matriz A. 


ддд 94 


Demostrar que la matriz identidad actúa como ип 1 
Dada la matriz A, demuestre que Af = ГА = А. 


А= 3 4 
-2 5 
© Solución 
Utilice la multiplicación de matrices para demostrar que el producto de A y la identidad es igual al producto de la 
identidad y A. 
AI= з 4 1 00| | 3-1+4-0 3:04+4-1| | 3 4 
ola 5] lo 1] [-2.1+5.0  -—2-0+5-1] |-2 5 
ТА = 1.0 3 4|_|[1-3+0-(2) 1.44+0-5| |3 
0 1 =2 5 0-3+1-(22) 0-4+1-5 2 5 
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CÓMO 


Dadas dos matrices, demuestre que una es el multiplicador inverso de la otra. 


1. Matriz dada А de orden n x n y la matriz В de orden n хи multiplique AB. 
2. Si AB = І, entonces halle el producto BA. Si BA = I, entonces В = AT! УА = В-і. 
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Demostrar que la matriz A es el multiplicador inverso de la matriz В 
Demuestre que las matrices dadas son multiplicadores inversos entre sí. 


йз 1 5 B= -9 -5 
-2 -9 2 1 
© Solución 
Multiplique AB y BA. Si ambos productos son iguales a la identidad, entonces las dos matrices son inversas entre sí. 
1 5 = -= 
AB= : 9 5 
-2 —9 2 1 


_ | 1(—9) + 5(2) ГЕ | 
© | —2(—9)—9(2) 2(—5)—9(1) 


ро 

- |, | 

ЫЕ TE 3] 
2 1 —2 —9 

_ [-90)-5(-2)  —9(5)—5(—9) 

Е | )+ 16-2) 2(5)+ a 


A y Bson inversas entre sí. 


Ne 


INTÉNTELO #1 Demuestre que las dos matrices siguientes son inversas entre sí. 
1 4 -3 —4 
A= ‚В= 
—1 —3 1 1 


Calcular el multiplicador inverso utilizando la multiplicación de matrices 

Ahora podemos determinar si dos matrices son inversas, pero ¿cómo podríamos hallar la inversa de una matriz dada? 
Como sabemos que el producto de una matriz y su inversa es la matriz identidad, podemos hallar la inversa de una 
matriz planteando una ecuación mediante la multiplicación de matrices. 


ОИ 


Calcular el multiplicador inverso utilizando la multiplicación de matrices 
Utilice la multiplicación de matrices para hallar la inversa de la matriz dada. 


i= 1 —2 
2 —3 
© Solución 


Para este método, multiplicamos A por una matriz que contiene constantes desconocidas y la hace igual a la identidad. 
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1 -2 a | |10 
2—3 са| |0 1 
Halle la multiplicación de las dos matrices del lado izquierdo del signo de igual. 
1 -2 a b| _|la—2c 1Ь—24 
23 c d|  |2a-3c 2b-3d 
A continuación, establezca un sistema de ecuaciones con la entrada de la fila 1, columna 1 de la nueva matriz igual a la 


primera entrada de la identidad, 1. Establezca la entrada de la fila 2, columna 1 de la nueva matriz igual a la entrada 
correspondiente de la identidad, que es 0. 


la-2c=1 КЁ, 
2a—3c=0 R, 


Utilizando las operaciones de fila, multiplique y sume de la siguiente forma: (-2)R¡ + Кә — К». Sume las ecuaciones у 
resuelva para c. 


1а – 2с = 1 
0+ 1с= –2 
с= 2 
Vuelva a sustituir рага resolver a. 
а—2(—2) = 1 
a+4=1 
а= –3 


Escriba otro sistema de ecuaciones estableciendo la entrada de la fila 1, columna 2 de Іа nueva matriz igual а la entrada 
correspondiente de la identidad, 0. Establezca la entrada de la fila 2, columna 2 igual a la entrada correspondiente de la 
identidad. 

16-2d=0 К, 

2b-3d=1 R, 
Utilizando las operaciones de fila, multiplique y sume de la siguiente forma: (—2) Кү + А = К». Sume las dos 
ecuaciones y resuelva para d. 


15-2d = 0 
0+14=1 
d=1 
Una vez más, vuelva a sustituir y resuelva para b. 
b2(1)=0 
b2=0 
=2 


Hallar el multiplicador inverso al aumentar con la identidad 
Otra forma de hallar el multiplicador inverso es mediante el aumento de la identidad. Cuando la matriz A se transforma 
en І, la matriz aumentada Г se transforma еп АС. 


Por ejemplo, dado 


aumente A con la identidad 


Acceso gratis en openstaxX.org 


9.7 * Resolver sistemas con inversas 


Realice operaciones de fila con la meta de convertir A en la identidad. 
53|01 
21110 


1 1 | -2 1 
2 1 1 0 


1. Cambie la fila 1 y la fila 2. 

2. Multiplique la fila 2 por —2 y sume a la fila 1. 
3. Multiplique la fila 1 por —2 y sume a la fila 2. 
4. Sume la fila 2 a la fila 1. 

5. Multiplique la fila 2 por —1. 


La matriz que hemos hallado es ATI, 


ИЕ E 
1р8 2 


Hallar el multiplicador inverso de las matrices de 2x2 utilizando una fórmula 
Cuando necesitemos hallar el multiplicador inverso de una matriz 2 x 2, podemos utilizar una fórmula especial en vez de 
utilizar la multiplicación de matrices o aumentar con la identidad. 


Si los valores de А es una matriz 2 х 2, de forma que 


el multiplicador inverso de A viene dado por la fórmula 


1 а —Ь 
АС! = 
ad — bc | Д 


donde ad — bc 4 0. Si ad — bc = О, entonces А no tiene inversa. 


RR 


Usar la fórmula para hallar el multiplicador inverso de la matriz A 
Utilice la fórmula para hallar el multiplicador inverso de 


a=[, 3 


С) Solución 
Con la fórmula tenemos 


—3 2 
A al | 
ШЕ È | 
— 344 -2 1 
[32 
-[ i 
©) Análisis 


Podemos comprobar que nuestra fórmula funciona utilizando uno de los otros métodos para calcular la inversa. 
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Aumentemos A con la identidad. 
1 -2 1 0 
2 —3 |0 1 
Realice operaciones de fila con la meta de convertir A en la identidad. 


1. Multiplique la fila 1 por —2 y sume a la fila 2. 
2. Multiplique la fila 1 por 2 y súmela a la fila 1. 


Así, hemos verificado nuestra solución original. 


м 


INTÉNTELO #2 Utilice la fórmula para hallar la inversa de la matriz A. Verifique su respuesta mediante el 
aumento con la matriz identidad. 
1 —1 
A = 
2 3 
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Hallar Іа inversa de la matriz, si existe 
Halle la inversa de la matriz dada, si existe. 


© Solución 


Utilizaremos el método de aumento con la identidad. 
3 6/11 0 
1 210 1 
1 30 1 
3 2110 


1211 0 
0 0|-3 1 


3. No hay nada más que podamos hacer. Los ceros de la fila 2 indican que esta matriz no tiene inversa. 


1. Cambie la fila 1 y la fila 2. 


2. Multiplique la fila 1 por -3 y súmela a la fila 2. 


Hallar el multiplicador inverso de matrices 3 x 3 
Lamentablemente, no disponemos de una fórmula similar a la de la matriz 2 х 2 para hallar la inversa de una matriz 


3 x 3. En vez de eso, aumentaremos la matriz original con la matriz identidad y utilizaremos operaciones de fila para 
obtener la inversa. 


Dada una matriz 3 x 3 


PH ы ч 
ha м 
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aumente A con la matriz identidad 


Para empezar, escribimos la matriz aumentada con la identidad a la derecha y A a la izquierda. Realizando operaciones 
de fila elementales para que la matriz identidad aparezca a la izquierda, obtendremos la matriz inversa a la derecha. 
Hallaremos la inversa de esta matriz en el ejemplo siguiente. 


(є cómo 
6 
Dada una matriz 3 х 3, hallar la inversa. 
Escriba la matriz original aumentada con la matriz identidad a la derecha. 
Utilice las operaciones de fila elementales para que la identidad aparezca a la izquierda. 


Lo que se obtiene a la derecha es la inversa de la matriz original. 
Utilice la multiplicación de matrices para demostrar que ААС! =I у ATA =1. 
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Hallar Іа inversa de una matriz 3 х 3 
Dada la matriz 3 x 3 A, halle la inversa. 


A SS 


Rh шо ш 
Rh =e м 


© Solución 


Aumente А con la matriz identidad, y luego comience las operaciones de fila hasta que la matriz identidad sustituya a A. 
La matriz de la derecha será la inversa de A. 


231 к Intercambie la Ку y Ry лыр 
331|0 10 > 311100 
2411001 24 11001 
100-110 
-R+ Кү = Кү э |2 3 1 100 
241 0.01 
100|-110 
-R + Кз = Кз э |2 3 1 100 
O 1 O0 |—1 0 1 
100|-110 
R ө R >|0 1 0|-101 
2 3 1 100 
100[-1 10 
—2R¡+R3=R3>|0 1 0|-1 01 
0.3 1 3-20 
1001-1 1 0 
-3R + Кз = RR >|O 1 0|-1 0 1 
0 0 1 6 -2 =3 


Por lo tanto, 
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-1 1 0 
Al=B=|-1 0 1 
6 -2 —3 


Q Análisis 
Para demostrar que B = ATI, multipliquemos las dos matrices para ver si el producto es igual a la identidad, si 
AA! =IyA!A = І. 


2 31 -1 1 0 
AA! =|3 3 1 -1 0 1 
241 6 -2 -3 


2-1) + 3(—1) + 106) 201) +300) + 10-2) 200) + 3(1) + 1(=3) 
IED + 3(—1) + 106) 301) +300) + 10-2) 30) + 3(1) + 1(=3) 
20-1) + 4(—1) +106) 201) +400) + 10-2) 200) +4(1) + 123) 


100 
=|0 10 
001 
-1 1 0 231 
АТЛА=|[-1 0 1 331 
6 -2 -3 241 
—1(2)+ 1(3)+02)  -18)+16)+04  -1(1)+1) +01) 
=| -1 +086)+12) -1(3) +0(3) + 104)  -11)+0)+11) 
62) + –2(3) + –3(2) 68) + –2(3) + –3(4) 61) + –2(1) +-3(1) 
100 
=|0 10 
0.0 1 


[>] INTÉNTELO #3 Halle la inversa de la matriz 3 x 3. 


Zo 17: 11 
A=|-1 11 -7 
0 3 =2 


Resolver un sistema de ecuaciones lineales mediante la inversa de una matriz 


Resolver un sistema de ecuaciones lineales utilizando la inversa de una matriz requiere la definición de dos nuevas 
matrices: X es la matriz que representa las variables del sistema y B es la matriz que representa las constantes. 
Utilizando la multiplicación de matrices, podemos definir un sistema de ecuaciones con el mismo número de ecuaciones 
que de variables como 
AX=B 

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales utilizando una matriz inversa, consideremos que A representa la matriz 
de coeficientes, consideremos que X representa la matriz variable y que B representa la matriz constante. Así, 
queremos resolver un sistema AX = B. Por ejemplo, observe el siguiente sistema de ecuaciones. 

аүх + Буу = с 

ax +by = с 


A partir de este sistema, la matriz de coeficientes es 
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9.7 * Resolver sistemas con inversas 


La matriz variable es 
Y la matriz constante es 


Luego AX = B parece 


ЗЕЕ 


Recordemos el análisis anterior en esta sección sobre la multiplicación de un número real por su inverso, 
(27!) 2 = (2) 2 = 1. Para resolver una sola ecuación lineal ах = р por х, simplemente multiplicaríamos ambos lados 
de la ecuación por el multiplicador inverso (recíproco) de a. Así, 


ax=b 
(2) ax=(5)5 
(a! )ах = (a!) 
[а )а]х =(a7*)b 
1х = (al) 
х= (ab 


La única diferencia entre resolver una ecuación lineal y un sistema de ecuaciones escrito en forma de matriz es que 
calcular la inversa de una matriz es más complicado, y la multiplicación de matrices es un proceso más largo. Sin 
embargo, el objetivo es el mismo: aislar la variable. 


Investigaremos sobre esta idea en detalle, pero es útil comenzar con un sistema 2 X 2 y luego pasar a un sistema 3 x 3. 


Resolver un sistema de ecuaciones mediante la inversa de una matriz 


Dado un sistema de ecuaciones, escriba la matriz de coeficientes A, la matriz variable X y la matriz constante B. 
Entonces 


АХ = В 
Multiplique ambos lados por Іа inversa de А para obtener la solución. 


(AS ae 


3| PREGUNTAS Y Si la matriz de coeficientes no tiene una inversa, ¿significa que el sistema no tiene 
RESPUESTAS solución? 


No, si la matriz de coeficientes no es invertible, el sistema podría ser inconsistente y no tener 
solución o ser dependiente y tener infinitas soluciones. 
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ОИ 


Resolver un sistema 2 х 2 mediante Іа inversa de una matriz 
Resuelva el sistema de ecuaciones dado utilizando la inversa de una matriz. 


3x+8y=5 
4х+11у=7 


© Solución 
Escriba el sistema en términos de una matriz de coeficientes, una matriz variable y una matriz constante. 


= 3 8 X= x B= 5 
4 11 y 7 
3 8 х| [5 
4 11 у] |7 
Primero, tenemos que calcular А-1. Mediante la fórmula para calcular la inversa de una matriz 2 por 2, tenemos: 


а —b 
=1_ 1 
A= ad—bc |: | 


Entonces 


с а 
_— 11 -8 
7 3(11)—8(4) -4 3 
_1[11 -8 
1]-4 3 


Así que, 


11 -8 
A7!= 


Ahora estamos listos para resolver. Multiplique ambos lados de la ecuación por a”, 


(А-І)АХ = (А-!)В 
E al [ 1 ЕЕЕ pi B 
4 3 4 11 y| [-4 3 7 


Ї | |ы | 
0 1 y| 1-45) +3(7) 


La solución es (-1, 1). 


3| PREGUNTAS Y ¿Podemos resolver para X hallando el producto ВА! 
RESPUESTAS 


No, recuerde que la multiplicación de matrices no es conmutativa, por lo que AT! B + BA™!. 
Considere nuestros pasos para resolver la ecuación de la matriz. 


(471) AX = (47 


[(4- к. 
ІХ = (А < 
Х = (А7!) В 


Observe que еп el primer paso hemos multiplicado ambos lados de Іа ecuación рог ant. pero 
el ATÍl estaba a la izquierda de A en el lado izquierdo y a la izquierda de B en el lado derecho. 
Como la multiplicación de matrices no es conmutativa, el orden es importante. 
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ЕНИ 


Resolver ип sistema 3 х 3 mediante Іа inversa de una matriz 

Resuelva el siguiente sistema utilizando la inversa de una matriz. 
5х + 15y + 56c = 35 
—4х—11у—41с = -26 


=х-3у-11с = –7 
© Solución 
Escriba la ecuación АХ = В. 
5 15 56 35 
—4 —11 —41 y |=|-26 
-1 -3 -11 2 —7 


Primero, hallaremos la inversa de A aumentándola con la identidad. 


5 15 
—4 -11 
-1 -3 
Multiplique la fila 1 por +. 
1 3 
—4 -11 
-1 -3 
Multiplique la fila 1 por 4 y súmela a la fila 2. 
1 3 Š 
0 1 
29 
Sume la fila 1 a la fila 3. 
13 26 
012 
00 4 
Multiplique la fila 2 por -3 y súmela a la fila 1. 
1 0 -¿ 
01 2 
оо 5 
Multiplique la fila 3 por 5. 
10-¿ 
O 1 
Multiplique la fila 3 por + y sume a la fila 1. 
10 0 
012% 
00 1 


dia ula Laja 


- 
- 


Сл[ ол | 


= 
nh 


=. (л 
> ol 


© © ul 
- 


© ula ое 

© Rh о 

= o о E 
© 
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Multiplique la fila 3 por -L y sume a la fila 2. 


100|—-2 -3 1 
0 1 0| -3 1 -19 
00111 0 5 
Así que, 
-2 -3 1 
A7! =| -3 1 -19 
1 0 5 


Multiplique ambos lados de la ecuación por A7!. Queremos A7! АХ = A`! B: 


EE 1] 5 15 56 x 3 Ч 35 
-3 1 -19 -4 -11 él у|=|-3 1 -19 —26 
1 0 5 2) $ -ii 2 1 0 5 =7 
Por lo tanto, 
—70 + 78—7 1 
AT! B = | 105-26 + 133 |=| 2 
35 + 0—35 0 


La solución es (1,2,0). 


[>] INTÉNTELO #4 Resuelva el sistema utilizando la inversa de la matriz de coeficientes. 


2х – 17у + 11с= 0 
=-х+1П1у- 72 = 8 
3y – 22 = -2 


(є сомо 


Dado un sistema de ecuaciones, resuelva con matrices inversas utilizando una calculadora. 


1. Guarde la matriz de coeficientes y la matriz constante como variables de la matriz [A] y [B]. 

2. Introduzca la multiplicación en la calculadora, y llame cada variable de la matriz según sea necesario. 

3. Sila matriz de coeficientes es invertible, la calculadora presentará la matriz solución; si la matriz de coeficientes 
no es invertible, la calculadora presentará un mensaje de error. 


ОИ 


Uso de la calculadora рага resolver un sistema de ecuaciones con matrices inversas 
Resuelva el sistema de ecuaciones con matrices inversas utilizando una calculadora 
2x+3y+2=32 
3x+3y+2=-27 
2x+4y+2=-2 
Y Solución 


En la página de matrices de la calculadora, introduzca la matriz de coeficientes como variable de la matriz [A], e 
introduzca la matriz constante como variable de la matriz [В]. 
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Evaluar la expresión. 


MEDIA 


[A]! x [B] 


-59 
-34 
252 


9.7 * Resolver sistemas con inversas 


En la pantalla de inicio de la calculadora, escriba la multiplicación para resolver X, y llame cada variable de la matriz 
según sea necesario. 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar la resolución de sistemas con 


inversos. 


La matriz identidad (http://openstax.org/l/identmatrix) 
Determinar matrices inversas (http://openstax.org/l/inversematrix) 


Usar una ecuación de la matriz para resolver un sistema de ecuaciones (http://openstax.org/l/matrixsystem) 


9.7 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


En una sección anterior 
mostramos que la 
multiplicación de matrices 
no es conmutativa, es decir, 
АВ BA en la mayoría de 
los casos. ¿Puede explicar 
por qué la multiplicación de 
matrices es conmutativa 
para las matrices inversas, 
es decir, A7! A = AA™!? 


. ¿Una matriz con una 
columna entera de ceros 
puede tener una inversa? 
Explique por qué sí o por 
qué no. 


. ¿Todas las matrices 2 x 2 


tienen una inversa? Explique 
por qué sí o por qué no. 
Explique qué condición es 
necesaria para que exista 
una inversa. 


. ¿Una matriz con ceros en la 


diagonal puede tener una 
inversa? Si es así, busque un 
ejemplo. Si no es así, 
demuestre por qué no. Para 
simplificar supongamos una 
matriz 2 x 2. 


3. ¿Puede explicar si una 
matriz 2 x 2 con una fila 
entera de ceros puede tener 
una inversa? 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, demuestre que la matriz A es la inversa de la matriz B. 


2 1 
6. A= A кф | 7. А=|! ?|, B= 
-1 1 1 1 з 4 


Nju 
| 
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10. A=|0 1 


12. A= 


UB. w 
DD = оо 
= N 


En los siguientes ejercicios, halle el multiplicador inverso de cada matriz, si existe. 


13. 


16. 


19. 


22. 


25. 


27. 


30. 


33. 


—2 =p = 
9. A= , B= =! 
з -1 -6 —4 
2 1 -1 1253 6 0 
0 11 1. A=|4 0 2|, B=1| 17 3 
—1 1 169 -12 2 
—6 84 —6 
7 —26 1 
—1 —22 5 
-2 2 3 7 
14. 15. 
3 1 9 2 
1 1 0-1 
17. 18. 
2 2 1 0 
1 06 0 1 -3 
20. | -2 1 7 21. |41 0 
з 0 10 5 
1 9 -3 1 -2 3 
23. |2 5 6 24. | -4 8 -12 
4 -2 7 1 4 2 
12 3 
26. |4 56 
789 
En los siguientes ejercicios, resuelva el sistema utilizando la inversa de una matriz 2 x 2. 
28 8x + 4y = –100 3x—2y=6 
` 3x—4y=1 =x + 5y = -2 
—3x—4y = -2x + Зу = 5 
amo уез 32. ш 
12x+4y=-6 -х+5у= 5 
+=] 
34. 1 Я 9 
ааа 


T 


0,5 15 
1 —0,5 
1 2 -1 
-3 4 1 
-2 -4 -5 
111 
2 2 2 
111 
3 4 5 
14 1 
6 7 8 


5x — 6y = —61 
4x + 3y = -2 
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9.7 * Resolver sistemas con inversas 


En los siguientes ejercicios, resuelva un sistema utilizando la inversa de una matriz 3 x 3. 


3х-2у + 52 = 21 


35. 5х +4у = 37 36. 


х-2у-5с = 5 


бх-5у + 22 = —4 


38. 2х +5у-2= 12 39. 


2х+5у+2 = 12 


1 31 


1 De 
2%- 57+ $® = тоб 
3, 1 Lo _7 
41. -7 17+ 52 = 10 42. 
а 1,,3,_1 
AGA EAS 


En tecnología 


4x + 4y + 4z = 40 
2x — 3y + 4z = -12 


—x +3y+4z=9 


4x-2y + 3z = -12 


2x + 2у—9с = 33 


бу—4с = 1 


0,1x + 0,2y + 0,3с = —1,4 
0,1х—0,2у + 0,3с = 0,6 


0,4y + 0,9c = -2 


бх —5y-z=31 
37. -x+2y+2=-46 
3x +3y+2z = 13 


1 


1 = 4 
10*-3y+42= 


2 
40. 5х-20у+ 22 = -101 


3 ЕЖЕЛЕР 
16Х + 4#— ту® = 23 


Еп los siguientes ejercicios, utilice una calculadora para resolver el sistema de ecuaciones con matrices inversas. 


2x=y=-=3 
—х + 2y = 2,3 


43. 


0,5x-3y + 6z = —0,8 
46. 0,7x-2y = —0,06 
0,5x+4y+5z=0 


Extensiones 


En los siguientes ejercicios, halle la inversa de la matriz dada. 


1010 
47. fe 48. 
0110 
0011 
120253 
02100 
50. |0 0 30 1 51. 
02001 
00120 


44. 


a оо о о н 


ны ооо н о 


н оон о о 


2 


= O = O O © 


= m O O O © 


m бо Со © © © 


12,3x-2y-2,5c = 2 
45. 36,9х + 7у-—7,5с = —7 


8y-5c = –10 
1 -2 30 
0 1 02 
49. 
1 4-23 
-5 0 11 
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Aplicaciones en el mundo real 


En los siguientes ejercicios, escriba un sistema de ecuaciones que represente la situación. Luego, resuelva el sistema 
utilizando la inversa de una matriz. 


52. Se vendieron 2.400 53. Enel ejercicio anterior, si le 54. Una colecta de alimentos 
entradas para un partido dicen que se han vendido recogió dos tipos 
de baloncesto. Si los 400 entradas más para la diferentes de productos 
precios de la zona 1 y de la zona 2 que para la zona 1, enlatados, judías verdes y 
zona 2 eran diferentes, y la ¿cuál es el precio de cada frijoles rojos. El número 
cantidad total de dinero entrada? total de latas recogidas fue 
recaudado es de 64.000 de 350 y el peso total de 
dólares, ¿cuál era el precio todos los alimentos 
de cada entrada? donados fue de 348 lb, 
12 oz. Si las latas de judías 
verdes pesan 2 0z menos 
que las latas de frijoles 
rojos, ¿cuántas de cada lata 
se donaron? 
55. Se pidió a los estudiantes 56. El club de enfermería 57. Una tienda de ropa 


que trajeran a clase su 
fruta favorita. El 95 % de 
las frutas consistían en 
bananas, manzanas y 
naranjas. Si las naranjas 
son dos veces más 
populares que las bananas, 
y las manzanas son el 5 % 
menos populares que las 
bananas, ¿cuáles son los 
porcentajes de cada fruta? 
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organizó una venta de 
pasteles para recaudar 
fondos y vendió brownies y 
galletas de chocolate. El 
precio de los brownies es 
de 1 dólar y el de las 
galletas de chocolate de 
0,75 dólares. Recaudaron 
700 dólares y vendieron 
850 artículos. ¿Cuántos 
brownies y cuántas 
galletas se vendieron? 


necesita pedir un nuevo 
inventario. Tiene tres tipos 
de sombreros a la venta: 
sombreros de paja, gorros 
y sombreros de vaquero. El 
sombrero de paja tiene un 
precio de 13,99 dólares, el 
gorro de 7,99 dólares y el 
sombrero de vaquero de 
14,49 dólares. Si el 
trimestre pasado se 
vendieron 100 sombreros, 
se recaudaron 1.119 
dólares por las ventas, y la 
cantidad de gorros 
vendidos fue 10 más que la 
de sombreros de vaquero, 
¿cuántos de cada uno 
debería pedir la tienda de 
ropa para reponer los ya 
vendidos? 


58. Аппа, Регсу у Могдап 59. 


pesan conjuntamente 
370 lb. Si Morgan pesa 
20 lb más que Percy, y 
Anna pesa 1,5 veces más 
que Percy, ¿cuánto pesa 
cada persona? 


61. Jay tiene limoneros, 
naranjos y granados en su 
patio trasero. Una naranja 
pesa 8 oz, un limón 5 oz y 
una granada 11 oz. Jay 
recogió 142 piezas de fruta 
con un peso total de 70 lb, 
10 oz. Recogió 15,5 veces 
más naranjas que 
granadas. ¿Cuántas de 
cada fruta recogió Jay? 


Tres compañeros de 
apartamento compartieron 
un paquete de 12 barritas 
de helado, pero nadie 
recuerda cuántas comió 
cada quien. Si Micah comió 
el doble de barritas de 
helado que Joe, y Albert 
comió tres menos que 
Micah, ¿cuántas barritas de 
helado comió cada 
compañero? 


9.8 * Resolver sistemas con la regla de Cramer 


60. Un granjero construyó un 


gallinero con malla 
metálica, madera y madera 
contrachapada. La malla 
metálica cuesta 2 dólares 
por pie cuadrado, la 
madera 10 dólares por pie 
cuadrado y el 
contrachapado 5 dólares 
por pie cuadrado. El 
agricultor gastó un total de 
51 dólares, y la cantidad 
total de materiales 
utilizados fue 14 ft?. Utilizó 
3 ft? más de alambre de 
gallinero que de madera 
contrachapada. ¿Qué 
cantidad de cada material 
utilizó el agricultor? 


9.8 Resolver sistemas con la regla de Cramer 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Evaluar determinantes 2 x 2. 


Evaluar determinantes 3 x 3. 


„у у м 


Utilizar la regla de Cramer para resolver un sistema de ecuaciones еп dos variables. 


Utilizar la regla de Cramer para resolver un sistema de tres ecuaciones en tres variables. 


Conocer las propiedades de los determinantes. 


Hemos aprendido a resolver sistemas de ecuaciones en dos variables y en tres variables, y por varios métodos: 
sustitución, adición, eliminación de Gauss-Jordan, utilizando la inversa de una matriz y mediante gráficos. Algunos de 
estos métodos son más fáciles de aplicar que otros y son más adecuados en determinadas situaciones. En esta sección 
estudiaremos otras dos estrategias para resolver sistemas de ecuaciones. 


Evaluar el determinante de una matriz 2x2 


El determinante es un número real que puede ser muy útil en matemáticas porque tiene múltiples aplicaciones, como 
calcular el área, el volumen y otras cantidades. Aquí, utilizaremos los determinantes para revelar si una matriz es 
invertible utilizando las entradas de una matriz cuadrada para determinar si existe una solución al sistema de 
ecuaciones. Sin embargo, una de las aplicaciones más interesantes es su uso en criptografía. Las señales o mensajes 
seguros se envían a veces codificados en una matriz. Los datos solo se pueden descifrar con una matriz invertible y el 
determinante. Para nuestro propósito, nos centramos en el determinante como indicación de la invertibilidad de la 
matriz. El cálculo del determinante de una matriz implica seguir las pautas específicas que se exponen en esta sección. 
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Halle el determinante de una matriz de 2 x 2 


El determinante de una matriz 2 x 2 dado que 


se define como 


det(A) = 


AL yO 
X= ad ор 


Fíjese en el cambio de notación. Hay varias formas de indicar el determinante, entre ellas det (A) y sustituir los 
corchetes de una matriz por líneas rectas, | А|. 


BE 


Hallar el determinante de una matriz 2 x 2 
Halle el determinante de la matriz dada. 


A= | 5 Чч 
=6 3 
© Solución 
5 2 
dera) = |, Я 
= 5(3) – (—6)(2) 
= 27 


Usar la regla de Cramer para resolver un sistema de dos ecuaciones еп dos 
variables 


Ahora presentaremos un último método para resolver sistemas de ecuaciones que utiliza determinantes. Conocida 
como regla de Cramer, esta técnica se remonta a mediados del siglo XVIII y lleva el nombre de su innovador, el 
matemático suizo Gabriel Cramer (1704-1752), que la introdujo en 1750 en Introduction а l'Analyse des lignes Courbes 
algébriques “Introducción al análisis de curvas algebraicas”.. La regla de Cramer es un método viable y eficiente para 
calcular soluciones a sistemas con un número arbitrario de incógnitas, siempre que tengamos el mismo número de 
ecuaciones que de incógnitas. 


La regla de Cramer nos dará la solución única de un sistema de ecuaciones, si existe. Sin embargo, si el sistema no tiene 
solución o tiene un número infinito de soluciones, esto se indicará con un determinante de cero. Para saber si el sistema 
es inconsistente o dependiente, habrá que utilizar otro método, como la eliminación. 


Para entender la regla de Cramer, vamos a ver de cerca cómo resolvemos los sistemas de ecuaciones lineales mediante 
Operaciones básicas de fila. Consideremos un sistema de dos ecuaciones en dos variables. 

ax+bjy=c1 (1) 

ax +b2y=c2 (2) 
Eliminamos una variable mediante operaciones de fila y resolvemos la otra. Digamos que deseamos resolver para x. Si la 


ecuación (2) se multiplica por el contrario del coeficiente de y en la ecuación (1), la ecuación (1) se multiplica por el 
coeficiente de y en la ecuación (2) y sumamos las dos ecuaciones, la variable y será eliminada. 


Рајх + b2b1y = Ьус\ Multiplique К por b2 
—b; a2 x — bı b2 y = -b1 c2 Multiplique Ra por — bı 


baj x = ba3x = b2cj = bicz 


Ahora, resuelva para x. 


Acceso gratis en openstax.org 


9.8 • Resolver sistemas con la regla de Cramer 


Раух = bax = Росі = bicz 
x(b3a1 — Буаз) = Ьусу — bi c2 


q b 
— bejbo _ lea b2 
bzaj=bia јај bj 
a b 
Del mismo modo, resuelva para y, eliminaremos x. 
aax + abı y = ac] Multiplique Ку por аз 
—a; a2 x-a] b2y = —41 c2 Multiplique Кә рог – aj 
a2b¡y= ауЬуу = ас] – а1с2 
Resuelva рага y da como resultado 
azb y- ауЬуу = аусу—аус)у 
y(a2bı — a1 b2) = a2cı — a1 c2 
а] c 
_ “ea _ 409—436] _ |4) ca 
У= ава aah — ay a] 
a b 


Observe que el denominador de ambos x y y es el determinante de la matriz de coeficientes. 
Podemos utilizar estas fórmulas para resolver x y y, pero la regla de Cramer también introduce una nueva notación: 


• D: determinante de la matriz de coeficientes 
• Dx : determinante del numerador en la solución de х 


Dx 
x=- 
D 
+ Ру : determinante del numerador en la solución de y 
y= > 
D 


La clave de la regla de Cramer es sustituir la columna variable de interés por la columna constante y calcular los 
determinantes. Podemos entonces expresar x y y como cociente de dos determinantes. 


Regla de Cramer para sistemas de 2x2 

La regla de Cramer es un método que utiliza los determinantes para resolver sistemas de ecuaciones que tienen el 
mismo número de ecuaciones que de variables. 

Consideremos un sistema de dos ecuaciones lineales en dos variables. 


ах + Ву = с 
ax + у= сә 


La solución utilizando la regla de Cramer es 


Ср bj ар с 
р D 
A O о 
D aj bj D aj bj 
a ba аз ba 


Si resolvemos para x, la intersección x se sustituye por la columna constante. Si resolvemos para y, la columna y se 
sustituye por la columna constante. 
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935 


Usar Іа regla de Cramer para resolver un sistema 2 х 2 
Resuelva el siguiente sistema 2 x 2 mediante la regla de Cramer. 


12х + 3у = 15 
2х – Зу = 13 
© Solución 
Resuelva para x. 
15 3 
Dx _ |13 3 -245-3 A _.„ 
ва 36-6 -—42 
2, 3 
Resuelva para y. 
12 15 
_ Dy |2 13| 156-30 126 _ 3 
ЕА ү ТШ 
2 3 


La solución es (2, —3). 


[>] INTÉNTELO #1 Utilice la regla de Cramer para resolver el sistema de ecuaciones 2 x 2. 


x+2y=-11 
—2x + y = -13 


Evaluar el determinante de una matriz 3 x 3 


Hallar el determinante de una matriz 2x2 es sencillo, pero hallar el determinante de una matriz 3x3 es más complicado. 
Un método consiste en aumentar la matriz 3x3 con una repetición de las dos primeras columnas, lo que genera una 
matriz 3x5. A continuación, calculamos la suma de los productos de las entradas hacia abajo de cada una de las tres 
diagonales (de la izquierda a la derecha) y restamos los productos de las entradas hacia arriba de cada una de las tres 
diagonales (de la izquierda a la derecha). Esto se entiende mejor con una imagen y un ejemplo. 


Halle el determinante de la matriz 3x3. 
ay bi с 
А = а ba с? 
аз b3 сз 
1. Aumente А con las dos primeras columnas. 
ay bj сја bj 
det(A) =|az bz clar bz 
аз b3 сз јаз b3 

2. De arriba а la izquierda a abajo a la derecha: multiplique las entradas por la primera diagonal. Sume el resultado al 
producto de las entradas de la segunda diagonal. Sume este resultado al producto de las entradas de la tercera 
diagonal. 

3. De abajo a la izquierda a arriba a la derecha: reste el producto de las entradas de la primera diagonal. A este 
resultado hay que restarle el producto de las entradas de la segunda diagonal. A este resultado hay que restarle el 
producto de las entradas de la tercera diagonal. 

а, bı c |а; Ё; 
det(A) 5|82 Бу с |82 b2 
аз b3 Сз |аз бз 


El álgebra es Іа siguiente: 
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|А| = aj b2¢c3 + b1 c2a3 + c1a9b3 — azb3c¡ — b3c2a1 — c3a2b1 


Шш aaa 


Hallar el determinante de una matriz 3 x 3 
Halle el determinante de la matriz 3 x 3 dada 


0 2 1 
А=|3 -1 1 
4 0 1 


© Solución 
Aumente la matriz con las dos primeras columnas y siga la fórmula. Por lo tanto, 


0 2 102 
|А\|=|3 —1 1|3-1 
4 0 1|40 


=0(-1)(1) +2 (1) (4) +1(3)(0)—4(—1)(1)—0(1) (0) – 1 (3) (2) 
=0+8+0+4-0-6 
=6 


[>] INTÉNTELO #2 Halle el determinante de la matriz 3 x 3. 
1 =3 7 
det(A)=|1 1 1 
1 -2 3 


[5] PREGUNTAS Y 
RESPUESTAS 


¿Podemos utilizar el mismo método para hallar el determinante de una matriz más 
grande? 


No, este método solo funciona para matrices 2 x 2 уЗ х 3. Para matrices más grandes, es 
mejor utilizar una herramienta gráfica o un software. 


Uso de la regla de Cramer para resolver un sistema de tres ecuaciones en tres 
variables 


Ahora que podemos calcular el determinante de una matriz 3 x 3, podemos aplicar la regla de Cramer para resolver un 
sistema de tres ecuaciones en tres variables. La regla de Cramer es sencilla y sigue un patrón consistente con la regla de 
Cramer para matrices de 2 x 2. Sin embargo, a medida que el orden de la matriz aumenta a 3 x 3, se requieren muchos 
más cálculos. 


Cuando calculamos que el determinante es cero, la regla de Cramer no da ninguna indicación de si el sistema no tiene 
solución o tiene un número infinito de soluciones. Para averiguarlo, tenemos que hacer una eliminación en el sistema. 


Considere un sistema de ecuaciones 3 x 3. 
ax+b,y+c,2=d, 

a,x+b,y+c,2=d, 

ax +b,y +c,2=d, 


р, р, De 
хер D’ Ф 
donde 
a bc d bc a d с a Ь а, 
Ю=|а, b, c|, D,=|d, b, cl, Р, а, d, c|, D,=|a, b, d, 
а, b с, d, b, с, a 4 с, а, b, d, 
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Si escribimos el determinante Dx, sustituimos la columna x con la columna constante. Si escribimos el determinante 
Юу, sustituimos la columna y con la columna constante. Si escribimos el determinante De, sustituimos la columna с con 


la columna constante. Compruebe siempre la respuesta. 


ш aaa 


Resolver un sistema de 3 x 3 mediante la regla de Cramer 
Halle la solución del sistema de 3 x 3 dado mediante la regla de Cramer. 
x+y-=z=6 
3x-2y+z=-5 
x+3y-2z=14 


© Solución 
Utilice la regla de Cramer. 


1 1 -—1 6 1 -l 1 6 -l 1 1 6 
D=|3 —2 1 |,Dx=|-5 -2 1 |,D,=|3 -5 1|,D.=|3 -2 -5 
1 3 -2 14 3 -2 1 14 -2 1 3 14 
Entonces, 
= р кз, 
x=>3 == =1 
2 ру 9 _ 
si ade 
z= 22 £ =-2 


La solución es (1, 3,-2). 


[>] INTÉNTELO #3 Usar la regla de Cramer para resolver la matriz 3 x 3. 
x—3y+7z=13 
x+y+z=1 
x-2y+3z=4 
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Usar la regla de Cramer para resolver un sistema inconsistente 
Resuelva el sistema de ecuaciones mediante la regla de Cramer. 


3x-2y=4 (1) 
6x-4y=0 (2) 


© Solución 
Comenzamos por hallar los determinantes D, Dx, y Dy. 
f -2 


6 41230-62) =0 


Sabemos que un determinante de cero significa que, о bien, el sistema по tiene solución, o bien, tiene un número 
infinito de soluciones. Para ver cuál es, utilizamos el proceso de eliminación. Nuestra meta es eliminar una de las 
variables. 


1. Multiplique la ecuación (1) por —2. 
2. Sume el resultado a la ecuación (2). 
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—6x+4y =-8 
бх – 4у = 0 
= 8 


Obtenemos la ecuación 0 = -8, lo cual es falso. Por lo tanto, el sistema no tiene solución. El gráfico del sistema revela 
dos líneas paralelas. Vea la Figura 1. 


Figura 1 


Шш aaa 


Utilizar la regla de Cramer para resolver un sistema dependiente 
Resuelva el sistema con un número infinito de soluciones. 


x-2y+3z=0 (1) 
Зх+у- 22= 0 (2) 
2х- 4у+62= 0 (3) 


© Solución 


Primero hallemos el determinante. Establezca una matriz aumentada рог las dos primeras columnas. 


1-2 3|1 -2 


Entonces, 
106) +E€326€30)+364 649-2016) - 44630) – 6(3) (2) = 0 


Como el determinante es igual a cero, no hay solución o hay un número infinito de soluciones. Tenemos que realizar la 
eliminación para averiguarlo. 


1. Multiplique la ecuación (1) por —2 y sume el resultado a la ecuación (3): 
—2x +4y-6z=0 
2х – 4у + 62 = 0 
0=0 
2. Obtener una respuesta de 0 = 0, un enunciado que siempre es verdadero, significa que el sistema tiene un número 
infinito de soluciones. Al graficar el sistema, podemos ver que dos de los planos son iguales y ambos intersecan al 
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tercer plano en una línea. Vea la Figura 2. 
x—2y +3z2=0 
2х — 4у + 62 = 0 


Зх + у + 22 = 0 


Figura 2 


Comprender las propiedades de los determinantes 


Hay muchas propiedades de los determinantes. A continuación, se enumeran algunas propiedades que pueden ser 
útiles para calcular el determinante de una matriz. 


Propiedades de los determinantes 


1. Sila matriz está en forma triangular superior, el determinante es igual al producto de las entradas por la 
diagonal principal. 

Cuando se intercambian dos filas, el determinante cambia de signo. 

Si dos filas o dos columnas son idénticas, el determinante es igual a cero. 

Si una matriz contiene una fila de ceros o una columna de ceros, el determinante es igual a cero. 

El determinante de una matriz inversa AT! es el recíproco del determinante de la matriz A. 

Si cualquier fila o columna se multiplica por una constante, el determinante se multiplica por el mismo factor. 
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Ilustrar propiedades de los determinantes 
Ilustre cada una de las propiedades de los determinantes. 


sn о5о О [2 


© Solución 
La propiedad 1 establece que si la matriz está en forma triangular superior, el determinante es el producto de las 
entradas por la diagonal principal. 


12 3 
A=|0 2 1 
0 0—1 
Aumente А con las dos primeras columnas. 
12 3/12 
A=|0 2 1 [02 
0.0 —1|00 


Entonces 


det(A) = 1(2)(—1) + 2(1)(0) + 3(0)(0) — 0(2)(3) — 0(1)(1) + 100)(2) 
=-2 


La propiedad 2 establece que el intercambio de filas cambia el signo. Dado 
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а `| ааа) = DEI =3-20= -17 


в=|% F| ва) = 909) 063 =20-3=17 


La propiedad 3 establece que si dos filas o dos columnas son idénticas, el determinante es igual a сего. 


1 2 2 1 2 
А=| 2 22 2 2 
=1 2 2 =1 2 


det(A) = 140) + 2(2)(—1) + 22) + 1(2)(2) — 2(2)(1) – 2(2)(2) 
=4-4+8+4-4-8=0 


La propiedad 4 establece que si una fila o una columna es igual a cero, el determinante es igual a cero. Por lo tanto, 
12 
A= , det(A) =1(0)-2(0)=0 
0 0 
La propiedad 5 establece que el determinante de una matriz inversa AT! es el recíproco del determinante A. Así, 


L-2 
A= | | „det (А) = 1 (4) – 3 (2) = -2 


—2 1 
e | 3 y] „det (471) =-2 (4) (3) 0)=-4 
2 2 


La propiedad 6 establece que si cualquier fila o columna de una matriz se multiplica por una constante, el determinante 
se multiplica por el mismo factor. Por lo tanto, 


a=|, | ‹®=1@-2в=- 


в=|© ЭФ] ацв=2@-з@=- 


Шш] 


Usar la regla de Cramer y propiedades de los determinantes para resolver un sistema 
Halle la solución del sistema 3 x 3 dado. 
2х+4у +42=2 (П) 
3х+7у +72 = –5 (2) 
х+2у +22 = 4 (3) 
Y Solución 
Al utilizar la regla de Cramer, tenemos 


Observe que la segunda y la tercera columna son idénticas. Según la propiedad 3, el determinante será cero, por lo que 
no hay solución o hay un número infinito de soluciones. Tenemos que realizar la eliminación para averiguarlo. 
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1. Multiplique la ecuación (3) por -2 y sume el resultado a la ecuación (1). 
—2x — 4y — 4x = –8 
2x+4y+4z=2 


0=-6 


Obtener un enunciado que sea una contradicción significa que el sistema no tiene solución. 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más instrucciones y practicar la regla de Cramer. 


Resolver un sistema de dos ecuaciones mediante la regla de Cramer (http://openstax.org/l/system2cramer) 


Resolver un sistema de tres ecuaciones mediante la regla de Cramer (http://openstax.org/l/system3cramer) 


9.8 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. Explique por qué siempre 
podemos evaluar el 
determinante de una matriz 
cuadrada. 


4. El determinante de la matriz 
2х2 A es 3. Si cambia las 
filas y multiplica la primera 
fila por 6 y la segunda por 2, 
explique cómo hallar el 
determinante y proporcione 
la respuesta. 


Algebraicos 


2. Examine la regla de Cramer 
y explique por qué no existe 
una solución única para el 
sistema cuando el 
determinante de su matriz 
es 0. Para simplificar, utilice 
una matriz 2 x 2. 


En los siguientes ejercicios, calcule el determinante. 


1 2 
5. 
Ва 


8 —8 4 
—1 5 
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—1 2 
3 4 
1 0 
3-4 
12. 6 73 
8 4 
-1 0 0 
15. 1 01 0 
0.0 3 


3. Explique qué significa en 
términos de inversa que una 
matriz tenga un 
determinante 0. 


2 3 
-1 6 
10. р | 
o —10 
=2 -3 
3,1 4.000 
-1 4 
16 02 3 
0 0 -3 


101 

17. |0 10 18. 
100 
6 =1 2 

20. |-4 -3 5 21. 
1 9 -1 

2-16 3,1 

23. | 1/1 3 -8 24. 

-9,3 0 2 


оо| |= A= 


19. 


22. 


9.8 • Resolver sistemas con la regla de Cramer 


2 1 4 
-4 2 8 

2 -8 -3 
1,1 2 -1 
—4 о о 
41 —0,4 2,5 


Еп los siguientes ejercicios, resuelva el sistema de ecuaciones lineales utilizando la regla de Cramer. 


2x-3y=-1 
25. 26. 
4x+5y=9 
2. = 
ж FO 29. 
5х — 2у = 13 
4х – Зу = – 
кее з2. 
2x + 6y = 4 
34. 8x-2y=-3 
—4x + бу = 4 


5х- 4у = 2 
4х +7у = 6 


4х + Зу = 23 
2х- у= –1 


4х – 5у = 7 
3х + 9у = 0 


27. 


30. 


33. 


бх – 3у = 2 
—8x + 9у = –1 
10х = бу= 2 
—5x + 8y = –1 
4x + 10y = 180 
—3x — 5y = —105 


En los siguientes ejercicios, resuelva el sistema de ecuaciones lineales utilizando la regla de Cramer. 


x+2y-4z=-1 


35. 7x +3y+ 5z = 26 36. 


—2x — 6y + 7z = —6 


4x-3y+4z=10 


38. 5x-2z=-2 39. 


3x+2y-5z=-9 


13x — 17y + 16c = 73 


41. —11x+15y+17c= 61 42. 


46x + 10y — 30c = –18 


4х – бу + 82 = 10 
44. —2x + 3y – 42 = –5 
12x + 18у – 24с = -30 


—5х + 2y – 4z = -47 


4х — 3y — z = —94 
3x — 3y + 2z = 94 


4x-2y+3z=6 
—6x + y = -2 
2x+7y+8z = 24 


—4x -3y-8z=-7 
2х – 9у + 52 = 0,5 
5x — бу — 52 = –2 


37. 


40. 


43. 


4х +5y- z= -7 
—2x – 9у +22 = 8 
5у +72 = 21 


5х+2у-2= 1 
—7х – 8у + 32 = 1,5 
бх – 12у +2 = 7 


4х – бу + 82 = 10 
2х + Зу – 42 = —5 
x+y+z=1 
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En tecnología 


En los siguientes ejercicios, utilice la función determinante en una herramienta gráfica. 


1089 1 0 2 1 4 1 7 4 
=й 1 

a О а e? 1 a7. |09 z 100 5 
1030 2 ое 
0243 0 1 1-2 Ea E 2 
1000 
2300 

48. 
4560 
7890 


Aplicaciones en el mundo real 


En los siguientes ejercicios, cree un sistema de ecuaciones lineales para describir el comportamiento. Luego, calcule el 
determinante. ¿Habrá una solución única? Si es así, halle la solución única. 


49. Dos números suman 56. 50. Dos números suman 104. 51. Tres números suman 106. 


Un número es 20 menos 
que el otro. 


52. Tres números suman 216. 
La suma de los dos 
primeros números es 112. 
El tercer número es 8 
menos que los dos 
primeros números juntos. 


Si suma dos veces el 
primer número más dos 
veces el segundo, el total 
es 208 


El primer número es 3 
menos que el segundo. El 
tercer número es 4 más 
que el primero. 


En los siguientes ejercicios, cree un sistema de ecuaciones lineales para describir el comportamiento. A continuación, 


resuelva el sistema para todas las soluciones mediante la regla de Cramer. 


53. Invierte 10.000 dólares en 
dos cuentas: una recibe un 
interés del 8 % y la otra del 
5 %. Al final de un año, 
tenía 10.710 dólares en sus 
cuentas combinadas. 
¿Cuánto se invirtió en cada 
cuenta? 
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54. Invierte 80.000 dólares en 


dos cuentas: 22.000 
dólares en una cuenta y 
58.000 dólares en la otra. 
Al cabo de un año, si 
suponemos un interés 
simple, ha ganado 2.470 
dólares en intereses. La 
segunda cuenta recibe 
medio porcentaje menos 
que el doble de intereses 
de la primera. ¿Cuáles son 
las tasas de interés de sus 
cuentas? 


55. El teatro necesita saber 


cuántas entradas de adulto 
y de niño se vendieron de 
las 1.200 entradas totales. 
Si las entradas para niños 
cuestan 5,95 dólares, las 
de los adultos 11,15 
dólares, y el importe total 
de los ingresos fue de 
12.756 dólares, ¿cuántas 
entradas de niños y de 
adultos se vendieron? 


56. Un local de conciertos 
vende entradas 
individuales por 40 dólares 
cada una y entradas para 
parejas por 65 dólares. Si 
los ingresos totales fueron 
de 18.090 dólares y se 
vendieron las 321 
entradas, ¿cuántas 
entradas individuales y 
cuántas entradas de pareja 
se vendieron? 


59. Su huerto produjo dos 
tipos de tomates, uno 
verde y otro rojo. Los rojos 
pesan 10 oz, y los verdes 
pesan 4 oz. Tiene 30 
tomates, y un peso total de 
13 lb, 14 oz. ¿Cuántos de 
cada tipo de tomate tiene? 


62. Tres artistas actuaron en 
una sala de conciertos. El 
primero cobraba 15 
dólares por entrada, el 
segundo artista cobraba 45 
dólares por entrada y el 
último cobraba 22 dólares 
por entrada. Se vendieron 
510 entradas, por un total 
de 12.700 dólares. Si la 
primera banda tenía 40 
espectadores más que la 
segunda, ¿cuántas 
entradas se vendieron para 
cada banda? 


57. Decide pintar su cocina de 58. 


verde. El color de la pintura 
se crea mezclando pinturas 
amarillas y azules. No 
puede recordar cuántos 
galones de cada color se 
pusieron en la mezcla, pero 
sabe que fueron 10 
galones en total. Además, 
guardó su recibo y sabe 
que el monto total gastado 
fue de 29,50 dólares. Si 
cada galón de amarillo 
cuesta 2,59 dólares y cada 
galón de azul cuesta 3,19 
dólares, ¿cuántos galones 
de cada color entran en su 
mezcla verde? 


60. En un mercado, las tres 61. 


hortalizas más populares 
representan el 53 % de las 
ventas del rubro. El maíz 
tiene el 4 % más de ventas 
que el brócoli, que tiene el 
5 % más de ventas que la 
cebolla. ¿Qué porcentaje 
tiene cada hortaliza en la 
cuota de mercado? 


63. Una sala de cine vendía 
entradas para tres 
películas. Las entradas 
para la primera película 
costaban 5 dólares, las de 
la segunda 11 y las de la 
tercera 12. Se vendieron 
100 entradas para la 
primera película. El 
número total de entradas 
vendidas fue de 642, con 
unos ingresos totales de 
6.774 dólares. ¿Cuántas 
entradas se vendieron para 
cada película? 
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Ha vendido dos tipos de 
bufandas en un mercado 
de productores y le 
gustaría saber cuál ha sido 
más popular. El número 
total de bufandas vendidas 
fue de 56, la bufanda 
amarilla costó 10 dólares y 
la bufanda morada 11 
dólares. Si los ingresos 
totales fueron de 583 
dólares, ¿cuántas bufandas 
amarillas y cuántas 
bufandas moradas se 
vendieron? 


En el mismo mercado, las 
tres frutas más populares 
representan el 37 % del 
total de la fruta vendida. 
Las fresas se venden el 
doble que las naranjas y 
los kiwis un punto 
porcentual más que estas. 
Para cada fruta halle el 
porcentaje del total de 
frutas vendidas. 
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En los siguientes ejercicios, utilice este escenario: Una compañía preocupada por la salud decide hacer una mezcla de 
frutos secos con almendras, arándanos secos y anacardos cubiertos de chocolate. La información nutricional de estos 
artículos se muestra en la Tabla 1. 


Grasa (g) Proteínas (g) Carbohidratos (g) 


Almendras (10) 6 2 3 

Arándanos (10) 0,02 0 8 

Anacardos (10) 7 3,5 55 
Tabla 1 


64. Para la mezcla de frutos 65. En el caso de la mezcla de 66. Enel caso de la mezcla 


secos especial "baja en 


carbohidratos", hay 1.000 


piezas de mezcla. El 
número total de 


carbohidratos es de 425 y 
y la cantidad total de grasa 
es de 570,2 g. Si hay 200 
piezas más de anacardos 


que de arándanos, 
¿cuántas piezas de cada 


elemento hay en la mezcla 


de frutos secos? 
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"senderismo", hay 1.000 
piezas en la mezcla, que 
contienen 390,8 g de grasa 
y 165 g de proteína. Si hay 
la misma cantidad de 
almendras que de 
anacardos, ¿cuál es la 
cantidad de cada elemento 
en la mezcla de frutos 
secos? 


"potenciadora de energía", 
hay 1.000 piezas en la 
mezcla que contienen 145 
g de proteínas y 625 g de 
carbohidratos. Si el 
número de almendras y 
anacardos sumados 
equivale a la cantidad de 
arándanos, ¿cuál es la 
cantidad de cada elemento 
en la mezcla de frutos 
secos? 


9 • Revisión del capítulo 1085 


Revisión del capítulo 
Términos clave 


columna ип conjunto de números alineados verticalmente en una matriz 

conjunto de soluciones el conjunto de todos los pares o triples ordenados que satisfacen todas las ecuaciones de un 
sistema de ecuaciones 

descomposición parcial de fracciones el proceso de devolver una expresión racional simplificada a su forma original, 
una suma o diferencia de expresiones racionales más simples 

determinante número calculado a partir de las entradas de una matriz cuadrada que determina, por ejemplo, si existe 
una solución a un sistema de ecuaciones 

diagonal principal entradas desde la esquina superior izquierda en diagonal hasta la esquina inferior derecha de una 
matriz cuadrada 

eliminación de Gauss-Jordan utilizar operaciones de fila elementales para obtener una matriz en forma escalonada 
por filas 

entrada un elemento, coeficiente o constante de una matriz 

equivalencia de fila dos matrices A y B son equivalencias de fila si una puede obtenerse a partir de la otra realizando 
operaciones básicas de fila 

fila un conjunto de números alineados horizontalmente en una matriz 

forma escalonada por filas después de realizar las operaciones de fila, la forma de la matriz que contiene unos en la 
diagonal principal y ceros en cada espacio por debajo de la diagonal 

fracciones parciales las fracciones individuales que componen la suma o la diferencia de una expresión racional antes 
de combinarlas en una expresión racional simplificada 

función de costo función que se usa para calcular los costos de la actividad comercial; suele tener dos partes: costos 
fijos y costos variables 

función de ganancias Іа función de ganancias se escribe como Р(х) = R(x) — C(x), ingresos menos costos 

función de ingresos función que se utiliza para calcular ingresos, simplemente escrita como R = xp, donde x = 
cantidad y p = precio 

inecuación no lineal una inecuación que contiene una expresión no lineal 

matriz un conjunto rectangular de números 

matriz aumentada una matriz de coeficientes con la columna de constantes adyacente, separada por una línea 
vertical dentro de los corchetes de la matriz 

matriz de coeficientes una matriz que contiene solo los coeficientes de un sistema de ecuaciones 

matriz identidad una matriz cuadrada que contiene unos en la diagonal principal y ceros en el resto; actúa como un 1 
en el álgebra de la matriz 

método de adición técnica algebraica utilizada para resolver sistemas de ecuaciones lineales en la cual las ecuaciones 
se suman de forma que se elimina una variable, lo que permite resolver la ecuación resultante para la variable 
restante; la sustitución se usa entonces para resolver la primera variable 

método de sustitución técnica algebraica utilizada para resolver sistemas de ecuaciones lineales en la que una de las 
dos ecuaciones se resuelve para una variable y luego se sustituye en la segunda ecuación para resolver la segunda 
variable 

multiplicador inverso de una matriz una matriz que, multiplicada por la original, es igual a la matriz identidad 

múltiplo escalar una entrada de una matriz que ha sido multiplicada por un escalar 

operaciones de fila sumar una fila a otra fila, multiplicar una fila por una constante, intercambiar filas, etc., con la 
meta de conseguir la forma escalonada por filas 

punto de equilibrio el punto en el cual una función de costo se interseca con una función de ingresos; donde la 
ganancia es cero 

región factible Іа solución de un sistema de inecuaciones no lineales que es la región del gráfico donde se intersecan 
las regiones sombreadas de cada inecuación 

Regla de Cramer un método para resolver sistemas de ecuaciones que tienen el mismo número de ecuaciones que de 
variables utilizando determinantes 

sistema consistente sistema para el cual hay una única solución para todas las ecuaciones del sistema y es un sistema 
independiente, o si hay un número infinito de soluciones y es un sistema dependiente 

sistema de ecuaciones lineales conjunto de dos o más ecuaciones en dos o más variables que deben ser 
consideradas simultáneamente. 

sistema de ecuaciones no lineales un sistema de ecuaciones que contiene, al menos, una ecuación de grado mayor 
que uno 

sistema de inecuaciones no lineales ип sistema de dos o más inecuaciones en dos o más variables que contiene, al 
menos, una inecuación que no es lineal 
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sistema dependiente sistema de ecuaciones lineales en el que las dos ecuaciones representan la misma línea; hay un 
número infinito de soluciones para un sistema dependiente 

sistema inconsistente sistema de ecuaciones lineales sin solución común porque representan líneas paralelas, las 
cuales no tienen ningún punto ni línea en común 

sistema independiente un sistema de ecuaciones lineales con exactamente un par de soluciones (x, y) 


Ecuaciones clave 


Matriz identidad para una matriz 2 x 2 Iz 


11 
—_—— 
O = 
- o 
A] 


Matriz identidad para una matriz 3 x 3 i 


Ш 
© © ~ 


а —b 
Multiplicador inverso de una matriz2x 2. 47! = == | | ‚ donde аа — Бс + 0 
=c а 


Conceptos clave 


9.1 Sistemas de ecuaciones lineales: dos variables 


+ Un sistema de ecuaciones lineales consiste en dos o más ecuaciones formadas por dos o más variables, de manera 
que todas las ecuaciones del sistema se consideran simultáneamente. 

• [а solución de un sistema de ecuaciones lineales en dos variables es cualquier par ordenado que satisface cada 
ecuación de forma independiente. Vea el Ejemplo 1. 

• Los sistemas de ecuaciones se clasifican en independientes con una solución, dependientes con un número infinito 
de soluciones o inconsistentes sin solución. 

• Un método para resolver un sistema de ecuaciones lineales en dos variables es utilizar un gráfico. En este método, 
graficamos las ecuaciones en el mismo conjunto de ejes. Vea el Ejemplo 2. 

+ Otro método para resolver un sistema de ecuaciones lineales es la sustitución. Con este método, resolvemos una 
variable en una ecuación y sustituimos el resultado en la segunda ecuación. Vea el Ejemplo 3. 

• Оп tercer método para resolver un sistema de ecuaciones lineales es la adición, con el cual podemos eliminar una 
variable sumando coeficientes opuestos de variables correspondientes. Vea el Ejemplo 4. 

• А menudo es necesario multiplicar una o ambas ecuaciones por una constante para facilitar la eliminación de una 
variable al sumar las dos ecuaciones. Vea el Ejemplo 5, el Ejemplo 6 y el Ejemplo 7. 

+ Cualquiera de los dos métodos para resolver un sistema de ecuaciones da como resultado un enunciado falso para 
los sistemas inconsistentes porque están formados por líneas paralelas que nunca se intersecan. Vea el Ejemplo 8. 

• La solución de un sistema de ecuaciones dependientes siempre será verdadera porque ambas ecuaciones describen 
la misma línea. Vea el Ejemplo 9. 

• Los sistemas de ecuaciones se pueden usar para resolver problemas del mundo real en los que interviene más de 
una variable, como los relacionados con ingresos, costos y ganancias. Vea el Ejemplo 10 y el Ejemplo 11. 


9.2 Sistemas de ecuaciones lineales: tres variables 


• Оп conjunto de soluciones es un triple ordenado ((x, у, 2) } que representa la intersección de tres planos en el 
espacio. Vea el Ejemplo 1. 

* Un sistema de tres ecuaciones de tres variables se puede resolver mediante una serie de pasos que obligan a 
eliminar una variable. Los pasos incluyen intercambiar el orden de las ecuaciones, multiplicar ambos lados de una 
ecuación por una constante distinta de cero y sumar un múltiplo que no sea cero de una ecuación a otra ecuación. 
Vea el Ejemplo 2. 

• 105 sistemas de tres ecuaciones de tres variables son útiles para resolver muchos tipos de problemas del mundo 
real. Vea el Ejemplo 3. 

• Un sistema de ecuaciones de tres variables es inconsistente si no existe solución. Tras realizar las operaciones de 
eliminación, el resultado es una contradicción. Vea el Ejemplo 4. 

* Los sistemas de ecuaciones de tres variables que son inconsistentes pueden ser el resultado de tres planos 
paralelos, dos planos paralelos y un plano de intersección o tres planos que se intersecan con los otros dos, pero no 
en el mismo lugar. 
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+ Un sistema de ecuaciones de tres variables es dependiente si tiene un número infinito de soluciones. Tras realizar 
las operaciones de eliminación, el resultado es una identidad. Vea el Ejemplo 5. 

* Los sistemas de ecuaciones de tres variables que son dependientes pueden ser el resultado de tres planos 
idénticos, tres planos que se intersecan en una línea o dos planos idénticos que se intersecan con el tercero en una 
línea. 


9.3 Sistemas de ecuaciones e inecuaciones no lineales: dos variables 


+ Hay tres tipos posibles de soluciones a un sistema de ecuaciones que representan una línea y una parábola: (1) 
ninguna solución, la línea no interseca la parábola; (2) una solución, la línea es tangente a la parábola; y (3) dos 
soluciones, la línea interseca la parábola en dos puntos. Vea el Ejemplo 1. 

• Нау tres tipos de soluciones posibles para un sistema de ecuaciones que representa un círculo y una línea: (1) 
ninguna solución, la línea no interseca el círculo; (2) una solución, la recta es tangente al círculo; (3) dos soluciones, 
la línea interseca el círculo en dos puntos. Vea el Ejemplo 2. 

+ Hay cinco tipos posibles de soluciones al sistema de ecuaciones no lineales que representan una elipse y un círculo: 
(1) ninguna solución, el círculo y la elipse no se intersecan; (2) una solución, el círculo y la elipse son tangentes entre 
sí; (3) dos soluciones, el círculo y la elipse se intersecan en dos puntos; (4) tres soluciones, el círculo y la elipse se 
intersecan en tres lugares; (5) cuatro soluciones, el círculo y la elipse se intersecan en cuatro puntos. Vea el Ejemplo 
ES 

« Una inecuación se representa gráficamente de la misma manera que una ecuación, excepto que рага > o <, 
dibujamos una línea discontinua y sombreamos la región que contiene el conjunto de soluciones. Vea el Ejemplo 4. 

* Lasinecuaciones se resuelven de la misma manera que las igualdades, pero las soluciones a los sistemas de 
inecuaciones deben satisfacer ambas inecuaciones. Vea el Ejemplo 5. 


9.4 Fracciones parciales 


P(x) e ' ' 
* Descomponer О(х) al escribir las fracciones parciales como 
amplíe el lado derecho, reúna términos semejantes y establezca coeficientes correspondientes iguales entre sí, para 


luego plantear y resolver un sistema de ecuaciones. Vea el Ejemplo 1. 


A y В i i 
aati + osi Para resolver, despeje las fracciones, 


• La descomposición de aan con factores lineales repetidos debe considerar los factores del denominador en 
potencias crecientes. Vea el Ejemplo 2. 
• [а descomposición de 2 con un factor cuadrático irreducible no repetido necesita un numerador lineal sobre el 
factor cuadrático, como en A + BH — Veael Ejemplo 3. 
(ax2+bx+c) 
• En la descomposición de 2o , donde О (x) tiene un factor cuadrático irreducible repetido, cuando los factores 


cuadráticos irreducibles se repiten, las potencias de los factores del denominador deben representarse en potencias 


crecientes como 
Ax+ B Ax+ B Anx+ B 
Па AE; En 


(ax? + bx+c) (ax? +bx +c)? (ах? + bx +c)" 


Vea el Ejemplo 4. 


9.5 Matrices y operaciones con matrices 


* Una matriz es un conjunto rectangular de números. Las entradas se organizan en filas y columnas. 

* Las dimensiones de una matriz se refieren al número de filas y al número de columnas. Un triángulo de 3 x 2 matriz 
tiene tres filas y dos columnas. Vea el Ejemplo 1. 

* Sumamos y restamos matrices de igual dimensión al sumar y restar las entradas correspondientes de cada matriz. 
Vea el Ejemplo 2, el Ejemplo 3, el Ejemplo 4 y el Ejemplo 5. 

• La multiplicación escalar consiste en multiplicar cada entrada de una matriz por una constante. Vea el Ejemplo 6. 

• La multiplicación escalar suele ser necesaria antes de que se produzca la suma o la resta. Vea el Ejemplo 7. 

• La multiplicación de matrices es posible cuando las dimensiones interiores son las mismas: el número de columnas 
de la primera matriz debe coincidir con el número de filas de la segunda. 

• La multiplicación de dos matrices, A y B, se obtiene multiplicando cada entrada de la fila 1 де A por cada entrada 
de la columna 1 de B; y multiplicar cada entrada de la fila 1 de A por cada entrada en las columnas 2 de B, y así 
sucesivamente. Vea el Ejemplo 8 y el Ejemplo 9. 

* Muchos problemas del mundo real se pueden resolver, a menudo, utilizando matrices. Vea el Ejemplo 10. 

* Podemos utilizar una calculadora para realizar operaciones con matrices después de guardar cada matriz como una 
variable de matriz. Vea el Ejemplo 11. 
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9.6 Resolver sistemas con eliminación de Gauss-Jordan 


Una matriz aumentada es aquella que contiene los coeficientes y las constantes de un sistema de ecuaciones. Vea el 


Ejemplo 1. 
Una matriz aumentada con la columna constante se puede representar como el sistema de ecuaciones original. Vea 


el Ejemplo 2. 

Las operaciones con filas incluyen la multiplicación de una fila por una constante, la adición de una fila a otra fila y el 
intercambio de filas. 

Podemos utilizar la eliminación de Gauss-Jordan para resolver un sistema de ecuaciones. Vea el Ejemplo 3, el 
Ejemplo 4 y el Ejemplo 5. 

Las operaciones de fila se realizan en las matrices para obtener la forma escalonada por filas. Vea el Ejemplo 6. 

Para resolver un sistema de ecuaciones, escríbalo en forma de matriz aumentada. Realice las operaciones de fila 
para obtener la forma escalonada por filas. Volver a sustituir para hallar las soluciones. Vea el Ejemplo 7 y el Ejemplo 
8. 

Se puede utilizar una calculadora para resolver sistemas de ecuaciones utilizando matrices. Vea el Ejemplo 9. 
Muchos problemas del mundo real se pueden resolver con matrices aumentadas. Vea el Ejemplo 10 y el Ejemplo 11. 


9.7 Resolver sistemas con inversas 


Una matriz identidad tiene la propiedad Af = TA = A. Vea el Ejemplo 1. 

Una matriz invertible tiene la propiedad AAT! = AT! А = I. Vea el Ejemplo 2. 

Utilice la multiplicación de matrices y la identidad para hallar la inversa de una matriz 2 x 2. Vea el Ejemplo 3. 

El multiplicador inverso se puede hallar mediante una fórmula. Vea el Ejemplo 4. 

Otro método para hallar la inversa es aumentándola con la identidad. Vea el Ejemplo 5. 

Podemos aumentar una matriz 3 x 3 con la identidad a la derecha y utilizar las operaciones de fila para convertir la 
matriz original en la identidad, y la matriz de la derecha se convierte en la inversa. Vea el Ejemplo 6. 

Escriba el sistema de ecuaciones como АХ = B, y multiplique ambos lados por la inversa de А: AT! АХ = А-! В. 
Vea el Ejemplo 7 y el Ejemplo 8. 

También podemos utilizar una calculadora para resolver un sistema de ecuaciones con matrices inversas. Vea el 


Ejemplo 9. 


9.8 Resolver sistemas con la regla de Cramer 


a 
El determinante para | 
с 


| es ad — bc. Vea el Ejemplo 1. 


| А В р 
La regla de Cramer sustituye una columna variable рог Іа columna constante. Las soluciones son х = >= т: 


Vea el Ejemplo 2. 
Para calcular el determinante de una matriz 3x3, aumente con las dos primeras columnas. Sume las tres entradas 


diagonales (de la izquierda superior a la derecha inferior) y reste las tres entradas diagonales (de la izquierda 
inferior a la derecha superior). Vea el Ejemplo 3. 
Para resolver un sistema de tres ecuaciones en tres variables mediante la regla de Cramer, sustituya una columna 


І > D D D : 
variable por Іа columna de Іа constante para cada solución deseada х = F y= z. Z= D Vea el Ejemplo 4. 


La regla de Cramer también es útil para hallar la solución de un sistema de ecuaciones sin solución o con infinitas 

soluciones. Vea el Ejemplo 5 y el Ejemplo 6. 

Ciertas propiedades de los determinantes son útiles para resolver problemas. Por ejemplo: 

o Sila matriz está en forma triangular superior, el determinante es igual al producto de las entradas por la 
diagonal principal. 

o Cuando se intercambian dos filas, el determinante cambia de signo. 

e Si dos filas o dos columnas son idénticas, el determinante es igual a cero. 

о бі una matriz contiene una fila de ceros o una columna de ceros, el determinante es igual a cero. 

o Е determinante de una matriz inversa 47! es el recíproco del determinante de la matriz A. 

o бї cualquier fila o columna se multiplica por una constante, el determinante se multiplica por el mismo factor. 
Vea el Ejemplo 7 y el Ejemplo 8. 
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Ejercicios 
Ejercicios de repaso 


Sistemas de ecuaciones lineales: dos variables 


En los siguientes ejercicios, determina si el par ordenado es una solución del sistema de ecuaciones. 
3х-у= 4 бх — 2y = 24 

27% yELD 2. Жа з 
x+4y=-3 -3x + Зу = 18 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la sustitución para resolver el sistema de ecuaciones. 


10x + 5y = —5 4 7Х+5У = чу 5 5х + бу = 14 
a == `5 lar г. i = 
Зх — 2y = -12 SEE 4х + 8у = 8 


Еп los siguientes ejercicios, utilice adición para resolver el sistema de ecuaciones. 


3x+2y=-7 7 Зх +4у = 2 А 8х +4у= 2 
2x+4y=6 ` 9х+12у=3 ` 6x-5y=0,7 


En los siguientes ejercicios, escriba un sistema de ecuaciones para resolver cada problema. Resuelva el sistema de 


ecuaciones. 

9. Una fábrica tiene un costo 10. Un artista cobra 
de producción C(x) = 50x + 10.000, 
С(х) = 150x + 15.000 y una donde x es el número total 
función de ingresos de asistentes a un 
R(x) = 200x. ¿Cuál es el espectáculo. El local cobra 
punto de equilibrio? 75 dólares por entrada. 


¿Después de cuántas 
entradas vendidas el local 
alcanza el punto de 
equilibrio y cuál es el valor 
del total de entradas 
vendidas en ese momento? 


Sistemas de ecuaciones lineales: tres variables 


En los siguientes ejercicios, resuelva el sistema de tres ecuaciones utilizando la sustitución o la adición. 


0,5x-0,5y = 10 5x+3y-z=5 x+y+z=1 
11. —0,2y + 0,2x = 4 12. 3x—2y+4z = 13 13. 2х+2у +22 = 1 
0,1х+0,1с= 2 4х + Зу + 52 = 22 3х + 3у = 2 
2x-3y+z=-l 3x +2y- z = –10 3x + 4z = -11 
14. x+y+z=—4 15. х-у+22=7 16. х-2у=5 
4х + 2у – 32 = 33 =x +3y + z = -2 4y- z = -10 
2x-3y+z=0 бх —4y-2z=2 
17. 2x+4y-3z=0 18. 3x+2y-5z=4 


бх -2y-z=0 бу – 72 = 5 
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En los siguientes ejercicios, escriba un sistema de ecuaciones para resolver cada problema. Resuelva el sistema de 


ecuaciones. 

19. Tres números impares 20. Unteatro local agota las 
suman 61. El menor es un entradas para su 
tercio del mayor y el espectáculo. Venden las 
número del medio es 16 500 entradas para una 
menos que el mayor. bolsa total de 8.070 
¿Cuáles son los tres dólares. Las entradas 
números? tenían un precio de 15 


dólares para estudiantes, 
12 para niños y 18 para 
adultos. Si la banda vendió 
el triple de entradas para 
adultos que para niños, 
¿cuántas se vendieron de 
cada tipo? 


Sistemas de ecuaciones e inecuaciones no lineales: dos variables 


En los siguientes ejercicios, resuelva el sistema de ecuaciones no lineales. 


са 9 ZAS 2 

q. 22. 7 н as УЧИ 

у= 5х – 13 у= 5х+ 10 у= х- 8 

2 2 2 2 

x =25 хе +y =4 
24. * +? 25. 

у= х2 +5 у= х2 = 
Еп los siguientes ejercicios, grafique Іа іпесиасібп. 
26. у> х?—1 27. 4x? +y” <4 
En los siguientes ejercicios, grafique el sistema de inecuaciones. 

x2 + y? +2x<3 x2-2x+ y? -4x<4 x+y <1 
28. 29. 30. 

у> =х2 – 3 y<-x+4 y <x 
Fracciones parciales 
En los siguientes ejercicios, descomponga en fracciones parciales. 
31. —2х+6 32. 10х+2 33 7х+20 

x2+3x+2 4x2+4x+1 ` x24+10x+25 
34 x-18 35. —Х?+36х+70 зв, =5х2+6х—2 

` x2-12x+36 3125 3427 
37. 2—4?+3х+11 зв. 4х1-—2х2+22х2—6х+48 
(«2-2)° хо2+4)2 
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Matrices y operaciones con matrices 


En los siguientes ejercicios, realice las operaciones solicitadas con las matrices dadas. 


E ЧЕ 6 7 1-4 9 7 -14 3 
A= | B= ¿C=| 11 -2|,D=|10 5 -—7|,E=|2 -1 3 
1 3 11 -2 4 
14 0 2 8 5 0 19 
39. —4A 40. 10D – 6Е 41. В+С 
42. АВ 43. ВА 44. ВС 
45. СВ 46. РЕ 47. ED 
48. ЕС 49. СЕ 50. АЗ 


Resolver sistemas соп eliminación de Gauss-Jordan 


En los siguientes ejercicios, escriba el sistema de ecuaciones lineales a partir de la matriz aumentada. Indique si habrá 
una solución única. 


1 0 -3| 7 1 0 5|-9 
51. |0 1 2|—5 52. |0 1 -2| 4 
00 оо 0.0 оз 


En los siguientes ejercicios, escriba la matriz aumentada del sistema de ecuaciones lineales. 


-2х+2у +2 = 7 4х + 2у – 32 = 14 х +32 = 12 
53. 2х - 8у + 52 = 0 54. —12x + Зу +2 = 100 55. —-x+4y=0 
19х — 10у + 22с = 3 9х — бу + 22 = 31 у+22= -7 


Еп los siguientes ejercicios, resuelva el sistema de ecuaciones lineales mediante Іа eliminación de Gauss-Jordan. 


3x-4y=-7 3x-4y=1 -1,1x — 2,3y = 6,2 
56. 57. 58. 
—6x + 8y = 14 —6x+8y=6 —5,2х — 4,1у = 4,3 
2x+3y+2z=1 —=x + 2у – 42 = 8 
59. 4х — 6y — 42 = –2 60. 3y + 8z =-4 
10x + 15у + 102 = 0 —7х+у+22= 1 


Resolver sistemas соп inversos 


En los siguientes ejercicios, halle la inversa de la matriz. 


02 14 к=; ао 

61. |7? : 62. 2 5 63. | -1 3 2 
12 —0,4 1l 3 

4 4 -4 -3 2 


N N-e 
Rh ә чә 
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Еп los siguientes ejercicios, halle las soluciones mediante el cálculo de la inversa de la matriz. 
4х +3y-3z = —4,3 
67. 5x-4y-z=-6,1 
x +z = —0,7 


сє 0,3x – 01у = —10 66 0,4x — 0,2y = –0,6 
i —0,1x + 0,3у = 14 ` —0,1х + 0,05у = 0,3 


—2х—-З3Зу+22=3 
-х+2у +42 = –5 
-2y + 52 = -3 


68. 


Еп los siguientes ejercicios, escriba un sistema de ecuaciones рага resolver cada problema. Resuelva el sistema de 
ecuaciones. 


69. Se pidió a los estudiantes que trajeran a clase su 70. Un club escolar organizó una venta de pasteles 
fruta favorita. El 90 % de las frutas consistía en para recaudar fondos y vendió brownies y galletas 
bananas, manzanas y naranjas. Si las naranjas de chocolate. El precio de los brownies es de 2 
fueran la mitad de populares que las bananas y dólares y el de las galletas de chocolate de 1 dólar. 
las manzanas fueran el 5 % más populares que las Recaudaron 250 dólares y vendieron 175 artículos. 
bananas, ¿cuáles son los porcentajes de cada ¿Cuántos brownies y cuántas galletas se 
fruta? vendieron? 


Resolver sistemas con la regla de Cramer 


En los siguientes ejercicios, calcule el determinante. 


-1 4 
71. ш 72. и 73. |0 2 
0-0 0,7 —1/1 
0 0 -3 


Y 0 0 
74. | 0 y2 0 
о о у 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la regla de Cramer para resolver los sistemas lineales de ecuaciones. 


Ез 4х – 2у = 23 76 02х— 01у =0 sa —0,5х + 0,1y = 0,3 
` —5x — 10y = -35 ` —0,3x + 0,3у = 2,5 ` —0,25x + 0,05y = 0,15 
5 кр A 

x+6y+3z=4 4x- Зу+ 52 = -3 10% 57- T04 = —50 
78. 2x+y+2z=3 79. 7х –9у – 32= 80. ЫХ y lz= 2 
3х-2у+2=0 х –5у— 52 = 5 2х Ly z= І 
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Examen де práctica 


¿El siguiente par ordenado es una solución del sistema de ecuaciones? 


1. —5x-— у= 12 conla 
х+4у=9 
(-3,3) 


En los siguientes ejercicios, resuelva los sistemas de ecuaciones lineales y no lineales mediante sustitución o eliminación. 
Indicar si no existe solución. 


1 1 
5x-3y=4 к=з =1 
2. 2 3 3. -1х- 4у=4 4. ЗЕ 
3х-у= 0 —10x + 2y = -2 
2 2х+1бу=2 
1 
4х – бу – 22 = ту х+2= 20 5x-4y-32=0 
5. х= 7у+52= -1 6 x+y+z=20 7. 2х+у+22= 0 
Зх + 6у– 92 = © х+2у +2 = 10 x—6y-7z=0 
g у= х +2х-3 6 y + х2 = 25 
` у=х-1 | y -2x?=1 


En los siguientes ejercicios, grafique las siguientes inecuaciones. 
2 2 

х“ +у > 4 

10. y< x? +9 11. Й 

у< х^ +1 

Еп los siguientes ejercicios, escriba Іа descomposición parcial de fracciones. 


4,3 
12. -8x-30 13. 13х+2 14. <= +2х-1 
х2+10х+25 (3х++1)2 х(х2+1)2 


En los siguientes ejercicios, realice las operaciones con matrices dadas. 


4 9 6 12 ер г ІТ 
15. 5 şt 16. | -2 9 s|l1 3 17. |? ? 
-2 3] ?|4 -8 iai 
12 0 —4 5 10 4 5 
1 1 
0 0 6 К 
18. det | 19. det -+ 0 1 20. Silos valores de 
400 4.000 1 det(A) = —6, ¿cuál sería el 
0 5 0 І . 
determinante si se 


intercambian las filas 1 y 3, 
se multiplica la segunda 
fila por 12 y setoma la 
inversa? 
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21. Reescriba el sistema de 22. Reescriba la matriz 
ecuaciones lineales como aumentada como un 
una matriz aumentada. sistema de ecuaciones 

14x — 2y + 13с = 140 шене 

-2x + 3y – 6z = –1 103/12 

х= 5у+ 12с= 11 -2 4 9|-5 
—6 1 2| 8 


En los siguientes ejercicios, utilice la eliminación de Gauss-Jordan para resolver los sistemas de ecuaciones. 


2x+y+z=-3 
х-бу=4 
23. 24. x-2y+3z2=6 


2x-12y=0 
х-у-2=6 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la inversa de una matriz para resolver los sistemas de ecuaciones. 


1 3 ¡A 

А А Е" T00 * 1007 206 = 49 
хуу = – 3 7 ¡A 

25. =з у 0 26. т100х— 10027 — 100“ = 13 


99 _ 9 _ 
100* — 1007 — т0б© = 99 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la regla de Cramer para resolver los sistemas de ecuaciones. 
0,1x + 0,1y — 0,1c = —1,2 

28. 0,1x – 0,2у + 0,4c = —1,2 
0,5x — 0,3 y + 0,8c = —5,9 


200x — 300y = 2 
400x + 715y =4 


En los siguientes ejercicios, resuelva mediante un sistema de ecuaciones lineales. 


29. Una fábrica que produce teléfonos móviles tiene 30. En una feria pequeña se cobra 1,50 dólares a los 
las siguientes funciones de costos e ingresos: estudiantes, 1 dólar a los niños y 2 dólares a los 
C(x) = х2 + 75x + 2.688 у К(х) = x? + 160x. adultos. En un día, asistieron tres veces más niños 
¿Cuál es el rango de teléfonos móviles que deben que adultos. Se vendieron un total de 800 
producir cada día para que haya ganancias? entradas, con una recaudación total de 1.050 
Redondee al número más cercano que genere dólares. ¿Cuántas entradas de cada tipo se 
ganancias. vendieron? 
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GEOMETRÍA ANALÍTICA 


Los anillos de Saturno han producido asombro, así como malentendidos, desde que Galileo los descubriera (al principio 
creyó que eran lunas). Aunque parecen ser una serie de discos sólidos incluso en este primer plano de 2004 de la sonda 
Cassini, los matemáticos del siglo XIX demostraron que están formados por miles de millones de pequeños objetos 
agrupados. (Créditos: modificación de "Saturno" por NASA/JPL-Caltech/SSI/Kevin M. Gill/flickr). 


Esquema del capítulo 


10.1 La elipse 

10.2 La hipérbola 

10.3 La parábola 

10.4 Rotación de ejes 

10.5 Secciones cónicas en coordenadas polares 


Introducción 


El matemático griego Menecmo (c. 380-a. C. 320 a. C.) se le atribuye generalmente el descubrimiento de las formas que 
se generan por la intersección de un plano y un cono circular recto. Según cómo inclinara el plano cuando se cruzara con 
el cono, formaba diferentes formas en la intersección: bellas formas con una simetría casi perfecta. 


También se dijo que Aristóteles pudo haber tenido una comprensión intuitiva de estas formas, ya que observó que la 
órbita del planeta era circular. Supuso que los planetas se movían en órbitas circulares alrededor de la Tierra, y durante 
casi 2.000 años esta fue la creencia común. 


No fue hasta el movimiento del Renacimiento cuando Johannes Kepler se dio cuenta de que las órbitas del planeta no 
eran de naturaleza circular. La ley del movimiento planetario que publicó en el siglo XVII cambió para siempre nuestra 
visión del sistema solar. Afirmaba que el sol estaba en un extremo de las órbitas y que los planetas giraban alrededor del 
sol en una trayectoria ovalada. 


Otros objetos del sistema solar (y quizá de otros sistemas) siguen una trayectoria elíptica similar, incluidos los 
espectaculares anillos de Saturno. A partir de esta idea, matemáticos del siglo XIX como James Clerk Maxwell y Sofya 
Kovalevskaya demostraron que, a pesar de su apariencia a través de los telescopios de la época (e incluso en los 
actuales), los anillos no son sólidos y continuos, sino que están compuestos por pequeñas partículas. Incluso después de 
que las misiones Voyager y Cassini suministraran datos en primer plano y detallados sobre las estructuras de los anillos, 
la comprensión completa de su construcción depende en gran medida del análisis matemático. Son especialmente 
interesantes las influencias de las lunas y los lunares de Saturno, y la forma en que alteran y preservan la estructura del 
anillo. 


En este capítulo investigaremos las figuras bidimensionales que se forman cuando a un cono circular recto lo interseca 
un plano. Comenzaremos estudiando cada una de las tres figuras creadas de esta manera. Desarrollaremos ecuaciones 
de definición para cada figura y luego aprenderemos a utilizar estas ecuaciones para resolver una variedad de 
problemas. 


1095 


1096 10*Сеошеїтїа analítica 


10.1 La elipse 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Escribir ecuaciones de elipses en forma estándar. 
> Сгайсаг elipses centradas en el origen. 
> Graficar elipses no centradas en el origen. 
> Resolver problemas aplicados con elipses. 


"аа Аі 


Figura 1 El National Statuary Hall еп Washington, D.C. [District of Columbia] (créditos: Greg Palmer, Flickr). 


¿Se imagina estar de pie en un extremo de una gran sala y seguir oyendo un susurro de una persona situada en el otro 
extremo? El National Statuary Hall en Washington, D.C., que se muestra en la Figura 1, es una de esas salas. Se trata de 
una sala semicircular llamada cámara de los susurros porque su forma hace posible que el sonido se desplace por las 
paredes y la cúpula. En esta sección, investigaremos la forma de esta sala y sus aplicaciones en el mundo real, incluida la 
distancia a la que pueden situarse dos personas en la Sala de las Estatuas y seguir oyéndose susurrar. 


Escribir la ecuación de elipse en la forma estándar 


Una sección cónica, o cónica, es una forma resultante de la intersección de un cono circular recto con un plano. El 
ángulo en los que el plano interseca el cono determina la forma, como se muestra en la Figura 2. 


\ 
Elipse Hipérbola Parábola 
Figura 2 


Las secciones cónicas también se pueden describir mediante un conjunto de puntos en el plano de coordenadas. Más 
adelante en este capítulo, veremos que el gráfico de cualquier ecuación cuadrática en dos variables es una sección 
cónica. Los signos de las ecuaciones y los coeficientes de los términos variables determinan la forma. Esta sección se 


1 Arquitecto del Capitolio. http://www.aoc.gov. Consultado el 15 de abril de 2014. 
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centra en las cuatro variaciones de la forma estándar de la ecuación de la elipse. Una elipse es el conjunto de todos los 
puntos (x, y) en un plano tal que la suma de sus distancias a dos puntos fijos es una constante. Cada punto fijo se llama 
foco (plural: focos). 


Podemos dibujar una elipse con un trozo de cartón, dos chinchetas, un lápiz y un cordel. Coloque las chinchetas en la 
cartulina para formar los focos de la elipse. Corte un trozo de cuerda más largo que la distancia entre las dos chinchetas 
(la longitud de la cuerda representa la constante de la definición). Fije cada extremo de la cuerda a la cartulina y trace 
una curva con un lápiz tensado contra la cuerda. El resultado es una elipse. Vea la Figura 3. 


Figura 3 


Toda elipse tiene dos ejes de simetría. El eje más largo se llama eje mayor y el más corto, eje menor. Cada extremo del 
eje mayor es el vértice de la elipse (plural: vértices), y cada extremo del eje menor es un covértice de la elipse. El 
centro de una elipse es el punto medio de los ejes mayor y menor. Los ejes son perpendiculares en el centro. Los focos 
siempre se encuentran en el eje mayor y la suma de las distancias de los focos a cualquier punto de la elipse (la suma 
constante) es mayor que la distancia entre los focos. Vea la Figura 4. 


y 
Covértice 


Eje menor 
vértice Foco Vértice 


Covértice 
Figura 4 


En esta sección nos limitamos a las elipses que se sitúan vertical u horizontalmente en el plano de coordenadas. Es decir, 
los ejes estarán situados o serán paralelos a los ejes x y y. Más adelante, veremos elipses giradas en el plano de 
coordenadas. 
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Para trabajar con elipses horizontales y verticales en el plano de coordenadas, consideramos dos casos: las que están 
centradas en el origen y las que están centradas en un punto distinto del origen. Primero, aprenderemos a derivar las 
ecuaciones de las elipses y luego, aprenderemos a escribir las ecuaciones de las elipses en forma estándar. 
Posteriormente utilizaremos lo aprendido para dibujar los gráficos. 


Derivación de la ecuación de una elipse centrada en el origen 
Para derivar la ecuación de una elipse centrada en el origen, comenzamos con los focos (—c, 0) y (c, 0). La elipse es el 
conjunto de todos los puntos (x, y) tal que la suma de las distancias a los focos (x, y) es constante, como se muestra en 


la Figura 5. 


Figura 5 


Si los valores de (a, 0) es un vértice de la elipse, la distancia desde (—c, 0) al (a, 0) es a — (—с) = a + с. La distancia de 
(c, 0) al (а, 0) es a — c. La suma de las distancias de los focos al vértice es 


(a+c)+(a—c)=2a 
Si los valores de (х, y) es un punto de la elipse, entonces podemos definir las siguientes variables: 
dı = la distancia de (-c, 0) para (x, y) 
da = la distancia de (с, 0) para (х, y) 


Por la definición de una elipse, dı + 42 es constante para cualquier punto (х, y) en la elipse. Sabemos que la suma de 
estas distancias es 2а para el vértice (а, 0). Se deduce que dı + dy = 2а para cualquier punto de la elipse. 
Comenzaremos la derivación aplicando la fórmula de distancia. El resto de la derivación es algebraica. 
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di +d) = V(x — O? + (у — 0)2 + V(x- 0? + (у – 0)? = 2а Fórmula de distancia 


\(х + cy + y +\у(х— cy + y? =2a Simplifique las expresiones. 
(x+ cy + y? = 2а – ү(х – с)? + у? Mueva el radical al lado opuesto. 
2 
(x + с)? + y = [2a = y(x- с}? + У | Eleve ambos lados al cuadrado. 
х2 + 2сх + с^ + у? = 4a? — day (x — cy? + y? +(x- с)? + y? Expanda los cuadrados. 
х2 + 2сх + с^ + у? = 442 – day (х — с)? + y + х2 — 2сх + с^ + y Expanda los cuadrados restantes. 
2сх = 4а? — 4ay (x — с)? + y? – 2ex Combine términos similares. 


dex — 4а? = day (х с)? + y? Aísle el radical. 
exa? = -ay (x — с)? + y? Divida entre 4. 


2 
[сх— a?| “= а? [v (х — с)? + | Eleve ambos lados al cuadrado. 


с^х? — 2а?сх +a = а? (х? = 2сх + с” + y?) Expanda los cuadrados. 
2x2 — 2а2сх + ай = ax? – 2а?сх + а?с” + a? y? Distribuya a?. 
ax? — 2x4 a? у? = аё — ae Reescriba. 
x? (а? — c?) +a? y = а? (а2 — c?) Factorice los términos comunes. 
x? b? + a? y = а22 Establezca b? = a? — с^. 
2,2 2,2 2,2 
хр ау at“ b E 212 
+ = Divida ambos lados entre а Б. 
al p2 a2b2 a2b2 
2 2 
х У . ug 
Z + ás 1 Simplifique. 


; LA y А 2 2 22 я : А А 
Así, la ecuación estándar de una elipse es 25 + е = 1. Esta ecuación define una elipse centrada en el origen. Si los 
a 


valores de a > b, la elipse se estira más en la dirección horizontal, y si b > a, la elipse se estira más en la dirección 
vertical. 


Escribir ecuaciones de elipses centradas en el origen en forma estándar 

Las formas estándar de las ecuaciones nos hablan de las características clave de los gráficos. Tómese un momento para 
recordar algunas de las formas estándar de ecuaciones con las que hemos trabajado en el pasado: lineal, cuadrática, 
cúbica, exponencial, logarítmica, etc. Al aprender a interpretar las formas estándar de las ecuaciones, se tiende un 
puente entre las representaciones algebraicas y geométricas de los fenómenos matemáticos. 


Las características clave de la elipse son su centro, vértices, covértices, focos y longitudes y posiciones de los ejes mayor 
y menor. Al igual que con otras ecuaciones, identificamos todas estas características con solo mirar la forma estándar de 
la ecuación. Existen cuatro variaciones de la forma estándar de la elipse. Estas variaciones se clasifican primero por la 
ubicación del centro (el origen o no el origen), y luego por la posición (horizontal o vertical). Cada una de ellas se 
presenta junto con una descripción de cómo se relacionan las partes de la ecuación con el gráfico. La interpretación de 
estas partes nos permite formarnos una imagen mental de la elipse. 


Formas estándar de la ecuación de una elipse con centro (0,0) 


La forma estándar de la ecuación de una elipse con centro (0, 0) y el eje mayor en el eje x es 
х? 2 Е 
a 2 

donde 


* a>b 

• la longitud del eje mayor es 2а 

* las coordenadas de los vértices son (+a, 0) 

• la longitud del eje menor es 2b 

* las coordenadas de los covértices son (0, + b) 
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* las coordenadas de los focos son (+c, 0), donde с2 = a? — 2. Vea la Figura 6 a 


La forma estándar de la ecuación de una elipse con centro (0, 0) y el eje mayor en el eje yes 


donde 


* a>b 

• la longitud del eje mayor es 2a 

* las coordenadas de los vértices son (0, + a) 

• la longitud del eje menor es 2b 

* las coordenadas de los covértices son (+b, 0) 

* las coordenadas de los focos son (0, + с), donde с2 = а? — 2. Vea la Figura 6 b 


Observe que los vértices, covértices y focos están relacionados por la ecuación с2 = a? — 2. Cuando se nos dan las 
coordenadas de los focos y vértices de una elipse, podemos utilizar esta relación para hallar la ecuación de la elipse 
en forma estándar. 


y 
(0, a) 


(0, с) 
Eje mayor 


(0, =a) 
(a) (b) 


Figura 6 (a) Elipse horizontal con centro (0, 0) (b) Elipse vertical con centro (0, 0) 


(b, 0) 


(є сомо 


Dados los vértices y focos de una elipse centrada еп el origen, escriba su ecuación en forma estándar. 


1. Determine si el eje mayor se encuentra en el eje хо en el eje y. 
a. Silas coordenadas dadas de los vértices y focos tienen la forma (+a, 0) y (+c, 0) respectivamente, entonces 


el eje mayor es el eje x. Utilice la forma estándar — + = == 11; 

b. Silas coordenadas dadas de los vértices y focos tienen la forma (0, + а) y (0, +c), respectivamente, entonces 
el eje mayor es el eje y. Utilice la forma estándar = + = = 

2 


2. Utilice la ecuación c? = a? — b?, junto con las coordenadas dadas de los vértices y los focos, para resolver b2. 
3. Sustituya los valores de as y b? en la forma estándar de la ecuación determinada en el paso 1. 
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Escribir Іа ecuación de una elipse centrada en el origen еп Іа forma estándar 
¿Cuál es la ecuación de la forma estándar de la elipse que tiene vértices (+8, 0) y focos (+5, 0)? 


© Solución 
Los focos están en el eje x, por lo que el eje mayor es el eje x. Así, la ecuación tendrá la forma 


Los vértices son (+8, 0), así que a = 8 y a? = 64. 
Los focos son (+5, 0), por lo que с = 5 y c? = 25. 


Sabemos que los vértices y los focos están relacionados por la ecuación e? = a? — b?.Al resolver b?, tenemos: 


др 
25 = 64 — b? Sustituya рог с^ у а2. 
b = 39 Resuelva рага 2. 
Ahora solo tenemos que sustituir a? = 64 y b? = 39 en la forma estándar de la ecuación. La ecuación de la elipse es 
2 2 
х Е 
64 + 39 =1. 


[>] INTÉNTELO #1 ¿Cuál es la ecuación de la forma estándar de la elipse que tiene vértices (0, + 4) y focos 


(0, + v15)? 


3| PREGUNTAS Y ¿Podemos escribir la ecuación de una elipse centrada en el origen dadas las coordenadas 
RESPUESTAS de un solo foco y vértice? 


Sí. Las elipses son simétricas, por lo que las coordenadas de los vértices de una elipse centrada 
en el origen tendrán siempre la forma (+а, 0) o (0, +a). Del mismo modo, las coordenadas de 
los focos siempre tendrán la forma (+c, 0) о (0, +c). Sabiendo esto, podemos utilizar a ус de 
los puntos dados, junto con la ecuación с2 = а? – 2, para calcular b. 


Escribir ecuaciones de elipses no centradas en el origen 

Al igual que los gráficos de otras ecuaciones, el gráfico de una elipse se puede trasladar. Si se traslada una elipse h 
unidades en horizontal y k unidades verticalmente, el centro de la elipse será (Л, к) . Esta traslación da como resultado la 
forma estándar de la ecuación que vimos anteriormente, con x sustituido por (x — Л) y y se sustituye por (y — К). 


Formas estándar de la ecuación de una elipse con centro (h, k) 


La forma estándar de la ecuación de una elipse con centro (Л, А) y el eje mayor paralelo al eje x es 


0 оү 
су е 
а b2 


donde 


 а>Ь 

• la longitud del eje mayor es 2а 

+ las coordenadas de los vértices son (h + а, k) 

• la longitud del eje menor es 2b 

e las coordenadas de los covértices son (h, k + b) 

* las coordenadas de los focos son (h + с, К) , donde с2 = a? — 2. Vea la Figura 7a 


La forma estándar de la ecuación de una elipse con centro (h, k) y el eje mayor paralelo al eje y es 
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donde 


T2 o 
ENG 


b2 а? | 


a>b 

la longitud del eje mayor es 2a 

las coordenadas de los vértices son (h, k + a) 

la longitud del eje menor es 2b 

las coordenadas de los covértices son (h + b, k) 

las coordenadas de los focos son (h, k + c), donde с2 = a? — b?. Vea la Figura 7b 


Al igual que con las elipses centradas en el origen, las elipses centradas en un punto (h, k) tienen vértices, covértices 


y focos que están relacionados por la ecuación c 


2 = а? — 2. Podemos utilizar esta relación junto con las fórmulas de 


punto medio y de distancia para hallar la ecuación de la elipse en forma estándar cuando se dan los vértices y los 
focos. 


Dados los vértices y los focos de una elipse no centrada en el origen, escriba su ecuación en forma estándar. 


11. 


оО W 


FO авв У (к+а) 

(А, К+ с) 
(h+a, К 
М -y ны (h + b, k) 
* 
(һ,К- с) 
(h, k-b) 
(h,k - a) 
(a) (b) 


Figura 7 (a) Elipse horizontal con centro (h, k) (b) Elipse vertical con centro (h, k) 


CÓMO 


Determine si el eje mayor es paralelo al eje xo al eje y. 


а. 


Si las coordenadas у de los vértices у los focos dados son iguales, entonces el eje mayor es paralelo al eje х. 


00) Ку) 
Utilice la forma estándar az + UR = Íly 
a b2 
Si las coordenadas x de los vértices y los focos dados son iguales, entonces el eje mayor es paralelo al eje y. 
m Ў (х=)? ‚ (у-Ю2 
Utilice la forma estándar 2 E il. 
a 


Identificar el centro de la elipse (Л, k) utilizando la fórmula del punto medio y las coordenadas dadas рага los 
vértices. 

Calcule a? al resolver la longitud del eje mayor, 2a, que es la distancia entre los vértices dados. 

Calcule с2 utilizando Л y k, hallados en el paso 2, junto con las coordenadas dadas para los focos. 

Resuelva para b? utilizando la ecuación с2 = a? — b?. 

Sustituya los valores de h, k, а. У b? en Іа forma estándar de Іа ecuación determinada en е! paso 1. 


Acceso gratis en openstax.org 


10.1 + La elipse 


ОИ 


Escribir Іа ecuación de una elipse centrada en un punto distinto del origen 
¿Cuál es la ecuación de la forma estándar de la elipse que tiene vértices (-2, —8) y (2, 2) 
y focos (2, —7) y (2, 1)? 


© Solución 
Las coordenadas x de los vértices y los focos son las mismas, por lo que el eje mayor es paralelo al eje y. Así, la ecuación 
de la elipse tendrá la forma 


GO 

b2 а? Е 

En primer lugar, identificamos el centro, (h, К). El centro está a medio camino entre los vértices, (—2, — 8) у (2,2). Al 
aplicar la fórmula del punto medio, tenemos: 


1 


2 * 2 
= (—2,—3) 


(h,k) = (22 32) 


Luego, hallamos a?.La longitud del eje mayor, 2a, está delimitada por los vértices. Resolvemos para a al hallar la 
distancia entre las coordenadas y de los vértices. 


2a = 2 – (-8) 
2a = 10 
a=5 
Así que a? = 25. 
Ahora hallamos с2. Los focos vienen dados por (h, k + с). Así que, (h, К — с) = (2,7) y (h, k + с) = (2, 1). Sustituimos 
k = —3 y usamos cualquiera de estos puntos para resolver с. 
k+c=1 
-3+с=1 
с= 4 
Así que с^ = 16. 
A continuación, resolvemos рага 2 utilizando la ecuación с2 = a? — b2. 
с? = a e b2 
16 = 25 — b? 
№2 = 9 
Por último, sustituimos los valores hallados para A, k, a, y b? en la ecuación de forma estándar para una elipse: 
(х +2)? И (у+3)2 
9 25 


1 


[>] INTÉNTELO #2 ¿Cuál es la ecuación de la forma estándar de la elipse que tiene vértices (—3, 3) y (5, 3) y 


focos (1 -24/3,3) y (1 +24/3,3)? 


Graficar elipses centradas en el origen 
Al igual que podemos escribir la ecuación de una elipse dado su gráfico, podemos graficar una elipse dada su ecuación. 


2 
Para graficar elipses centradas en el origen, utilizamos la forma estándar en + a = 1, а> b para las elipses 
a 


2 2 
horizontales y yz + 5 =1, a> b para las elipses verticales. 
a 
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CÓMO 


6б 
Dada la forma estándar de una ecuación para una elipse centrada en (0, 0), dibuje el gráfico. 
1. Utilice las formas estándar de las ecuaciones de una elipse para determinar el eje mayor, los vértices, los 
covértices y los focos 
a. Sila ecuación es de la forma — + = = 1, donde a > b, entonces 


el eje mayor es el eje x 

las coordenadas de los vértices son (+a, 0) 
las coordenadas de los covértices son (0, + b) 
las coordenadas de los focos son (+c, 0) 


9) 2 
b. Sila ecuación es de la forma 5 + 5 = 1, donde a > b, entonces 
a 


el eje mayor es el eje y 

las coordenadas de los vértices son (0, + a) 
las coordenadas de los covértices son (+b, 0) 
las coordenadas de los focos son (0, + с) 


2. Resuelva para c utilizando la ecuación с^ =а^—Ь°. 
3. Trace el centro, los vértices, los covértices y los focos en el plano de coordenadas y dibuje una curva suave рага 
formar la elipse. 


ашар aaa 


Graficar una elipse centrada en el origen 


2 2 
Grafique la elipse dada por la ecuación, 5 + 3 = 1. Identifique y marque el centro, los vértices, los covértices y los 


focos. 


© Solución 
En primer lugar, determinamos la posición del eje mayor. Dado que 25 > 9, el eje mayor está en el eje y. Por lo tanto, la 


2 2 
ecuación es de la forma 7 + 5 = 1, donde b? = 9y a? = 25. Se deduce que: 
a 
• el centro de la elipse es (0, 0) 
* las coordenadas de los vértices son (0, + а) = (o, + v25) = (0, + 5) 


* las coordenadas de los covértices son (+b, 0) = (9.0) = (+3, 0) 


* las coordenadas де los focos son (0, + с) , donde с2 = a? — 2 Al resolver c, tenemos: 


Por lo tanto, las coordenadas de los focos son (0, + 4). 


A continuación, trazamos y etiquetamos el centro, los vértices, los covértices y los focos y dibujamos una curva suave 
para formar la elipse. Vea la Figura 8. 
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Figura 8 


5 
x2 _ 


[>] INTÉNTELO #3 Grafique la elipse dada por la ecuación 36 t + = 1. Identifique y marque el centro, los 


vértices, los covértices y los focos. 


BR 


Graficar una elipse centrada en el origen a partir de una ecuación que no está en forma estándar 
Grafique la elipse dada por la ecuación 4x? + 25y? = 100. Reescriba la ecuación en forma estándar. A continuación, 
identifique y marque el centro, los vértices, los covértices y los focos. 


© Solución 
Primero, use álgebra para reescribir la ecuación en forma estándar. 


4х2 + 25у2 = 100 


д2 | 25у2 _ 100 
100 + 100 = 100 
2 2 
х б Ж 
5л”! 


A continuación, determinamos la posición del eje mayor. Dado que 25 > 4, el eje mayor está en el eje x. Por lo tanto, la 


3 2 
ecuación es de la forma == + 2 = 1, donde a? = 25 у b? = 4. Se deduce que: 
a 


• el centro de la elipse es (0, 0) 
* las coordenadas de los vértices son (+a, 0) = (2v5, 0) = (+5, 0) 
* las coordenadas de los covértices son (0, + b) = (0, + va) = (0, + 2) 


* las coordenadas de los focos son (+c, 0), donde c? = a? — 2. Al resolver c, tenemos: 


+y a? — b? 
4/25 4 
Ja 


È 


І 


II 


+ 
+ 
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Por lo tanto, las coordenadas de los focos son (+v21,0) А 


A continuación, trazamos у etiquetamos el centro, los vértices, los covértices у los focos y dibujamos una curva suave 
para formar la elipse. 


[о, о) 
Ф + 


(У21, 0) 
+ + 


+ 


Figura 9 


[>] INTÉNTELO #4 Grafique la elipse dada por la ecuación 49x? + 16y? = 784. Reescriba la ecuación en forma 
estándar. A continuación, identifique y marque el centro, los vértices, los covértices y los 
focos. 


Graficar elipses no centradas en el origen 


Cuando una elipse no está centrada en el origen, todavía podemos utilizar las formas estándar para hallar las 
características clave del gráfico. Cuando la elipse está centrada en algún punto, (h, k) , utilizamos las formas estándar 
E? | 0-0? Ga? у 0-02 

al b2 b2 a2 
partir de estas ecuaciones estándar, podemos determinar fácilmente el centro, los vértices, los covértices, los focos y las 
posiciones de los ejes mayor y menor. 


(є cómo 


Dada la forma estándar de una ecuación para una elipse centrada еп (Л, k), dibuje el gráfico. 


+ = 1, а> b para las elipses verticales. A 


=1, a> b para las elipses horizontales y 


1. Utilice las formas estándar de las ecuaciones de una elipse para determinar el centro, la posición del eje mayor, 
los vértices, los covértices y los focos. 


(х—һ)? 
a2 


АЗЫ 


a. Sila ecuación es de la forma =o = 1, donde a > b, entonces 


+ 


el centro es (h, k) 

el eje mayor es paralelo al eje x 

las coordenadas de los vértices son (h + a, k) 
las coordenadas de los covértices son (h, k + b) 
las coordenadas de los focos son (h + c, k) 


Gh? 
b2 


Ok? 


3 = 1, donde a > b, entonces 


b. Si la ecuación es de la forma =P 


a 
el centro es (h, k) 


el eje mayor es paralelo al eje y 
las coordenadas de los vértices son (h, k + a) 
las coordenadas de los covértices son (h + b, k) 
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ш las coordenadas de los focos son (h, k + с) 


2. Resuelva para c utilizando la ecuación с^ =а^—Ь°. 
3. Trace el centro, los vértices, los covértices y los focos en el plano de coordenadas y dibuje una curva suave рага 
formar la elipse. 


дда Э 95 


Graficar una elipse centrada еп (h, К) 


(х+2)2 , us? 


Grafique la elipse dada por la ecuación, = 1. Identifique y marque el centro, los vértices, los covértices y 


los focos. 


© Solución 
En primer lugar, determinamos la posición del eje mayor. Dado que 9 > 4, el eje mayor es paralelo al eje y. Por lo tanto, 


m2 102 
la ecuación es de la forma “SE + paa = 1, donde b? = 4 y a? = 9. Se deduce que: 
a 


• el centro de la elipse es (h, k) = (2, 5) 

* las coordenadas de los vértices son (h, k + a) = (—2,5 + y/9) = (22,5 + 3), o (2,2) y (2, 8) 

* las coordenadas de los covértices son (h + b, k) = (22 + ү, 5) = (—2 + 2, 5), о (-4, 5) y (0, 5) 
* las coordenadas де los focos son (h, k + с), donde c? = а? — 2. Al resolver c, tenemos: 


ET 
9—13 
v5 


Por lo tanto, las coordenadas de los focos son (-2, 5— v5) y (2, Más de 5y5) А 


с 


І 
+ 


І 
I+ 


A continuación, trazamos y etiquetamos el centro, los vértices, los covértices y los focos y dibujamos una curva suave 
para formar la elipse. 


y 


(0, 5) 


Figura 10 


А 
2 


0-2? 
20 


(х—4) 
36 


[>] INTÉNTELO #5 Grafique la elipse dada por la ecuación 


los vértices, los covértices y los focos. 


+ 


= 1. Identifique y marque el centro, 
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м CÓMO 
@@ 
Dada la forma general de una ecuación para una elipse centrada en (h, К), exprese la ecuación en forma 
estándar. 


1. Reconozca que una elipse descrita por una ecuación de la forma ах? + Ьу? + сх + dy + e = 0 está en forma 
general. 

2. Reordene la ecuación agrupando los términos que contienen la misma variable. Mueva el término constante al 
lado opuesto de la ecuación. 

3. Factorice los coeficientes de los términos х2 y y en la preparación para completar el cuadrado. 

4. Complete el cuadrado de cada variable para reescribir la ecuación en forma de suma de múltiplos de dos 
binomios elevados al cuadrado e iguales a una constante, т (x — hy? + тз (у — ky? = тз, donde mı , m2, y тз 
son constantes. 

5. Divida ambos lados de la ecuación entre el término constante para expresar la ecuación en forma estándar. 


аа 


Graficar una elipse centrada еп (h, К) escribiéndola primero en forma estándar 


Grafique la elipse dada por la ecuación 4x? + 9y? — 40x + 36y + 100 = 0. Identifique y marque el centro, los vértices, 
los covértices y los focos. 


© Solución 
Debemos empezar por reescribir la ecuación en forma estándar. 


4x? + 9y? — 40x + 3бу + 100 = 0 

Agrupe los términos que contengan la misma variable y mueva la constante al lado opuesto de la ecuación. 

(4x? – 40x) + (9y? + 36у) = —100 
Factorice los coeficientes de los términos al cuadrado. 

4 (x? — 10x) +9 (y? +4у) = –100 
Complete el cuadrado dos veces. Recuerde equilibrar la ecuación sumando las mismas constantes a cada lado. 

4 (x? — 10x +25) +9 (y? +4y +4) = —100 + 100 + 36 
Reescriba como cuadrados perfectos. 
4(х — 5)? + 9(у +2)? = 36 

Divida ambos lados entre el término constante para poner la ecuación en forma estándar. 


(к-5* 0t _ 
9 4 
Ahora que la ecuación está en forma estándar, podemos determinar la posición del eje mayor. Dado que 9 > 4, el eje 


2 2 
EE op = 1, donde a? = 9 y b? = 4. Se 
а 


1 


mayor es paralelo al eje x. Por lo tanto, la ecuación es de la forma 
deduce que: 


• el centro de la elipse es (h, k) = (5,-2) 
* las coordenadas de los vértices son (h + a, k) = (5 + v9, -2) = (5 + 3,-2), о (2, 2) y (8,-2) 


* las coordenadas de los covértices son (h, k + b) = (5, —2+ v4) = (5, -2 + 2), o (5,—4) y (5,0) 


* las coordenadas де los focos son (h + с, k), donde с2 = a? — Ь?. Al resolver c, tenemos: 
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Por lo tanto, las coordenadas de los focos son (5 — V5, -2) y (Más de 54/5, -2) : 


A continuación, graficamos y marcamos el centro, los vértices, los covértices y los focos, y dibujamos una curva suave 
para formar la elipse como se muestra en la Figura 11. 


y: 
з} 
24 
1+ 
(5, 0) 
чо a 
-1+ i 
=/5, —2)!(5, —2) 
-2+(2, —2) $--®-------ф-------ө--ф (8, —2) 
1(5+/5, —2) 
=з] 
. 
-4+ 4 
(5, —4) 
-5 
і 
Figura 11 


[>] INTÉNTELO #6 Exprese la ecuación de la elipse dada en forma estándar. Identifique el centro, los vértices, 
los covértices y los focos de la elipse. 


4x? + y? – 24x +2y+21=0 


Resolver problemas aplicados con elipses 


Muchas situaciones del mundo real se pueden representar mediante elipses, como las órbitas de los planetas, satélites, 
lunas y cometas y las formas de las quillas de los barcos, los timones y algunas alas de los aviones. Un dispositivo 
médico llamado litotriptor utiliza reflectores elípticos para romper cálculos renales mediante la generación de ondas 
sonoras. Algunos edificios, llamados cámaras de susurros, están diseñados con cúpulas elípticas para que una persona 
que susurra en un foco pueda ser escuchada fácilmente por alguien que esté en el otro foco. Esto ocurre debido a las 
propiedades acústicas de una elipse. Cuando una onda sonora se origina en un foco de una cámara de susurros, la onda 
sonora se reflejará en la cúpula elíptica y volverá al otro foco. Vea la Figura 12. En la cámara de susurros del Museo de 
Ciencia y la Industria de Chicago, dos personas situadas en el foco —a unos 43 pies de distancia— pueden oírse 
mutuamente. Cuando estas cámaras se colocan en lugares inesperados, como las que hay en el interior del aeropuerto 
internacional Bush de Houston y en la terminal Grand Central de Nueva York, pueden inducir reacciones de sorpresa 
entre los viajeros. 
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Figura 12 Las ondas sonoras se reflejan entre los focos en una sala elíptica, llamada cámara de los susurros. 


ИЭ 


Localización de los focos de una cámara de susurros 
Una gran sala en una galería de arte es una cámara de susurros. Sus dimensiones son de 46 pies de ancho por 96 pies 
de largo, como se muestra en la Figura 13. 


a. 


¿Cuál es la forma estándar de la ecuación de la elipse que representa el contorno de la sala? Pista: suponga una 
elipse horizontal, y deje que el centro del espacio sea el punto (0, 0). 

Si dos visitantes situados en los focos de esta sala pueden oírse mutuamente susurrando, ¿a qué distancia están los 
visitantes? Redondee al pie más cercano. 


46 pies 


њо 
96 ріеѕ 
Еїдига 13 


© Solución 


а. 


Suponemos una elipse horizontal con centro (0, 0), por lo que necesitamos hallar una ecuación de Іа forma 

2 2 > А А 
5 + 2 = 1, donde a > b. Sabemos que la longitud del eje mayor, 2а, es más largo que Іа longitud del eje menor, 
a 


2b. Así, la longitud de la sala, 96, está representada por el eje mayor, y el ancho de la sala, 46, por el eje menor 
o Al resolver para a, tenemos 2а = 96, así que a = 48, y a? = 2304 
o Al resolver рага b, tenemos 2b = 46, por lo que b = 23, y b? = 529. 


2 


2 
і А х E aee 
Por lo tanto, la ecuación de la elipse es 301 + 559 = 1. 


Para hallar la distancia entre los senadores, debemos hallar la distancia entre los focos, (+c, 0), donde 


с2 = а? — 2. Al resolver c, tenemos: 
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¿ate 

с2 = 2304 — 529 Sustituya utilizando los valores hallados en la parte (а). 
c= +4/2304 — 529 Obtenga la raíz cuadrada de ambos lados. 

c=x+vy1775 Reste. 

са +42 Redondee al pie más cercano. 


Los puntos (+42, 0) representan los focos. Por lo tanto, la distancia entre los senadores es 2 (42) = 84 pies. 


ме 


INTÉNTELO #7 Supongamos que una cámara de susurros tiene 480 pies de largo y 320 pies de ancho. 


(А) ¿Cuál es la forma estándar de la ecuación de la elipse que representa la sala? Pista: 
suponga una elipse horizontal, y deje que el centro del espacio sea el punto (0, 0). 

Si dos personas están de pie en el foco de esta sala y pueden oírse mutuamente 
susurrando, ¿a qué distancia están las personas? Redondee al pie más cercano. 


[>] MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar las elipses. 


Secciones cónicas: La elipse (http://openstax.org/l/conicellipse) 
Graficar una elipse con centro en el origen (http://openstax.org/l/grphellorigin) 
Graficar una elipse no centrada en el origen (http://openstax.org/l/grphellnot) 


10.1 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. Defina una elipse en 2. ¿Dónde deben estar los 3. ¿Qué caso especial de la 
términos de sus focos. focos de una elipse? elipse tenemos cuando los 
ejes mayor y menor tienen 
la misma longitud? 
4. Paraelcaso especial 5. ¿Qué se puede decir de la 
mencionado en la pregunta simetría del gráfico de una 
anterior, ¿qué sería cierto elipse con centro en el 
sobre los focos de esa origen y focos a lo largo del 
elipse? eje y? 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, determine si las ecuaciones dadas representan elipses. Si la respuesta es afirmativa, 
escríbala en la forma estándar. 


6. 2x? +y=4 7. 4x? +9у? = 36 8. 4x? -y =4 


9. 4x? +9у2 = 1 10. 4х2 – 8х + 952 – 72у + 112 = 0 
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En los siguientes ejercicios, escriba la ecuación de una elipse en forma estándar, e identifique los puntos finales de los 
ejes mayor y menor, así como los focos. 


n Í+L=1 12 + =1 13. x? +9y=1 

14. 4x2 +1632 =1 15. =н + Gt =1 16. an + tat =1 

17. EA = 18. TE = 19. 4х2—8х+9у2—72у+112=0 
20. 9х2 — 54x +9y? —54у+81=0 21. 4х2 — 24x + 36y? — 360у + 864 = 0 

22. 4x? + 24x + 16y? – 128у + 228 = 0 23. 4х2 + 40x + 25у? — 100у + 100 = 0 

24. х2 + 2х + 100у2 – 1.000у + 2401 = 0 25. 4х2 + 24х + 25y + 200у + 336 = 0 


26. 9х2 + 72х + 16у2 + 16у+4= 0 


Еп los siguientes ejercicios, halle los focos de las elipses dadas. 


(3, 0? _ (cy? , 0-22 _ 21.2 
27. 25 + 36 = 1 28. “уу +4 =! 29. хе + у = 1 
30. х2 + 4у2 +4х + 8у = 1 31. 10х2 + y? + 200х = 0 
Gráficos 


En los siguientes ejercicios, grafique las elipses dadas y tome en cuenta el centro, los vértices y los focos. 


з2 LL =1 эз. Ж НУ =1 34. 4х2 4+9y?=1 

35. 81x? + 49y? = 1 00 абер д 7 EA 

38. SE g 39. 4x? — 8x + 16y? -32y-44=0 40. x2-8x+25y? – 100y+91=0 
41. x2+8x+4y? —40y+112=0 42. 64x? + 128x + 9y? — 72y — 368 = 0 

43. 16x? + 64x + 4у2 – 8у+4= 0 44. 100x? + 1.000x + y? – 10у + 2425 = 0 


45. 4х2 + 16x + 4y? + 16у+16= 0 
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En los siguientes ejercicios, utilice la información dada sobre el gráfico de cada elipse para determinar su ecuación. 


46. Centro en el origen, 47. Centro en el origen, 48. Centro en el origen, 
simétrico respecto a los simétrico respecto a los simétrico respecto a los 
ejes xy y foco en (4, 0), y ejes xy y foco en (0, 2), y ejes ху y foco en (3, 0), y el 
punto en el gráfico (0, 3). punto en el gráfico (5, 0). eje mayor es dos veces 

más largo que el eje 
menor. 

49. Centro (4, 2); vértice (9, 2); 50. Centro (3, 5); vértice 51. Centro (—3, 4); vértice 
un foco: (4 + 24/6, 2). (3, 11); un foco: (1, 4); un foco: 


(3, 5+4у2) (=3+243,4) 


En los siguientes ejercicios, dado el gráfico de la elipse, determine su ecuación. 


52. 53. 


55. 56. у 


Extensiones 


En los siguientes ejercicios, calcule el área de la elipse. El área de una elipse viene dada por la fórmula Área=a-b-%. 


39 


2 2 2 2 
. (+®? 0-62 _ 59, +07 | 0-27 _| 


03% _ 
+-———=1 58. 36 4 5 


ds 16 16 


60. 4x? -8x+9y?-72y+112=0 61. 9х2 — 54x + 9y? — 54y + 81 = 0 
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Aplicaciones en el mundo real 


62. Halle la ecuación de la 63. Halle la ecuación de la 64. Un arco tiene la forma de 
elipse que cabe dentro de elipse que cabe dentro de una semielipse (la mitad 
una caja de 8 unidades de una Caja que es cuatro superior de una elipse). El 
ancho y 4 de alto. veces más ancha que alta. arco tiene una altura de 8 

Expresar la altura en pies y una amplitud de 20 
términos de h. pies. Halle una ecuación 


para la elipse y utilícela 
para calcular la altura, con 
una precisión de 0,01 pies 
del arco a una distancia de 
4 pies del centro. 


65. Un arco tiene la forma de 66. Se vaa construir un puente 67. Una persona en una 
una semielipse. El arco con forma de arco galería de susurros situada 
tiene una altura de 12 pies semielíptico y con una en un foco de la elipse 
y una amplitud de 40 pies. amplitud de 120 pies. La puede susurrar y ser 
Halle una ecuación para la altura del arco a una escuchada por una 
elipse y utilícela para distancia de 40 pies del persona situada en el otro 
calcular la distancia desde centro será de 8 pies. Halle foco porque todas las 
el centro hasta un punto la altura del arco en su ondas sonoras que llegan 
en el que la altura sea de 6 centro. al techo se reflejan en la 
pies. Redondee a la otra persona. Si una 
centésima más cercana. galería de susurros tiene 


una longitud de 120 pies, y 
los focos están situados a 
30 pies del centro, calcule 
la altura del techo en el 
centro. 


68. Una persona está de pie a 
8 pies de la pared más 
cercana en una galería de 
susurros. Si esa persona 
está en un foco, y el otro 
foco está a 80 pies de 
distancia, ¿cuáles son la 
longitud y la altura en el 
centro de la galería? 


10.2 La hipérbola 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Localizar los vértices y focos de una hipérbola. 
Escribir ecuaciones de hipérbolas en forma estándar. 
Graficar hipérbolas centradas en el origen. 
Graficar hipérbolas no centradas en el origen. 
Resolver problemas aplicados que involucren hipérbolas. 


им у у 


¿Qué tienen en común las trayectorias de los cometas, los estampidos supersónicos, los antiguos pilares griegos y las 
torres de refrigeración de tiro natural? Todos ellos pueden ser modelados por el mismo tipo de cónica. Por ejemplo, 
cuando algo se mueve más rápido que la velocidad del sonido, se crea una onda expansiva en forma de cono. Cuando la 
onda se interseca con el suelo, se forma una porción cónica que ocasiona una explosión sónica. Vea la Figura 1. 
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Estela creada por la 
onda expansiva 


Porción de 
una hipérbola 


Figura 1 Una onda expansiva que se interseca con el suelo forma una parte de una sección cónica y ocasiona una 
explosión sónica. 


La mayoría de las personas están familiarizadas con la explosión sónica creada por los aviones supersónicos, pero el ser 
humano ya rompía la barrera del sonido mucho antes del primer vuelo supersónico. El chasquido de un látigo se 
produce porque la punta supera la velocidad del sonido. Las balas disparadas por muchas armas de fuego también 
rompen la barrera del sonido, aunque el estampido del arma suele superar el sonido de la explosión sónica. 


Localización de los vértices y focos de una hipérbola 


En geometría analítica, una hipérbola es una sección cónica formada por la intersección de un cono circular recto con 
un plano en un ángulo tal que ambas mitades del cono se intersecan. Esta intersección produce dos curvas separadas 
no limitadas que son imágenes especulares la una de la otra. Vea la Figura 2. 


Figura 2 Una hipérbola 


Al igual que la elipse, la hipérbola también se puede definir como un conjunto de puntos en el plano de coordenadas. 
Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos (x, y) en un plano tal que la diferencia de las distancias entre (x, y) y 
los focos es una constante positiva. 


Observe que la definición de una hipérbola es muy similar a la de una elipse. La distinción es que la hipérbola se define 
en términos de la diferencia de dos distancias, mientras que la elipse se define en términos de la suma de dos distancias. 


Al igual que la elipse, toda hipérbola tiene dos ejes de simetría. El eje transversal es un segmento de línea que pasa por 
el centro de la hipérbola y tiene como puntos extremos los vértices. Los focos se encuentran en la línea que contiene el 
eje transversal. El eje conjugado es perpendicular al eje transversal y tiene como puntos extremos los covértices. El 
centro de una hipérbola es el punto medio de los ejes transversal y conjugado, donde se intersecan. Toda hipérbola 
tiene también dos asíntotas que pasan por su centro. A medida que una hipérbola se aleja del centro, sus ramas se 
acercan a estas asíntotas. El rectángulo central de la hipérbola está centrado en el origen con lados que pasan por cada 
vértice y covértice; es una herramienta útil para graficar la hipérbola y sus asíntotas. Para dibujar las asíntotas de la 
hipérbola, basta con dibujar y extender las diagonales del rectángulo central. Vea la Figura 3. 


1116 10: Geometría analítica 


Vértice 


Vértice 


6$  Covértice 
Asíntota 


Figura 3 Características principales de la hipérbola 


En esta sección limitaremos nuestra discusión a las hipérbolas que están posicionadas verticalmente u horizontalmente 
en el plano de coordenadas; los ejes estarán sobre o serán paralelos a los ejes x y y. Consideraremos dos casos: los que 
están centrados en el origen y los que están centrados en un punto distinto del origen. 


Derivar la ecuación de una hipérbola centrada en el origen 
Supongamos que (—c, 0) y (с, 0) son los focos de una hipérbola centrada en el origen. La hipérbola es el conjunto de 
todos los puntos (x, y) de manera que la diferencia de las distancias de (x, y) a los focos es constante. Vea la Figura 4. 


Y 


Figura 4 


Si los valores de (a, 0) es un vértice de la hipérbola, la distancia de (—c, 0) al (a, 0) es a — (—с) = а + с. La distancia de 
(c, 0) al (a, О) es c— a. La diferencia de las distancias de los focos al vértice es 


(a + с) – (c — a) = 2а 
Si los valores de (x, y) es un punto de la hipérbola, podemos definir las siguientes variables: 
d = la distancia de (—c,0) рага (х, y) 
dı = la distancia de (c,0) para (x, y) 


Por definición de una hipérbola, 25 — dı es constante para cualquier punto (x, y) en la hipérbola. Sabemos que la 
diferencia de estas distancias es 2a para el vértice (a, 0). Se deduce que dy — dı = 2a para cualquier punto de la 
hipérbola. Al igual que con la derivación de la ecuación de una elipse, comenzaremos aplicando la fórmula de distancia. 
El resto de la derivación es algebraica. Compare esta derivación con la de la sección anterior para las elipses. 
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da -dı = V(x — (—с))* + (у – 0 – у(х – 0)? + (у— 0)? = 2а 


Мох + 02 + у? — y о + y? =2a 
Ксы у МИМ с=с 
(х+ 02 + y? = (2a+ VA) 
х2 + 2сх + 2 + у? = 4a? + Дау(х – с)? + у? + (х— с)? + y? 


х2 + 2сх+ с^ + у? = 4а? + 4ay (x-0) + у? + х° — 2сх + с^ + y? 
2сх = 4a? + 4а (х = cy? + y? – 2сх 


4сх — 44? = 4ау (х — с)? + y? 
сх-а? = аү(х – с)? + y 


(о) (усо) 


с2ҳ2 – 2а2сх + аё = а? (x? — 2сх +c? + y) 
c? x? — 2а2сх + at = ax? — 2а2сх + ale? + a? y? 
af + x? = ar? + ac? + а2 у? 
оь а?‹? — ай 


2 (2 -?) -yp = а? (2 -?) 
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Fórmula de distancia 
Simplifique las expresiones. 


Mueva el radical al lado opuesto. 
Eleve ambos lados al cuadrado. 


Expanda los cuadrados. 
Expanda el cuadrado restante. 
Combine términos similares. 
Aísle el radical. 


Divida entre 4. 
Eleve ambos lados al cuadrado. 


Expanda los cuadrados. 
Distribuya a?. 

Combine términos similares. 
Reordene los términos. 


Factorice los términos comunes. 


Establezca b? = с^ – а2. 


Divida ambos lados entre a? b? 


Esta ecuación define una hipérbola centrada en el origen con vértices (+a, 0) y covértices (0 + b). 


Formas estándar de la ecuación de una hipérbola con centro (0,0) 


La forma estándar de la ecuación de una hipérbola con centro (0, 0) y el eje transversal en el eje xes 


donde 


• la longitud del eje transversal es 2а 

* las coordenadas de los vértices son (+a, 0) 

• la longitud del eje conjugado es 2b 

* las coordenadas de los covértices son (0, + b) 

• la distancia entre los focos es 2с, donde с2 =a + 2 
* las coordenadas де los focos son (+c, 0) 

e las ecuaciones de las asíntotas son y = +x 


Vea la Figura 5a. 


La forma estándar de la ecuación de una hipérbola con centro (0, 0) y el eje transversal en el eje y es 


donde 


• la longitud del eje transversal es 2а 

* las coordenadas de los vértices son (0, + а) 

• la longitud del eje conjugado es 2b 

* las coordenadas de los covértices son (+b, 0) 
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• la distancia entre los focos es 2с, donde с2 =a +b? 
* las coordenadas de los focos son (0, + с) 


e las ecuaciones de las asíntotas son y = 7х 


Vea Іа Figura 5b. 
Observe que los vértices, covértices y focos están relacionados por la ecuación c? = a? + b?. Cuando nos dan la 
ecuación de una hipérbola, podemos utilizar esta relación para identificar sus vértices y focos. 


+ 
ГА 
s 


+ 
` 


ч 

Il 

| 
с] 
XxX y 
11 
ojo 
x 


can, 


е 
A 


> 


Figura 5 (а) Hipérbola horizontal con centro (0, 0) (b) Hipérbola vertical con centro (0, 0) 


(є cómo 


Dada la ecuación de una hipérbola en forma estándar, ubique sus vértices y focos. 


1. Determine si el eje transversal se encuentra en el eje x o en el eje y. Observe que a? está siempre debajo de la 
variable con el coeficiente positivo. Por lo tanto, si se establece la otra variable igual a cero, se pueden hallar 
fácilmente las intersecciones. En el caso de que la hipérbola esté centrada en el origen, las intersecciones 
coinciden con los vértices. 


А Е 2 2 A : Re 
a. Sila ecuación tiene la forma 25 — 2 = 1, entonces el eje transversal se encuentra en el eje х. Los vértices 
a 


2 
se encuentran en (+a, 0), y los focos se encuentran en (+c, 0). 
2 2 
b. Si la ecuación tiene la forma 5 = т = 1, entonces el eje transversal se encuentra en el eje y. Los vértices 
a 


se encuentran en (0, +a), y los focos se encuentran en (0, + c). 


2. Resuelva para a utilizando la ecuación a = ү а2. 
3. Resuelva para c utilizando la ecuación c = ya? + b2. 


ИЭ 


Localización de los vértices у focos de una hipérbola 
2 2 
Identifique los vértices y focos de la hipérbola con ecuación 25 – зо: = 1 
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© Solución 
ЕГЭ y o y . 8 EE А 
La ecuación tiene la forma асе 1, por lo que el eje transversal se encuentra en el eje y. La hipérbola está centrada 
a 
en el origen, por lo que los vértices sirven como intersecciones en y del gráfico. Para hallar los vértices, establezca x = 0, 
y resolver para y. 


1-22 
49 32 

u 
49 32 
2 

= 2. 

1= 2 

у? = 49 


Los focos se encuentran en (0, + с). Al resolver с, 


с= Ма? +b = 4/49 + 32 = y81=9 


Por lo tanto, los vértices se encuentran en (0, +7), у los focos se encuentran еп (0, 9). 


N 
N 


м 


INTÉNTELO #1 Identificar los vértices y los focos de la hipérbola соп Іа ecuación кн — = = 1, 


Escribir ecuaciones de hipérbolas en forma estándar 


Al igual que con las elipses, escribir la ecuación de una hipérbola en forma estándar nos permite calcular las 
características clave: centro, vértices, covértices, focos, asíntotas y las longitudes y posiciones de los ejes transversal y 
conjugado. Por otra parte, se puede hallar una ecuación para una hipérbola dadas sus características principales. 
Empezamos por hallar las ecuaciones estándar para hipérbolas centradas en el origen. Luego, nos centraremos en hallar 
ecuaciones estándar para hipérbolas centradas en algún punto distinto del origen. 


Hipérbolas centradas en el origen 

Si repasamos las formas estándar dadas para las hipérbolas centradas en (0, 0), vemos que los vértices, los covértices y 
los focos están relacionados por la ecuación с2 = a? + b?, Observe que esta ecuación también se puede reescribir como 
b? = e? — a?. Esta relación se utiliza para escribir la ecuación de una hipérbola cuando se dan las coordenadas de sus 
focos y sus vértices. 


сомо 


Dados los vértices y los focos de una hipérbola centrada еп (0, 0), escriba su ecuación en forma estándar. 


1. Determine si el eje transversal se encuentra en el eje x o en el eje y. 
a. Silas coordenadas dadas de los vértices y focos tienen la forma (+a, 0) y (+c, 0) , respectivamente, entonces 


2 2 
el eje transversal es el eje x. Utilice la forma estándar 7 = л = 
а 
b. Silas coordenadas dadas de los vértices y focos tienen la forma (0, + a) y (0, + с), respectivamente, 
2 2 
entonces el eje transversal es el eje y. Utilice la forma estándar 5 = T = 1, 
a 


2. Calcule b? utilizando la ecuación b? = e? — а2. 
3. Sustituya los valores de а? у b? en la forma estándar de la ecuación determinada en el paso 1. 


E 


Hallar la ecuación de una hipérbola centrada en (0,0) dados sus focos y vértices 


¿Cuál es la ecuación de la forma estándar de la hipérbola que tiene vértices (+6, 0) y focos (+2у/ 10, о)? 


1119 


1120 
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© Solución 


9 В А P 2 ыу : 2 2 
Los vértices y los focos están en el eje х. Así, la ecuación de Іа hipérbola tendrá la forma 2 — 2 = 1. 


a2 Е p2 
Los vértices son (+6, 0), así que a = бу a? = 36. 
Los focos son (+2у/ 10,0) ‚ por lo que сє = 24/10 y c? = 40. 


Al resolver para b?, tenemos 


[2—2 —_42 
b? =40—36 Sustituya por с2 уа?. 
b=4 Reste. 
2 2 
Por último, sustituimos a? = 36 y b? = 4 en la forma estándar de la ecuación, Ез — z = 1. La ecuación de la hipérbola 
a 
2 2 
es 50 — + = 1, como se muestra en la Figura 6. 
y 
6! 
41 
21 
-< + + + SE + + + 4—5 Х 
-10 -8 420% 2 4 8 10 
-2| 
-44 
6; 
Figura 6 


INTÉNTELO #2 Cuál es la ecuación de la forma estándar de la hipérbola que tiene vértices (0, + 2) y focos 


(0, +24/5)? 


Hipérbolas no centradas en el origen 

Al igual que los gráficos de otras ecuaciones, el gráfico de una hipérbola se puede trasladar. Si se traslada una hipérbola 
h unidades en horizontal у k unidades en vertical, el centro de la hipérbola será (h, k) . Esta traslación da como resultado 
la forma estándar de la ecuación que vimos anteriormente, con x sustituido por (x — Л) y de y sustituido por (y — К). 


Formas estándar de la ecuación de una hipérbola con centro (h, k) 


La forma estándar de la ecuación de una hipérbola con centro (h, k) y el eje transversal paralelo al eje x es 


CRI 


a? b2 i 


donde 


• la longitud del eje transversal es 2а 

* las coordenadas de los vértices son (h + a, k) 

• la longitud del eje conjugado es 2b 

e las coordenadas de los covértices son (h, k + b) 

• а distancia entre los focos es 2с, donde с2 = а? + 2 
* las coordenadas de los focos son (А + с, k) 


Las asíntotas de la hipérbola coinciden con las diagonales del rectángulo central. La longitud del rectángulo es 2a y su 
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ancho es 2b. Las pendientes de las diagonales son +2, y cada diagonal pasa por el centro (h, К). Si utilizamos la 
fórmula punto-pendiente, es sencillo demostrar que las ecuaciones de las asíntotas son y = +2(x — h) + k. Vea la 
Figura 7a 
La forma estándar de la ecuación de una hipérbola con centro (h, k) y el eje transversal paralelo al eje yes 

C (бер 


a? b2 з 


donde 


• la longitud del eje transversal es 2а 

e las coordenadas de los vértices son (л, k + a) 

• la longitud del eje conjugado es 2b 

e las coordenadas de los covértices son (h + b, k) 

• la distancia entre los focos es 2с, donde с2 =a + 2 
e las coordenadas de los focos son (А, k + с) 


Si utilizamos el razonamiento anterior, las ecuaciones de las asíntotas son y = ire — h) + k. Vea la Figura 7b. 


b А 
У = —а MFR , 
` / 


e (h, k+b) Р 
а EG 
[J 


(a) (b) 
Figura 7 (а) Hipérbola horizontal con centro (h, k) (b) Hipérbola vertical con centro (h, k) 


Al igual que las hipérbolas centradas en el origen, las hipérbolas centradas en un punto (h, k) tienen vértices, covértices 
y focos que están relacionados por la ecuación с2 = a? + b?. Podemos utilizar esta relación junto con las fórmulas del 
punto medio y de distancia para hallar la ecuación estándar de una hipérbola cuando se dan los vértices y los focos. 


(є cómo 


Dados los vértices y los focos de una hipérbola centrada en (A, К) , escriba su ecuación en forma estándar. 


1. Determine si el eje transversal es paralelo al eje xo al eje y. 
a. Silas coordenadas y de los vértices y los focos dados son iguales, entonces el eje transversal es paralelo al 
=й” _ 0-02 _ ү 
2 b2 А 
b. Silas coordenadas х de los vértices y los focos dados son iguales, entonces el eje transversal es paralelo al 
C _ бый” _| 
2 p2 


eje x. Utilice la forma estándar 


eje y. Utilice la forma estándar 
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2. Identifique el centro de la hipérbola, (h, k) , utilizando la fórmula del punto medio y las coordenadas dadas para 
los vértices. 

Calcule a? resolviendo la longitud del eje transversal, 2a, que es la distancia entre los vértices dados. 

Calcule с2 utilizando Л y k calculada en el paso 2 junto con las coordenadas dadas para los focos. 

Resuelva para b? utilizando la ecuación b? = с2 — а2. 


Sustituya los valores de h, k, aP, y b? еп la forma estándar de la ecuación determinada en el paso 1. 


o АЛАД 55 


Hallar la ecuación de una hipérbola centrada еп (h, А) dados sus focos у vértices 
¿Cuál es la ecuación de la forma estándar de la hipérbola que tiene vértices en (0, -2) y (6, -2) y focos еп (-2, —2) y 
(8, -2)? 


Слао: 


© Solución 
Las coordenadas y de los vértices y los focos son las mismas, por lo que el eje transversal es paralelo al eje x. Así, la 
ecuación de la hipérbola tendrá la forma 


(х= 02 (у= Ю? 
a2 b2 = 


En primer lugar, identificamos el centro, (h, К). El centro está a medio camino entre los vértices (0,—2) y (6, —2) . Al 
aplicar la fórmula del punto medio, tenemos 


(046 —2+(—2)\_ 


1 


Luego, hallamos a. La longitud del eje transversal, 2a, está delimitada por los vértices. Así, podemos hallar a al 
calcular la distancia entre las coordenadas x de los vértices. 


2а = |0- 6] 
2a=6 
a=3 
a? = 9 


Ahora tenemos que hallar c?. Las coordenadas de los focos son (h + с, К). Así que (h — c, k) = (-2,-2) y 
(h + c, k) = (8,2). Podemos utilizar la coordenada x de cualquiera de estos puntos para resolver с. Al utilizar el punto 
(8, 2), y sustituir h = 3, 
h+c=8 
3+c=8 
c=5 
e =25 


A continuación, resuelva Ь? utilizando la ecuación b? = с^ — a? : 


Se Рр": 
=25-9 
=16 
Por último, sustituya los valores hallados para h, k, a, y b? en la forma estándar de la ecuación. 


6-3 _(у+2)Ў _ 


1 
9 16 


>] INTÉNTELO #3 ¿Cuál es la ecuación de la forma estándar de la hipérbola que tiene vértices (1, 2) y (1, 8) y 
focos (1,10) y (1, 16)? 
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Graficar hipérbolas centradas en el origen 


Cuando tenemos una ecuación en forma estándar para una hipérbola centrada en el origen, podemos interpretar sus 
partes para identificar las características clave de su gráfico: el centro, los vértices, los covértices, las asíntotas, los focos 
y las longitudes y posiciones de los ejes transversal y conjugado. Para graficar las hipérbolas centradas en el origen, 


2 2 2 
utilizamos la forma estándar 5 — 2 = 1 para las hipérbolas horizontales y Іа forma estándar 5 — 7 = 1 para las 
a a 


hipérbolas verticales. 


(М cómo 


Dada una ecuación de forma estándar para una hipérbola centrada en (0, 0), dibuje el gráfico. 


1. Determine cuál de las formas estándar se aplica a la ecuación dada. 
2. Utilice la forma estándar identificada en el paso 1 para determinar la posición del eje transversal; las 
coordenadas de los vértices, los covértices y los focos; y las ecuaciones de las asíntotas. 


А К 2 2 
a. Sila ecuación es de la forma 2 — % = 1, entonces 
а 


Da 
el eje transversal está en el eje x 
las coordenadas de los vértices son (+a, 0) 
las coordenadas de los covértices son (0, + b) 
las coordenadas de los focos son (c, 0) 

las ecuaciones de las asíntotas son y = +2x 


b. Sila ecuación es de la forma z = z 
a b 
el eje transversal está en el eje y 
las coordenadas de los vértices son (0, + a) 
las coordenadas de los covértices son (+b, 0) 
las coordenadas de los focos son (О, + с) 


las ecuaciones de las asíntotas son y = ас 


= 1, entonces 


3. Resuelva las coordenadas de los focos mediante la ecuación c = +\/а? + b2. 
4. Trace los vértices, los covértices, los focos y las asíntotas en el plano de coordenadas y dibuje una curva suave 
para formar la hipérbola. 


BB 


Gráfico de una hipérbola centrada en (0, 0) dada una ecuación en forma estándar 
2 2 
Grafique la hipérbola dada por la ecuación A = E = 1. Identifique y marque los vértices, los covértices, los focos y las 
asíntotas. 
© Solución 


2 
= 1. Por lo tanto, el eje transversal está en el eje y 


2 
La forma estándar que se aplica a la ecuación dada es 5 = 5 
а 


Las coordenadas de los vértices son (0, + а) = (o, 1/64) = (0, + 8) 
Las coordenadas de los covértices son (+b, 0) = (+ 6, о) = (+6, 0) 


Las coordenadas de los focos son (0, + с), donde сє = +y/ a? + 02. Al resolver с, tenemos 


с= +үа? +b = +\/64 + 36 = +4/100 = +10 
Por Іо tanto, las coordenadas de los focos son (0, + 10) 


Las ecuaciones de las asíntotas son y = Ex Le 


1123 
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Trace e identifique los vértices y los covértices, y luego dibuje el rectángulo central. Los lados del rectángulo son 
paralelos a los ejes y pasan por los vértices y los covértices. Dibuje y extienda las diagonales del rectángulo central para 
mostrar las asíntotas. El rectángulo central y las asíntotas proporcionan el marco necesario para dibujar un gráfico 


preciso de la hipérbola. Identifique los focos y las asíntotas, y dibuje una curva suave para formar la hipérbola, como se 
muestra en la Figura 8. 


(0,8) (6,8) 


-+-------4---Ф»\< 


Figura 8 


м 


с 2 y 
INTENTELO #4 Grafique la hipérbola dada por la ecuación ТРУП = + = 1. Identifique y marque los vértices, 


los covértices, los focos y las asíntotas. 


Graficar hipérbolas no centradas en el origen 


Graficar hipérbolas centradas en un punto (h, k) distinto del origen es similar a graficar elipses centradas en un punto 
ру _г\2 
distinto del origen. Utilizamos las formas estándar LE __ E 1 para las hipérbolas horizontales y 


a2 b2 
о-Ю? _ Gm? e ; ; А 
2a ШЕТШ = 1 para las hipérbolas verticales. A partir de estas ecuaciones de forma estándar podemos calcular y 
a 


representar fácilmente las características clave del gráfico: las coordenadas de su centro, los vértices, los covértices y los 
focos; las ecuaciones de sus asíntotas; y las posiciones de los ejes transversales y conjugados. 


(є cómo 


Dada una forma general para una hipérbola centrada en (Л, k), dibuje el gráfico. 


1. Convierta la forma general en esa forma estándar. Determine cuál de las formas estándar se aplica a la ecuación 
dada. 

2. Utilice la forma estándar identificada en el paso 1 para determinar la posición del eje transversal; las 
coordenadas del centro, los vértices, los covértices y los focos; y las ecuaciones de las asíntotas. 


CA бә” 
a2 b2 


a. Sila ecuación es de la forma = 1, entonces 
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el eje transversal es paralelo al eje x 

el centro es (h, k) 

las coordenadas de los vértices son (h + a, k) 

las coordenadas de los covértices son (h, k + b) 

las coordenadas de los focos son (h + c, k) 

las ecuaciones de las asíntotas son y = + (х —һ)+К 


O? _ Ga? 
20 p2 

el eje transversal es paralelo al eje y 

el centro es (h, k) 

las coordenadas de los vértices son (h, k + a) 

las coordenadas de los covértices son (h + b, k) 

las coordenadas de los focos son (h, k + c) 

las ecuaciones de las asíntotas son y = 00 —=H+k 


b. Sila ecuación es de la forma = 1, entonces 


3. Resuelva las coordenadas de los focos mediante la ecuación с = +Y а? + b?. 


4. Trace el centro, los vértices, los covértices, los focos y las asíntotas en el plano de coordenadas у dibuje una curva 


suave para formar la hipérbola. 


ЕИ 


Gráfico de una hipérbola centrada еп (h, К) dada una ecuación en forma general 


Grafique la hipérbola dada por la ecuación 9х2 — 4y? — 36x 40y — 388 = 0, Identifique y marque el centro, los 
vértices, los covértices, los focos y las asíntotas. 


© Solución 
Primero, exprese la ecuación en forma estándar. Agrupe los términos que contengan la misma variable y mueva la 
constante al lado opuesto de la ecuación. 


(9x? — 36x) — (4у7 + 40у) = 388 
Factorice el coeficiente líder de cada expresión. 

9 (x? — 4x) — 4 (y? + 10у) = 388 
Complete el cuadrado dos veces. Recuerde equilibrar la ecuación sumando las mismas constantes a cada lado. 

9 (x? — 4x +4) — 4 (y? + 10у +25) = 388 + 36 – 100 
Reescriba como cuadrados perfectos. 
9(х — 2)2 — 4(у + 5)2 = 324 

Divida ambos lados entre el término constante para poner Іа ecuación en forma estándar. 


-2 _ 0, 
36 81. 
a-h)? _ (у-Ю)2 
a2 b2 

Así, el eje transversal es paralelo al eje x. De ello se desprende que: 


La forma estándar que se aplica a la ecuación dada es 


• el centro de la elipse es (h, k) = (2, —5) 
* las coordenadas de los vértices son (h + a, k) = (2 + 6, —5) , o (—4, —5) y (8, —5) 
* las coordenadas de los covértices son (h, k + b) = (2, —5 + 9), o (2, —14) y (2,4) 


* las coordenadas de los focos son (h + c, k) , donde с = +y a? + b2. Al resolver c, tenemos 


c = +4/36 +81 = +\/117 = +34/13 


= 1, donde a? = 36 y b? = 81, оа= бур = 9. 


1125 


1126 10*Сеошеїпа analítica 


Por lo tanto, las coordenadas de los focos son (2 — 3413, -5) у (2 + 34/13, -5) А 


Las ecuaciones де las asíntotas son у = +2(x -=H+k= +30 —2)—5. 


A continuación, trazamos y marcamos el centro, los vértices, los covértices, los focos y las asíntotas y dibujamos curvas 
suaves para formar la hipérbola, como se muestra en la Figura 9. 


3 3 
=> ix 2-8 y=73%- 3-5 


Figura 9 


[>] INTÉNTELO #5 Representar gráficamente la hipérbola dada por la forma estándar de una ecuación 
2 „зуд 
(0+4) _ (x-3) 


100 64 
las asíntotas. 


= 1. Identifique y marque el centro, los vértices, los covértices, los focos y 


Resolver problemas aplicados con hipérbolas 


Como hemos comentado al principio de esta sección, las hipérbolas tienen aplicaciones en el mundo real en muchos 
campos, como astronomía, física, ingeniería y arquitectura. La eficacia del diseño de torres de refrigeración hiperbólicas 
es especialmente interesante. Las torres de refrigeración se utilicen para transferir el calor residual a la atmósfera y, a 
menudo, se promocionan por su capacidad para generar energía de forma eficiente. Debido a su forma hiperbólica, 
estas estructuras son capaces de resistir vientos extremos y requieren menos material que otras formas de su tamaño y 
resistencia. Vea la Figura 10. Por ejemplo, una torre de 500 pies puede estar hecha de un armazón de hormigón 
reforzado ¡de solo 6 u 8 pulgadas de ancho! 
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Figura 10 Torres de refrigeración de la central eléctrica de Drax en North Yorkshire, Reino Unido (créditos: Les Haines, 
Flickr). 


Las primeras torres hiperbólicas se diseñaron en 1914 y tenían 35 metros de altura. En la actualidad, las torres de 
refrigeración más altas se encuentran en Francia, con la notable altura de 170 metros. En el Ejemplo 6 utilizaremos el 
diseño de una torre de refrigeración para hallar una ecuación hiperbólica que modele sus lados. 


11 


Resolver problemas aplicados соп hipérbolas 
El diseño de una torre de refrigeración se muestra en la Figura 11. La torre tiene 179,6 metros de altura. El diámetro de 
la cima es de 72 metros. En su punto más cercano, los lados de la torre están separados por 60 metros. 


72m 


ні 


179,6 т 


Е 
\ 
Figura 11 Diseño del proyecto de una torre de refrigeración de tiro natural 
Halle la ecuación de la hipérbola que representa los lados de la torre de refrigeración. Supongamos que el centro de la 


hipérbola, indicado por la intersección de las líneas perpendiculares discontinuas en la figura, es el origen del plano de 
coordenadas. Redondee los valores finales a cuatro decimales. 


© Solución 
Suponemos que el centro de la torre está en el origen, por lo que podemos utilizar la forma estándar de una hipérbola 
2 2 
horizontal centrada en el origen: P = 5 = 1, donde las ramas de la hipérbola forman los lados de la torre de 
a 
refrigeración. Debemos hallar los valores de a? y b para completar el modelo. 


Primero hallamos a?. Recordemos que la longitud del eje transversal de una hipérbola es 2a. Esta longitud está 
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representada por la distancia en la que los lados están más próximos, que viene dada por 60 metros. Así que, 2a = 60. 
Por lo tanto, a = 30 y a? = 900. 


Para resolver b?, tenemos que sustituir por x como y en nuestra ecuación utilizando un punto conocido. Para ello, 
podemos utilizar las dimensiones de la torre para hallar algún punto (x, y) que se encuentra en la hipérbola. 
Utilizaremos la esquina superior derecha de la torre para representar ese punto. Dado que el eje y biseca la torre, 
nuestro valor x se puede representar por el radio de la cima, es decir, 36 metros. El valor y está representado por la 
distancia desde el origen hasta la cima, que se da como 79,6 metros. Por lo tanto, 


2 2 


= Е A =1 Forma estándar de la hipérbola horizontal. 
a 
2 
P=- Aísle b? 
X% 
al 
2 
= то Sustituya por a?,x, уу 
900 
д 14.400,3636 Redondear a cuatro decimales 


Los lados de la torre se pueden modelar mediante la ecuación hiperbólica 


x2 у? х? у? 


эз = ү _ сЕ 
900° 14.400,3636 °° 302 12000152 


[>] INTÉNTELO #6 El diseño de un proyecto de torre de refrigeración se muestra en la Figura 12. Halle la 
ecuación de la hipérbola que representa los lados de la torre de refrigeración. Supongamos 
que el centro de la hipérbola, indicado por la intersección de las líneas perpendiculares 
discontinuas en la figura, es el origen del plano de coordenadas. Redondee los valores 
finales a cuatro decimales. 


67.082 m 


167.082 m 


Figura 12 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con hipérbolas. 


Secciones cónicas: la hipérbola, parte 1 de 2 (http://openstax.org/l/hyperbola1) 
Secciones cónicas: la hipérbola, parte 2 de 2 (http://openstax.orq/l/hyperbola2) 
Graficar una hipérbola con centro en el origen (http://openstax.org/l/hyperbolaorigin) 
Graficar una hipérbola no centrada en el origen (http://openstax.org/l/hbnotorigin) 
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10.2 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. Defina una hipérbola en 2. ¿Qué podemos concluir 3. ¿Qué debe ser cierto para 
términos de sus focos. sobre una hipérbola si sus los focos de una hipérbola? 
asíntotas se intersecan en el 
origen? 
4. Siel eje transversal de una 5. ¿Dónde debe estar el centro 
hipérbola es vertical, ¿qué de la hipérbola respecto a 
sabemos del gráfico? sus focos? 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, determine si las siguientes ecuaciones representan hipérbolas. Si es así, escríbalo en la 
forma estándar. 
2 y? 


6. 3 +2х=6 7. 5=1 8. 5у2 +4x? =6x 


9. 25x? — 16y? = 400 10. —9x? + 18x + y? +4y-14=0 


En los siguientes ejercicios, escriba la ecuación de la hipérbola en forma estándar si no lo está ya, identifique los vértices 
y los focos y escriba las ecuaciones de las asíntotas. 


у = 12 A зз. L-L=1 

14. 9 -4x2=1 15. w = е =1 16. = = С = 1 

17. с; = аы = 1 18. 4х2 — 8х — 9у2 – 72у+112= 0 19. —9x? — 54x + 9y? – 54у +81 = 0 
20. 4х2 — 24x — 36y? – 360у + 864 = 0 21. —4х? + 24x + 16y? – 128у + 156 = 0 

22. —4x? + 40x + 25у7 — 100y + 100 = 0 23. x? + 2х – 100y? — 1.000у + 2401 = 0 

24. 9х2 + 72х + 16у2 + 16у+4= 0 25. 4х2 + 24х – 25y? + 200у – 464 = 0 

Еп los siguientes ejercicios, halle las ecuaciones de las asíntotas de cada hipérbola. 

2. 25-25 =1 27. CEE в. 0-27 _ 97 


29. 9х2 — 18x – 16y? + 32у – 151 = 0 30. 16y? + 96у – 4х2 + 16х + 112 = 0 
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Gráficos 


En los siguientes ejercicios, dibuje un gráfico de la hipérbola, donde marque los vértices y los focos. 


2 y? Z 2 y BS y? 2 _ 
31. G-%=1 32. G-%=1 33. 4-E=1 
ta 05? _ a? _ Ga _ (у+з)? _ 
34. 81x? - 9 =1 35. ЭУ - LL 1 36. EL _ ОзУ | 
_з\2 _ау2 
37. О) D 1 38. —4x? — 8х + 16y? -32y-52=0 39. x? — 8х – 25y? – 100у – 109 = 0 


40. х2 +8х + 4у2 — 40у +88 =0 41. 64x? + 128х – 9y? — 72у — 656 = 0 
42. 16x? + 64x – 4y? – 8у—4= 0 43. —100x? + 1.000х + y? — 10у – 2575 = 0 


44. 4х2 + 16x – 4у2 + 16у+16= 0 


Еп los siguientes ejercicios, dada la información sobre el gráfico de la hipérbola, halle su ecuación. 


45. Vérticesen(3,0)y(-3,0)y 46. Vértices еп (0,6)y(0,-6)y 47. Vértices en (1, 1)у (11,1) y 


un foco en (5, 0). un foco en (0, —8). un foco en (12, 1). 
48. Centro: (0, 0) ; vértice: 49. Centro: (4, 2) ; vértice: 50. Centro: (3,5); vértice: 
(0, -13); un foco: (9, 2); un foco: (3,11); un foco: 


(o, 313). (4+ 126,2). (3,5+24/10). 


En los siguientes ejercicios, dado el gráfico de la hipérbola, halle su ecuación. 


51. 


(1- х2, 1 Мёгісеѕ —= (1+2, 1) Focos 


Centro 


(1,1) (1+45, 1) А 
. . 
* 0 Centro | 


Focos 


(1-45, 1) 
o 


54. 55. 


-x 


-xX 


Focos 
ө(—3+5\/2, —3) 


o (2, 3) 


3,1 үа 
(3,1 е p (3, 1-42) Р 

—= (4-3) 
Centro 


Vértices 
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Extensiones 


En los siguientes ejercicios, exprese la ecuación de la hipérbola como dos funciones, con y en función de x. Exprese de la 
forma más sencilla posible. Use una calculadora gráfica para trazar el gráfico de las dos funciones en los mismos ejes. 


2 2 2 2 a) 2 
х а УА Е Н (х—2)< _ 0+3) _ 
56. I g =1 57. б 1 = 1 58. 16 75 = 1 


59. 4х2 — 16x + y? —2y—19=0 60. 4х2 — 24x – y? -4y+16=0 


Aplicaciones еп el mundo real 


En los siguientes ejercicios hay que construir un seto en forma de hipérbola cerca de una fuente en el centro del patio. 
Halle la ecuación de la hipérbola y dibuje el gráfico. 


61. El seto seguirá las 62. El seto seguirá las 63. El seto seguirá las 


asíntotas y = x y y = —x, 
y su distancia más cercana 
a la fuente central es de 5 
yardas. 


El seto seguirá las 

asíntotas y = 2х сото 
у= =2x, y su distancia 
más cercana a la fuente 
central es de 12 yardas. 


65. 


asíntotas 

у= 2х y y=-—2x, y su 
distancia más cercana a la 
fuente central es de 6 
yardas. 


El seto seguirá las 

asíntotas y = 3х сото 
у= - 3х, y su distancia 
más cercana a la fuente 
central es de 20 yardas. 


asíntotas y = tx como 


y= =+x, y su distancia 
más cercana a la fuente 
central es de 10 yardas. 


En los siguientes ejercicios, supongamos que un objeto entra en nuestro sistema solar y queremos graficar su 
trayectoria en un sistema de coordenadas con el Sol en el origen y el eje x como eje de simetría de la trayectoria del 
objeto. Dé la ecuación de la trayectoria de vuelo de cada objeto utilizando la información dada. 


66. El objeto entra por una 67. El objeto entra por una 68. El objeto entra por una 


trayectoria aproximada por 
la línea y = x — 2 y pasa a 
menos de 1 UA (unidad 
astronómica) del Sol en su 
máxima aproximación, por 
lo que el Sol es un foco de 
la hipérbola. Luego sale del 
sistema solar por una 
trayectoria aproximada por 
la línea y = —x +2. 


trayectoria aproximada por 
la línea y = 2x — 2 y pasa а 
0,5 UA del Sol en su 
máxima aproximación, por 
lo que el Sol es un foco de 
la hipérbola. Luego sale del 
sistema solar por una 
trayectoria aproximada por 
la línea y = -2x +2. 


trayectoria aproximada por 
la línea y = 0,5x + 2 y pasa 
a menos de 1 ua del Sol en 
su máxima aproximación, 
por lo que el sol es un foco 
de la hipérbola. Luego sale 
del sistema solar por una 
trayectoria aproximada por 
la línea y = —0,5x — 2. 
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69. El objeto entra por una 70. El objeto entra por una 
trayectoria aproximada por trayectoria aproximada por 
la línea y = $x-1 y pasa a la línea y = Зх – 9 y pasa а 
menos de 1 ua del Sol en menos de 1 ua del Sol en 
su máxima aproximación, su máxima aproximación, 
por lo que el sol es un foco por lo que el sol es un foco 
de la hipérbola. Luego sale de la hipérbola. Luego sale 
del sistema solar por una del sistema solar por una 
trayectoria aproximada por trayectoria aproximada por 


la línea y ==1x +1. la línea y = -3x +09. 


10.3 La parábola 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Graficar parábolas con vértices en el origen. 
> Escribir ecuaciones de parábolas en forma estándar. 
> Graficar parábolas con vértices que no están en el origen. 
> Resolver problemas aplicados que involucren parábolas. 


Figura 1 Eltrabajo matemático pionero de Katherine Johnson en el ámbito de los cálculos parabólicos y otros cálculos 
orbitales desempeñó un papel importante en el desarrollo de los vuelos espaciales estadounidenses. (Créditos: NASA). 


Katherine Johnson es la matemática pionera de la NASA que fue fundamental para el éxito y la seguridad del vuelo y el 
regreso de muchas misiones humanas, así como de los satélites. Antes del trabajo que aparece en la película Hidden 
Figures , ya había hecho importantes contribuciones al programa espacial. Realizó el análisis de la trayectoria de la 
misión Mercury, en la que Alan Shepard se convirtió en el primer estadounidense en llegar al espacio, y fue autora, junto 
con el ingeniero Ted Sopinski, de un monumental artículo sobre la colocación de un objeto en una posición orbital 
precisa y su regreso seguro a la Tierra. Muchas de las órbitas que determinó estaban formadas por parábolas, y su 
capacidad para combinar diferentes tipos de matemáticas permitió un nivel de precisión sin precedentes. Johnson 
manifestó: "Dígame cuándo y dónde quiere que aterrice, y yo lo haré al revés y le diré cuándo debe despegar". 


El trabajo de Johnson sobre las órbitas parabólicas y otras matemáticas complejas dio como resultado órbitas exitosas, 
alunizajes y el desarrollo del programa del transbordador espacial. Las aplicaciones de las parábolas también son 
fundamentales para otras áreas de la ciencia. Los espejos parabólicos (o reflectores) son capaces de captar la energía y 
concentrarla en un solo punto. Las ventajas de esta propiedad se ponen de manifiesto en la amplia lista de objetos 
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parabólicos que utilizamos a diario: antenas parabólicas, puentes colgantes, telescopios, micrófonos, focos y faros de 
automóviles, por citar algunos. Los reflectores parabólicos también se utilizan en dispositivos de energía alternativa, 
como cocinas y calentadores de agua solares, porque son baratos de fabricar y necesitan poco mantenimiento. En esta 
sección exploraremos la parábola y sus usos, lo que incluye diseños solares de bajo costo y eficiencia energética. 


Graficar parábolas con vértices en el origen 


En la sección La elipse vimos que una elipse se forma cuando un plano corta a un cono circular recto. Si el plano es 
paralelo al borde del cono, se forma una curva ilimitada. Esta curva es una parábola. Vea la Figura 2. 


A 


Figura2 Parábola 


Al igual que la elipse y la hipérbola, la parábola también se puede definir mediante un conjunto de puntos en el plano de 
coordenadas. Una parábola es el conjunto de todos los puntos (x, y) en un plano que están a la misma distancia de una 
línea fija, llamada la directriz, y un punto fijo (el foco) que no está en la directriz. 


En Funciones cuadráticas, aprendimos sobre el vértice y el eje de simetría de una parábola. Ahora ampliamos la 
discusión para incluir otras características clave de la parábola. Vea la Figura 3. Tenga en cuenta que el eje de simetría 
pasa por el foco, y el vértice y es perpendicular a la directriz. El vértice es el punto medio entre la directriz y el foco. 


El segmento de línea que pasa por el foco y es paralelo a la directriz se llama latus rectum. Los extremos del latus 
rectum se encuentran en la curva. Por definición, la distancia d del foco a cualquier punto P en la parábola es igual a la 
distancia de P a la directriz. 


Eje de 
simetría 


Directriz 


e == li e а а 


-x 


Figura3 Características principales de la parábola 


Para trabajar con parábolas en el plano de coordenadas, consideramos dos casos: las que tienen un vértice en el origen 
y las que tienen un vértice en un punto distinto del origen. Comenzamos con el primero. 
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=< 


Figura 4 


Supongamos que (х, y) sea un punto de la parábola con vértice (0, 0) , foco (0, р), y directriz у = — p como se muestra 
en la Figura 4. La distancia d desde el punto (x, y) al punto (x, —p) en la directriz es la diferencia de los valores y: 

d = y + p. La distancia del foco (0, p) al punto (x, y) también es igual a d, y se puede expresar mediante la fórmula de 
distancia. 


а= у(х -0 + (у – р) 
= уор 


Establezca las dos expresiones рага d iguales entre sí y resuelva рага у para derivar la ecuación de la parábola. Lo 
hacemos porque la distancia de (х, y) al (0, p) es igual a la distancia de (x, y) al (x , — р). 


V2 + (у= р) = у+р 


A continuación, elevamos al cuadrado ambos lados de Іа ecuación, expandimos los términos elevados al cuadrado у 
simplificamos combinando términos similares. 
х? + (у= р)? =(y+pY 
х? + y? – 2ру+ р? = y? +2ру+ р? 
х? – 2ру = 2ру 
х? = 4ру 
Las ecuaciones de las parábolas con vértice (0, 0) son y? = 4px cuando el eje xes el eje de simetría y х? = 4py cuando el 


eje y es el eje de simetría. Estas formas estándar se indican a continuación, junto con sus gráficos generales y sus 
características principales. 


Formas estándar de parábolas con vértice (0, 0) 


La Tabla 1 y la Figura 5 resumen las características estándar de las parábolas con un vértice en el origen. 


Eje de simetría Ecuación Foco Directriz Puntos extremos del latus rectum 
eje x y =4px (valor, 0) x=-p (valor, +2,2p) 
eje y х? =4ру (0, р  y=-p (+2p, р) 
ТаЫа 1 
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Figura 5 (а) Cuando p > 0 y el eje de simetría es el eje x, la parábola se abre hacia la derecha. (b) Cuando p < 0 y el 
eje de simetría es el eje x, la parábola se abre hacia la izquierda. (с) Cuando p > 0 y el eje de simetría es el eje y, la 
parábola se abre hacia arriba. (d) Cuando p < 0 y el eje de simetría es el eje y, la parábola se abre hacia abajo. 


Las características principales de una parábola son el vértice, el eje de simetría, el foco, la directriz y el latus rectum. Vea 
la Figura 5. Cuando se da una ecuación estándar para una parábola centrada en el origen, podemos identificar 
fácilmente las características clave para graficar la parábola. 


Se dice que una línea es tangente a una curva si la interseca exactamente en un punto. Si dibujamos líneas tangentes a 
la parábola en los puntos extremos del latus rectum, estas líneas se intersecan en el eje de simetría, como se muestra en 


la Figura 6. 
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(2р, p) 


(d) 


1135 


1136 10 ° Geometría analítica 


' 
! y = 24Х „2 
' 
' 
1 
' $ (6, 12) 
"a 
' Py 1 
' e ' 
i П 
i П 
' ' 
1 П 
1 ' 
$ ' 
< ч (0, 9) qe D А x 
і : 
. 1 ' 
1 ' 
' П 
1 ' 
' П 
1 % ' 
М: 
' > ' 
i (6, —12) 
x=-61 
' 
Н ` 
A s 
y S 
Figura 6 
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Dada una ecuación de forma estándar para una parábola centrada еп (0, 0), dibuje el gráfico. 


1. Determine cuál de las formas estándar se aplica a la ecuación dada: y =4px o х? = 4ру. 
2. Utilice la forma estándar identificada en el paso 1 para determinar el eje de simetría, el foco, Іа ecuación de la 
directriz y los puntos extremos del latus rectum. 
a. Sila ecuación es de la forma y? = 4px, entonces 
m el eje de simetría es el eje x, y = 0 
m establece 4p igual al coeficiente de x en la ecuación dada para resolver p. Si p > 0, la parábola se abre a 
la derecha. Si los valores de p < 0, la parábola se abre a la izquierda. 
п utilice p para hallar las coordenadas del foco, (valor, 0) 
utilice p para hallar la ecuación de la directriz, x = —p 
utilice р para hallar los puntos finales del latus rectum, (valor, +2,2p) . Alternativamente, sustituya x = p 
en la ecuación original. 


b. Sila ecuación es de la forma x? = 4py, entonces 
m el eje de simetría es el eje у, х = 0 
ш establece 4p igual al coeficiente de уеп la ecuación dada para resolver p. Si р > 0, la parábola se abre. Si 
los valores de p < 0, la parábola se abre hacia abajo. 
utilice p para hallar las coordenadas del foco, (0, p) 
utilice p para hallar la ecuación de la directriz, y = —p 
ш utilice p para hallar los puntos finales del latus rectum, (+2p, р) 


3. Dibuje el foco, la directriz y el latus rectum, y dibuje una curva suave para formar la parábola. 


RR 


Gráfico de una parábola con vértice (0, 0) y el eje x como eje de simetría 
Grafique y = 24x. Identifique y marque el foco, la directriz y los puntos finales del latus rectum. 
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© Solución 
La forma estándar que se aplica a la ecuación dada es y? = 4px. Así, el eje de simetría es el eje x. De ello se desprende 
que: 


• 24 = 4p, por lo que р = 6. Dado que p > 0, la parábola se abre a la derecha 

* las coordenadas del foco son (valor, 0) = (6, 0) 

• la ecuación de la directriz es x = –р = —6 

• 105 puntos extremos del lado recto tienen la misma coordenada x en el foco. Para hallar los puntos extremos, 
sustituya x = 6 en la ecuación original: (6, + 12) 


A continuación dibujamos el foco, la directriz y el latus rectum, y dibujamos una curva suave para formar la parábola. 
Figura 7 
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Figura 7 


[>] INTÉNTELO #1 Grafique y? = —16х. Identifique y marque el foco, la directriz y los puntos finales del latus 
rectum. 


шышы Ťa 


Gráfico de una parábola con vértice (0, 0) y el eje y como eje de simetría 
Grafique х? = —6y. Identifique y marque el foco, la directriz y los puntos finales del latus rectum. 


© Solución 
La forma estándar que se aplica a la ecuación dada es х? = 4py. Por lo tanto, el eje de simetría es el eje y. De ello se 
desprende que: 
* —6 = 4p, por lo que p = =3. Dado que р < 0, la parábola se abre hacia abajo 
* las coordenadas del foco son (0, р) = (0, -5) 
• la ecuación de la directriz es у = —p = 3 


• los puntos extremos del latus rectum se pueden hallar sustituyendo у = 3 en Іа ecuación original, (+3, -5) 


Luego, dibujamos el foco, la directriz y el latus rectum, y dibujamos una curva suave para formar la parábola. 
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Figura 8 


[>] INTÉNTELO #2 Grafique х? = Sy. Identifique y marque el foco, la directriz y los puntos finales del latus 
rectum. 


Escribir ecuaciones de parábolas en forma estándar 


En los ejemplos anteriores utilizamos la ecuación de la forma estándar de una parábola para calcular la ubicación de sus 
rasgos principales. También podemos utilizar los cálculos a la inversa para escribir una ecuación de una parábola cuando 
se dan sus características principales. 


(є cómo 


Dados su foco y su directriz, escriba la ecuación de una parábola en forma estándar. 


1. Determine si el eje de simetría es el eje хо el eje y. 


a. Silas coordenadas dadas del foco tienen la forma (valor, 0) , entonces el eje de simetría es el eje х. Utilice la 
forma estándar y? = 4px. 


b. Si las coordenadas dadas del foco tienen la forma (0, р) , entonces el eje de simetría es el eje y. Utilice la 
forma estándar x? = 4py. 


2. Multiplique 4p. 
3. Sustituya el valor del paso 2 en la ecuación determinada en el paso 1. 


BR 


Escribir la ecuación de una parábola en forma estándar dados su foco y directriz 
¿Cuál es la ecuación de la parábola con foco (-2, 0) y directriz x = 27 


© Solución 
El foco tiene la forma (valor, 0), por lo que la ecuación tendrá la forma y = 4px. 


• Al multiplicar 4p, tenemos 4p = 4 (-2) =D, 
• Al sustituir por 4p, tenemos у? = 4px = 2х. 


Por Іо tanto, Іа ecuación de la parábola es y = —2х. 


м 


INTÉNTELO #3 ¿Cuáles la ecuación de la parábola con foco (0, 2) y directriz y = – 2? 
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Graficar parábolas con vértices que no están en el origen 


Al igual que otros gráficos con los que hemos trabajado, el gráfico de una parábola se puede trasladar. Si se traslada una 
parábola h unidades en horizontal y k unidades en vertical, el vértice será (h, k) . Esta traslación da como resultado la 
forma estándar de la ecuación que vimos anteriormente con x sustituido por (x — h) y de y sustituido por (y — k). 


Para graficar parábolas con un vértice (h, k) que no sea el origen, utilizamos la forma estándar (y — ky? = 4р(х – ћ) 
рага las parábolas que tienen un eje de simetría paralelo al eje х, у (х — hy? = 4p (y — k) para parábolas que tienen un 
eje de simetría paralelo al eje y. Estas formas estándar se indican a continuación, junto con sus gráficos generales y sus 
características principales. 


Formas estándar de parábolas con vértice (h, k) 


La Tabla 2 y la Figura 9 resumen las características estándar de las parábolas con vértice en un punto (h, k). 


Eje de simetría Ecuación Foco Directriz Puntos extremos del latus rectum 
у= К (у= Ю? = 4р(х = й) (һ+р, k) x=h=p (h+p, К+ 2р) 
х= ћ (х= А)2 = 4р(у= К) (h, k+p) у= к-р (А+ 2р, К+р) 
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= 


(у — K}? = Ap(x – h) У (y-k? = 4р(х – h), 


р> 0 
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Figura 9 (a) Cuando p > 0, la parábola se abre hacia la derecha. (b) Cuando р < 0, la parábola se abre hacia la 
izquierda. (с) Cuando р > 0, la parábola se abre hacia arriba. (а) Cuando p < 0, la parábola se abre hacia abajo. 
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Dada una ecuación de forma estándar para una parábola centrada en (h, К), dibuje el gráfico. 


1. Determine cuál de las formas estándar se aplica a la ecuación dada: (y — k) =4p(x—h)o 
(х – A? = 4р(у– Ю). 
2. Utilice la forma estándar identificada en el paso 1 para determinar el vértice, el eje de simetría, el foco, la 
ecuación de la directriz y los puntos extremos del latus rectum. 
a. Sila ecuación es de la forma (y — k? = 4p (x — h) , entonces: 
ш utilice la ecuación dada para identificar h y k para el vértice, (h, k) 
m utilice el valor de k para determinar el eje de simetría, y = k 
ш establezca 4p igual al coeficiente de (х — h) en la ecuación dada para resolver p. Si p > 0, la parábola se 
abre a la derecha. Si los valores de p < 0, la parábola se abre a la izquierda. 
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utilice л, k, y p para hallar las coordenadas del foco, (h + p, К) 
utilice h y р para hallar la ecuación de la directriz, x = h — p 
utilice h, k, y p para hallar los puntos finales del latus rectum, (h + p, k + 2р) 


b. Sila ecuación es de la forma (x — hy? = 4p(y — k), entonces: 


utilice la ecuación dada para identificar h y k para el vértice, (h, k) 

utilice el valor de h para determinar el eje de simetría, x = h 

establezca 4p igual al coeficiente de (y — k) en la ecuación dada para resolver р. Si p > 0, la parábola se 
abre. Si los valores de p < 0, la parábola se abre hacia abajo. 

utilice h, k, y p para hallar las coordenadas del foco, (h, k + p) 

utilice k y p para hallar la ecuación de la directriz, y = k — p 

utilice л, k, y p para hallar los puntos finales del latus rectum, (h + 2р, К + р) 


3. Trace el vértice, el eje de simetría, el foco, la directriz y el latus rectum, y dibuje una curva suave para formar la 
parábola. 


BB 


Gráfico de una parábola con vértice (h, k) y eje de simetría paralelo al eje x 
Grafique (y — 1? =-16(x +3). Identifique y marque el vértice, el eje de simetría, el foco, la directriz y los puntos 
extremos del latus rectum. 


© Solución 


La forma estándar que se aplica a la ecuación dada es (y — ky? = 4p (x — h). Así, el eje de simetría es paralelo al eje х. 
De ello se desprende que: 


• elvértice es (h, k) = (-3, 1) 

• eleje de simetría es y = k = 1 

* —16 = 4p, por lo que p = —4. Dado que p < 0, la parábola se abre a la izquierda. 

* las coordenadas del foco son (h + p, k) = (—3 + (4), 1) = (-7, 1) 

• la ecuación de la directriz es x = h — p = —3 – (4) = 1 

• 105 puntos finales del latus rectum son (h + p, k + 2p) = (-3 + (—4) , 1 + 2 (—)), o E7,-7) y (7, 9) 


A continuación trazamos el vértice, el eje de simetría, el foco, la directriz y el latus rectum, y dibujamos una curva suave 
para formar la parábola. Vea la Figura 10. 


У 
1 


(y = 1? = –16(х + 3) 


Figura 10 
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[>] INTÉNTELO #4 Grafique (y + 1)? = 4 (x — 8). Identifique y marque el vértice, el eje de simetría, el foco, la 
directriz y los puntos finales del latus rectum. 


аар 


Graficar una parábola а partir de una ecuación dada еп forma general 
Grafique х2 — 8х — 28y — 208 = 0. Identifique y marque el vértice, el eje de simetría, el foco, la directriz y los puntos 
finales del latus rectum. 
© Solución 
Empiece escribiendo la ecuación de la parábola en forma estándar. La forma estándar que se aplica a la ecuación dada 
es (x — А)2 = 4p (y — k) . Por lo tanto, el eje de simetría es paralelo al eje y. Para expresar la ecuación de la parábola en 
esta forma, empezamos por aislar los términos que contienen la variable x para completar el cuadrado. 
x? — 8x — 28y — 208 = 0 
х2 — 8x = 28y + 208 
x? — 8x + 16 = 28y + 208 + 16 
(х — 4)? = 28у + 224 
(х — 4)? = 28(у + 8) 
(х-4? =4-7-(y+8) 
De ello se desprende que: 
• elvértice es (h, k) = (4, —8) 
• eleje de simetría es x = h = 4 
• dado que p = 7, p > Оу así la parábola se abre hacia arriba 
* las coordenadas del foco son (h, k + p) = (4, —8 + 7) = (4,—1) 


• la ecuación de la directriz es y = k — p = —8 – 7 = –15 
* los puntos finales del latus rectum son (h + 2p, k + p) = (4+2 (7), —8 + 7), о (—10,—1)у(18,—1) 


A continuación trazamos el vértice, el eje de simetría, el foco, la directriz y el latus rectum, y dibujamos una curva suave 
para formar la parábola. Vea la Figura 11. 


=x 


(х—4)? = 28(y+8) 


[>] INTÉNTELO #5 Grafique (x + 2? = -20 y – 3). Identifique y marque el vértice, el eje de simetría, el foco, 
la directriz y los puntos finales del latus rectum. 


Resolver problemas aplicados con parábolas 


Como hemos mencionado al principio de la sección, las parábolas se utilizan para diseňar muchos objetos que 
utilizamos a diario, como telescopios, puentes colgantes, micrófonos y equipos de radar. Los espejos parabólicos, como 
el utilizado para iluminar la antorcha olímpica, tienen una propiedad reflectante muy singular. Cuando los rayos de luz 
paralelos al eje de simetría de la parábola se dirigen hacia cualquier superficie del espejo, la luz se refleja directamente 
en el foco. Vea la Figura 12. Por ello, la antorcha olímpica se enciende cuando se sostiene en el foco del espejo 
parabólico. 
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Rayos paralelos 
del sol 


Reflector 
parabólico 


Figura 12 Propiedad de reflexión de las parábolas 


Los espejos parabólicos tienen la capacidad de concentrar la energía del sol en un solo punto, lo que eleva la 
temperatura cientos de grados en cuestión de segundos. Así, los espejos parabólicos aparecen en muchos productos 
solares de bajo costo y alta eficiencia energética, como cocinas y calentadores solares e incluso encendedores de 
tamaño de viaje. 


E 


Resolver problemas aplicados con parábolas 

En la Figura 13 se muestra una sección transversal de un diseño para un encendedor solar de tamaño de viaje. Los rayos 
del sol se reflejan en el espejo parabólico hacia un objeto unido al encendedor. Debido a que el encendedor está ubicado 
en el foco de la parábola, los rayos reflejados hacen que el objeto se queme en solo unos segundos. 


(А) Halle la ecuación de la parábola que modela el encendedor. Supongamos que el vértice del espejo parabólico es el 


origen del plano de coordenadas. 
Utilice la ecuación hallada en la parte O para calcular la profundidad del encendedor. 


Encendedor 
1,7 in Profundidad 
H 4,5 in 1 


Figura 13 Sección transversal de un encendedor de fuego solar del tamaño de un viaje 


© Solución 
(д) El vértice de la antena es el origen del plano de coordenadas, por lo que la parábola adoptará la forma estándar 


х? = 4ру, donde p > 0). El encendedor, que es el foco, está a 1,7 pulgadas por encima del vértice de la antena. Así, 
tenemos p = 1,7. 


х? = 4ру Forma estándar de parábola orientada hacia arriba con vértice (0,0) 
x? = 4(1,7)у Sustituya 1,7 рага р. 
x? = 6,8у Multiplique. 


La antena se extiende 22 = 2,25 pulgadas а cada lado del origen. Podemos sustituir 2,25 рог х en Іа ecuación de Іа 
parte (a) para hallar la profundidad de la antena. 
x? = 6,8у Ecuación hallada en la parte (a). 
(2,25)? =6,8y  Sustituya 2,25 por x. 
y % 0,74  Resuelva para y. 


1143 


1144 10*Сеошеїпа analítica 


La antena tiene una profundidad de unas 0,74 pulgadas. 


м 


INTÉNTELO #6 Se han diseñado cocinas solares del tamaño de un balcón para familias que viven en Іа India. 
La parte superior de una antena tiene un diámetro de 1.600 mm. Los rayos del sol se reflejan 
en el espejo parabólico hacia la "cocina", situada a 320 mm de la base. 


(А) Halle una ecuación que modele una sección transversal de la cocina solar. Supongamos 
que el vértice del espejo parabólico es el origen del plano de coordenadas, y que la parábola 
se abre hacia la derecha (es decir, tiene el eje х сото eje de simetría). 


Utilice la ecuación hallada en la parte (5) para calcular la profundidad de la cocina. 


[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar las parábolas. 


Secciones cónicas: la parábola, parte 1 de 2 (http://openstax.org/l/parabola1) 
Secciones cónicas: la parábola, parte 2 de 2 (http://openstax.org/l/parabola2) 
Parábola con eje vertical (http://openstax.orqg/l/parabolavertcal) 

Parábola con eje horizontal (http://openstax.org/l/parabolahoriz) 


10.3 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. Defina una parábola en 2. Sila ecuación de una 3. Sila ecuación de una 
términos de su foco y su parábola está escrita en parábola está escrita en 
directriz. forma estándar y p es forma estándar y p es 
positiva y la directriz es una negativo y la directriz es una 
línea vertical, entonces ¿qué línea horizontal, entonces 
podemos concluir sobre su ¿qué podemos concluir 
gráfico? sobre su gráfico? 
4. ¿Cuál es el efecto en el 5. A medida que el gráfico de 
gráfico de una parábola si una parábola se hace más 
su ecuación en forma ancho, ¿qué ocurrirá con la 
estándar tiene valores distancia entre el foco y la 
crecientes de p? directriz? 
Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, determine si la ecuación dada es una parábola. Si es así, reescriba la ecuación en forma 


estándar. 
6. у)=4—х° 7. у= 4х? 8. 3х2 – 6у2 = 12 
9. (у– 3)2 = 8(х – 2) 10. y? +12x-6y-51=0 


En los siguientes ejercicios, reescriba la ecuación dada en forma estándar; y luego determine el vértice (V), foco (F), y 
directriz (d) de la parábola. 


11. x=8y? 12. у= 1х? 13. y=-4x? 
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14. х= {у 
17. (х-1)2 =4(у-1) 
20. (x+1) =2(y+4) 
23. y. +12x-6y+21=0 
26. y? – 24х + 4у – 68 = 0 


29. 3y? — 4х – 6у+ 23 = 0 


Gráficos 


15. 


18. 


21. 


24. 


27. 


30. 


x = 36у? 
0-2) = (+4) 
(x +4)? = 24(у+ 1) 


x? — 4х – 24у + 28 = 0 
x? – 4х+2у-6= 0 


x? +4x+8y-4=0 


16. 


19. 


22. 


25. 


28. 


(у= 4)2 = 2(х +3) 
(у+4)2 = 16(х +4) 
5х2 – 50x – 4у+ 113 = 0 


y? – бу+ 12х-3 = 0 


Еп los siguientes ejercicios, grafique la parábola, identifique el foco y la directriz. 


31. x= ¿y? 
34. y=-9x? 


37. —6(y +5? =4(x-4) 


40. 3х2 + 30х – 4у + 95 = 0 


43. y? +2у – 12х+61 = 0 


32. 


35. 


38. 


41. 


44. 


у = 36х2 

(у= 2)? =— $x +2) 

y – бу- 8х +1= 0 

y? – 8х + 10у+9=0 


—2х?° + 8х – 4у – 24 = 0 


33. 


36. 


39. 


42. 


у= з? 
—5(х + 5) =4(у+ 5) 


x? + 8х + 4у+20 = 0 


x? +4х+2у+2 = 0 


Еп los siguientes ejercicios, halle Іа ecuación de la parábola dada la información sobre su gráfico. 


45. El vértice es (0, 0); la 


directriz es y = 4, el foco 


es (0,4). 


48. El vértice es (2, 3); la 


directriz es x = —2, el foco 


46. 


49. 


El vértice es (0, 0); la 
directriz es x = 4, el foco 
es (-4,0). 


El vértice es (v2 -\З) ; 
la directriz es x = 24/2, el 


foco es Q -\З) Е 


47. 


50. 


El vértice es (2, 2) ; la 
directriz es x = 2 — 


foco es (2 + V2, 2) : 


2, el 


El vértice es (1, 2); la 
directriz es y = 2, el foco 


es (1,4). 
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En los siguientes ejercicios, determine la ecuación de la parábola a partir de su gráfico. 


51. y 


Eje de 
Simetría 


Foco 


(0. 3) 


52. 


y 
4 


53. 


= 


54. 


= 


55. 


y 
4 


Extensiones 


Eje de 


simetría 


-X 


En los siguientes ejercicios, se da el vértice y los puntos extremos del latus rectum de una parábola. Halle la ecuación. 


56. V (0,0), los puntos 57. 


extremos (2, 1), (2,1) 


59. V (-3,-1), puntos finales 60. 


(0, 5), (0, –7) 


Aplicaciones еп el mundo real 


61. El espejo de un faro de 62. 


automóvil tiene una 
sección transversal 
parabólica con la bombilla 
en el foco. En un esquema, 
la ecuación de la parábola 
viene dada por x? = 4y. 
¿En qué coordenadas debe 
colocar la bombilla? 
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V (0, 0), puntos finales 
(2,4), (2, 4) 


V (4, —3), puntos finales 
(5,3). (3,3) 


Si queremos construir el 
espejo del ejercicio 
anterior de forma que el 
foco esté situado en 

(0, 0,25), ¿cuál debería ser 
la ecuación de la parábola? 


58. V (1,2), puntos finales 


(—5, 5), (7, 5) 


63. Una antena parabólica 


tiene forma de paraboloide 
de revolución. Esto 
significa que se puede 
formar girando una 
parábola alrededor de su 
eje de simetría. El receptor 
debe situarse en el foco. Si 
la antena parabólica tiene 
12 pies de diámetro en la 
abertura y 4 pies de 
profundidad en su centro, 
¿dónde debe colocarse el 
receptor? 


64. Considere la antena 
parabólica del ejercicio 
anterior. Si la antena 
parabólica tiene 8 pies de 
ancho en la abertura y 2 
pies de profundidad, 
¿dónde debemos colocar el 
receptor? 


67. Unarcotiene forma de 
parábola. Tiene una arcada 
de 100 pies y una altura 
máxima de 20 pies. Halle la 
ecuación de la parábola y 
determine la altura del 
arco a 40 pies del centro. 


70. Para el objeto del ejercicio 
anterior, supongamos que 
la trayectoria seguida viene 
dada por 
y = —0,5х2 + 80x. 
Determine qué distancia a 
lo largo de la horizontal 
recorrió el objeto para 
alcanzar la máxima altura. 


65. El reflector de ип faro tiene 
forma de paraboloide de 
revolución. Una fuente de 
luz está situada a 1 pie de 
la base a lo largo del eje de 
simetría. Si la abertura del 
reflector es de 3 pies de 
ancho, halle la 
profundidad. 


68. Sielarco del ejercicio 
anterior tiene una arcada 
de 160 pies y una altura 
máxima de 40 pies, halle la 
ecuación de la parábola y 
determine la distancia 
desde el centro a la que la 
altura es de 20 pies. 


10.4 Rotación de ejes 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 


66. 


69. 


10.4 ° Rotación de ejes 


Si el reflector del faro del 
ejercicio anterior tiene la 
fuente de luz situada a 6 
pulgadas de la base a lo 
largo del eje de simetría y 
la abertura es de 4 pies, 
calcule la profundidad. 


Un objeto se proyecta para 
seguir una trayectoria 
parabólica dada por 

у= —x? + 96x, donde х 
es la distancia horizontal 
recorrida en pies y y es la 
altura. Determina la altura 
máxima que alcanza el 
objeto. 


> Identificar secciones cónicas no degeneradas dadas sus ecuaciones de forma general. 
> Usar fórmulas de rotación de ejes. 


> Escribir ecuaciones de cónicas giradas en la forma estándar. 


> Identificar secciones cónicas sin ejes de rotación. 


Como hemos visto, las secciones cónicas se forman cuando un plano interseca dos conos circulares rectos alineados de 
punta a punta y que se extienden infinitamente en direcciones opuestas, lo que también llamamos cono. La forma en 
que cortemos el cono determinará el tipo de sección cónica formada en la intersección. Un círculo se forma al cortar un 
cono con un plano perpendicular al eje de simetría del cono. Una elipse se forma al cortar un cono único con un plano 
inclinado no perpendicular al eje de simetría. Una parábola se forma al cortar el plano por la parte superior o la inferior 
del doble cono, mientras que una hipérbola se forma cuando el plano corta tanto la parte superior como la inferior del 


cono. Vea la Figura 1. 
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Corte diagonal Corte horizontal Corte vertical profundo Corte vertical 


“у 


Elipse Círculo Hipérbola Parábola 


с () A 


Figura 1 Secciones cónicas no degeneradas 


Las elipses, los círculos, las hipérbolas y las parábolas se denominan, a veces, secciones cónicas no degeneradas, en 
contraste con las secciones cónicas degeneradas, que se muestran en la Figura 2. La cónica degenerada resulta 
cuando un plano interseca el doble cono y pasa por el vértice. Según el ángulo del plano, son posibles tres tipos de 
secciones cónicas degeneradas: un punto, una línea o dos líneas que se intersecan. 
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DA 
| 
| 


ү 


Líneas de intersección Línea única Punto único 


XA 


Figura2 Secciones cónicas degeneradas 


Identificación de secciones cónicas no degeneradas en forma general 


En las secciones anteriores de este capítulo nos hemos centrado en las ecuaciones en la forma estándar para secciones 
cónicas no degeneradas. En esta sección nos centraremos en la ecuación de forma general, que se puede usar para 
cualquier sección cónica. La forma general se hace igual a cero, y los términos y coeficientes se dan en un orden 
particular, como se muestra a continuación. 


Ax? + Bxy + Су? + Dx+ Ey+F=0 


donde А, B, y C no son todos cero. Podemos utilizar los valores de los coeficientes para identificar qué tipo de sección 
cónica representa una ecuación determinada. 


Puede observar que la ecuación de forma general tiene un término xy que no hemos visto en ninguna de las ecuaciones 
de la forma estándar. Como veremos más adelante, el término xy rota la sección cónica siempre que B no sea igual a 


cero. 
Secciones cónicas Ejemplo 


elipse 4x? +9y? =1 

círculo 4х2 + 4y? = 1 
hipérbola 4x? – 9у2 =1 
parábola 4x? = 9y 04y = 9х 


Tabla 1 
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Secciones cónicas Ejemplo 


una línea 4x+9y=1 


líneas de intersección (х — 4)\(у+4)=0 


líneas paralelas (х= 4)(х—9)=0 
un punto 4х2 +4y? = 0 
no hay gráfico 4x? +4у2 = — 1 
Tabla 1 


Forma general de las secciones cónicas 


Una sección cónica tiene la forma general 
Ax? + Bxy+ су? + Dx+ Еу+ Е = 0 
donde A, В, у С по son todos сего. 


En la Tabla 2 se resumen las diferentes secciones cónicas en las дие В = О, y A y С son números reales diferentes de 
cero. Esto indica que la cónica no se ha girado. 


elipse Ах? +CyY4+Dx+Ey+F=0, А+ С y AC>0 

círculo Ax? + Cy + Dx+ Еу+ Е = 0, ASC 
hipérbola Ax? — Cy? +Dx+Ey+F=00 – Дх Cy? + Dx + Ey + Е = 0, donde A y C son positivos 
parábola Ax? + Dx+ Ey+F=0 o Cy + Dx+ Еу+ Е = 0 


таЫа 2 


(є cómo 


Dada Іа ecuación de una sección cónica, identifique el tipo de sección cónica. 


1. Reescriba la ecuación en la forma general, A Bxy+ Cy? + Dx+ Ey+F=0. 
2. Identifique los valores de A y С de la forma general 
a. Si A y C son distintos de cero, tienen el mismo signo y no son iguales entre sí, entonces el gráfico puede ser 
una elipse. 
b. Silos valores de A y C son iguales y distintos de cero y tienen el mismo signo, entonces el gráfico puede ser 
un círculo. 
с. Silos valores de A y C son distintos de cero y tienen signos opuestos, entonces el gráfico puede ser una 
hipérbola. 
а. Si cualquiera de A o C es cero, entonces el gráfico puede ser una parábola. 


Si B=0, la sección cónica tendrá un eje vertical и horizontal. Si В no es igual a 0, como se muestra a continuación, 
la sección cónica se rota. Tome en cuenta la expresión "puede ser" en las definiciones. Esto se debe a que la 
ecuación puede no representar una sección cónica en absoluto, según los valores de A, В, С, Р, Ey F. Por 
ejemplo, el caso degenerado de un círculo o una elipse es un punto: 
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Ax? + By? = 0, cuando A y Btienen el mismo signo. 

El caso degenerado de una hipérbola son dos líneas que se intersecan: ES By? = 0, cuando A y B tienen 
signos opuestos. 

Por otro lado, la ecuación, Ax? + By? + 1 = 0, cuando A y B son positivos no representa un gráfico en absoluto, 
ya que no hay pares reales ordenados que lo satisfagan. 


BR 


Identificación de una sección cónica a partir de su forma general 
Identifique el gráfico de cada una de las siguientes secciones cónicas no degeneradas. 


O 4х2 -9y? + 36х + 36у – 125 = 0 9у2 +16x+36y-10=0 (© 3х2 +352 -2x-6y-4=0 
Ф) -25x? – 4y? + 100x + 16y + 20 = 0 
© Solución 
Ax? + Bxy + Су? + Dx + Ey+F=0 
@ Si reescribimos la forma general, tenemos 4 + Oxy + (-9) y? + 36x + 30y + (025) =0 
А =4yC = -9, por lo que observamos que А y C tienen signos opuestos. El gráfico de esta ecuación es una hipérbola. 
Ax? + Bxy + Су? + Dx+Ey+F=0 
Si reescribimos la forma general, tenemos 0х + Oxy + 97 + 16x + у+( 10) =0 
A = Оу С = 9. Podemos determinar que la ecuación es una parábola, ya que А es cero. 
Ах? + Вху + Суг + Ох + Ey+F=0 
©) Si reescribimos la forma general, tenemos 4 + Oxy + 3y? + ( 2)х + (6y + (04) =0 
А = Зу С = 3. Dado que А = С, el gráfico de esta ecuación es un círculo. 
Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F=0 
(б) Si reescribimos la forma general, tenemos (-25)x* + Оху + (-4)y* + 100x + 16y + 20 =0 


А = —25 y С = -4. Dado que AC > 0 y A 4C, el gráfico de esta ecuación es una elipse. 


[>] INTÉNTELO #1 Identifique el gráfico de cada una de las siguientes secciones cónicas no degeneradas. 


O 16y - х2 +x-4y-9=0 16x2 + 4y? + 16x +49y-81=0 


Calcular una nueva representación de la ecuación dada después de rotar por un ángulo dado 

Hasta ahora hemos examinado ecuaciones de secciones cónicas sin un término xy que alinee los gráficos con los ejes x y 
y. Cuando añadimos un término xy, rotamos la sección cónica alrededor del origen. Si los ejes x y y se giran en un 
ángulo, por ejemplo 0, entonces se puede pensar que cada punto del plano tiene dos representaciones: (х, y) en el 
plano cartesiano con los ejes x y y originales y (х, у) en el nuevo plano definido рог los nuevos ejes rotados, 
denominados los ejes x' y y”. Vea la Figura 3. 
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=< 


Y 
Figura З El gráfico de la elipse rotada x? + у2– ху- 15 = 0 


allaremos las relaciones entre x yene ano cartesiano con x у en el nuevo plano rotado. Vea la igura 4. 
Hall | | t |р! rt "уу! | | tado. Vea la F 4 


y 


Figura 4 El plano cartesiano con los ejes ху y y los ejes х^у y“resultantes formados por una rotación de un ángulo 6. 


Los ejes de coordenadas xy y originales tienen vectores unitarios i y j. Los ejes de coordenadas rotados tienen vectores 
unitarios i’ y j’. El ángulo 9 se conoce como el ángulo de rotación. Vea la Figura 5. Podemos escribir los nuevos 
vectores unitarios en términos de los originales. 

i = соз 0i+sen Oj 

=-—sen бї+ соз 0] 


= 
| 


Acceso gratis en openstaxX.org 


10.4 ° Rotación de ejes 


Figura5 Relación entre los planos de coordenadas anteriores y los nuevos. 


Considere un vector u en el nuevo plano de coordenadas. Se puede representar en términos de sus ejes de coordenadas. 


и= х!і! +y j' 


u=x'(i cos 0+j sen 0) + у'(—ї sen 0+j cos 0) Sustituya. 

u=ix' cos 0+ јх sen 0—iy' sen O+jy' cos 0 Distribuya. 

и = іх cos 0—iy' sen 0+ јх sen 0+ ју cos O Aplique la propiedad conmutativa. 
u=(x cos 0—у' sen 0)і + (х sen 0+ у cos 0)j Factorice por agrupación. 


Debido a que u = x'i' + у! j’, tenemos representaciones de x y y en términos del nuevo sistema de coordenadas. 
х= х' соз 0— y sen 0 


y 
y=x sen 0+y'cos 0 


Ecuaciones de rotación 


Si un punto (x, y) en el plano cartesiano se representa en un nuevo plano de coordenadas en el que los ejes de 
rotación se forman girando un ángulo 0 del eje x positivo, entonces las coordenadas del punto con respecto a los 
nuevos ejes son (7, y) . Podemos utilizar las siguientes ecuaciones de rotación para definir la relación entre (x, y) y 


ae 


‚ / 
х= х cos 0- у sen 0 


у= х! sen 0+ у! cos 0 


(є cómo 


Dada Іа ecuación de una sección cónica, calcule una nueva representación después de girar un ángulo. 


1. Calcule xy ydonde x = х! cos 0 – у! sen Oyy=x'sen 0+y'cos б. 
2. Sustituya la expresión de x y y en la ecuación dada, luego simplifique. 
3. Escriba las ecuaciones con x’ y y! en la forma estándar. 
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ЕИ 


Calcular una nueva representación de una ecuación después de rotar рог un ángulo dado 
Calcule una nueva representación de la ecuación 2х2 — xy + 2у? — 30 = 0 después de rotar рог un ángulo de O = 45°. 


© Solución 
Calcule ху y, donde x = x’ cos 0 – у! sen Oyy=x'sen 0 + у соѕ 0. 


Dado que 0 = 45°, 


x = х! cos (45%) — у! sen (45°) 


=” (в) (54) 


у 


== 


у = х! зеп(45°) + у! cos(45°) 


2 (35) + (5) 


_ х'+у 


y 


Sustituya x = x’ cos 9 — у! sen0 y y = x' sen 0+y'cos Oen2x? — xy + 2y? – 30 = 0. 


ADE AZ 


Simplifique. 


y _ =, A AA -30=0 


, 12,2 
12 207 4 y? 670 „> 402207 +у?—30=0 
12,2 

2x2 +2у/2 – & 5} ) 


272 
2 (2 +2у/2 — ea) = 2(30) 


4х!2 + 4y2 _ (x? _ y?) = 60 
4x1? + 4у/2 – х!2 + y? = 60 


3/2 | 52 _ 60 
60 60 = 60 


= 30 


Escriba las ecuaciones соп x’ y y! en la forma estándar. 
y? , y? 
20 12 


Esta ecuación es una elipse. La Figura 6 muestra el gráfico. 
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Método FOIL 


Combine términos similares. 
Combine términos similares. 
Multiplique ambos lados por 2. 


Simplifique. 
Distribuya. 


Se igualan a 1. 
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Figura 6 


Escritura de ecuaciones de secciones cónicas rotadas en la forma estándar 


Ahora que podemos calcular la forma estándar de una sección cónica cuando nos dan un ángulo de rotación, 
aprenderemos a transformar la ecuación de una sección cónica dada en la forma Ax? + Bxy + Cy? +Dx+Ey+F=0 
en la forma estándar rotando los ejes. Para ello, reescribiremos la forma general como una ecuación en el sistema de 
coordenadas de x’ y y” sin x! y”, rotando los ejes en una medida de Ө que satisfaga 


A-C 
cot (20) = в _ 


Ya hemos aprendido que cualquier sección cónica se puede representar соп Іа ecuación de segundo grado 
Ax? + Bxy + Cy? + Dx+ Еу+ Е = 0 


donde А, В, у С no son todos сего. Sin embargo, si В 4 0, entonces tenemos un término xy que nos impide reescribir la 


ecuación en forma estándar. Para eliminarlo, podemos rotar los ejes еп un ángulo agudo 0 donde cot (20) = ас. 


• Si los valores de cot(20) > 0, entonces 20 está en el primer cuadrante у 0 está entre (0°, 45°). 
«Silos valores de cot(20) < 0, entonces 20 está en el segundo cuadrante y 0 está entre (45°, 90°). 
* Si A = C, entonces 0 = 45°. 


(ә cómo 
@ 


Dada una ecuación para una sección cónica en el sistema x’ y”, reescriba la ecuación sin el término x’ у! en lo 
que respecta a x' y y”, donde х” y y” son rotaciones de los ejes estándar por grados Ө. 


Calcule cot(20). 

Halle sen бу соѕ б. 

Sustituya sen Өусоѕ бепх = х! соѕ 0 – у sen Oyy=x'sen 0+ у! cos 0. 
Sustituya la expresión де ху y en la ecuación dada у luego simplifique. 

Escriba las ecuaciones con x’ y y! en la forma estándar con respecto a los ejes rotados. 


ышы aaa 


Reescriba una ecuación con respecto a los ejes х^у y“sin el término ху” 
Reescriba la ecuación 8х2 — 12xy + 17y? = 20 en el sistema x’ y” sin un término x’ y”. 


Д УЕ 
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© Solución 
Primero hallamos cot(20). Vea la Figura 7. 


8х2 – 12xy + 17y? = 20 > A 


cot(20) = АС = 817 


11 
ые 


cot(20) = Y 


y 
1 


Y 
Figura 7 


cot (20) = З = 


II 
со 
w 
II 
| 
= 
N 
< 
a 
11 
ЧА 
ч 


X 


adyacente 


4 opuesto 


Entonces la hipotenusa es 


32 +42 = № 

9+ 16 = №2 
25 = № 
һ=5 


Luego, hallamos sen бу соѕ 6. 


_ fíi3.1_f2_ /1 
Е 5 `2 107 ү5 


1_с05(20) 1-3 5-32 

— [1-с05020) _ 4/75 _ 415—5 

ѕеп 0 = 7 = == 3 
1 


sen 0= — 


Uju 


cos ia 


Sustituya los valores de sen бу соѕ бепх=х 


v5 
[3 [5 
cos O= 1+cos(20) = 1+5 = 5+ Е 5+3 1_ 8 _ 4 
ү 2 2 2 5 2 10 5 
2 


cos O— y sen Oyy=x'sen 0+y cos 0. 


х= х' соз 0-— y sen 0 


= (3) 
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y=x' sen 0+y'cos 0 


х/+2у/ 
\5 
Sustituya las expresiones de x y y en la ecuación dada y luego simplifique. 
2 2 
2х! -y 2х! y х! +2у! х! +25! 
8 12 + 17 = 20 
A о Ее 


8 84 ) 12 ( а.) 417 ( 6589 —20 


8 (4x1? -4x' y + y?) – 12 (25/2 + 3х’ y! -2y?) +17 (37 +4х' у! +4у2) = 100 
32x/2 – 32х' у! + 83/2 — 24х!2 — Збх! у! + 24у'2 + 17х!2 + 68x' y! + 683/2 = 100 
25x'2 + 1003/2 = 100 
100/2 _ 100 


25 12 
х +1007 = 100 


Escriba las ecuaciones соп х’ у y! en la forma estándar con respecto al nuevo sistema de coordenadas. 
12 y2 
х y 
— + — = 1 
4 1 
La Figura 8 muestra el gráfico de la elipse. 


Figura 8 


[>] INTÉNTELO #2 Vuelva a escribir el 13x? – 6y3xy+7y? = 16 en el plano x’ y sin el término x’ y”. 


cemo « 


Graficar una ecuación que no tiene términos ху” 
Grafique la siguiente ecuación en relación con el sistema x’ y”: 


х2 + 12xy — 4y? = 30 


© Solución 
Primero hallamos cot (20). 


х2 + 12xy -4y =205 А=1, B=12,yC=-4 


cot(20) = 426 


со20) = Š 


5 


Dado que cot (20) = D> podemos dibujar un triángulo de referencia como en la Figura 9. 
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Figura 9 
5 d t 
ci) a == 
12 opuesto 
Así, la hipotenusa es 
52 +122 = № 
25 + 144 = k? 
169 = h? 
h= 13 


Luego, hallamos sen бу соѕ Ө. Utilizaremos identidades de ángulo medio. 


13 _ 
3 


5 
j= 
= 1—с05(20) __ 13 _ 1 
ѕеп 0=y —— E a4] 3 


B5 


5. 13 
cos g= ,/ 13909) Ө ы -y Eih УЕ Bd 
= A 79и o ds 


Ahora hallamos x y y. 


x=x!cos 0— y sen 0 
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y=x sen 0+y'cos 8 


_ 2х'+3у/ 
E 
lay a 
Ahora sustituimos x = 2 Уу = 2х ЗУ еп x? + 12ху — 4y? = 30. 
\ЛЗ VB 


2 2 
3х/—2у/ +12 3х/—2у/ 2х! +3у! _4 2х! +3у! = 30 
WE WE V WE 
(4) [Gx — 2y)? +120x 2470 +37) -40x + 3y y | =30 
(5) x? – 12x! y +4y2 + 12 (6х/2 + 5х/у – 6y/2) – 4 (4x/? + 12х/у + 9y/2)] = 30 
(45) [9/2 - 12x! y + 4у/2 +72x'? + 60x! y! – 72y/? — 16х/2 — 48x' y – 36у/2| = 30 
(5) [65х72 – 104/2] = 30 


13 
65x'? — 104у/2 = 390 
х/2 4у/2 _ 
6 B5B 
Я 2 45/2 
La Figura 10 muestra el gráfico de la hipérbola = == 1. 
. y 
y 4 


Figura 10 


Identificar secciones cónicas sin ejes de rotación 


10.4 • Rotación de ejes 1159 


Factorice. 


Multiplique. 
Distribuya. 
Combine términos similares. 


Multiplique. 


Divida entre 390. 


Ahora hemos cerrado el círculo. ¿Cómo identificamos el tipo de sección cónica descrito por una ecuación? ¿Qué ocurre 


cuando se rotan los ejes? Recordemos que la forma general de una sección cónica es 
Ax? + Вху+ Cy? + Dx+ Ey+F=0 
Si aplicamos las fórmulas de rotación a esta ecuación obtenemos la forma 


Ax? + B'x! y + Cy? +D'x! + Ey +F'=0 


2 se a А de 
Se puede demostrar que B? ДАС = В! -44'C'.La expresión no varía después де la rotación, por lo que llamamos 
a esta expresión invariante. El discriminante, В? – ДАС, es invariable y permanece sin cambios después de la rotación. 
Como el discriminante no cambia, la observación del discriminante nos permite identificar la sección cónica. 
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Uso del discriminante para identificar una sección cónica 


Si la ecuación Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 se transforma mediante la rotación de los ejes en la ecuación 
А'х'^ + В'х'у' + CO y? + Dx! + El y! + Е! = 0, entonces В2 —4АС = B’? —4А'С'. 

La ecuación Ax? + Bxy+ Cy? + Dx + Ey + F = 0 es una elipse, una parábola o una hipérbola о un caso 
degenerado de una de ellas. 


Si el discriminante, В? — ДАС, es 


• <0, la sección cónica es una elipse 
• = 0), la sección cónica es una parábola 
* > 0, la sección cónica es una hipérbola 


ддд 956 


Identificar la sección cónica sin ejes de rotación 
Identifique la sección cónica de cada una de las siguientes sin rotar los ejes. 


O 5х2 +243xy+2y –5 = 0 5х2 +24Зху+ 1232-5 = 0 
© Solución 
А Empecemos por determinar А, В, у С. 
2 2 Е 
х“ + 2\3 ху+ 2 y =5 = 0 


+ 


5 
s“ 
A B C 


Ahora, hallaremos el discriminante. 


2 
B? -44C = (2v3) — 4(5)(2) 
= 4(3) – 40 
=12-40 
=-28<0 
Por lo tanto, 5х2 + 2\/3ху + 2y? — 5 = 0 representa una elipse. 


De nuevo, empecemos por determinar A, B, y C. 


5x + 24/3 xy + 12у -5=0 
А В © 


Ahora, hallaremos el discriminante. 


2 
В? -4АС = (243) — 4(5)(12) 
= 4(3) — 240 
= 12—240 
= —228 < 0 


Por lo tanto, 5х2 + 2\/3ху + 12y? — 5 = 0 representa una elipse. 


м 


INTÉNTELO #3 Identifique Іа sección cónica de cada una de las siguientes sin rotar los ejes. 


O *-9xy+3y-12=0 10x? – 9xy+4y?-4=0 


[>] MEDIA 


Acceda a este recurso en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar secciones cónicas y rotación de 
ejes. 


Introducción a las secciones cónicas (http://openstax.org/l/introconic) 


Acceso gratis en openstax.org 
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10.4 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. ¿Qué efecto tiene el término xy en el gráfico de 2. Sila ecuación de una sección cónica se escribe en 
una sección cónica? la forma Ax? + Ву? + Сх+ Ру+ Е = Оу 
АВ = 0, ¿qué podemos concluir? 
3. Sila ecuación de una sección cónica se escribe en 4. Dada la ecuación ax? + 4x + 3y? — 12 = 0, ¿qué 
la forma Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Еу+ Е = 0,у podemos concluir si a > 0? 


B? — ДАС > 0, ¿qué podemos concluir? 


5. Para la ecuación 
Ax? + Bxy+ Cy? + Dx + Ey + F = 0, el valor de 
0 que satisface cot (20) = 4С ¿qué información 
nos da? 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, determine qué sección cónica está representada a partir de la ecuación dada. 


6. 9х2 + 4у2 + 72х + 36у – 500= 0 7. х2 – 10х+4у- 10=0 8. 2х2 — 2у2 + 4х – 6у-2 = 0 
9. 4х2 – у + 8х-1 = 0 10. 4y? -5x+9y+1=0 11. 2х2 + 3у2 -8x-12y+2=0 
12. 4х2 +9xy + 4y? — 36y- 125 = 0 13. 3х2 +6xy+3y? – 36y – 125 = 0 

14. –3х2 4+343xy-4y32+9=0 15. 2х2 + 44/3ху+ 6y? -6x-3=0 


16. -x2+4y2xy+2y?-2y+1=0 17. 8х2 +4y2xy+4y? – 10х+1=0 


Еп los siguientes ejercicios, halle una nueva representación de la ecuación dada después de rotar el ángulo dado. 


18. 3х2 +xy+3y?-5=0,0=45% 19. 4x? -xy+4y?-2=0,0=45% 20. 2х2 +8xy-— 1 = 0,0 = 30° 


21. —2x? +8xy+1=0,0=45° 22. 4x? + ү/2ху+4у2 +у+2 = 0,0 = 45° 


En los siguientes ejercicios, determine el ángulo Ө que eliminará el término xy y escriba la ecuación correspondiente sin 
el término xy. 


23. х2 4+343xy+4y?+y-2=0 24. 4х2 + 2\/3ху+ бу? +у-2= 0 


25. 9х2 – 3\/3ху+ 6y? +4y-3=0 26. 3х2 V3xy 2y? x=0 
27. 16x? + 24xy+9y?+6x-—6y+2=0 28. х2 +4xy+4y?+3x-2=0 


29. x? +4ху+ у? -2х+1=0 30. 4х2 -24/3xy+6y?-1=0 
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Gráficos 


En los siguientes ejercicios, gire el ángulo dado basándose en la ecuación dada. Obtenga la nueva ecuación y grafique la 
ecuación original y la rotada. 


31. y=-x%,0=-45 32. х= у2,0 = 45° зз. +2 = 1,0 = 45° 
2 2 
34. жт 22 =1,0=45 35. y? -x = 1,0 = 45° 36. у= 22,0=30 
2 o x2 y o 
37. x=(y-1),0=30 38. 54% =1,0=30 


En los siguientes ejercicios, grafique la ecuación relativa al sistema х! у! en el que la ecuación no tiene el término х! y”. 


39. ху= 9 40. x? + 10ху+у2 -6=0 41. x? – 10ху+ y? – 24= 0 


42. 4х2 = 34/3xy + y% —22=0 43. 6х2 +24/Зху+4у2-21=0 44. 11x? +10y43xy+ y? – 64= 0 


45. 21х2 +2\/3ху+ 1932 – 18=0 46. 16х2 + 24xy + 9y? – 130x + 90y = 0 


47. 16х2 + 24ху+ 9y? — 60x + 80у = 0 


49. 4х2 – 4ху+ y? — 8\/5х — 16\/5у =0 


48. 13x? -6y3xy+7y?-16=0 


En los siguientes ejercicios, determine el ángulo de rotación para eliminar el término xy. A continuación, grafique el 


nuevo conjunto de ejes. 


50. 6х2 – 5\/3ху+ y? + 10x – 12y=0 
52. 6х2 — 8y/3xy + 14y? + 10x -3y = 0 


54. 8х2 +3xy+4y?+2x-4=0 


51. 6x? — 5xy + 6y? +20x—y=0 
53. 4х2 + 6\/3ху + 10y? + 20x — 40y = 0 


55. 16x? + 24xy + 9y? + 20x – 44у = 0 


En los siguientes ejercicios, determine el valor de k con base en la ecuación dada. 


56. Dados 4х2 + kxy + 16y? + 8x + 24y – 48 = 0), 
calcule k para que el gráfico sea una parábola. 


58. Dados 3х2 + kxy + 4y? — бх + 20y + 128 = 0, 
calcule k para que el gráfico sea una hipérbola. 


60. Dados 6х2 + 12xy + ky? + 16x + 10y +4 = 0, 
calcule k para que el gráfico sea una elipse. 


Acceso gratis en openstax.org 


57. Dados 2х2 + kxy + 12y? + 10x — 16y + 28 = 0, 
calcule k para que el gráfico sea una elipse. 


59. Dados kx? + 8xy + 8y? — 12x + 16y + 18 = 0, 
calcule k para que el gráfico sea una parábola. 
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10.5 Secciones cónicas en coordenadas polares 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Identificar una sección cónica en forma polar. 
> Graficar las ecuaciones polares de secciones cónicas. 
> Definir secciones cónicas en términos de un foco y una directriz. 


Figura 1 Los planetas que orbitan el sol siguen trayectorias elípticas. (Créditos: NASA Blueshift, Flickr). 


La mayoría de nosotros estamos familiarizados con el movimiento orbital, como el de un planeta alrededor del Sol o el 
de un electrón alrededor de un núcleo atómico. Dentro del sistema planetario, las órbitas de planetas, asteroides y 
cometas alrededor de un cuerpo celeste mayor suelen ser elípticas. Sin embargo, los cometas pueden adoptar una 
órbita parabólica o hiperbólica. Y, en realidad, las características de las órbitas de los planetas pueden variar con el 
tiempo. Cada órbita está ligada a la ubicación del cuerpo celeste que se orbita y a la distancia y dirección del planeta u 
otro objeto desde ese cuerpo. Por ello, tendemos a utilizar coordenadas polares para representar estas órbitas. 


En una órbita elíptica, el periapsis es el punto en el que los dos objetos están más cerca, y la apoapsis es el punto en el 
que están más alejados. En general, la velocidad del cuerpo en órbita tiende a aumentar a medida que se acerca a la 
periapsis y a disminuir cuando se acerca a la apoapsis. Algunos objetos alcanzan una velocidad de escape, lo que genera 
una órbita infinita. Estos cuerpos presentan una órbita parabólica o hiperbólica alrededor de un cuerpo; el cuerpo que 
orbita se libera de la atracción gravitatoria del cuerpo celeste y sale disparado al espacio. Cada una de estas órbitas se 
puede modelar mediante una sección cónica en el sistema de coordenadas polares. 


Identificar una sección cónica en forma polar. 


Cualquier sección cónica puede estar determinada por tres características: un único foco, una línea fija llamada directriz, 
y la relación de las distancias de cada una a un punto del gráfico. Considere la parábola x = 2 + y que se muestra en la 


Figura 2. 


Eje polar 


Directriz 


Ads Edda Е 


Figura 2 


En la sección La parábola aprendimos cómo una parábola está definida por el foco (un punto fijo) y la directriz (una línea 
fija). En esta sección aprenderemos a definir cualquier cónica en el sistema de coordenadas polares en términos de un 
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punto fijo, el foco P(r, 6) en el polo, y una línea, la directriz, que es perpendicular al eje polar. 


Si los valores de F es un punto fijo, el foco, y D es una línea fija, la directriz, entonces podemos dejar que e sea un 


número fijo positivo, llamado excentricidad, que podemos definir como la relación de las distancias de un punto del 


gráfico al foco y del punto del gráfico а la directriz. Entonces el conjunto de todos los puntos Р de manera que e = БЕ 


PD 
es una cónica. En otras palabras, podemos definir una cónica como el conjunto de todos los puntos P con la propiedad 


de que la relación de la distancia de P con F con la distancia de P con D es igual a la constante e. 
Para una cónica con excentricidad e, 


e 510 < е < 1, Іа cónica es una elipse 
* sie = 1, la cónica es una parábola 
e sie> l,la cónica es una hipérbola 


Con esta definición, ahora podemos definir una cónica en términos de la directriz, x = +p, la excentricidad e, y el ángulo 
Ө. Así, cada cónica se puede escribir como una ecuación polar, una ecuación escrita en términos de r y 6. 


La ecuación polar de una cónica 


Para una sección cónica con foco en el origen, si la directriz es x = +p, donde p es un número real positivo, y la 
excentricidad es un número real positivo e, la cónica tiene una ecuación polar 
ep 
T = am 
1+е cos 0 
Para una sección cónica con foco en el origen, si la directriz es y = +p, donde p es un número real positivo, y la 
excentricidad es un número real positivo e, la cónica tiene una ecuación polar 
ep 


А5 
1+е sen 0 


(ә cómo 


Dada Іа ecuación polar de una cónica, identifique el tipo de cónica, Іа directriz у la excentricidad. 


1. Multiplique el numerador y el denominador por el recíproco de la constante еп el denominador para reescribir la 
ecuación en forma estándar. 

2. Identifique la excentricidad e como el coeficiente de la función trigonométrica en el denominador. 

Compare e con 1 para determinar la forma de la cónica. 


ш 


4. Determine la directriz como x = p si el coseno está en el denominador y y = psi el seno está en el denominador. 
Establezca ep igual al numerador en forma estándar para resolver x о y. 


ашы 


Identificación de una sección cónica dada Іа forma polar 
Para cada una de las siguientes ecuaciones, identifique la cónica con foco en el origen, la directriz y la excentricidad. 


= 6 
Өз Г 3+2 Е 0 
b. r= 4+5 СОВ ө 
= 2-2 sen 0 


© Solución 

Para cada una de las tres cónicas reescribiremos la ecuación en forma estándar. La forma estándar tiene un 1 como 
constante en el denominador. Por lo tanto, en las tres partes, el primer paso será multiplicar el numerador y el 
denominador por el recíproco de la constante de la ecuación original, 1, donde c es esa constante. 


1 


a. Multiplique el numerador y el denominador por 3: 
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"= 3+2sen 0. (2) Е 3 (5) +2 (3) sen o 1+2 sen Ө 


6 (3) _ 6(3) 2 


Dado que sen 0 está еп el denominador, la directriz es у = p. En comparación con la forma estándar, tenga en 
cuenta que e = 2. Por lo tanto, desde el numerador, 


2=ep 
= 2p 
(3)2= (5) 3р 
= р 


Dado que е < 1, la cónica es una elipse. La excentricidad es е = 2 y la directriz es у = 3. 


Multiplique el numerador y el denominador por L, 


т 4+5 cos 0 ` (5) 
Pla) 
(1) (1) со ө 
a 3 
1+5 cos 0 


Dado que cos 0 está еп el denominador, la directriz es х = р. Comparación соп Іа forma estándar, е = 5. Por lo 


tanto, desde el numerador, 


3 = ер 
3=3p 

(5)3= (5) зр 
12 =р 


Dado que e > 1, la cónica es una hipérbola. La excentricidad es e = 5 y la directriz es x = 12 = 2,4. 


Multiplique el numerador y el denominador рог >. 


> l—sen 0 


Como el seno está en el denominador, la directriz es y = -p. Comparación con la forma estándar, e = 1. Por lo tanto, 
desde el numerador, 


ен 
7 = ер 
7 _ 
5 = (1)р 
Ls 
7>P 


Dado que e = 1, la cónica es una parábola. La excentricidad es e = 1 y la directriz es y = -4 = -3,5. 
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[>] INTÉNTELO #1 Identifique la cónica con foco en el origen, la directriz y la excentricidad para r = к. 


Graficar las ecuaciones polares de las cónicas 


Al graficar en coordenadas cartesianas, cada sección cónica tiene una ecuación única. Este no es el caso cuando se 
grafica en coordenadas polares. Debemos utilizar la excentricidad de una sección cónica para determinar el tipo de 
curva a graficar, y luego determinar sus características específicas. El primer paso es reescribir la cónica en forma 
estándar como hemos hecho en el ejemplo anterior. En otras palabras, tenemos que reescribir la ecuación para que el 
denominador empiece por 1. Esto nos permite determinar e y, por lo tanto, la forma de la curva. El siguiente paso es 
sustituir los valores de б y resolver para r para trazar algunos puntos clave. Si establecemos que 0 igual a 0, 7: m,y Зя 
proporciona los vértices рага que podamos crear un dibujo aproximado del gráfico. 


АЭЭ 95 


Graficar una parábola en forma polar 


А КЕ 5 
Grafique r = 33 соз ЁС 


© Solución 


Primero, reescribimos la cónica en forma estándar multiplicando el numerador y el denominador por el recíproco de 3, 
que es 3. 


s s(3) 


r= => ====%= 
3+3 cos 0 1 1 
3(4)+3(3) cos 0 
5 
= 3 
r= Tacos 0 


Dado que e = 1, graficaremos una parábola con foco en el origen. La función tiene un cos 0, y hay un signo de suma 
en el denominador, por lo que la directriz es x = p. 


ep 
(Mp 
=p 


Gin wi шол 
II 


La directriz es x = 


сәл 


Trazar algunos puntos clave сото en Іа Tabla 1 nos permitirá ver los vértices. Vea la Figura 3. 


A B С р 
л 3 
0 0 2 л S 
S 5 5 а, A Ba a 
r= 3+3 cos 0 En 0,83 3 1,67 indefinida 3 1,67 


Tabla 1 
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-A 
A 


3 
directrix 
Y 
Figura 3 
©) Análisis 
Podemos comprobar nuestro resultado con una herramienta gráfica. Vea la Figura 4. 
4 
A 23 45 
Y 
Figura 4 


ИЭ 


Graficar una hipérbola en forma polar 


i e 8 
Grafique r = 5-3 sen 9" 


© Solución 
Primero, reescribimos la cónica en forma estándar multiplicando el numerador y el denominador por el recíproco de 2, 
1 


que es ż. 


23 5 
1-5 sen 0 


Dado que e = 3, e > 1, por lo que graficaremos una hipérbola con foco en el origen. La función tiene un sen 0 y hay un 
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signo de resta en el denominador, por lo que la directriz es y = -p. 


La directriz es y = -$. 


Trazar algunos puntos clave como en la Tabla 2 nos permitirá ver los vértices. Vea la Figura 5. 


A B С р 
3 
ө 0 5 л 2 
8 = B 
= 4 8 4 5 = 1,6 
2— З ѕеп 0 
Tabla 2 

4 


' 
Figura 5 


BR 


Graficar una elipse en forma polar 


: = 0 
Grafique r = 372 cos 0" 


© Solución 


Primero, reescribimos la cónica en forma estándar multiplicando el numerador y el denominador por el recíproco de 5, 
que es 1. 
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1 
a T 90) 
5(+)-4(+) со ө 
r= — 2 
Ez cos 0 
Dado que e = 4, e < 1, por lo que graficaremos una elipse con un foco en el origen. La función tiene un cos 6, y hay un 


signo de resta en el denominador, por lo que la directriz es x = -p. 


La directriz es x = — 


Nur 


Trazar algunos puntos clave como en la Tabla 3 nos permitirá ver los vértices. Vea la Figura 6. 


A B С р 
л Зл 
Z 10 10 y 
r=34 0 0 10 2 9 а 11 2 
Tabla 3 
4 
і 
L 
. 
L 
L 
. 
. 
' 
I 
' 
' 
' 
1 
» 
J 
1 
+ і 
' 
' 
, 
1 
' 
5! 
e ' 
X 2! 
directriz * 
: 
1 
Н 
Y 
Figura 6 


©) Análisis 
Podemos comprobar nuestro resultado utilizando una herramienta gráfica. Vea la Figura 7. 
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' 


10 Т graficado en una ventana de visualización de [-3, 12, 1] entre [ 4,4, 1], 0 тїп. = Оу 


Figura 7 те SA ббы @ 


0 máx. = 2л. 


INTÉNTELO #2 бгайдиег= 


2 
4—соѕ 0” 


Definir cónicas en términos de un foco y una directriz 


Hasta ahora hemos utilizado ecuaciones polares de cónicas para describir y graficar la curva. Ahora, trabajaremos a la 
inversa; utilizaremos la información sobre el origen, la excentricidad y la directriz para determinar la ecuación polar. 


(є cómo 


Dado el foco, la excentricidad y la directriz de una cónica, determine la ecuación polar. 


1. Determine si la directriz es horizontal o vertical. Si la directriz se da en términos de y, utilizamos la forma polar 
general en términos de seno. Si la directriz se da en términos de x, utilizamos la forma polar general en términos 
de coseno. 

2. Determine el signo del denominador. Si los valores de р < 0, utilice la resta. Si los valores de p > 0, utilice la 
adición. 

3. Escriba el coeficiente de la función trigonométrica como la excentricidad dada. 

4. Escriba el valor absoluto de p en el numerador y simplifique la ecuación. 
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Hallar la forma polar de una sección cónica vertical dado un foco en el origen y la excentricidad y la directriz 
Halle la forma polar de la cónica dado un foco en el origen, е = 3 y directriz у = —2. 


© Solución 
La directriz es y = -p, por lo que sabemos que la función trigonométrica en el denominador es el seno. 


Dado que y = —2,—2 < 0, por lo que sabemos que hay un signo de resta en el denominador. Utilizamos la forma 
estándar de 


ep 


= 1-е sen Ө 


уё= 3у|-2| = 2 = р. 
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Por lo tanto, 


60) 
1-3 sen 0 


= 6 
— 1-3 sen Ө 


а 99 


Hallar la forma polar de una sección cónica horizontal dado un foco еп el origen y Іа excentricidad у la directriz 
Halle la forma polar de una cónica dado un foco en el origen, e = 2, y directriz x = 4. 


© Solución 
Сото la directriz es х = p, sabemos que la función en el denominador es coseno. Dado que x = 4,4 > 0, entonces 
sabemos que hay un signo de suma en el denominador. Utilizamos la forma estándar de 


ep 
T ——— 
l+e соз 0 
3 
ye=3yl4=4=p. 
Por lo tanto, 
(Jo 
re 
+= cos 0 
12 
r= ~ 
1+5 cos ө 
12 
5 
Р at= 
5\3 
105 )+3 соз 0 
12 
е-е 
5+5 cos 0 
o E A 
5 5+3 cos 0 
Z 12 
r= 513 cos 0 


INTÉNTELO #3 Halle la forma polar de la cónica dado un foco еп el origen, e = 1, y directriz х = —1. 


E 


Convertir una cónica en forma polar a forma rectangular 


Convertir la sección cónica r = a la forma rectangular. 


ES CN 
5-5sen 0 


© Solución 
Reorganizaremos la fórmula para utilizar las identidades r = yx? + у2, х =r cos 0,уу= ғ sen Ө. 
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= 55 sen 0 
r-(5-5 sen == =3:6-5 sen 0) 

Sr—5r sen 0=1 

Sr=1+5r sen ө 
25r? =(1+5r sen 0)? 

25(x2 + y?) = (1 + 5у)2 

25x? + 25y? = 1 + 10y + 25y? 

25x? – 10у = 1 


INTÉNTELO #4 


[~ 


Convertir la sección cónica r = 


2 
1+2 cos 8 


Eliminar la fracción. 
Distribuya. 

Aísle Sr. 

Eleve ambos lados al cuadrado. 
Sustituya r = yx? + y? yy=r sen 0. 
Distribuya y use el método FOIL. 


Reordene los términos y establézcalos igual a 1. 


a la forma rectangular. 


MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar las cónicas en coordenadas polares. 


Ecuaciones polares de secciones cónicas (http://openstax.org/l/determineconic) 
Gráficos de ecuaciones polares de cónicas 1 (http://openstax.org/l/graphconic1) 


Gráficos de ecuaciones polares de cónicas 2 (http://openstax.org/l/graphconic2) 


10.5 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. Explique cómo la 
excentricidad determina qué 
sección cónica se da. 


4. Sila directriz de una sección 
cónica es perpendicular al 
eje polar, ¿qué sabemos de 
la ecuación del gráfico? 


Algebraicos 


2. Siuna sección cónica se 


escribe como una ecuación 
polar, ¿qué debe ser cierto 
para el denominador? 


5. ¿Qué sabemos sobre los 
focos de una sección cónica 
si se escribe como una 
ecuación polar? 


3. Siuna sección cónica se 
escribe como una ecuación 
polar, y el denominador 
implica sen 0, ¿qué 
conclusión se puede sacar 
sobre la directriz? 


En los siguientes ejercicios, identifique la cónica con foco en el origen, y luego dé la directriz y la excentricidad. 


— 6 

6 r= 1—2 cos 0 
ИБ, 5 

9. r= 1+2 sen 0 
e 2 

12. r= 1—соѕ 0 


15. (3 + 5 ѕеп 0) = 11 
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= 3 

7. r= 4—4 sen 0 
= 16 

10. r= 4+3 cos 0 
к 4 

13. r= 7+2 cos 0 


16. r(4-5sen 0)=1 


_ 8 
8. r= 4—3 cos 8 

_ 3 
Mm соз 8 


14. (1 – соѕ 0) = 3 


17. (7 + 8 соѕ 0) =7 
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En los siguientes ejercicios, convierta la ecuación polar de una sección cónica en una ecuación rectangular: 


8.r== 5 19. r= 5—2 20. rsg ы 

21. к=з атола. 23. r= зр 

24. к= 52 25. к=з 26. (5 +2 cos 0) =6 
27. r(2-cos 0) =1 28. (2,5 — 2,5 sen 0) = 5 29. r= $2, 
30. == 1 


En los siguientes ejercicios, grafique la sección cónica dada. Si es una parábola, marque el vértice, el foco y la directriz. Si 
es una elipse, marque los vértices y los focos. Si es una hipérbola, marque los vértices y los focos. 


31. r= zA 32. 1=352%5 33. r= z 
34. r= 5 35. 1=33%5 36. 1= 25 
37. r= 1—2 38. r= 5-6 39. r(l+cos 0) = 5 
40. (3 – 45еп 0) = 9 41. (3 – 25еп 0) = 6 42. r(6-4cos 0) = 5 


Еп los siguientes ejercicios, halle la ecuación polar де Іа cónica con foco еп el origen у Іа excentricidad y Іа directriz 
dadas. 


1 


43. Directriz: x = 4; е = 5 44. Directriz: x =-4; е=5 45. Directriz: y=2; е= 2 
46. Directriz: у = —2; e= 3 47. Directriz: х = 1; e=1 48. Directriz: x = –1; е= 1 
49. Directriz: x = 7: => 50. Directriz: y = 5 6= 5 51. Directriz: у = 4; е = z 
52. Directriz: x = –2; e= 5 53. Directriz: x = —5; e= 3 54. Directriz: y = 2; е= 2,5 


55. Directriz: x = —3; е = + 


Extensiones 


Recordemos que en la sección Rotación de ejes las ecuaciones de las cónicas con un término xy han girado los gráficos. 
En los siguientes ejercicios, exprese cada ecuación en forma polar con т en función de Ө. 


56. xy=2 57. x2+xy+y?=4 58. 2х2 +4xy+2y? =9 


59. 16x? + 24xy + 9y? =4 60. 2xy+y=1 
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Revisión del capítulo 
Términos clave 


ángulo de rotación un ángulo agudo formado por un conjunto de ejes girados desde el plano cartesiano donde, si 
cot (20) > 0, entonces 8 está entre (0°, 45°); si cot(20) < 0, entonces 0 está entre (45°, 90°); y si cot (26) = 0, 
entonces 0 = 45° 

centro de una elipse el punto medio de los ejes mayor y menor 

centro de una hipérbola el punto medio de los ejes transversal y conjugado de una hipérbola 

directriz una línea perpendicular al eje de simetría de una parábola; una línea tal que la relación de la distancia entre 
los puntos de la cónica y el foco y la distancia a la directriz es constante 

ecuación polar una ecuación de una curva en coordenadas polares r y 6 

eje conjugado eleje de una hipérbola que es perpendicular al eje transversal y tiene los covértices como puntos 
extremos 

eje mayor el más largo de los dos ejes de una elipse 

eje menor el más corto de los dos ejes de una elipse 

eje transversal el eje de una hipérbola que incluye los focos y tiene los vértices como puntos extremos 

elipse el conjunto de todos los puntos (х, y) en un plano de tal manera que la suma de sus distancias a dos puntos 
fijos es una constante 

excentricidad la relación de las distancias de un punto P en el gráfico al foco F y a la directriz D representado por 

БЕ, donde e es un número real positivo 

foco (de una elipse) uno de los dos puntos fijos del eje mayor de una elipse tal que la suma de las distancias de estos 
puntos a cualquier punto (x, y) en la elipse es una constante 

foco (de una parábola) un punto fijo en el interior de una parábola que se encuentra en el eje de simetría 

focos plural de foco 

hipérbola el conjunto de todos los puntos (x, y) en un plano tal que la diferencia de las distancias entre (x, y) y el foco 
es Una constante positiva 

latus rectum el segmento de línea que pasa por el foco de una parábola paralela a la directriz, con puntos extremos 
en la parábola 

parábola el conjunto de todos los puntos (x, y) en un plano que están a la misma distancia de una línea fija, llamada la 
directriz, y un punto fijo (el foco) que no está en la directriz 

sección cónica cualquier forma resultante de la intersección de un cono circular recto con un plano 

sección cónica no degenerada forma formada por la intersección de un plano con un doble cono recto de manera 
que el plano no pasa por el vértice; círculos, elipses, hipérbolas y parábolas son secciones cónicas no degeneradas 

secciones cónicas degeneradas cualquiera de las posibles formas que se forman cuando un plano interseca un cono 
doble por el vértice. Los tipos de secciones cónicas degeneradas incluyen un punto, una línea y líneas de intersección. 


е = 


Ecuaciones clave 


Elipse horizontal, centro en el origen — + E =l а >Ь 

Elipse vertical, centro en el origen — + Е =1„ @®Б 

Elipse horizontal, centro (h, k) a + о-ы" =]; 4>b 

Elipse vertical, centro (h, k) Et + o=} =1, а>Ь 
Hipérbola, centro en el origen, eje transversal en el eje de la x > = а Sil 
Hipérbola, centro en el origen, eje transversal en el eje y 5 = 5 = 1 


Acceso gratis en орепѕїах.огд 


Hipérbola, centro еп (Л, k), eje transversal paralelo al eje x 
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002 _ (х-02 _ 


Hipérbola, centro еп (h, k), eje transversal paralelo al eje y == 


a2 b2 
Parábola, vértice en el origen, eje de simetría en el eje de la x y? = 4px 
Parábola, vértice en el origen, eje de simetría en el eje y x? = 4py 
Parábola, vértice en (А, k), eje de simetría en el eje x (y = k? = 4p(x — h) 
Parábola, vértice en (h, k), eje de simetría en el eje y (x— hy? = 4р(у— К) 


Ecuación de la forma general de una sección cónica Ax? + Bxy+ Су? +Dx+ Ey+F=0 


К a х= х! cos 0-— y sen 0 
Rotación de una sección cónica А 7 
у= х sen 0+ у cos 0 


Ángulo de rotación 0, donde сої(20) = 


Conceptos clave 
10.1 La elipse 


Una elipse es el conjunto de todos los puntos (x, y) en un plano tal que la suma de sus distancias a dos puntos fijos 
es una constante. Cada punto fijo se llama foco (plural: focos). 

Cuando se dan las coordenadas de los focos y los vértices de una elipse, podemos escribir la ecuación de la elipse 
en forma estándar. Vea el Ejemplo 1 y el Ejemplo 2. 

Cuando se da una ecuación para una elipse centrada en el origen en forma estándar, podemos identificar sus 
vértices, covértices, focos y las longitudes y las posiciones de los ejes mayor y menor para graficar la elipse. Vea el 
Ejemplo 3 y el Ejemplo 4. 

Cuando se da la ecuación de una elipse centrada en algún punto distinto del origen, podemos identificar sus rasgos 
principales y representarla gráficamente. Vea el Ejemplo 5 y el Ejemplo 6. 

Las situaciones del mundo real se pueden modelar mediante las ecuaciones estándar de las elipses y luego evaluar 
para hallar las características clave, como las longitudes de los ejes y la distancia entre los focos. Vea el Ejemplo 7. 


10.2 La hipérbola 


Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos (x, y) en un plano tal que la diferencia de las distancias entre (x, y) 
y los focos es una constante positiva. 

La forma estándar de una hipérbola se puede usar para hallar sus vértices y sus focos. Vea el Ejemplo 1. 

Cuando se dan las coordenadas de los focos y los vértices de una hipérbola, podemos escribir la ecuación de la 
hipérbola en forma estándar. Vea el Ejemplo 2 y el Ejemplo 3. 

Cuando se da una ecuación para una hipérbola, podemos identificar sus vértices, covértices, focos, asíntotas y 
longitudes y posiciones de los ejes transversal y conjugado para graficar la hipérbola. Vea el Ejemplo 4 y el Ejemplo 
5. 

Las situaciones del mundo real se pueden modelar utilizando las ecuaciones estándar de las hipérbolas. Por 
ejemplo, dadas las dimensiones de una torre de refrigeración de tiro natural, podemos hallar una ecuación 
hiperbólica que modele sus lados. Vea el Ejemplo 6. 


10.3 La parábola 


Una parábola es el conjunto de todos los puntos (x, y) en un plano que están a la misma distancia de una línea fija, 
llamada la directriz, y un punto fijo (el foco) que no está en la directriz. 
La forma estándar de una parábola con vértice (0, 0) y el eje x como su eje de simetría se puede utilizar para 
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graficar la parábola. Si los valores de p > 0, la parábola se abre a la derecha. Si los valores de p < 0, la parábola se 
abre a la izquierda. Vea el Ejemplo 1. 

• Laforma estándar de una parábola con vértice (0, 0) y el eje y como su eje de simetría se puede utilizar para 
graficar la parábola. Si los valores de p > 0, la parábola se abre. Si los valores de p < 0, la parábola se abre hacia 
abajo. Vea el Ejemplo 2. 

+ Dados el foco y la directriz de una parábola, podemos escribir su ecuación en forma estándar. Vea el Ejemplo 3. 

• Laforma estándar de una parábola con vértice (h, К) y el eje de simetría paralelo al eje xse pueden usar para 
graficar la parábola. Si los valores de р > 0, la parábola se abre a la derecha. Si los valores de p < 0, la parábola se 
abre a la izquierda. Vea el Ejemplo 4. 

• Laforma estándar de una parábola con vértice (h, К) y el eje de simetría paralelo al eje y se pueden usar para 
graficar la parábola. Si los valores de p > 0, la parábola se abre. Si los valores de p < 0, la parábola se abre hacia 
abajo. Vea el Ejemplo 5. 

+ Las situaciones del mundo real se pueden modelar mediante ecuaciones estándar de parábolas. Por ejemplo, dados 
el diámetro y el foco de una sección transversal de un reflector parabólico, podemos hallar una ecuación que 
modele sus lados. Vea el Ejemplo 6. 


10.4 Rotación de ejes 


+ Cuatro formas básicas pueden resultar de la intersección de un plano con un раг de conos circulares rectos 
conectados cola con cola. Se trata de una elipse, un círculo, una hipérbola y una parábola. 

· Una sección cónica no degenerada tiene la forma general Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + Е = 0 donde A, By C 
no son todos cero. Los valores de A, B, y C determinan el tipo de sección cónica. Vea el Ejemplo 1. 

+ Las ecuaciones de secciones cónicas con un término xy se han girado alrededor del origen. Vea el Ejemplo 2. 

* La forma general se puede transformar en una ecuación en el sistema de coordenadas x’ y y” sin x’ y”. Vea el 
Ejemplo 3 y el Ejemplo 4. 

+ Una expresión se describe como invariante si permanece sin cambios después de la rotación. Como el discriminante 
es invariable, su observación nos permite identificar la sección cónica. Vea el Ejemplo 5. 


10.5 Secciones cónicas en coordenadas polares 


+ Cualquier cónica puede estar determinada por un único foco, la excentricidad correspondiente y la directriz. 
También podemos definir una cónica en términos de un punto fijo, el foco P(r, 6) en el polo, y una línea, la directriz, 
que es perpendicular al eje polar. 


+ Una cónica es el conjunto de todos los puntos e = LE 


PD” 
cónica se puede escribir en términos de su ecuación polar. Vea el Ejemplo 1. 

* Las ecuaciones polares de las cónicas se pueden graficar. Vea el Ejemplo 2, el Ejemplo З y el Ejemplo 4. 

+ Las cónicas se pueden definir en términos de un foco, una directriz y una excentricidad. Vea el Ejemplo 5 y el 
Ejemplo 6. 

* Podemos utilizar las identidades г = y x2 + у2, х =r cos 0,y y=r sen 0 para convertir la ecuación de una 
cónica de forma polar a rectangular. Vea el Ejemplo 7. 


Ejercicios 
Ejercicios de repaso 


donde la excentricidad e es un número real positivo. Cada 


La elipse 


En los siguientes ejercicios, escriba la ecuación de la elipse en forma estándar. A continuación, identifique el centro, los 
vértices y los focos. 


2 2 NA 2 
1. 24+% —1 2 ELL „| 3. 9х2 +y? + 54х – 4у+76= 0 


4. 9х2 + 36у2 — 36x + 72у + 36 = 0 


Еп los siguientes ejercicios, grafique la elipse, tomando en cuenta el centro, los vértices y los focos. 
2 y 


Е (х=4)2 , (+з)? _ 21.2 _ 
S. gal 6. Po =! 7. 4х2 + у + 16х + 4у – 44 = 0 


Acceso gratis en орепѕїах.огд 
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8. 2х2 + 3y? — 20x + 12у + 38 = 0 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la información dada para hallar la ecuación de la elipse. 


9. Centro en (0, 0), foco en 10. Centro en (2,-2), vértice 11. Se construirá una galería 
(3,0), vértice en (-5, 0) en (7, -2), foco en (4, -2) de susurros de forma que 
los focos se sitúen a 35 
pies del centro. Si la 
longitud de la galería es de 
100 pies, ¿cuál debe ser la 
altura del techo? 


La hipérbola 
En los siguientes ejercicios, escriba la ecuación de la hipérbola en forma estándar. A continuación, dé el centro, los 


vértices y los focos. 


2 y Gn? (a? 2 2 
12. E-F=1 1з. ©З © Ә „| 14. 9у2 — 4х2 + 54у — 16х+29=0 


15. 3х2 – y? - 12x-6y-9=0 


En los siguientes ejercicios, grafique la hipérbola e identifique los vértices y los focos. 


2 2 n2 2 
16. £-%=1 17. D D L] 


y 2 2 = 
T- T 5 Д 18. х2 — 4у2 + 6х + 323-91 =0 


19. 2у2 – х2 – 12у-6=0 


Еп los siguientes ejercicios, halle Іа ecuación de Іа hipérbola. 


20. Centro еп (0, 0), vérticeen 21. Focos en (3,7) y (7,7), 
(0, 4), foco en (0, -6) vértice en (6, 7) 


La parábola 


1177 


En los siguientes ejercicios, escriba la ecuación de la parábola en forma estándar. A continuación, dé el vértice, el foco y 


la directriz. 


22. y? = 12х 23. (х+2) =>2(1-1 24. у? —6y-6x-3=0 


25. x2+10x-y+23=0 


En los siguientes ejercicios, grafique la parábola e identifique el vértice, el foco y la directriz. 


26. x2+4y=0 27. (y-1)? = 1(х+3) 28. х2 – 8х – 10у+46= 0 


29. 2у2 + 12у + 6х + 15 = 0 
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En los siguientes ejercicios, escriba la ecuación de la parábola utilizando la información dada. 


30. Foco en (-4,0); la directriz 31. Focoen (2, 2) ; la directriz 32. Una antena receptora de 
esx=4 esy= т televisión por cable tiene la 

forma de un paraboloide 
de revolución. Halle la 
ubicación del receptor, que 
se coloca en el foco, si la 
antena parabólica tiene 5 
pies de diámetro en su 
apertura y 1,5 pies de 
profundidad. 


Rotación de ejes 


En los siguientes ejercicios, determine cuál de las secciones cónicas está representada. 


33. 16x? + 24ху+ 9у2 + 24x — 60у – 60 = 0 34. 4х2 + 14xy + 5у2 + 18x — бу + 30 = 0 


35. 4x2 + xy+2y? + 8х – 26у+9 = 0 


En los siguientes ejercicios, determine el ángulo Ө que eliminará el término ху, y escriba Іа ecuación correspondiente sin 
el término xy. 


36. х2 +4xy-2y?-6=0 37. х2 - ху+у2 -6=0 


En los siguientes ejercicios, grafique la ecuación relativa al sistema х! у! en el que la ecuación no tiene el término х! y”. 


38. 9х2 — 24xy+ 16y? — 80x — 60y + 100 = 0 39. x2-xy+y?-2=0 


40. 6х2 +24xy- y? – 12x+26y+11=0 


Secciones cónicas en coordenadas polares 


En los siguientes ejercicios, dada la ecuación polar de la cónica con foco en el origen, identifique la excentricidad y la 


directriz. 

= 10 2 6 _ 1 
41. т= 1—5 cos 0 42. r= 3+2 cos 0 43. r= 4+3 sen 0 
44. 


En los siguientes ejercicios, grafique la cónica dada en forma polar. Si es una parábola, marque el vértice, el foco y la 
directriz. Si es una elipse o una hipérbola, marque los vértices y los focos. 


a — $ ыс б _ —10__ 
45. r= l—sen 0 46. r= 4+3 sen 0 47. r= 4+5 cos 0 


Acceso gratis en openstaxX.org 
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En los siguientes ejercicios, dada la información sobre el gráfico de una cónica con foco en el origen, calcule la ecuación 
en forma polar. 


49. La directriz es x = 3 y 50. La directriz es y = —2 y 
excentricidad e = 1 excentricidad e = 4 


Examen de práctica 
En los siguientes ejercicios, escriba la ecuación en forma estándar e indique el centro, los vértices y los focos. 


2 2 
1. F+F=1 2. 9y? + 16x? – 36у + 32х – 92 = 0 


Еп los siguientes ejercicios, dibuje el gráfico e identifique el centro, los vértices y los focos. 


3. ые + кар = 1 4. 2х2 + у? + 8х – 6у-7=0 5. Escriba la ecuación en forma 
estándar de una elipse con 
centro en (1,2), vértice en 
(7,2), y el foco en (4,2 ). 


6. Se vaa construir una galería 
de susurros con una 
longitud de 150 pies. Si los 
focos deben situarse a 20 
pies de la pared, ¿qué altura 
debe tener el techo? 


En los siguientes ejercicios, escriba la ecuación de la hipérbola en forma estándar y dé el centro, los vértices, los focos y 
las asíntotas. 


j 2 
7. ж —}ү=1 8. 16y? — 9x? + 128у+112=0 


Еп los siguientes ejercicios, grafique la hipérbola y tome en cuenta su centro, los vértices y los focos. Indique las 
ecuaciones de las asíntotas. 


Р >= к =1 10. y? -x2?+4y-4x-18=0 11. Escriba la ecuación en 
forma estándar de una 
hipérbola con focos en 
(1,0) y (1, 6), y un vértice 
en (1,2). 


En los siguientes ejercicios, escriba la ecuación de la parábola en forma estándar y dé el vértice, el foco y la ecuación de 
la directriz. 


12. у2 +10x=0 13. 3х2 – 12х-у+11 = 0 


Еп los siguientes ejercicios, grafique la parábola y marque el vértice, el foco y la directriz. 


14. (х- 1? = -4(y+3) 15. y + 8х – 8у +40 = 0 16. Escriba Іа ecuación de una 
parábola con foco en (2, 3) 
y directriz y = —1. 
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17. Un reflector tiene forma de 
paraboloide de revolución. 
Si la fuente de luz está 
situada a 1,5 pies de la 
base a lo largo del eje de 
simetría y la profundidad 
del reflector es de 3 pies, 
¿cuál debería ser el ancho 
de la apertura? 


En los siguientes ejercicios, determine qué sección cónica está representada por la ecuación dada y, luego, determine el 
ángulo Ө que eliminará el término xy. 


18. 3х2 —2xy+3y? = 4 19. х2 + 4ху+ 4у? + 6х – 8у = 0 


Еп los siguientes ejercicios, reescriba en el sistema х! у! sin el término х! y' , y exprese el gráfico rotado. 


20. 11x? +10үЗху+у2 = 4 21. 16x? +24xy+9y? – 125x = 0 


En los siguientes ejercicios, identifique la cónica con foco en el origen, y luego dé la directriz y la excentricidad. 


— 3 = о s 
22. r= 579 23. r= ле cos б 


En los siguientes ejercicios, grafique la sección cónica dada. Si es una parábola, marque el vértice, el foco y la directriz. Si 
es una elipse o una hipérbola, marque los vértices y los focos. 


24. к= 2 25. r 


э к 2. ‚А 
I8 еп 9 =й бең б 26. Halle una ecuación polar 


de la cónica con foco en el 
origen, excentricidad de 
e = 2, y directriz: x = 3. 


Acceso gratis en openstax.org 
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(Créditos: Robert Couse-Baker, Flickr). 


Esquema del capítulo 


11.1 Secuencias y sus notaciones 
11.2 Secuencias aritméticas 

11.3 Secuencias geométricas 
11.4 Series y sus notaciones 

11.5 Principios de conteo 

11.6 Teorema del binomio 

11.7 Probabilidad 


Introducción 


Un ganador de la lotería tiene que tomar algunas decisiones importantes sobre qué hacer con las ganancias. ¿Comprar 
una casa nueva? ¿Un descapotable de lujo? ¿Un crucero alrededor del mundo? 


La probabilidad de ganar la lotería es escasa, pero a todos nos encanta fantasear con lo que podríamos comprar con las 
ganancias. Una de las primeras decisiones que tiene que tomar el ganador de la lotería es si va a recibir el premio en 
forma de pago único o en una serie de pagos regulares, llamados anualidades, durante un largo periodo. 


Esta decisión se basa en muchos factores, como las implicaciones fiscales, los tipos de interés y las estrategias de 
inversión. También hay que tener en cuenta los motivos personales a la hora de elegir, y se pueden dar muchos 
argumentos para cualquiera de las dos decisiones. Sin embargo, la mayoría de los ganadores de la lotería optan por el 
pago único. 


En este capítulo exploraremos las matemáticas que están detrás de este tipo de situaciones. Analizaremos en 
profundidad las anualidades. También veremos la rama de las matemáticas que nos permitiría calcular el número de 
formas de elegir los números de la lotería y la probabilidad de ganar. 
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11.1 Secuencias y sus notaciones 


Objetivos de aprendizaje 

En esta sección, podrá: 
> Escribir los términos de una secuencia definida por una fórmula explícita. 
> Escribir los términos de una secuencia definida por una fórmula recursiva. 
> Utilizar la notación factorial. 


Una compañía de videojuegos lanza una nueva y emocionante campaña publicitaria. Prevén que el número de visitas en 
línea a su sitio web, o hits, se duplicará cada día. El modelo que utilizan muestra 2 visitas el primer día, 4 visitas el 
segundo día, 8 visitas el tercer día, y así sucesivamente. Vea la Tabla 1. 


Día 11213 4 5 
Visitas 2 4 8 16 32 
Tabla 1 


Si su modelo continúa, ¿cuántas visitas habrá al final del mes? Para responder esta pregunta, primero tendremos que 
saber cómo determinar una lista de números escritos en un orden específico. En esta sección exploraremos estos tipos 
de listas ordenadas. 


Escribir los términos de una secuencia definida por una fórmula explícita 


Una forma de describir una lista ordenada de números es como una secuencia. La secuencia es una función cuyo 
dominio es un subconjunto de los números del recuento. La secuencia establecida por el número de visitas al sitio web 
es 


{2,4,8,16,32,...}. 


La elipsis (...) indica que Іа secuencia continúa indefinidamente. Cada uno de los números de Іа secuencia se denomina 
término. Los cinco primeros términos de esta secuencia son 2, 4, 8, 16 y 32. 


Enumerar todos los términos de una secuencia puede ser engorroso. Por ejemplo, para conocer el número de visitas al 
sitio web a final de mes habría que enumerar hasta 31 términos. La forma más eficaz de determinar un término 
específico es escribir una fórmula para definir la secuencia. 


Un tipo de fórmula es la fórmula explícita, que define los términos de una secuencia utilizando su posición en esta. Las 
fórmulas explícitas son útiles si queremos hallar un término específico de una secuencia sin hallar todos los términos 
anteriores. Podemos utilizar la fórmula para hallar el enésimo término de la secuencia, donde n es cualquier número 
positivo. En nuestro ejemplo, cada número de la secuencia es el doble del anterior, por lo que podemos utilizar potencias 
de 2 para escribir una fórmula para el enésimo término. 


@, å, 8,186,322 ...‚ 7} 


1911 
Or 2929. DOR „9..3 


El primer término de la secuencia es 21 =2, el segundo término es 22 = 4, el tercer término es 23 = 8, y así 
sucesivamente. El enésimo término de la secuencia se puede hallar elevando 2 a la n potencia. Una fórmula explícita para 
una secuencia se denomina con una letra minúscula a, b, c... con el subíndice n. La fórmula explícita para esta secuencia 
es 


а = 2 
Ahora que tenemos una fórmula para el enésimo término de la secuencia, podemos responder la pregunta planteada al 
principio de esta sección. Se nos pidió que halláramos el número de visitas al final del mes, que tomaremos como 31 


días. Para hallar el número de visitas en el último día del mes, tenemos que hallar el 31.* término de la secuencia. 
Sustituiremos 31 por n en la fórmula. 


аз =2%! 
= 2.147.483.648 


Si la tendencia de duplicación continúa, la compañía obtendrá 2.147.483.648 visitas el último día del mes. ¡Son más de 
2.100 millones de visitas! La enorme cifra es probablemente un poco irreal porque no tiene en cuenta el interés de los 
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consumidores ni la competencia. No obstante, ofrece a la compañía un punto de partida desde el que considerar 
decisiones comerciales. 


Otra forma de representar la secuencia es mediante una tabla. Los cinco primeros términos de la secuencia y el enésimo 
término de la secuencia se muestran en la Tabla 2. 


enésimo término de la secuencia, a, 2 4 8 16 32 2” 
Tabla 2 


Los gráficos proporcionan una representación visual de la secuencia como un conjunto de puntos distintos. Podemos 
ver en el gráfico de la Figura 1 que el número de visitas aumenta a un ritmo exponencial. Esta secuencia particular forma 
una función exponencial. 


а, 
367 


32+ e (5, 32) 
28+ 
24+ 


16+ e (4, 16) 


84 e (3, 8) 


4+ °(2,4) 
°(1,2) 
+ і п 


AÁA2AA —————————= 
~ Т 8 4& 586 
Figura 1 


Por último, podemos escribir esta secuencia particular como 
{2,4,8,16,32,...,2”,...}. 


Una secuencia que continúa indefinidamente se llama secuencia infinita. El dominio de una secuencia infinita es el 
conjunto de los números que se cuentan. Si consideramos solo los 10 primeros términos de la secuencia, podríamos 
escribir 


{2,4,8, 16,32,...,2",...,1.024}. 


Esta secuencia se llama secuencia finita porque no continúa indefinidamente. 


Secuencia 


La secuencia es una función cuyo dominio son el conjunto de enteros positivos. La secuencia finita es una secuencia 
cuyo dominio se compone solamente de los primeros n enteros positivos. Los números de una secuencia se llaman 
términos. La variable a con un subíndice numérico se utiliza para representar los términos de una secuencia y para 
indicar la posición del término en la secuencia. 


а1,а2,а3,...,апһ,... 


Llamamos а; el primer término de Іа secuencia, a, el segundo término ае la secuencia, аз el tercer término de la 
secuencia, y así sucesivamente. El término a,, se llama el enésimo término de la secuencia, o el término general de 
la secuencia. La fórmula explícita define el enésimo término de una secuencia utilizando la posición del término. 
Una secuencia que continúa indefinidamente es una secuencia infinita. 
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3| PREGUNTAS Y ¿Una secuencia tiene que empezar siempre por а ? 


RESPUESTAS А га о КРЕТ 
Мо. En ciertos problemas, puede ser útil definir el término inicial como ag еп vez de a; . En 


estos problemas, el dominio de la función incluye 0. 


(є cómo 


Dada una fórmula explícita, escriba el primer término. п de una secuencia. 


1. Sustituya cada valor de n en la fórmula. Comience con n = 1 para hallar el primer término, ај. 
2. Para hallar el segundo término, аә, utilice n = 2. 
3. Continúe de la misma manera hasta que haya identificado todos los n términos. 


BB 


Escribir los términos de una secuencia definida por una fórmula explícita 
Escriba los cinco primeros términos де la secuencia definida por la fórmula explícita an = —3n + 8. 


© Solución 
Sustituya n = 1 en la fórmula. Repita con los valores de 2 a 5 para n. 


n= a =-3(1)+8=5 
n=2 a =-30)+8=2 
nn=3 аз = —3(3)+ 8 = –1 
n=4 аа = —3(4) + 8 =-4 
n=5 as = —3(5) + 8 = –7 


Los cinco primeros términos son {5, 2, —1, —4, —7}. 

©) Análisis 

Los valores de la secuencia se pueden enumerar en una tabla. Una tabla, como la Tabla 3, es una forma cómoda de 
introducir la función en una herramienta gráfica. 


Tabla 3 


A partir de esta tabla de valores se puede hacer un gráfico. A partir del gráfico de la Figura 2, podemos ver que esta 
secuencia representa una función lineal, pero observe que el gráfico no es continuo porque el dominio es solo sobre los 
enteros positivos. 
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5}  e(1,5) 


H 
© 
par 
N 
w 
> 
л 
o 


-44 e (4, –4) 


-7+ e (5, -7) 


Figura 2 


[>] INTÉNTELO #1 Escriba los cinco primeros términos de la secuencia definida por la fórmula explícita 
tn = 5n – 4. 


Investigar secuencias alternas 

A veces, las secuencias tienen términos que son alternativos. De hecho, los términos pueden alternarse en el signo. Los 
pasos para hallar los términos de la secuencia son los mismos que si los signos no se alternaran. Sin embargo, los 
términos resultantes no mostrarán aumento ni disminución como n aumenta. Veamos la siguiente secuencia. 


{2, —4, 6, -8) 
Observe que el primer término es mayor que el segundo, el segundo es menor que el tercero y el tercero es mayor que 


el cuarto. Esta tendencia continúa para siempre. No reordene los términos en orden numérico para interpretar la 
secuencia. 


(є сомо 


a 
Dada una fórmula explícita con términos alternos, escriba el primer término n de una secuencia. 
1. Sustituya cada valor de n en la fórmula. Comience con n = 1 para hallar el primer término, ај. El signo del 
término viene dado por el (-1)” en la fórmula explícita. 


2. Рага hallar el segundo término, аә, utilice n = 2. 
3. Continúe de la misma manera hasta que haya identificado todos los n términos. 


ишер aaa 


Escribir los términos de una secuencia alterna definida por una fórmula explícita 
Escriba los cinco primeros términos de la secuencia. 
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ED? 
a = 
И n+1 
© Solución 
Sustituya п = 1, n = 2, y así sucesivamente en la fórmula. 
142 
= sC E eek 
n=l ei ES ипек 
272 
= _ (0424 _4 
п=2 a2 = 7 73 
_ 61232 9 
ъз ае ред 
442 
= еа 16 
т а= 1-5 
552 
= = EPA „25 
т УИ 


Los cinco primeros términos son {- 1 ч 4 ,— З, 16 = 22 } > 


©) Análisis 
El gráfico de esta función que se muestra en la Figura 3 tiene un aspecto diferente a las que hemos visto anteriormente 
en esta sección porque los términos de la secuencia alternan entre valores positivos y negativos. 


ân 
4 
1 
3 a (4, 35) 
2 
е • (2,13) 
-< + + + + en 
чє 1 2з 4 Б 6 
? A 
E (1, -3) 
-2 
e (3, -23) 
-3 
A e(5, –41) 
Б 
Figura 3 
3| PREGUNTAS Y En el Ejemplo 2, ¿el (-1) elevado a la potencia de п explica las oscilaciones de los signos? 


RESPUESTAS A ; М : А РАР: 
Sí, la potencia puede ser n,n + 1, n- 1, y así sucesivamente, pero cualquier potencia impar 


generará un término negativo, y cualquier potencia par ocasionará un término positivo. 


[>] INTÉNTELO #2 Escriba los cinco primeros términos de la secuencia. 


_ 4п 
ка (— 2)" 


ап 


Investigación de fórmulas explícitas definidas por partes 

Hemos aprendido que las secuencias son funciones cuyo dominio está sobre los enteros positivos. Esto es cierto para 
otros tipos de funciones, incluidas algunas funciones definidas por partes. Recordemos que la función definida por 
partes es aquella definida por múltiples subsecciones. Una fórmula diferente podría representar cada subsección 
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individual. 


(є cómo 


Dada una fórmula explícita para una función definida por partes, escriba los primeros n términos de una 
secuencia. 


Identifique la fórmula a la que n = 1 aplica. 

Para hallar el primer término, ау, utilice n = 1 en la fórmula correspondiente. 
Identifique la fórmula a la que n = 2 aplica. 

Para hallar el segundo término, az, utilice n = 2 en la fórmula correspondiente. 
Continúe de la misma manera hasta que haya identificado todos los n términos. 


BR 


Escribir los términos de una secuencia definida por una fórmula definida por partes explícita 
Escriba los seis primeros términos de la secuencia. 


A Э Ба 


n? sin noes divisible entre 3 
аһ = А г 
5 sin es divisible entre 3 


© Solución 


Sustituya n = 1, n = 2, y así sucesivamente en la fórmula correspondiente. Utilice п? cuando n no es un múltiplo de 3. 
Utilice 4 cuando п es un múltiplo de 3. 


3 
ај = 12 = 1 no es múltiplo de 3. Uso п2. 
а = 22 = 4 2 no es múltiplo de 3. Uso и2. 
аз = 2 = 3 es un múltiplo de 3. Uso 4. 
ал = 42 = 16 4 no es un múltiplo de 3. Uso и2. 
as = 52 = 25 5 no es un múltiplo de 3. Uso n?. 
ав = 5 = 6 es un múltiplo de 3. Uso 4. 


Los seis primeros términos son (1, 4, 1, 16, 25, 2). 

©) Análisis 

Uno de cada tres puntos del gráfico que se muestra en la Figura 4 se distingue de los dos puntos cercanos. Esto ocurre 
porque la secuencia fue determinada por una función definida por partes. 


ân 
28 


24 Ñ 
20 

16 ° 

12 


E со 
o 


Figura 4 


INTÉNTELO #3 Escriba los seis primeros términos de la secuencia. 


1187 


1188 11* Secuencia, probabilidad y teoría del recuento 


2n? sin es impar 
аһ = Р 
sin es par 


ES 


Hallar una fórmula explícita 

Hasta ahora, se nos ha dado la fórmula explícita y se nos ha pedido que calculemos un número de términos de la 
secuencia. А veces, la fórmula explícita del enésimo término de una secuencia no se da. En cambio, se nos dan varios 
términos de la secuencia. Cuando esto ocurre, podemos trabajar a la inversa para hallar una fórmula explícita a partir de 
los primeros términos de una secuencia. La clave para hallar una fórmula explícita es buscar un patrón en los términos. 
Tenga en cuenta que el patrón puede involucrar términos alternos, fórmulas para numeradores, fórmulas para 
denominadores, exponentes o bases. 


(є cómo 


A 
Dados los primeros términos de una secuencia, halle una fórmula explícita para la secuencia. 
Busque un patrón entre los términos. 
Si los términos son fracciones, busque un patrón separado entre los numeradores y los denominadores. 


Busque un patrón entre los signos de los términos. 
Escriba una fórmula para a, en términos de n. Pruebe su fórmula paran = 1, n=2,yn=3. 


BR 


Escribir una fórmula explícita para el enésimo término de una secuencia 
Escriba una fórmula explícita para el enésimo término de cada secuencia. 


_2 3 _4 5 _6 AE о 4 5 „6 „7 „8 
O Ei ir 1) ( 257 1257 625° 3,125” sa) O (ete...) 
© Solución 

Busque el patrón en cada secuencia. 


DLO MIT 


(А) Los términos alternan entre positivo y negativo. Podemos utilizar (-1)” para que los términos se alternen. El 
numerador se puede representar mediante n + 1. El denominador se puede representar mediante 2n + 9. 
а= ED” (n+) 

m 2n+9 


Los términos son todos negativos. 


> 


2 2 2 2 2 7 
| 25 ' 125' 625' 3,125” 15,125' [| С numerador es 2. 


-^ 2 2 2 2 ‚е, 2 | Los denominadores son potencias crecientes de 5. 


БЕ Баве тошо 
Así, sabemos que la fracción es negativa, el numerador es 2 у el denominador se puede representar mediante 5"+1, 


2 


ба = нт 


© 


Los términos son potencias de е. Рага и = 1, el primer término es e por lo que el exponente debe ser n + 3. 


an = 213 


Б] INTÉNTELO #4 Escriba una fórmula explícita para el enésimo término de Іа secuencia. 


(9, —81, 729, —6.561, 59.049, ...) 


[>] INTÉNTELO #5 Escriba una fórmula explícita para el enésimo término de la secuencia. 
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з 9 27 81 243 
4° 8° 12° 16° 20° 
[>] INTÉNTELO #6 Escriba una fórmula explícita para el enésimo término de la secuencia. 


1 1 2 
5 е? 1, Cil ш] 


Escribir los términos de una secuencia definida por una fórmula recursiva 


Las secuencias se dan de forma natural en los patrones de crecimiento de las conchas de los nautilos, las piñas, las 
ramas de los árboles y muchas otras estructuras naturales. Podemos ver la secuencia en la disposición de las hojas o las 
ramas, el número de pétalos de una flor o el patrón de las cámaras de una concha de un nautilo. Su crecimiento sigue la 
secuencia de Fibonacci, una famosa secuencia en la que cada término se puede hallar mediante la suma de los dos 
anteriores. Los números de la secuencia son 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, .... Otros ejemplos del mundo natural que 
muestran la secuencia de Fibonacci son el lirio de cala, que tiene un solo pétalo, la Susana de ojos negros con 13 pétalos 
y diferentes variedades de margaritas que pueden tener 21 o 34 pétalos. 


Cada término de la secuencia de Fibonacci depende de los términos que le preceden. La secuencia de Fibonacci no se 
puede escribir fácilmente mediante una fórmula explícita. En cambio, describimos la secuencia utilizando una fórmula 
recursiva, una fórmula que define los términos de una secuencia utilizando términos anteriores. 


Una fórmula recursiva siempre tiene dos partes: el valor de un término inicial (o términos iniciales) y una ecuación que 
define a, según términos anteriores. Por ejemplo, supongamos que sabemos lo siguiente: 


ај = 3 
аһ = 2аһ 1 — 1 paran > 2 
Podemos hallar los términos siguientes de la secuencia utilizando el primer término. 
ај = 3 
a, = 2а] -1=2(3)-1=5 
аз =2a-1=2(5)-1=09 
ад = 2a3 – 1 = 2(9) – 1 = 17 
Así que los cuatro primeros términos de Іа secuencia son {3, 5, 9, 17}. 


La fórmula recursiva de la secuencia de Fibonacci establece los dos primeros términos y define cada término sucesivo 
como la suma de los dos términos anteriores. 


ај = ] 
а = 1 
An = аһу + an2 рага п> 3 


Para hallar el décimo término de la secuencia, por ejemplo, tendríamos que sumar el octavo y el noveno términos. 
Anteriormente se nos dijo que el octavo y el noveno términos son 21 y 34, por lo que 


ajo = ag + ag = 34 +21 = 55 
Fórmula recursiva 


Una fórmula recursiva es una fórmula que define cada término de una secuencia utilizando el término anterior (о 
términos anteriores). Las fórmulas recursivas deben indicar siempre el término o términos iniciales de la secuencia. 


[5] PREGUNTAS Y ¿Siempre se deben dar los dos primeros términos en una fórmula recursiva? 


RESPUESTAS 
No. La secuencia de Fibonacci define cada término utilizando los dos términos anteriores, pero 


muchas fórmulas recursivas definen cada término utilizando solo un término anterior. Estas 
secuencias solo necesitan que se defina el primer término. 
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CÓMO 


Dada una fórmula recursiva con solo el primer término proporcionado, escriba los primeros п términos de una 
secuencia. 


Identifique el término inicial, ај, que se da como parte de la fórmula. Este es el primer término. 
Para hallar el segundo término, a2, sustituya el término inicial en la fórmula de a,,_¡. Resuelva. 
Para hallar el tercer término, az, sustituya el segundo término en la fórmula. Resuelva. 

Repita la operación hasta que haya resuelto el enésimo término. 


BR 


Escribir los términos de una secuencia definida por una fórmula recursiva 
Escriba los cinco primeros términos de la secuencia definida por la fórmula recursiva. 


A 


а = 9 
an n= Зар] — 20, para n > 2 


© Solución 
El primer término es dado en la fórmula. Para cada término posterior, sustituimos a,,_ con el valor del término anterior. 


n=1 ај = 9 

п= 2 a = Зај – 20 = 3(9) – 20 = 27 – 20 = 7 
nn=3 аз = 3a – 20 = 3(7) – 20 = 21 – 20 = 1 

п= 4 ад = Заз – 20 = 3(1) – 20 = 3 – 20 = –17 

п = 5 as = Зад – 20 = 3(—17) – 20 = -51 – 20 = —71 


Los cinco primeros términos son {9, 7, 1, – 17, – 71}. Vea la Figura 5. 


20} (1.9) (2,7) 
ео (3.1) 
=: | н eN 
10. 1.2345 
-20+ e (4, —17) 
-40+ 
-607 
ө (5, —71) 
-80- 
' 
Figura 5 


[>] INTÉNTELO #7 Escriba los cinco primeros términos de la secuencia definida por la fórmula recursiva. 
ај =2 


аһ = 2аһ 1 +1, para n > 2 


(є cómo 


Dada una fórmula recursiva con dos términos iniciales, escriba los primeros п términos de una secuencia. 


1. Identifique el término inicial, а, que se da como parte de la fórmula. 
2. Identifique el segundo término, аз, que se da como parte de la fórmula. 
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3. Para hallar el tercer término, sustituya el término inicial y el segundo término en la fórmula. Evalúe. 
4. Repita la operación hasta que haya evaluado el enésimo término. 


cemoe ДД 993 


Escribir los términos de una secuencia definida por una fórmula recursiva 
Escriba los seis primeros términos de la secuencia definida por la fórmula recursiva. 
a = 1 
a = 2 
an n = Зар + 4а, ә, para n > 3 
© Solución 


Se dan los dos primeros términos. Рага cada término posterior, sustituimos a,,_1 y а 2 con los valores de los dos 
términos anteriores. 


nn=3 аз = За + 4a; = 3(2) + 4(1) = 10 
п= 4 a4 = Заз + 4а) = 3(10) + 4(2) = 38 
п= 5 as = Зад + 4аз = 3(38) + 4(10) = 154 
п= 6 ав = 3a5 + 4а4 = 3(154) + 4(38) = 614 
Los seis primeros términos son (1, 2, 10, 38, 154, 614}. Vea la Figura 6. 
an 
700 
600 e (6, 614) 
500 
400 
300 
jas (5, 154) 
ө (5, 
100 (2.2) 


(1, 1) | (3, 10) e (4, 38) 
.-— o і + + 
0 123456 7 
Figura 6 


[>] INTÉNTELO #8 Escriba los 8 primeros términos de la secuencia definida por la fórmula recursiva. 


al =0 
a =l 
аз = 1 
аһ = iL + арз, paran > 4 


п 


Usar notación factorial 
Las fórmulas de algunas secuencias incluyen productos de enteros positivos consecutivos. n factorial, escrito como n!, 
es el producto de los enteros positivos de 1 a n. Por ejemplo, 

41=4-3.2-1=24 

51=5:4:3.2:1 = 120 
Un ejemplo de fórmula que contiene un factorial es an = (n + 1)!. El sexto término de la secuencia se puede hallar al 
sustituir 6 por n. 
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ав =(64+1)!=7!=7-6:5-4-3-2-1= 5040 


El factorial de cualquier número natural n es n(n- 1)! Por lo tanto, también podemos pensar en 5! cuando 5 - 4!. 


factorial n 


factorial nes una operación matemática que se puede definir mediante una fórmula recursiva. El factorial de n, 
denotado n!, se define para un número entero positivo п como: 

ШШ к= 

Шз 11 

n! =n(n- 1) (n-2) -- (2) (1), para n > 2 


El caso especial 0! se define como 0! = 1. 


[5] PREGUNTAS Y ¿Siempre se pueden hallar los factoriales utilizando una calculadora? 


RESPUESTAS 
No. Los factoriales se hacen grandes muy rápidamente, ¡más rápido incluso que las funciones 


exponenciales! Si la salida es demasiado grande para la calculadora, esta no podrá calcular el 
factorial. 


Шш aaa 


Escribir términos de una secuencia mediante factoriales 

Escriba los cinco primeros términos de la secuencia definida por la fórmula explícita а, = со 
© Solución 

Sustituya n = 1, n = 2, y así sucesivamente en la fórmula. 


ai 
4=2 a EN 1 BH = 0 
п= 3 а= a Е s Е ТУМ = 8 
печ а= Фу = 8 = aa = 36 
п= 5 б бо = = 7654321" 1008 
Los cinco primeros términos son 5, >> + +, тя} 


©) Análisis 

La Figura 7 muestra el gráfico de la secuencia. Tome en cuenta que, dado que los factoriales crecen muy rápidamente, la 
presencia del término factorial en el denominador hace que el denominador sea mucho mayor que el numerador 
cuando п aumenta. Esto significa que el cociente se hace más pequeño y, como muestra el gráfico de los términos, los 
términos disminuyen y se acercan a cero. 


Acceso gratis en openstax.org 


11.1* Secuencias у sus notaciones 


аһ 

i 

at ө[1, 8) 

al 

6 

1 | 

21 e (2, 5) 
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Figura 7 


[>] INTÉNTELO #9 Escriba los cinco primeros términos de la secuencia definida por la fórmula explícita 


_ (и+1)! 
da == 


[>] MEDIA 
Acceda a este recurso en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar las secuencias. 


Hallar términos en una secuencia (http://openstax.org/l/findingterms) 


11.1 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 

1. Analizar el significado de 2. Describa tres formas de 3. ¿El conjunto ordenado de 
una secuencia. Si una definir una secuencia. números pares es una 
secuencia finita está secuencia infinita? ¿Y el 
definida por una fórmula, conjunto ordenado de 
¿cuál es su dominio? ¿Y una números impares? Explique 
secuencia infinita? por qué sí o por qué no. 


4. ¿Qué pasa con los términos 5. ¿Qué es un factorial y cómo 


an de una secuencia cuando se denota? Utilice un 

hay un factor negativo en la ejemplo para ilustrar cómo 
fórmula que se eleva a una la notación factorial puede 
potencia que incluye n? ser beneficiosa. 


¿Cuál es el término utilizado 
para describir este 
fenómeno? 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, escriba los cuatro primeros términos de la secuencia. 


6. an =2"-2 7. an =- 8. an = -(—5)"! 
9. a=2% 10. an = 29+ 11. an = 1,25 · (4)! 
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12. an =-4- (6)! 13. an = 


“—_җуп—1 
15. an =— ЕЭ 


Еп los siguientes ejercicios, escriba los ocho primeros términos de la secuencia definida por partes. 


14. аһ = (-10)" +1 


А 2 
—2)"—2 sin es par п їп < 
16. an = E r Мо. е т ï” <5 
(3) sin es impar 2-5 sin >5 
ig (2n+1) sin es divisible entre 4 1 { —0,6 -51 sin es primo o 1 
. а = аһ = 
И 2 sin по es divisible entre 4 " 2,5-(—2у 1 sin es compuesto 


4(n-2) sin <3 on >6 
20. an = 


si3<n<6 


21. 4, 7, 12, 19, 28,... 22. -4,2,-10,14,-34,... 23. 11,421... 


1 1 e2 1 e 1-eA 
14e2? 1403? 1404? 1405” 


1 1 
8? 16°77 


25. 1,— 


11 
2>4> 


En los siguientes ejercicios, escriba los cinco primeros términos de la secuencia. 


2 
26. ај =9, a = а, +n 27. ар = 3, an = (-3)а, 28. aj =-4, an = шыт 
E 
Жей = A 30. ар=—30, an =(2+an1)(})” 
М L= И n= Ap_-12 + |= , n= n-1 2 

En los siguientes ejercicios, escriba los ocho primeros términos de la secuencia. 
31. ay = 1, а = 1, an = (2а, 2) (Заһ 1) 32. = –1, а = 5, an = а,2 (3-а) 

2 +2 
оре жей, q. Mal 

n—2 
En los siguientes ejercicios, escriba una fórmula recursiva para cada secuencia. 
ЗА. —2,5,—5,—10,—20,—40,... 35. —8,-6,-3,1, 6,... 36. 2, 4, 12, 48, 240, 
3 3 3 

37. 35, 38, 41, 44, 47, ... 38. 15,3, 5,35» D | 


En los siguientes ejercicios, evalúe el factorial. 


39. 6! 40. (12)! 41. 12 
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En los siguientes ejercicios, escriba los cuatro primeros términos de la secuencia. 


=! = Зп! = 21 
43. а, = 5 44. ann= 4-n! 45. an = n2—n-1 
_ _100:п 
46. an = naD! 
Gráficos 


En los siguientes ejercicios, grafique los cinco primeros términos de la secuencia indicada 


4+n ; 
ру" 32 sin es par 
47. a, = ( 0 +п 48. a, = 2n P 49. ај =2, аһ = (—an-1 + 1)? 
3+n sin es impar 
! 
50. aj =1, аа=а„у+8 54. an = a 


En los siguientes ejercicios, escriba una fórmula explícita para la secuencia utilizando los cinco primeros puntos 
mostrados en el gráfico. 


52. & 53. 54. 
15] 8 “6. 8) 
13 • (5. 13) 74 
и • (4,1) 64 
9 e (3,9) 5+ (г 
7 *(2.7) 4+ ч 
x • (1,5) al ә. 2) 
(2.1) 
рн КЖ Т 
0: 9.0 25.8 Боё ҮТ 


AA+ o П 
„ЖЕ ЕЕ ЖИ 


En los siguientes ejercicios, escriba una fórmula recursiva para la secuencia utilizando los cinco primeros puntos 
mostrados en el gráfico. 


55. Я 56. p 

221 .(5,21) 16+ •(1, 16) 
20 + 

+ 12+ 
16+ + 

+ ¿A 13) 8 .(2,8) 
125 + 

[ РЕЯ 4 КЫ 

. 
+@,т) 1 Ae „Блу 

al 0-5) 012246" 


En tecnología 


Siga estos pasos para evaluar una secuencia definida recursivamente utilizando una calculadora gráfica: 
• En la pantalla de inicio, introduzca el valor del término inicial ау y presione [ENTER]. 


• Introduzca la fórmula recursiva tecleando todos los valores numéricos dados еп la fórmula, al pulsar las teclas 
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[2ND] ANS рага el término anterior a,,_¡ . Presione [ENTER]. 


Continúe pulsando [ENTER] para calcular los valores de cada término sucesivo. 


En los siguientes ejercicios, utilice los pasos anteriores para hallar el término indicado o los términos indicados para la 


secuencia. 
57. Halle los cinco primeros 58. Halle el 15.° término de la 59. Halle los cinco primeros 
términos de la secuencia secuencia ај = 625, términos de la secuencia 
a = #7, an = 0,8а,_1 + 18. a = 2, 
е = -1)-1 
аһ = ana + 12. Utilice la аһ = 2@п-Ю-11 + 1, 


60. 


función >Frac рага dar 
resultados fraccionados. 


Halle los diez primeros 61. Halle el décimo término de 
términos de la secuencia la secuencia а = 2, 
а 1+1)! = 
aj = 8, аһ = аш An = пак_\ 
An-1* 


Siga estos pasos para evaluar una secuencia finita definida por una fórmula explícita. Utilizando una ТІ-84, haga lo 
siguiente. 


En la pantalla de inicio, presione [2ND] LIST. 

Desplácese hasta OPS y elija "seq(" en la lista desplegable. Presione [ENTER]. 

En la línea titulada "Expr:" escriba la fórmula explícita, utilizando la tecla [X,T, Ө, n] para n 
En la línea titulada "Variable:" introduzca la variable utilizada en el paso anterior. 

En la línea titulada "start”: (inicio) introduzca el valor de n que inicia la secuencia. 

En la línea titulada "end:" (fin) introduzca el valor de n que termina la secuencia. 


Presione [ENTER] 3 veces para volver a la pantalla de inicio. Verá la sintaxis de la secuencia en la pantalla. Presione 
[ENTER] para ver la lista de términos de la secuencia finita definida. Utilice la tecla de flecha derecha para 
desplazarse por la lista de términos. 


Utilizando una TI-83, haga lo siguiente. 


En la pantalla de inicio, presione [2ND] LIST. 


Desplácese hasta OPS y elija "seq(" en la lista desplegable. Presione [ENTER]. 


п n, 


Introduzca los elementos еп el orden "Expr", "Variable", “start”, “end" separados por comas. Consulte las 
instrucciones anteriores para ver la descripción de cada elemento. 


Presione [ENTER] para ver la lista de términos de la secuencia finita definida. Utilice la tecla de flecha derecha para 
desplazarse por la lista de términos. 


En los siguientes ejercicios, utilice los pasos anteriores para hallar los términos indicados para la secuencia. Redondea a 
la milésima más cercana cuando sea necesario. 


62. 


65. 


Enumere los cinco 63. Enumere los seis primeros 64. Enumere los cinco 
primeros términos de la términos de la secuencia primeros términos de la 

; 28 5 3 2 n-1 
secuencia an = -Fn + $. g a n т те; iag, = rD" 

9 3 an = Zin : secuencia а, = 7 

Enumere los cuatro 66. Enumere los seis primeros 
primeros términos de la términos de la secuencia 

, 1 
secuencia an = & 


п` 


аһ = 5,7" + 0,275 (п- 1)! 
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Extensiones 


67. Consideremos la secuencia 68. ¿Qué término de la 69. Halle una fórmula 
definida por a, = -6 = 8и. secuencia an = „ыта recursiva para la secuencia 
¿Es аһ = —421 un término 8 I valor 41? 1,0, -1, -1, 0, 1, 1, 0, -1, -1, 
de la secuencia? IENE SIVAN TA 0, 1, 1, .... (Pista: busque un 


Compruebe el resultado. 


Compruebe el resultado. patrón para a, basado en 


los dos primeros términos). 


70. Calcule los ocho primeros términos de las 71. Demuestre la conjetura hecha en el ejercicio 
! ; 
secuencias аһ = a y bn = n + 3n2 +2n,y anterior. 


luego haga una conjetura sobre la relación entre 
estas dos secuencias. 


11.2 Secuencias aritméticas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Hallar la diferencia común de una secuencia aritmética. 
> Escribir términos de una secuencia aritmética. 
> Utilizar una fórmula recursiva para una secuencia aritmética. 
> Utilizar una fórmula explícita para una secuencia aritmética. 


Las empresas suelen hacer grandes compras, como computadoras y vehículos, para uso empresarial. El valor contable 
de estos suministros disminuye cada año a efectos fiscales. Esta disminución de valor se denomina depreciación. Un 
método para calcular la depreciación es la depreciación lineal, en la que el valor del activo disminuye en la misma 
cantidad cada año. 


Como ejemplo, consideremos a una mujer que inicia un pequeño negocio de contratación. Compra un camión nuevo por 
25.000 dólares. Después de cinco años, calcula que podrá vender el camión por 8.000 dólares. Por lo tanto, la pérdida de 
valor del camión será de 17.000 dólares, lo que supone 3.400 dólares al año durante cinco años. El camión valdrá 21.600 
dólares después del primer año, 18.200 dólares después de dos años, 14.800 dólares después de tres años, 11.400 
dólares después de cuatro años y 8.000 dólares al final de cinco años. En esta sección, consideraremos tipos específicos 
de secuencias que nos permitirán calcular la depreciación, como el valor del camión. 


Hallar diferencias comunes 


Se dice que los valores del camión del ejemplo forman una secuencia aritmética porque cambian en una cantidad 
constante cada año. Cada término aumenta o disminuye en el mismo valor constante llamado diferencia común de la 
secuencia. Para esta secuencia, la diferencia común es de -3.400. 


-3,400 -3.400 -3.400 -3.400 -3.400 


{25.000, 21.600, 18.200, 14.800, 11.400, 8.000} 


La siguiente secuencia es otro ejemplo de secuencia aritmética. En este caso, la constante es 3. Puede elegir cualquier 
término de la secuencia y sumar 3 para calcular el término siguiente. 


+3 +3 +3 +3 
{3, 6, 9, 12, TL 


Secuencia aritmética 


La secuencia aritmética es aquella en que la diferencia entre términos consecutivos es siempre la misma. Esta 
constante se denomina la diferencia común. Si los valores de ај es el primer término de una secuencia aritmética у 
d es la diferencia común, la secuencia será: 


{an} = [a],a + d,aj +2d,a] +3d,...) 
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993 


Hallar diferencias comunes 
¿Cada secuencia es aritmética? Si es así, halle la diferencia común. 


®© (1,2,4,8,16,...) {—3, 1,5, 9, 13,...) 
© Solución 
Reste cada término del término siguiente para determinar si existe una diferencia común. 


(А) La secuencia no es aritmética porque no hay diferencia сотйп.2-1=1 4-2=2 8-4=4 16-8=8 


La secuencia es aritmética porque hay una diferencia común. La diferencia común es 4. 
1 -(-3)=4 5-1=4 9-5=4 13-9=4 


©) Análisis 

El gráfico de cada una de estas secuencias se muestra en la Figura 1. Podemos ver en los gráficos que, aunque ambas 
secuencias muestran crecimiento, a no es lineal mientras que b es lineal. Las secuencias aritméticas tienen una tasa de 
cambio constante, por lo que sus gráficos serán siempre puntos sobre una línea. 


an an 

20! 20} 
16+ e 16+ 
12} 12+ E 

8+ o 8+ Ы 

44 • 44 ч 

° 
>, , — Nn Ф.п 

012345 6б 012345 6 

-41 =Д “ө 
(а) (b) 
Figura 1 
OD | PREGUNTAS Y Si nos dicen que una secuencia es aritmética, ¿tenemos que restar cada término del 
RESPUESTAS siguiente para calcular la diferencia común? 


No. Sisabemos que la secuencia es aritmética, podemos elegir un término cualquiera de la 
secuencia y restarlo del término siguiente para calcular la diferencia común. 


INTÉNTELO #1 ¿La secuencia dada es aritmética? Si es así, halle la diferencia común. 
{18, 16, 14, 12, 10,...) 


[>] INTÉNTELO #2 ¿La secuencia dada es aritmética? Si es así, halle la diferencia común. 


{1, 3, 6, 10, 15,...} 


Escribir términos de secuencias aritméticas 


Ahora que podemos reconocer una secuencia aritmética, hallaremos los términos si nos dan el primer término y la 
diferencia común. Los términos se pueden hallar empezando por el primer término y sumando la diferencia común 
repetidamente. Además, cualquier término se puede hallar también introduciendo los valores de n y d en la siguiente 
fórmula. 


an = а + (n-1)d 


Acceso gratis en openstax.org 


11.2 * Secuencias aritméticas 


CÓMO 


Dado el primer término y la diferencia común de una secuencia aritmética, halle los primeros términos. 


Sume la diferencia común al primer término para hallar el segundo término. 
Sume la diferencia común al segundo término para hallar el tercer término. 
Continúe hasta identificar todos los términos deseados. 

Escriba los términos separados por comas entre corchetes. 


шыш aaa 


Escribir términos de secuencias aritméticas 
Escriba los cinco primeros términos de la secuencia aritmética con ај =17yd=-3. 


D OD Ыы 


© Solución 
Sumar —3 es lo mismo que restar 3. Empezando por el primer término, reste 3 a cada término para hallar el siguiente. 


Los cinco primeros términos son {17, 14, 11, 8, 5} 


Q Análisis 
Como era de esperar, el gráfico de la secuencia consiste en puntos sobre una línea, como se muestra en la Figura 2. 
ân 
20} 
164 ° 
е 
127 2 
8+ o 
al С] 
+ + + +7 
01234 5 6 
Figura 2 


[>] INTÉNTELO #3 Enumere los cinco primeros términos de la secuencia aritmética con ај = 1 y d = 5. 


(є сомо 


Dado cualquier primer término y cualquier otro término de una secuencia aritmética, halle un término dado. 


1. Sustituya los valores dados por aj, an,n en la fórmula a, = ау + (n- 1)а para resolver para d. 
2. Halle un término dado sustituyendo los valores apropiados de а], п, y d en la fórmula а, = ау + (п—1)4. 


ЕИ 


Escribir términos де secuencias aritméticas 
Dados ај = 8 y a4 = 14, calcule as. 


© Solución 
La secuencia se puede escribir en términos del término inicial 8 y de la diferencia común d. 


{8,8 +d,8 +2d,8 + 3d) 


Sabemos que el cuarto término es igual a 14 y que tiene la forma ај + 3d = 8 + 3d. 
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Podemos calcular la diferencia común d. 


an = ау + (n- Dd 
a4 = а +3d 
a4 =8+3d Escriba el cuarto término de la secuencia en términos de а] y d. 
14=8+3d Sustituya 14 para ад. 
d=2 Resolver la diferencia común. 


Halle el quinto término sumando la diferencia común al cuarto término. 
as = а4 +2 = 16 
©) Апаііѕіѕ 
Observe que la diferencia común se suma al primer término una vez para hallar el segundo término, dos veces рага 


hallar el tercero, tres veces para hallar el cuarto, y así sucesivamente. El décimo término se podría hallar al sumar la 
diferencia común al primer término nueve veces o mediante la ecuación a, = а + (п~ 1) а. 


м 


INTÉNTELO #4 Dadosa = 7уа; = 17, calcule а. 


Usar fórmulas recursivas para secuencias aritméticas 


Algunas secuencias aritméticas se definen en términos del término anterior mediante una fórmula recursiva. La fórmula 
proporciona una regla algebraica para determinar los términos de la secuencia. Una fórmula recursiva nos permite 
hallar cualquier término de una secuencia aritmética utilizando una función del término anterior. Cada término es la 
suma del término anterior y la diferencia común. Por ejemplo, si la diferencia común es 5, entonces cada término es el 
término anterior más 5. Como en cualquier fórmula recursiva, hay que dar el primer término. 


An = аһ +d n>2 
Fórmula recursiva para una secuencia aritmética 


La fórmula recursiva para una secuencia aritmética con diferencia común d es: 


an = an1 +d n>2 


(ә cómo 


Dada una secuencia aritmética, escriba su fórmula recursiva. 


1. Reste cualquier término del término siguiente para hallar la diferencia común. 
2. Indique el término inicial y sustituya la diferencia común en la fórmula recursiva de las secuencias aritméticas. 


cemo a 


Escribir una fórmula recursiva para una secuencia aritmética 
Escriba una fórmula recursiva para la secuencia aritmética. 


(-18, — 7,4, 15,26, ...) 


© Solución 
El primer término está dado como —18. La diferencia común se puede hallar al restar el primer término del segundo. 


d= -7 — (-18) = 11 


Sustituya el término inicial y la diferencia común en la fórmula recursiva de las secuencias aritméticas. 
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a = —18 
An = аһ +11, рагап>2 
©) Análisis 
Vemos que la diferencia común es la pendiente de la línea que se forma cuando graficamos los términos de la secuencia, 


como se muestra en la Figura 3. El patrón de crecimiento de la secuencia muestra la diferencia constante de 11 
unidades. 


ân 
зо! 
о 
20+ 
° 
10 
| А 
0 - + - + + 17 
| 1 2 34 5 6 
10 
7204 ° 
Figura 3 
3| PREGUNTAS Y ¿Tenemos que restar el primer término del segundo para calcular la diferencia común? 


RESPUESTAS ЖУО, А ae О А 
No. Podemos restar cualquier término de Іа secuencia al término siguiente. Sin embargo, Іо 


más habitual es restar el primer término del segundo porque suele ser el método más sencillo 
para calcular la diferencia común. 


[>] INTÉNTELO #5 Escriba una fórmula recursiva para la secuencia aritmética. 


125, 37, 49, 61, ...) 


Usar fórmulas explícitas para secuencias aritméticas 


Podemos pensar en una secuencia aritmética como una función en el dominio de los números naturales; es una función 
lineal porque tiene una tasa de cambio constante. La diferencia común es la tasa de cambio constante, o la pendiente de 
la función. Podemos construir la función lineal si conocemos la pendiente y la intersección vertical. 


an = a] +d(n- 1) 


Para calcular la intersección y de la función, podemos restar la diferencia común del primer término de la secuencia. 
Considere la siguiente secuencia. 


—50 —50 =50 50 
МИ Ми ТМ СМ 
{200, 150, 100, 50, O; 3 
La diferencia común es —50, por lo que la secuencia representa una función lineal con una pendiente de —50. Para 
calcular la intersección en y, restamos —50 a partir de 200 : 200 — (50) = 200 + 50 = 250. También puede calcular la 
intersección y al graficar la función y determinar dónde una línea que conecta los puntos intersecaría el eje vertical. El 
gráfico se muestra en la Figura 4. 
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An 

2501 

200+ e 

150+ e 

100+ е 

50+ o 
+ + + ->n 

o i 2 3456 
Figura 4 


Recordemos que la forma de intersección de la pendiente de una línea es y = mx + b. Cuando se trata de secuencias, 
utilizamos a, en vez de y y n en vez de x. Si conocemos la pendiente y la intersección vertical de la función, podemos 
sustituirlas por m y b en la forma de intersección de la pendiente de una línea. Al sustituir —50 para la pendiente y 250 
para la intersección vertical, obtenemos la siguiente ecuación: 


аһ = —50п + 250 
No necesitamos calcular la intersección vertical para escribir una fórmula explícita para una secuencia aritmética. Otra 
fórmula explícita para esta secuencia es an = 200 — 50(л— 1), que se simplifica en a, = —50n + 250. 


Fórmula explícita para una secuencia aritmética 


Una fórmula explícita para el enésimo término de una secuencia aritmética está dada por 


an = ау +d(n- 1) 


(ә cómo 


Dados los primeros términos de una secuencia aritmética, escriba una fórmula explícita. 


1. Halle la diferencia común, az — ај. 
2. Sustituya la diferencia común y el primer término en а, = ај + d(n— 1). 


cemos 1 


Escribir la fórmula explícita del enésimo término de una secuencia aritmética 
Escriba una fórmula explícita para la secuencia aritmética. 


{2, 12, 22, 32,42,...} 


© Solución 
La diferencia común se puede hallar al restar el primer término del segundo. 


d = a — a] 
= 12-2 
=10 
La diferencia común es 10. Sustituya la diferencia común y el primer término de la secuencia en la fórmula y simplifique. 
an =2+10(n- 1) 
аһ = 10п – 8 
©) Análisis 
El gráfico de esta secuencia, representado en la Figura 5, muestra una pendiente de 10 y una intersección vertical de —8. 
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Figura 5 


[>] INTÉNTELO #6 Escriba una fórmula explícita para la siguiente secuencia aritmética. 
{50, 47,44,41,...) 


Hallar el número de términos de una secuencia aritmética finita 

Se pueden utilizar fórmulas explícitas para determinar el número de términos de una secuencia aritmética finita. 
Tenemos que hallar la diferencia común y luego determinar cuántas veces hay que sumar la diferencia común al primer 
término para obtener el término final de la secuencia. 


(М cómo 


Dados los tres primeros términos y el último término de una secuencia aritmética finita, halle el número total 
de términos. 


1. Halle la diferencia común d. 
2. Sustituya la diferencia común y el primer término en а, = ај + d(n—1). 
3. Sustituya el último término por a, y resuelva para п. 


Э 95 


Hallar el número де términos de una secuencia aritmética finita 
Halle el número de términos de la secuencia aritmética finita. 


(8, 1, —6, ..., —41} 


© Solución 
La diferencia común se puede hallar al restar el primer término del segundo. 
1-8 = -7 
La diferencia común es —7. Sustituya la diferencia común y el término inicial de la secuencia en la fórmula del enésimo 
término y simplifique. 


аһ = ај + d(n-1) 
an = 8 + (—7)(n- 1) 
an = 15 – 7n 
Sustituya —41 por a, y resuelva para n 
-41 =15-7n 
8=n 


Hay ocho términos en la secuencia. 
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[>] INTÉNTELO #7 Halle el número de términos de la secuencia aritmética finita. 


(6, 11,16, ..., 56) 


Resolver problemas de aplicación con secuencias aritméticas 

En muchos problemas de aplicación, a menudo, tiene sentido utilizar un término inicial de ag en vez de а]. En estos 
problemas, modificamos ligeramente la fórmula explícita para tener en cuenta la diferencia en los términos iniciales. 
Utilizamos la siguiente fórmula: 


An = Ay + dn 


BR 


Resolver problemas de aplicación con secuencias aritméticas 
Un niño de cinco años recibe una asignación de 1 dólar a la semana. Sus padres le prometen un aumento anual de 2 
dólares a la semana. 


(А) Escriba una fórmula para la asignación semanal del niño en un año determinado. 


¿Cuál será la asignación del niño cuando tenga 16 años? 
© Solución 


© 


La situación se puede modelar mediante una secuencia aritmética con un término inicial de 1 y una diferencia común 
de 2. 


Supongamos que А sea la cantidad de la asignación y n sea el número de años después de los 5 años. Utilizando la 
fórmula explícita modificada para una secuencia aritmética obtenemos: 

An =1+2n 
Podemos calcular el número de años desde los 5 años mediante la resta. 

16-5=11 
Buscamos la asignación del niño después de 11 años. Sustituya 11 en la fórmula para hallar la asignación del niño a 
los 16 años. 

Ау = 1+2(11) = 23 


La asignación del niño a los 16 años será de 23 dólares por semana. 


INTÉNTELO #8 Una mujer decide salir a correr 10 minutos todos los días de esta semana y planea aumentar 
el tiempo de su carrera diaria en 4 minutos cada semana. Escriba una fórmula para el 
tiempo de su carrera después de n semanas. ¿Cuánto durará su carrera diaria dentro de 8 
semanas? 


[>] MEDIA 
Acceda a este recurso en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar las secuencias aritméticas. 


Secuencias aritméticas (http://openstax.org/l/arithmeticseg) 


11.2 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. ¿Qué es una secuencia 2. ¿Cómo se halla la diferencia 3. ¿Cómo se determina si una 
aritmética? común de una secuencia secuencia es aritmética? 


aritmética? 
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4. ¿Cuáles son las principales 5. Describa en qué se parecen 
diferencias entre utilizar una las funciones lineales y las 
fórmula recursiva y utilizar secuencias aritméticas. ¿En 
una fórmula explícita para qué se diferencian? 
describir una secuencia 
aritmética? 

Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, halle la diferencia común de la secuencia aritmética proporcionada. 


6. [5,11,17,23,29,...) 7. (0,3,1,5,2,...) 


En los siguientes ejercicios, determine si la secuencia es aritmética. Si es así, halle la diferencia común. 


8. (11,4,9,3,7,2,5,1,3,...) 9. (4,16,64,256,1.024,...) 


En los siguientes ejercicios, escriba los cinco primeros términos de la secuencia aritmética dado el primer término y la 
diferencia común. 


10. ay =-25,d=-9 11. ay =0,d=% 


En los siguientes ejercicios, escriba los cinco primeros términos de la serie aritmética dados dos términos. 


12. ај = 17, a] = —31 13. 413 = —60, азз = —160 


Еп los siguientes ejercicios, halle el término especificado para la secuencia aritmética dado el primer término y la 
diferencia común. 


14. El primer término es 3, la 15. El primer término es 4, la 16. El primer término es 5, la 
diferencia común es 4, diferencia común es 5, diferencia común es 6, 
halle el 5.° término. halle el 4.° término. halle el 8. término. 

17. El primer término es 6, la 18. El primer término es 7, la 
diferencia común es 7, diferencia común es 8, 
halle el 6.* término. halle el 7.° término. 


En los siguientes ejercicios, halle el primer término dados dos términos de una secuencia aritmética. 


19. Halle el primer término o 20. Halle el primer término o 21. Halle el primer término o 
ај de una secuencia ау de una secuencia ај de una secuencia 
aritmética si ag = 12 y aritmética si a7 = 21 y aritmética si ag = 40 y 
ајд = 28. 415 = 42. аз = 115. 

22. Halle el primer término o 23. Halle el primer término o 
ау de una secuencia ај de una secuencia 
aritmética si ag = 54 y aritmética si ај = 11 y 


417 = 102. а1 = 16. 
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En los siguientes ejercicios, halle el término especificado dados dos términos de una secuencia aritmética. 


24. ај =33 y ау = –15. Halle 25. аз = —17,1 y ajọ = -15,7 
а4. Halle az. 


En los siguientes ejercicios, utilice la fórmula recursiva para escribir los cinco primeros términos de la secuencia 
aritmética. 


26. ај = 39; an = а, – 3 27. ај =-19; an = ap] — 1,4 


Еп los siguientes ejercicios, escriba una fórmula recursiva para cada secuencia aritmética. 


28. а= (40,60, 80,...) 29. а= {17,26,35,...} 30. a=(-1,2,5,...) 
31. a=(12,17,22,...) 32. а= {-15,—7,1,...} 33. а= {8,9,10,3,11,7,...} 
34. а= {—0,52,—1,02,—1,52,..} 35. а= {1,2 7...) 36. а= {—1,—2,—2,...} 


37. а= {1,-12,-2,..} 


Еп los siguientes ejercicios, escriba una fórmula recursiva para la secuencia aritmética dada, y luego halle el término 
especificado. 


38. а= {7, 4, 1, ...}; Halle el 39. а= {4, 11, 18, ...}; Halle el 40. a= {2, 6, 10, ...}; Halle el 
17.° término. 14. término. 12." término. 


En los siguientes ejercicios, utilice la fórmula explícita para escribir los cinco primeros términos de la secuencia 
aritmética. 


41. a, = 24 — Ап 42. a, = 


En los siguientes ejercicios, escriba una fórmula explícita para cada secuencia aritmética. 


43. а= {3,5,7,...} 44. а= {32,24,16,...} 45. а= {—5,95, 195, ...) 

46. a=(-17,-217,417,...) 47. a=(1,8,3,6,5,4,...) 48. a=(-18,1,-16,2,-14,3,...) 
= — 11 _4 = 1 2 

49. а= {15,8,18,5,21,2,...} 50. a=(3,-5,-3, ...) 51. a=(0,3,%,...) 


52. а= {—5,—10,—>,...} 


En los siguientes ejercicios, halle el número de términos de la secuencia aritmética finita dada. 


53. a=(3,-4,-11,..,-60) 54. a=(1,2,1,44,1,6,....38) 55. а= {5,2,7,..,8} 
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Gráficos 


En los siguientes ejercicios, determine si el gráfico mostrado representa una secuencia aritmética. 


56. 


а, 


п 
0,5 1 15 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 


АС -2) 


et -4) 
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57. 


75 e (5, 7,5938) 


5 e (4, 5,0625) 


3,5 e (3, 3,375) 


e (2, 2,25) 


1,5 e (1, 1,5) 


n 
0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 45 5 5,5 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la información proporcionada para graficar los primeros 5 términos de Іа secuencia 
aritmética. 


58. ај =0,d=4 59. ај = 9; an = An-1 – 10 60. a, = –12 + 5n 


En tecnología 
En los siguientes ejercicios, siga los pasos para trabajar con la secuencia aritmética a, n = 3n-2 utilizando una 
calculadora gráfica: 
e Presione [MODE] 
o Seleccione SEQ en la cuarta línea 
o Seleccione DOT en la quinta línea 
o Presione [ENTER] 
e Presione [Y=] 
o nMín. es el primer número de conteo de la secuencia. Establezca nMín. = 1 
o u(n) es el patrón de la secuencia. Establezca u(n) = 3n-2 
o  u(nMín.) es el primer número de la secuencia. Establezca u(nMín.) = 1 
e Presione [2ND] y luego [WINDOW] para ir a TBLSET 
o Establezca TblStart = 1 
o Establezca ДТЫ = 1 


o Configure Indpnt: Auto y Depend: Auto 
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e Presione [2ND] y luego [GRAPH] para ir a TABLE 


61. ¿Cuáles son los siete 
primeros términos que 
aparecen en la columna 
con el título u(n)? 


62. Utilice la flecha de 


desplazamiento hacia 
abajo para іга n = 50. 
¿Qué valor se da para u(n)? 
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63. Presione [WINDOW]. 
Establezca nMín. = 1, 
nMáx. = 5, хМіп. = 0, 
xMáx. = 6, yMín. = —1 y 
yMáx. = 14.A 
continuación, presione 
[GRAPH]. Grafique la 
secuencia tal y como 
aparece en la calculadora 
graficadora. 


En los siguientes ejercicios, siga los pasos dados anteriormente para trabajar con la secuencia aritmética аһ = Ln +5 


utilizando una calculadora gráfica. 


64. ¿Cuáles son los siete 
primeros términos que 
aparecen en la columna 
con el título u(n) en la 
función TABLE? 


Extensiones 


66. Dé dos ejemplos de 
secuencias aritméticas 
cuyos 4.° términos sean 9. 


69. Halle el 11.° término de la 
secuencia aritmética 


{3a — 2b, a + 2b, —a + 6b ...}. 


72. ¿Para qué términos la 
secuencia aritmética finita 


5 19 9 11 q 
A 2, q» } tienen 


valores enteros? 


65. Grafique la secuencia tal y 
como aparece en la 
calculadora graficadora. 
Asegúrese de ajustar la 
configuración de WINDOW 
según sea necesario. 


67. Dé dos ejemplos de 
secuencias aritméticas 
cuyos 10.° términos sean 
206. 


70. ¿En qué término la 
secuencia 
{5,4, 14,5, 23,6, ...) supera 
151? 


73. Escriba una secuencia 
aritmética utilizando una 
fórmula recursiva. Muestre 
los 4 primeros términos y 
luego halle el 31. término. 


11.3 Secuencias geométricas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 


68. Halle el 5.° término de la 
secuencia aritmética 
{9b, 5b, b, ...}. 


71. ¿En qué término la 


; 17 31 14 
secuencia ү =, K> 5 T 
comienza a tener valores 
negativos? 


74. Escriba una secuencia 
aritmética utilizando una 
fórmula explícita. Muestre 
los 4 primeros términos y 
luego halle el 28.° término. 


> Hallar el cociente común de una secuencia geométrica. 

> Enumerar los términos de una secuencia geométrica. 

> Utilizar una fórmula recursiva para una secuencia geométrica. 
> Utilizar una fórmula explícita para una secuencia geométrica. 


Muchos puestos de trabajo ofrecen un aumento anual por el costo de vida para mantener los salarios en consonancia 
con la inflación. Supongamos, por ejemplo, que un recién graduado de educación superior encuentra un puesto de 
gerente de ventas con un salario anual de 26.000 dólares. Se le promete un aumento del 2 % por el costo de la vida cada 
año. Su salario anual en un año determinado se puede calcular al multiplicar su salario del año anterior por el 102 %. Su 
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salario será de 26.520 dólares al cabo de un año, 27.050,40 dólares al cabo de dos años, 27.591,41 dólares al cabo de 
tres años, y así sucesivamente. Cuando un salario se incrementa en una tasa constante cada año, el salario crece en un 
factor constante. En esta sección veremos secuencias que crecen de esta manera. 


Hallar razones comunes 


Los valores salariales anuales descritos forman una secuencia geométrica porque cambian por un factor constante 
cada año. Cada término de una secuencia geométrica aumenta o disminuye en un factor constante llamado razón 
común. La siguiente secuencia es un ejemplo de secuencia geométrica porque cada término aumenta en un factor 
constante de 6. La multiplicación de cualquier término de la secuencia por la razón común 6 genera el término siguiente. 


хб x6 x6 x6 
{1, 6, 36, 216, 1.296, ...} 


Definición de secuencia geométrica 


La secuencia geométrica es aquella en la que cualquier término dividido entre el anterior es una constante. Esta 
constante se denomina cociente común de la secuencia. La razón común se puede calcular al dividir cualquier 
término de la secuencia entre el término anterior. Si los valores de а] es el término inicial de una secuencia 
geométrica y r es la razón común, la secuencia será 


{а\, ajr, ajr?, ar, ар 


(ә сомо 


Dado un conjunto de números, determine si representan una secuencia geométrica. 


1. Divida cada término entre el término anterior. 
2. Compare los cocientes. Si son iguales, existe una razón común y la secuencia es geométrica. 


BE 


Hallar razones comunes 
¿La secuencia es geométrica? Si es así, halle la razón común. 


®© 1, 2, 4, 8, 16, ... 48, 12, 4,2, ... 


© Solución 
Divida cada término entre el término anterior para determinar si existe una razón común. 


2 — 4 = 3 _ 16 = 

© Tr 2; 2 4 2 8 2 

La secuencia es geométrica porque hay una razón común. La razón común es де 2. 
12 _ 1 4_1 2_1 

48 4 1273 472 


La secuencia no es geométrica porque no hay una razón común. 
©) Análisis 
El gráfico de cada secuencia se muestra en la Figura 1. A partir de los gráficos parece que tanto (a) como (b) tienen la 


forma del gráfico de una función exponencial en esta ventana de visualización. Sin embargo, sabemos que (a) es 
geométrico y, por tanto, esta interpretación es válida, pero (b) no lo es. 
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а, а, 
201 604 
16+ ° 48+ e 
12; 36+ 
8+ ° 24+ 
47 e 12+ ° 
з е 
+ + + + + 11 + + + Ф + =n 
ота за Б 6б 0.123.456 
(a) (b) 
Figura 1 
3| PREGUNTAS Y Si le dicen que una secuencia es geométrica, ¿tiene que dividir cada término entre el 
RESPUESTAS anterior para calcular la razón común? 


No. Si sabe que la secuencia es geométrica, puede elegir un término cualquiera de la 
secuencia y dividirlo entre el término anterior para hallar la razón común. 


[>] INTÉNTELO #1 ¿La secuencia es geométrica? Si es así, halle la razón común. 


5,10, 15,20, ... 


>| INTÉNTELO #2 ¿La secuencia es geométrica? Si es así, halle la razón común. 


4 
100, 20, 4, —,... 
5 


Escribir términos de secuencias geométricas 


Ahora que podemos identificar una secuencia geométrica, aprenderemos a hallar los términos de una secuencia 
geométrica si nos dan el primer término y la razón común. Los términos de una secuencia geométrica se pueden 
calcular ao comenzar por el primer término y multiplicar por la razón común repetidamente. Por ejemplo, si el primer 
término de una secuencia geométrica es ај = —2 y la razón común es r = 4, podemos hallar los términos posteriores 
multiplicando —2 - 4 para obtener —8 y luego multiplicar el resultado —8 · 4 para obtener —32 y así sucesivamente. 

ај = -2 

a = (—2-4)=—8 

аз = (—8 · 4) = -32 

ay = (—32 - 4) = -128 


Los cuatro primeros términos son {—2,—8, —32, —128). 


(є cómo 


Dado el primer término y el factor común, halle los cuatro primeros términos de una sucesión geométrica. 


1. Multiplique el término inicial, ау, por la razón común para hallar el siguiente término, a2. 

2. Repita el proceso, utilizando a, = аә para calcular аз y luego az para calcular ay hasta que se hayan identificado 
los cuatro términos. 

3. Escriba los términos separados por comas entre corchetes. 
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BR 


Escribir los términos de una secuencia geométrica 
Enumere los cuatro primeros términos de la secuencia geométrica соп a] =5yr=-—2, 


© Solución 
Multiplique ау entre —2 para calcular аз. Repita el proceso, utilizando а» para calcular аз, y así sucesivamente. 


ај = 5 

а = —32а\ = —10 
аз = —2а2 = 20 
a4 = -2a3 = —40 


Los cuatro primeros términos son {5,—10,20,—40}. 


INTÉNTELO #3 Enumere los cinco primeros términos de la secuencia geométrica con ај = 18yr = 1 


3: 


м 


Usar fórmulas recursivas рага secuencias geométricas 


Una fórmula recursiva nos permite calcular cualquier término de una secuencia geométrica utilizando el término 
anterior. Cada término es el producto del cociente común y del término anterior. Por ejemplo, supongamos que la razón 
común es 9. Entonces cada término es nueve veces el término anterior. Como en cualquier fórmula recursiva, hay que 
dar el término inicial. 


Fórmula recursiva para una secuencia geométrica 


La fórmula recursiva de una secuencia geométrica con razón común r y primer término a; es 


a ra ү т>? 


(є сомо 


| 
Dados los primeros términos de una secuencia geométrica, escriba su fórmula recursiva. 


1. Indique el término inicial. 
2. Halle la razón común dividiendo un término cualquiera entre el término anterior. 
3. Sustituya la razón común en la fórmula recursiva de una secuencia geométrica. 


шша aa 


Usar fórmulas recursivas para secuencias geométricas 
Escriba una fórmula recursiva para la siguiente secuencia geométrica. 


[6, 9, 13,5, 20,25, ...) 


© Solución 
El primer término se da como 6. La razón común se puede calcular dividiendo el segundo término entre el primero. 


Sustituya la razón común еп la fórmula recursiva de las secuencias geométricas y defina о]. 


ап = Гар] 
аһ = 1,5а, 1 paran > 2 
ај = 6 
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©) Análisis 
La secuencia de puntos de datos sigue un patrón exponencial. La razón común es también la base de una función 
exponencial, como se muestra en la Figura 2. 


аһ 


0123 4 5 
Figura 2 


3| PREGUNTAS Y ¿Tenemos que dividir el segundo término entre el primero para hallar la razón común? 
RESPUESTAS 


No. Podemos dividir cualquier término de la secuencia entre el término anterior. Sin embargo, 
lo más habitual es dividir el segundo término entre el primero porque suele ser el método más 
sencillo para hallar la razón común. 


[>] INTÉNTELO #4 Escriba una fórmula recursiva para la siguiente secuencia geométrica. 
E М ы 
3 9 27 


Usar fórmulas explícitas para secuencias geométricas 


Como una secuencia geométrica es una función exponencial cuyo dominio es el conjunto de enteros positivos, y la razón 


común es la base de la función, podemos escribir fórmulas explícitas que nos permitan hallar términos particulares. 
an = а"! 


Veamos Іа secuencia { 18, 36, 72, 144, 288, ...}. Se trata de una secuencia geométrica con una razón común de 2 y una 
función exponencial de base 2. Una fórmula explícita para esta secuencia es 


an = 18-271 
El gráfico de la secuencia se muestra en la Figura 3. 


an 
360 


324 
288 
252 
216 
180 


108 


01234 5 6б 
Figura 3 
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Fórmula explícita para una secuencia geométrica 


El n término de una secuencia geométrica viene dado por la fórmula explícita: 


а= ar 


11 


Escribir términos de secuencias geométricas mediante la fórmula explícita 
Dada una secuencia geométrica con ај = 3 y ад = 24, calcule а». 


© Solución 
La secuencia puede escribirse en términos del término inicial y de la razón común r. 
3, 3r, 377,37, a. 


Halle la razón común utilizando el cuarto término dado. 


аһ =ar"! 


ад = 3r? Escriba el cuarto término de la secuencia en términos de œ] yr 
24 = 3r Sustituya 24 рага ад 
8=r? Divida 
r=2 Resuelva para obtener la razón común 
Halle el segundo término multiplicando el primer término por la razón común. 
а = 2а 
= 2(3) 
=6 
©) Análisis 
La razón común se multiplica por el primer término una vez para hallar el segundo término, dos veces para hallar el 
tercer término, tres veces para hallar el cuarto término, y así sucesivamente. El décimo término podría hallarse 


multiplicando el primer término por la razón común nueve veces o multiplicando por la razón común elevada a la 
novena potencia. 


INTÉNTELO #5 Dada una secuencia geométrica con a, = 4 y аз = 32, calcule as. 


ОИ 


Escribir una fórmula explícita para el enésimo término de una secuencia geométrica 
Escriba una fórmula explícita para el enésimo término de la siguiente secuencia geométrica. 


(2, 10, 50, 250, ...) 


© Solución 
El primer término es 2. La razón común se puede calcular al dividir el segundo término entre el primero. 


10 _ 
>= 


La razón común es 5. Sustituya la razón común y el primer término de la secuencia en la fórmula. 


5 


An ау 
an = 2:5"! 


El gráfico de esta secuencia еп la Figura 4 muestra un patrón exponencial. 
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— с ү + 
обот оа 4 Б 
Figura 4 


[>] INTÉNTELO #6 Escriba una fórmula explícita para la siguiente secuencia geométrica. 
[-1, 3, —9, 27, ...) 


Resolver problemas de aplicación con secuencias geométricas 


En escenarios del mundo real que involucran secuencias geométricas podemos necesitar usar un término inicial de ay 
en vez de а]. En estos problemas, podemos alterar ligeramente la fórmula explícita utilizando la siguiente fórmula: 


an = agr” 


cemoe 


Resolver problemas de aplicación con secuencias geométricas 
En 2013, el número de estudiantes de una escuela pequeña es de 284. Se calcula que la población estudiantil aumentará 
un 4 % cada año. 


(дА) Escriba una fórmula para la población estudiantil. Estime la población estudiantil en 2020. 
© Solución 


© 


La situación puede modelarse mediante una secuencia geométrica con un término inicial de 284. La población 
estudiantil será el 104 % del año anterior, por lo que la razón común es de 1,04. 


Supongamos que P es la población estudiantil y n es el número de años después de 2013. Utilizando la fórmula 
explícita de una secuencia geométrica obtenemos 


„ = 284. 1,04" 


Podemos calcular el número de años desde 2013 mediante la resta. 
2020 – 2013 =7 
Buscamos la población después de 7 años. Podemos sustituir 7 por n para estimar la población en 2020. 
Р) = 284 - 1,04” м 374 


La población estudiantil será de unos 374 estudiantes en 2020. 


м 


INTÉNTELO #7 Una empresa pone en marcha un nuevo sitio web. Inicialmente el número de visitas es de 
293 debido al factor curiosidad. La empresa estima que el número de visitas aumentará un 
2,6 % por semana. 


(А) Escriba una fórmula para el número de visitas. 
Calcule el número de visitas para dentro de 5 semanas. 
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[>] MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con las secuencias geométricas. 


Secuencias geométricas (http://openstax.org/l/geometricseg) 
Determinar el tipo de secuencia (http://openstax.org/l/sequencetype) 
Hallar la fórmula de una secuencia (http://openstax.org/l/sequenceformula) 


11.3 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. ¿Qué es una secuencia 2. ¿Cómo se calcula la razón 3. ¿Cuál es el procedimiento 
geométrica? común de una secuencia para determinar si una 
geométrica? secuencia es geométrica? 
4. ¿Cuál es la diferencia entre 5. Describa en qué se parecen 
una secuencia aritmética y las funciones exponenciales 
una secuencia geométrica? y las secuencias 


geométricas. ¿En qué se 
diferencian? 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, halle la razón común de la secuencia geométrica. 


6. 1,3,9,27,81,... 7. —0,125,0,25,—0,5,1,-2,.. 8. -2-1,-l-J1 1 


9. —6,—12,—24,—48,—96,... 10. 5,5,2,5,4,5,6, 5,8, ... 11. -1,4,-4, 4, 


12. 6,8,11,15,20,... 13. 0,8, 4,20, 100, 500, ... 


En los siguientes ejercicios, escriba los cinco primeros términos de la sucesión geométrica, dado el primer término y la 
razón común. 


14. а =8, r=03 15. д = 5, = 1 


Еп los siguientes ejercicios, escriba los cinco primeros términos de Іа sucesión geométrica, dados dos términos 
cualesquiera. 


16. ау = 64, ajọ = 512 17. aç = 25, ag = 6,25 


Еп los siguientes ejercicios, halle el término especificado рага la secuencia geométrica, dado el primer término y la razón 
común. 


18. El primer término es 2, y la 19. El primer término es 16 y la 
razón común es de 3. Halle razón común es de —Ł. 


Ние 3 
el 5.° término. Halle el 4. término. 
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En los siguientes ejercicios, halle el término especificado para la secuencia geométrica, dados los cuatro primeros 
términos. 


20. an = (-1,2,-4,8,...). 21. an=[-2 7h 7») 
Halle a12. Halle a7. 


En los siguientes ejercicios, escriba los cinco primeros términos de la sucesión geométrica. 
22. ај =-486, а, = -i аһ] 23. ај = 7, an = 0,2а, \ 
Еп los siguientes ejercicios, escriba una fórmula recursiva para cada secuencia geométrica. 


24. an =(-1,5,-25,125,...) 25. an=(-32,-16,-8,-4,...) 26. аһ = {14,56,224,896,...} 


27. an =(10,-3,0,9,-0,27,...) 28. an = {0,61,1,83,5,49,16,47,..} 29. an = {2, $. 2%, здр} 
pen 4 8 16 = 1 1 1 1 
30. аһ = {-2, $ >) 31. ln = 2 тр 6) 


Еп los siguientes ejercicios, escriba los cinco primeros términos de Іа sucesión geométrica. 


32. an =4:50 33. а, =12-(-4)" 


En los siguientes ejercicios, escriba una fórmula explícita para cada secuencia geométrica. 


34. an = [-2,-4,-8,-16,...) 35. аң = {1,3,9,27,...} 36. an = [-4,-12,-36, —108, ...} 
37. an = {0,8, —4, 20, 100, ...} 38. an = {—1,25,—5,—20,—80,..} 39. an = {-1,-4,-38,-0,..) 


до E КЛЫК AA E 1 


En los siguientes ejercicios, halle el término especificado para la secuencia geométrica dada. 


42. Supongamos que ај = 4, 43. Supongamos que 
= 5 n-1 
an = —3a,_¡. Halle ag. аһ = -(—{) ‚ Halle a12. 


En los siguientes ejercicios, halle el número de términos de la secuencia geométrica finita dada. 


44. an =(-1,3,-9,....2187) 45. an =(2,1,..... т} 
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Gráficos 


En los siguientes ejercicios, determine si el gráfico mostrado representa una secuencia geométrica. 


46. 


e (5, 5) 


n 
-0.5 0 05 1 15 2 25 3 3514 :4:5 5 55 
“2 -1) 


-3 e (1, —3) 


47. a 


6 (5, 5.5938) 
o 


35 (4, 3.0625) 
е 


(3, 1.375) 
е 


(2, 0.25) 
o 


n 
-050 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 45 5 55 
е 
(1, —0.5) 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la información proporcionada para graficar los primeros cinco términos de Іа 
secuencia geométrica. 


48. q =1, r= 49. aj =3, an = 2an] 50. an = 27 · 0,3"! 


l 
2 
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Extensiones 


51. Utilice fórmulas recursivas 52. Utilice fórmulas explícitas 53. Halle el 5.* término de la 
para dar dos ejemplos de para dar dos ejemplos de secuencia geométrica 
secuencias geométricas secuencias geométricas {b, 4b, 16b, ...). 
cuyos 3.° términos son cuyos 7.° términos son 
200. 1.024. 
54. Halle el 7.” término de la secuencia 55. ¿En qué término la 56. ¿En qué término la 
geométrica secuencia secuencia 
[64a(—b), 32a(—3b), 16a(—9b), ...). (10,12, 14,4, 17,28, ...) hu +) 
supera el 100? comienza a tener valores 
enteros? 
57. ¿Para cuál término la 58. Utilice la fórmula recursiva 59. Utilice la fórmula explícita 
secuencia geométrica para escribir una secuencia para escribir una secuencia 
а, = -36(2)" tiene el geométrica cuya razón geométrica cuya razón 
А común sea un número común sea un número 
primer valor no entero? Ñ 
entero. Muestre los cuatro decimal entre 0 y 1. 
primeros términos, y luego Muestre los 4 primeros 
halle el 10.° término. términos y luego halle el 
8.° término. 


60. ¿Es posible que una 
secuencia sea a la vez 
aritmética y geométrica? Si 
es así, dé un ejemplo. 


11.4 Series y sus notaciones 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 

> Usar notación de sumatoria. 
Utilizar la fórmula de la suma de los primeros n términos de una serie aritmética. 
Utilizar la fórmula de la suma de los primeros n términos de una serie geométrica. 
Utilizar la fórmula de la suma de una serie geométrica infinita. 
Resolver problemas de anualidades. 


Уу у у 


Un padre decide crear un fondo universitario рага su hija. Tiene previsto invertir 50 dólares en el fondo cada mes. El 
fondo paga el 6 % de interés anual calculado mensualmente. ¿Cuánto dinero tendrán ahorrado cuando su hija esté lista 
para empezar la universidad dentro de 6 años? En esta sección aprenderemos cómo responder esta pregunta. Para ello, 
hay que tener en cuenta la cantidad de dinero invertida y el monto de los intereses obtenidos. 


Usar la notación de sumatoria 


Para calcular la cantidad total de dinero en el fondo universitario y la suma de las cantidades depositadas, tenemos que 
sumar las cantidades depositadas cada mes y las cantidades ganadas mensualmente. La suma de los términos de una 
secuencia se llama una serie. Consideremos, por ejemplo, la serie siguiente. 


3+7+11+15 +19 +... 
La suma parcial a Іа n de una serie es la suma de ип número finito de términos consecutivos empezando por el primer 
término. La notación S,, representa la suma parcial. 

S1 =3 

S2 =3+7=10 

S3 =3+7+11=21 

54 =3+7+11+ 15 = 36 


1219 


1220 11° Secuencia, probabilidad y teoría del recuento 


La notación de sumatoria se usa para representar series. La notación de sumatoria se conoce, a menudo, como 
notación sigma porque utiliza la letra griega mayúscula sigma, Ł, para representar la suma. La notación de sumatoria 
incluye una fórmula explícita y especifica el primer y el último término de la serie. A la derecha de sigma se da una 
fórmula explícita para cada término de la serie. Debajo de sigma se escribe una variable llamada índice de sumatoria. El 
índice de sumatoria se establece igual al límite inferior de sumatoria, que es el número utilizado para generar el 
primer término de la serie. El número por encima de sigma, llamado límite superior de sumatoria, es el número 
utilizado para generar el último término de una serie. 


Límite superior de sumatoria ——= 5 _— Fórmula explícita para el 
2k «7 término k de la serie 
Indice de sumatoria ————= к 1 =———— Límite inferior de la sumatoria 


Si interpretamos la notación dada, vemos que nos pide calcular la suma de los términos de la serie az, = 2k рага k = 1 
hasta k = 5. Podemos empezar con la sustitución de los términos de k y enumerar los términos de esta serie. 


a =21)=2 
а) = 202) = 4 
аз = 2(3) = 6 
as = 204) = 8 
а5 = 2(5) = 10 


Podemos calcular Іа suma de Іа serie y agregar los términos: 


5 
Y 2k=2+4+6+8+10=30 
k=1 


Notación de sumatoria 


La suma de los primeros n términos de una serie se puede expresar en notación de sumatoria de la siguiente 
forma: 


п 
Ха 
k=1 


Esta notación nos dice que hay que calcular la suma de az, a partir de К = 1 con k = и. 


К se denomina índice de sumatoria, 1 es el límite inferior de sumatoria y п es el límite superior de sumatoria. 


3| PREGUNTAS Y ¿El límite inferior de sumatoria tiene que ser 1? 
RESPUESTAS 


No. El límite inferior de sumatoria puede ser cualquier número, pero con frecuencia se utiliza 
el 1. Veremos ejemplos con límites inferiores de sumatoria distintos de 1. 


(є cómo 


Dada la notación de sumatoria de una serie, evalúe el valor. 


Identifique el límite inferior de sumatoria. 

Identifique el límite superior de sumatoria. 

Sustituya cada valor de k del límite inferior al superior en la fórmula. 
Sume para obtener la suma. 


ре ШОУ БЭ 
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ДДД 934 


Usar la notación de sumatoria 
7 
, 2 
Evalúe К^. 
k=3 


© Solución 

Según la notación, el límite inferior de sumatoria es 3 y el límite superior es 7. Así que tenemos que calcular la suma de 
ka partir de k = 3 con k = 7. Hallamos los términos de la serie al sustituir k = 3,4,5,6, y 7 en la función 2. Sumamos 
los términos para calcular la suma. 


7 
Ую =32 +4 +52 +62 +72 
к=з 
=9+16+25+36 + 49 
= 135 


5 
[>] INTÉNTELO #1 Evalúe У (3k-1). 


k=2 


Usar la fórmula de la serie aritmética 


Al igual que hemos estudiado los tipos especiales de secuencias, veremos los tipos especiales de series. Recordemos que 
una secuencia aritmética es una secuencia en la que la diferencia entre dos términos consecutivos cualesquiera es la 
diferencia común, d. La suma de los términos de una secuencia aritmética se llama serie aritmética. Podemos escribir 
la suma de los primeros n términos de una serie aritmética como: 
Sn = ау + (а +4) + (а +24) +... + (an-d) + an. 
También podemos invertir el orden de los términos y escribir la suma como 
Sn = an + (an- d) + (an—2d) +... + (а + d) + a1. 
Si añadimos estas dos expresiones para la suma de los primeros n términos de una serie aritmética, podemos derivar 
una fórmula para la suma de los primeros n términos de cualquier serie aritmética. 
Sn = ау + (ау +4) + (ау +2d) +... + (а-а + an 
+ Sn = аһ + (а-а) + (an-2d) +... + (ау +d) + а] 
25һ = (ај + аһ) + (аң +an) +... + (а) +an) 


Debido а que hay n términos en la serie, podemos simplificar esta suma a 
2,5, = п(а + an). 
Dividimos entre 2 para hallar la fórmula de la suma de los primeros n términos de una serie aritmética. 


n(ay + ап) 


5. = == 


Fórmula de la suma de los primeros términos n de una serie aritmética. 


Una serie aritmética es la suma de los términos de una secuencia aritmética. La fórmula de la suma de los primeros 
ntérminos de una secuencia aritmética es 


п(а| + an) 


5. = == 
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CÓMO 


Dados los términos de una serie aritmética, calcule la suma de los primeros п términos. 


1. Identifique a; y an. 
2. Determine n. 
А + 
3. Sustituya los valores de а], an, y n en la fórmula S, = шаш. 
4. 


Simplifique para hallar Sn. 


E 


Hallar los primeros n términos de una serie aritmética 
Calcule la suma de cada serie aritmética. 


12 
© 5+8+11+14+17+20+ 23 + 26 + 29 + 32 20 + 15 + 10 +...+ —50 © У 3k-8 
К=1 


© Solución 


© 


Se nos da ај = 5 y an = 32. 
Cuente el número de términos de la secuencia para hallar n = 10. 


Sustituya los valores de а], an, y п en la fórmula y simplifique. 


б = mean) 
Sos 106132 = 185 


Se nos da ај = 20 y а, = —50. 
Utilice la fórmula del término general de una secuencia aritmética рага hallar и. 


аһ = а + (n-1)d 
—50 = 20 + (n- 1)(—5) 


—70 = (п—1)(—5) 
l4=n-1 
15=n 


Sustituya los valores de а, аһ, пеп la fórmula y simplifique. 


Ss dd 
Sis = 1500-30) = -225 


Acceso gratis en openstax.org 


11.4 • Series y sus notaciones 1223 


O 


Para hallar ај, sustituya k = 1 en la fórmula explícita dada. 
ak = 3k-— 8 
а =3(1)-8=-5 
Se nos da que n = 12. Para hallar ајә, sustituya k = 12 en la fórmula explícita dada. 
ак = 3k-— 8 
412 = 3(12) -8 = 28 


Sustituya los valores de а], аһ, y пеп la fórmula y simplifique. 


ъа 80 
Si = 1205+28) = 138 


Utilice la fórmula para calcular la suma de cada serie aritmética. 


INTÉNTELO #2 10,4 + 10,6 + 10,8 + 20,0 + 20,2 + 20,4 + 20,6 + 20,8 + 30,0 + 30,2 + 30,4 


м 


INTÉNTELO #3 13+ 21+ 29 + ...+ 69 


10 
INTÉNTELO #4 У 5—6К 
К=1 
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Resolver problemas de aplicación соп serie aritmética 
El domingo después de una cirugía menor, una mujer es capaz de caminar media milla. Cada domingo, camina un cuarto 
de milla más. Después de 8 semanas, ¿cuál será el número total de millas que habrá caminado? 


E 


© Solución 
Este problema se puede modelar mediante una serie aritmética соп ај = 4 yd= 1. Buscamos el número total de 


millas caminadas después de 8 semanas, por lo que sabemos que n = 8, y buscamos Sg. Para hallar ag, podemos 
utilizar la fórmula explícita de una secuencia aritmética. 


an = ај + d(n-1) 


1 1 9 
q=3+38-D=3 
Ahora podemos utilizar la fórmula de la serie aritmética. 
n(az +an) 
Sr = ——15 

1,9 

_ Коза у 
ES 2 = 


Habrá caminado un total de 11 millas. 


INTÉNTELO #5 Un hombre gana 100 dólares en la primera semana de junio. Cada semana gana 12,50 
dólares más que la semana anterior. Después de 12 semanas, ¿cuánto ha ganado? 


Usar la fórmula de la serie geométrica 


Así como la suma de los términos de una secuencia aritmética se llama serie aritmética, la suma de los términos de una 
secuencia geométrica se llama serie geométrica. Recordemos que una secuencia geométrica es una sucesión en la que 
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la razón de dos términos consecutivos cualesquiera es la razón común, r. Podemos escribir la suma de los primeros n 
términos de una serie geométrica como 


Sn = а + ғар + 2а +... + 1а]. 


Al igual que con las series aritméticas, podemos hacer algunas manipulaciones algebraicas para obtener una fórmula 
para la suma de los primeros n términos de una serie geométrica. Comenzaremos multiplicando ambos lados de la 
ecuación por r. 


rSh=ra+r2a+rPa+..+5"aj 


Luego, restamos esta ecuación de la ecuación original. 


Sp=a] +ra¡ +1201+.. 471 gy 


—rSn=-(ra] +12 47 +73 а] +..+г”ау) 


(1—г)5$п=ау—т"а| 


Observe que al restar, se anulan todos los términos de la ecuación superior menos el primero y el último de la ecuación 
inferior. Para obtener una fórmula рага S,,, divida ambos lados entre (1 — r). 


a(l- r”) 


Sy = 
" l-r 


гФ1 
Fórmula de la suma де los primeros términos п de una serie aritmética. 


Una serie geométrica es la suma de los términos de una secuencia geométrica. La fórmula de la suma de los 
primeros n términos de una secuencia geométrica se representa como 
aj(l = E) 


Sn = ———— ІФ] 
l-r 


(ә сомо 


Dada una serie geométrica, calcule la suma de los primeros ntérminos. 
1. Identifique aj, r, уп. 
aj (1%) 


2. Sustituya los valores de a], r, y nen la fórmula 5, = E 


3. Simplifique para hallar S,,. 


Hallar los primeros n términos de una serie geométrica 
Utilice la fórmula para calcular la suma parcial indicada de cada serie geométrica. 


6 
(А) Sı para la serie 8 + -4+2+ ... Y k-13 2 
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© Solución 


© 


ај = 8, у se nos da que n = 11. 


Podemos hallar r al dividir el segundo término de la serie entre el primero. 


-4 1 
r = — =—— 


8 2 


Sustituya los valores de а], r, y n en la fórmula y simplifique. 


S„ = aj (1—г”!) 


ш l—r 


Calcule ај sustituyendo k = 1 en la fórmula explícita dada. 
a=3:2! =6 
De la fórmula explícita dada podemos ver que r = 2. El límite superior de sumatoria es 6, por lo que n = 6. 


Sustituya los valores de а|, ғ, y nen la fórmula y simplifique. 


d-r”) 
Sn = a = 
61—26) 
56 = 2 =378 


Utilice la fórmula para calcular Іа suma parcial indicada de cada serie geométrica. 


|>| INTÉNTELO #6 550 para la serie 1.000 + 500 + 250 + ... 
8 
[>] INTÉNTELO 47 Уз“ 


k=1 


BR 


Resolver un problema de aplicación con una serie geométrica 
En un nuevo trabajo, el salario inicial de un empleado es de 26.750 dólares. Recibe un aumento anual del 1,6 %. Calcule 
sus ganancias totales al cabo de 5 años. 


© Solución 
El problema se puede representar mediante una serie geométrica con ај = 26.750; n = 5; y r = 1.016. Sustituya los 
valores de а], ғ, y n en la fórmula y simplifique para calcular la cantidad total ganada al cabo de 5 años. 


1-72 
жышын 

e 5 
S; = ел ) = 138.099,03 


Al cabo de 5 años habrá ganado un total de 138.099,03 dólares. 


м 


INTÉNTELO #8 En un nuevo trabajo, el salario inicial de una empleada es de 32.100 dólares. Recibe un 
aumento anual del 2 %. ¿Cuánto habrá ganado al cabo de 8 años? 
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Usar la fórmula de la suma de una serie geométrica infinita 


Hasta ahora, solo hemos examinado las series finitas. Sin embargo, a veces, nos interesa la suma de los términos de una 
secuencia infinita en vez de la suma de solo los primeros n. Una serie infinita es la suma de los términos de una 
secuencia infinita. Un ejemplo de series infinitas es 24+4+6+8+... 


00 


Esta serie también se puede escribir en notación de sumatoria como у 2k, donde el límite superior de sumatoria es 
k=1 

infinito. Como los términos no tienden a cero, la suma de la serie aumenta sin límite a medida que añadimos más 

términos. Por lo tanto, la suma de esta serie infinita no está definida. Cuando la suma no es un número real, decimos 

que la serie diverge. 


Determinar si la suma de una serie geométrica infinita está definida 
Si los términos de una secuencia geométrica infinita se acercan a 0, se puede definir la suma de una serie geométrica 
infinita. Los términos de esta serie se acercan a 0. 


1 + 0,2 + 0,04 + 0,008 + 0,0016 +... 


La razón común r = 0,2. A medida que n se hace muy grande, los valores de r” se hacen muy pequeños y se acercan a 
0. Cada término sucesivo afecta la suma menos que el término anterior. A medida que cada término sucesivo se acerca a 
0, la suma de los términos se acerca a un valor finito. Los términos de cualquier serie geométrica infinita con —1 <r < 1 
se acercan a 0; la suma de una serie geométrica se define cuando —1 <r < 1. 


Determinar si la suma de una serie geométrica infinita está definida 


La suma de una serie infinita está definida si la serie es geométrica y —1 < r < 1. 


(М cómo 


Dados los primeros términos de una serie infinita, determine si la suma de la serie existe. 


1. Calcule la razón entre el segundo término y el primero. 

2. Calcule la razón entre el tercer término y el segundo. 

3. Continúe este proceso para asegurarse de que la razón entre un término y el anterior es constante en todo 
momento. Si es así, la serie es geométrica. 

4. Si una razón común, r, se calculó en el paso 3, compruebe si —1 < r < 1. Si es así, la suma está definida. Si no es 
así, la suma no está definida. 


шы Э 95 


Determinar si la suma de una serie infinita está definida 
Determine si la suma de cada serie infinita está definida. 


© k 
® 12+8+4+... ¡Hits O Jer O @ 2,5% 
k=1 


© Solución 

(А) La razón entre el segundo término y el primero es 2. que no es lo mismo que Іа razón entre el tercer término y el 
segundo, 3. La serie no es geométrica. 

La razón entre el segundo término y el primero es la misma que la razón entre el tercer término y el segundo. La 
serie es geométrica con una razón común de 2. La suma de la serie infinita está definida. 

(O) La fórmula dada es exponencial con una base de 1; la serie es geométrica con una razón común de 1. La suma 
de la serie infinita está definida. 
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(Б) La fórmula dada no es exponencial; la serie no es geométrica porque los términos son crecientes, por lo que no 
puede producir una suma finita. 


Determine si la suma de la serie infinita está definida. 


[y 


INTÉNTELO #9 {#+1+4+?7+.. 


E 


INTÉNTELO #10 24 + (—12) + 6 + (—3) +... 


00 
[>] INTÉNTELO #1 2a 15 - (0,3) 


Calcular sumas de series infinitas 
Cuando existe la suma de una serie geométrica infinita, podemos calcular la suma. La fórmula de la suma de una serie 
infinita está relacionada con la fórmula de la suma de los primeros n términos de una serie geométrica. 


a(l- r”) 


Sn = 
ý l-r 


Examinaremos una serie infinita con r = 2. ¿Qué pasa con r” а medida que и aumenta? 


(4) 


ый со|— Aj 
g- e al 


1410 1 

(5) = 1,024 

1420 1 

бб) = 1,048,576 
G an 

2) = 107,741,824 


A medida дие n se hace muy grande, r” se hace muy pequeño. Decimos que, a medida que п aumenta sin límites, r” se 
acerca a 0. A medida que r” se acerca a 0, 1 — r” se acerca a 1. Cuando esto ocurre, el numerador se acerca a ај. Esto 
nos da una fórmula para la suma de una serie geométrica infinita. 


Fórmula de la suma de una serie geométrica infinita 


La fórmula de la suma de una serie geométrica infinita con —1 < r < 1 es 


a] 


S= 


l-r 


(є сомо 


Dada una serie geométrica infinita, calcule su suma. 


Identifique a; y r. 
Confirme que-1 <r < 1. 
Sustituya los valores de ај y r en la fórmula, S = т. 


D уе ыс 


Simplifique para hallar S. 
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НОИ 


Calcular la suma de una serie geométrica infinita 
Calcule la suma, si existe, para lo siguiente: 


e 1 1 
(онов, 248,6 + 99,44 + 39,776+ .. (O $4374- C) 


00 
1.4K 
O Dia 96) 
© Solución 
(А) No hay una razón constante; la serie no es geométrica. 
99,44 


Hay una razón constante; la serie es geométrica. ај = 248,6 y r = 5486 = 0,4, por lo que la suma existe. Sustituya 


ај = 248,6 y r = 0,4 en la fórmula y simplifique para calcular la suma: 


O 


La fórmula es exponencial, por lo que la serie es geométrica con =— 1. Halle ај sustituyendo k = 1 en la fórmula 
explícita dada: 


1 1-1 
а =4374-(-3) = 4374 


Sustituya ај = 4,374 y r = -4 en la fórmula y simplifique para calcular la suma: 
= а 
Tor 
= 434 — 3,280,5 
3) 


(Б) La fórmula es exponencial, por lo que la serie es geométrica, pero r > 1. La suma no existe. 


шы aaa 


Hallar una fracción equivalente para un decimal repetido 
Halle una fracción equivalente para el decimal repetido 0,3 


© Solución 
Nos fijamos en la repetición del decimal 0,3 = 0,333... por lo que podemos reescribir el decimal repetido como una 
suma de términos. 


0,3 = 0,3 + 0,03 + 0,003 +... 


Para identificar un patrón, reescribimos la suma y observamos que vemos el primer término multiplicado por 0,1 en el 
segundo término, y el segundo término multiplicado por 0,1 en el tercer término. 


0,3=0,3+(0,1) (0,3) +(0,1) (0,1)(0,3) 


— 


Primer término Segundo término 


Observe el patrón; multiplicamos cada término consecutivo por una razón común de 0,1 empezando por el primer 
término de 0,3. Así que, al sustituir en nuestra fórmula para una suma geométrica infinita, tenemos 
а 0,3 0,3 1 


Sn = = = ==; 
"i-r 1-01 09 3 


Calcule la suma, si existe. 
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[>] INTÉNTELO #2 2+ 


uj 
+ 

мім 
+ 


[>] INTÉNTELO #13 У 0,76k + 1 


м 


k 
a 3 
INTÉNTELO #14 y (-5) 


Solución para problemas de anualidades 


Al principio de la sección, vimos un problema en el que un padre invertía una cantidad fija de dinero cada mes en un 
fondo para la universidad durante seis años. Una anualidad es una inversión en la que el comprador realiza una 
secuencia de pagos periódicos e iguales. Para calcular el importe de una anualidad, tenemos que hallar la suma de 
todos los pagos y los intereses devengados. En el ejemplo, el padre invierte 50 dólares cada mes. Ese es el valor del 
depósito inicial. La cuenta pagaba el 6 % de interés anual calculado mensualmente. Para calcular el tipo de interés por 
periodo de pago, tenemos que dividir la tasa anual equivalente (TAE) del 6 % entre 12. Por lo tanto, la tasa de interés 
mensual es del 0,5 %. Podemos multiplicar la cantidad en la cuenta cada mes por el 100,5 % para calcular el valor de la 
cuenta una vez añadidos los intereses. 


Podemos calcular el valor de la anualidad justo después del último depósito utilizando una serie geométrica con ај = 50 
уг = 100,5% = 1,005. Después del primer depósito, el valor de la anualidad será de 50 dólares. Veamos si podemos 
determinar la cantidad del fondo universitario y los intereses obtenidos. 


Podemos calcular el valor de la anualidad después de n depósitos mediante la fórmula de la suma de los primeros n 
términos de una serie geométrica. En 6 años hay 72 meses, así que n = 72. Podemos sustituir 
aj = 50, r = 1,005, y п = 72 en la fórmula y simplificar para calcular el valor de la anualidad después de 6 años. 


_ 50(1 — 1,0057?) 


Sn x 4.320,44 
1g 1— 1,005 ; 


Después del último depósito, el padre tendrá un total de 4.320,44 dólares en Іа cuenta. Nótese que el padre hizo 72 
pagos de 50 dólares cada uno por un total de 72(50) = $3.600. Esto significa que, gracias a la anualidad, el padre ganó 
720,44 dólares de intereses en su fondo universitario. 


(є cómo 


Dado un depósito inicial y una tasa de interés, calcule el valor de una anualidad. 


1. Determine aj, el valor del depósito inicial. 

2. Determine n, el número de depósitos. 

3. Determine r. 
a. Divida la tasa de interés anual entre el número de veces al año que se componen los intereses. 
b. Sume 1 a esta cantidad para hallar r. 


4. Sustituya los valores de a], r, y nen la fórmula de la suma de los primeros n términos de una serie 
aj (17) 

ОЛ" 

5. Simplifique para hallar S,,, el valor de la anualidad después de n depósitos. 


са 993 


Resolver un problema de anualidades 
Al principio de cada mes se depositan 100 dólares en un fondo universitario durante 10 años. El fondo gana el 9 % de 
interés anual calculado mensualmente y se paga a final de mes. ¿Cuánto hay en la cuenta justo después del último 


geométrica, Sy = 
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depósito? 


© Solución 

El valor del depósito inicial es de 100 dólares, por lo que ај = 100. En total se realizan 120 depósitos mensuales durante 
los 10 años, por lo que n = 120. Para hallar r, divida la tasa de interés anual entre 12 para calcular la tasa de interés 
mensual y añada 1 para representar el nuevo depósito mensual. 


0,09 


r=1+ = 1,0075 
Sustituya а = 100, r = 1,0075, y n = 120 en la fórmula de la suma de los primeros n términos de una serie 
geométrica y simplifique para calcular el valor de la anualidad. 

100(1 — 1,0075120) 


5120 1 — 1,0075 асо 


Por Іо que la cuenta tiene 19.351,43 dólares después de hacer el último depósito. 


>| INTÉNTELO #15 Al principio de cada mes, se depositan 200 dólares en un fondo de jubilación. El fondo gana 
un interés anual del 6 % calculado mensualmente y se ingresa en la cuenta a final de mes. 
¿Cuánto hay en la cuenta si se hacen depósitos durante 10 años? 
[>] MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con las series. 


Serie aritmética (http://openstax.org/l/arithmeticser) 
Serie geométrica (http://openstax.org/l/geometricser) 
Notación de sumatoria (http://openstax.org/l/sumnotation) 


11.4 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. ¿Qué es una suma parcial a 2. ¿Cuál es la diferencia entre 3. ¿Qué es una serie 
la nenésimo? una secuencia aritmética y geométrica? 
una serie aritmética? 
4. ¿En qué se diferencia 5. ¿Qué es una anualidad? 


calcular la suma de una 
serie geométrica infinita de 
calcular la suma parcial a la 
nenésimo? 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, exprese cada descripción de una suma mediante notación de sumatoria. 


6. La suma de términos 7. lasumaden=0an=4de 8. Lasuma de 6k — 5 a partir 
т? + 3m a partir de m = 1 5п dek=-2conk=1 
conm= 5 


9. La suma que resulta de 
sumar el número 4 cinco 
veces 
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En los siguientes ejercicios, exprese cada suma aritmética mediante notación de sumatoria. 


10. 5+ 104 15 + 20 + 25 + 30 + 35 + 40 + 45 + 50 11. 10+ 18+ 26+... + 162 


12. 1+1+3+2+...+4 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la fórmula de la suma de los primeros п términos de cada secuencia aritmética. 


13. 3+2+2+3+7 14. 19+ 25 +31 +... + 73 15. 3,2+3,4+3,6 +... + 5,6 


Еп los siguientes ejercicios, exprese cada suma geométrica mediante notación de sumatoria. 


16. 1+3+9+27 +81 + 243 + 729 + 2187 17. 8+4+2 +... + 0,125 


18. -1 +L -A +... +. 


En los siguientes ejercicios, utilice la fórmula de la suma de los primeros n términos de cada secuencia geométrica y 
luego enuncie la suma indicada. 


9 11 
1 1 -1 -1 
19. 9+3+1+2+ 4 20. х 21. 207 
n= a= 


En los siguientes ejercicios, determine si la serie infinita tiene una suma. Si es así, escriba la fórmula de la suma. Si no es 
así, indique el motivo. 


22. 124+18+24+30+... 23. 2+ 1,6 + 1,28 + 1,024 +... 24. y 4—1 
т=1 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, utilice el siguiente escenario. Javier hace depósitos mensuales en una cuenta de ahorros. 
Abrió la cuenta con un depósito inicial de 50 dólares. A partir de entonces, cada mes aumentó en 20 dólares la cantidad 
del depósito anterior. 


26. Grafique la secuencia 27. Grafique la serie aritmética 
aritmética que muestra un que muestra las sumas 
año de depósitos de Javier. mensuales de un año de 


los depósitos de Javier. 
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k 


00 


1 
En los siguientes ejercicios, utilice la serie geométrica Ў, (5) 


k=1 
28. Grafique las 7 primeras 29. ¿A qué número S,, parece 
sumas parciales de la serie. acercarse en el gráfico? 


Calcule la suma para 
explicar por qué esto tiene 
sentido. 


Numéricos 


En los siguientes ejercicios, calcule la suma indicada. 


6 


14 17 
30. Уа 31. Y по-2) 32. у 
й=1 К=1 


n=1 
T 
33. y 2% 
k=1 


En los siguientes ejercicios, utilice la fórmula de la suma de los primeros n términos de una serie aritmética para calcular 
la suma. 


34. —1,7 + —0,4 + 0,9 + 2,2 + 3,5 + 4,8 35. 6+ 12 +9+ 21 +12+ 27 +15 


11 k 1 
36. -14+3+7+...+31 37. >= 
+3+7+..+ E 5) 


En los siguientes ejercicios, utilice la fórmula de la suma de los primeros n términos de una serie geométrica para 
calcular la suma parcial. 


9 
38. S¿ para la serie 39. .57 para la serie 40. > 2⁄7! 
—2 — 10 – 50 – 250 0,4 — 2 + 10—50... k=1 


45. 4,6: 0,5"! 


п=1 
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En los siguientes ejercicios, determine el valor de la anualidad para la cantidad indicada del depósito mensual, el número 


de depósitos y la tasa de interés. 


46. Cantidad del depósito: $50; 
depósitos totales: 60; tasa 
de interés: 5%, calculado 
mensualmente 


49. Cantidad del depósito: 
$100; depósitos totales: 
120; tasa de interés: 10%, 


calculado semestralmente 


Extensiones 


50. La suma de términos 51. 


50 — k? a partir de k = x 
hasta 7 es 115. ¿Qué es x? 


53. ¿Cuántos términos hay que 
añadir para que la serie 
—-1-3-5-—7.... tenga 


una suma inferior a —75? 


56. Para conseguir los mejores 
tipos de préstamo 
disponibles, la familia 
Coleman quiere ahorrar 
suficiente dinero para dar 
un 20 % de inicial para una 
casa de 160.000 dólares. 
Planean hacer depósitos 
mensuales de 125 dólares 
en una cuenta de inversión 
que ofrece un 8,5 % de 
interés anual calculado 
semestralmente. ¿Tendrán 
los Coleman lo suficiente 
para un 20 % de pago 
inicial después de cinco 
años de ahorro? ¿Cuánto 
dinero habrán ahorrado? 


47. 


54. 


57. 


Cantidad del depósito: 
$150; depósitos totales: 
24; tasa de interés: 3%, 
calculado mensualmente 


Escriba una fórmula 
explícita para az de forma 


6 
que y ак = 189. 
k=0 
Supongamos que se trata 
de una serie aritmética. 


Escriba 0,65 como una 
serie geométrica infinita 
utilizando la notación de 
sumatoria. Luego, utilice la 
fórmula para calcular la 
suma de una serie 
geométrica infinita para 
convertir 0,65 a una 
fracción. 


Karl tiene dos años para 
ahorrar $10. 000 para 
comprar un auto usado 
cuando se gradúe. Al dólar 
más cercano, ¿de cuánto 
tendrían que ser sus 
depósitos mensuales si 
invierte en una cuenta que 
ofrece una tasa de interés 
anual del 4,2 % que se 
calcula mensualmente? 


48. 


55. 


Cantidad del depósito: 
$450; depósitos totales: 
60; tasa de interés: 4,5%, 
calculado trimestralmente 


. Calcule el menor valor de n 


de forma que 
n 


Y Gk- 5) > 100. 


k=1 


La suma de una serie 
geométrica infinita es cinco 
veces el valor del primer 
término. ¿Cuál es la razón 
común de la serie? 
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Aplicaciones en el mundo real 


58. Keisha ideó un plan de 


61. 


estudio de una semana 
para prepararse para los 
finales. El primer día, tiene 
previsto estudiar durante 1 
hora, y cada día sucesivo 
aumentará su tiempo de 
estudio en 30 minutos. 
¿Cuántas horas habrá 
estudiado Keisha después 
de una semana? 


Un péndulo recorre una 
distancia de 3 pies en su 
primera oscilación. En cada 
oscilación sucesiva recorre 


59. 


62. 


Una roca rodó por una 
montaña y se movió 6 pies 
en el primer segundo. 
Cada segundo sucesivo su 
distancia aumentaba en 8 
pies. ¿Qué distancia 
recorrió la roca después de 
10 segundos? 


Rachael deposita cada año 
1.500 dólares en un fondo 
de pensiones. El fondo 
gana el 8,2 % de interés 


Un científico coloca 50 
células en una placa de 
Petri. Cada hora la 
población aumenta un 
1,5 %. ¿Cuál será el 
recuento de células 
después de 1 día? 


anual calculado 
mensualmente. Si abrió su 
cuenta a los 19 años, 
¿cuánto tendrá a los 55? 
¿Qué parte de esa cantidad 
serán los intereses 
ganados? 


3 de la distancia de la 


oscilación anterior. ¿Cuál es 
la distancia total recorrida 
por el péndulo cuando deja 
de oscilar? 


11.5 Principios de conteo 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Resolver problemas de recuento mediante el principio de adición. 
Resolver problemas de conteo mediante el principio de multiplicación. 
Resolver problemas de conteo mediante permutaciones con n objetos distintos. 
Resolver problemas de conteo mediante combinaciones. 
Calcular el número de subconjuntos de un conjunto dado. 
Resolver problemas de conteo mediante permutaciones que incluyan n objetos no distintos. 


Уу у у у 


Una nueva compañía vende fundas personalizables para tabletas y teléfonos inteligentes. Cada funda está disponible еп 
varios colores y se puede personalizar por un precio adicional con imágenes o un monograma. El cliente puede elegir no 
personalizar o puede elegir una, dos o tres imágenes o un monograma. El cliente puede elegir el orden de las imágenes 
y las letras del monograma. La compañía está trabajando con una agencia para desarrollar una campaña de marketing 
centrada en el gran número de opciones que ofrecen. ¡Contar las posibilidades es un reto! 


Todos los días nos encontramos con una gran variedad de problemas de conteo. Existe una rama de las matemáticas 
dedicada al estudio de problemas de conteo como este. Otras aplicaciones del conteo son las contraseñas seguras, los 
resultados de las carreras de caballos y la elección de los horarios de las universidades. En esta sección examinaremos 
este tipo de matemáticas. 


Utilizar el principio de adición 


La compañía que vende fundas personalizables ofrece fundas para tabletas y teléfonos inteligentes. Hay 3 modelos de 
tabletas y 5 de teléfonos inteligentes compatibles. El principio de adición nos dice que podemos sumar el número de 
opciones de la tableta al número de opciones del teléfono inteligente para hallar el número total de opciones. Por el 
principio de adición, hay 8 opciones en total, como podemos ver en la Figura 1. 
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~E 
à 
Е: 
à 
D . 


Figura 1 


El principio de adición 


Según el principio de adición, si un evento puede ocurrir de m maneras y un segundo evento sin resultados 
comunes puede ocurrir en n maneras, entonces el primer o el segundo evento puede ocurrir de m + n maneras. 


[e 


Utilizar el principio de adición 

En el menú de la cena hay 2 opciones de plato principal vegetariano y 5 de carne. ¿Cuál es el número total de opciones 
de plato principal? 

© Solución 


Podemos sumar el número de opciones vegetarianas al número de opciones de carne para hallar el número total de 
opciones de platos principales. 


Vegetariano + Vegetariano + Came + Carme + Came + Came + Carne 


| | | po] | | 


Opción 1 + Opción 2 + Opción 3 + Opción 4 + Opción 5 + Opción 6 + Opción 7 
Hay 7 opciones en total. 


INTÉNTELO #1 Un estudiante está comprando una computadora nueva. Está decidiendo entre 3 
computadoras de escritorio y 4 portátiles. ¿Cuál es el número total de opciones de 
computadora? 


Utilización del principio de multiplicación 


El principio de multiplicación se aplica cuando hacemos más de una selección. Supongamos que elegimos una 
entrada, un plato principal y un postre. Si hay 2 opciones de entradas, 3 opciones de plato principal y 2 opciones de 
postre en un menú de cena de precio fijo, hay un total de 12 opciones posibles de cada una, como se muestra en el 
diagrama de árbol en la Figura 2. 
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(Platos 
principales) 


Figura 2 
Las opciones posibles son: 


sopa, pollo, pastel 
sopa, pollo, pudín 
sopa, pescado, pastel 
sopa, pescado, pudín 
sopa, filete, pastel 
sopa, filete, pudín 
ensalada, pollo, pastel 
ensalada, pollo, pudín 

9. ensalada, pescado, pastel 
10. ensalada, pescado, pudín 
11. ensalada, filete, pastel 
12. ensalada, filete, pudín 


бә ч. бт BI NS 


También podemos hallar el número total de cenas posibles mediante la multiplicación. 


También podríamos llegar a la conclusión de que hay 12 posibles opciones de cena simplemente aplicando el principio 
de multiplicación. 


N.° de de opciones de entradas x N.° de de opciones de platos principales x N.° de de opciones de postres 


2 х 3 х 2 12 


1 


El principio de multiplicación 


Según el principio de multiplicación, si un evento puede ocurrir de m maneras y un segundo evento puede ocurrir 
en n maneras después de que el primer evento haya ocurrido, entonces los dos eventos pueden ocurrir en m X n 
maneras. Esto también se conoce como el principio fundamental de conteo. 


A aaa 


Utilización del principio de multiplicación 

Diane empacó 2 faldas, 4 blusas y un suéter para su viaje de negocios. Tendrá que elegir una falda y una blusa para cada 
conjunto y decidir si se pone el suéter. Utilice el principio de multiplicación para hallar el número total de conjuntos 
posibles. 


© Solución 
Para hallar el número total de conjuntos, calcule el producto del número de opciones de falda, el número de opciones de 
blusa y el número de opciones de suéter. 


# де opciones х #de opciones x # de opciones 
de falda de blusas de suéter 


2 x 4 Xx 2 = 16 


Hay 16 conjuntos posibles. 
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[>] INTÉNTELO #2 Un restaurante ofrece un desayuno especial que incluye un sándwich de desayuno, una 
guarnición y una bebida. Hay 3 tipos de sándwiches de desayuno, 4 opciones de 
guarniciones y 5 opciones de bebidas. Calcule el número total de desayunos especiales 
posibles. 


Calcular el número de permutaciones de n objetos distintos 


El principio de multiplicación se puede usar para resolver diversos tipos de problemas. Un tipo de problema consiste en 
colocar objetos en orden. Ordenamos las letras en palabras y los dígitos en números, nos alineamos para las fotografías, 
decoramos las habitaciones y mucho más. Ordenar los objetos se llama una permutación. 


Hallar el número de permutaciones de n objetos distintos mediante el principio de multiplicación 
Para resolver problemas de permutación, suele ser útil dibujar segmentos de línea para cada opción. Eso nos permite 
determinar el número de cada opción para poder multiplicar. Por ejemplo, supongamos que tenemos cuatro cuadros y 
queremos hallar el número de maneras en que podemos colgar tres de los cuadros en orden en la pared. Podemos 
dibujar tres líneas para representar los tres lugares de la pared. 


х х 


Hay cuatro opciones рага el primer lugar, así que escribimos un 4 en Іа primera línea. 


4 х х 


Una vez ocupado el primer lugar, hay tres opciones para el segundo lugar, así que escribimos un 3 en la segunda línea. 


4 x 3 х 


Una vez ocupado el segundo lugar, hay dos opciones para el tercer lugar, así que escribimos un 2 en la tercera línea. Por 
último, calculamos el producto. 


4 x 3 х 2 = 24 


Hay 24 permutaciones posibles de los cuadros. 


CÓMO 


Dadas. п opciones distintas, determine cuántas permutaciones hay. 


Determine cuántas opciones hay para la primera situación. 
Determine cuántas opciones quedan para la segunda situación. 
Continúe hasta que todos los espacios estén llenos. 

Multiplique los números juntos. 


ыз aaa 


Hallar el número de permutaciones mediante el principio de multiplicación 
En una competencia de natación, nueve nadadores participan en una carrera. 


AI 


(A) ¿De cuántas maneras se pueden ubicar de primero, segundo y tercero? 
¿De cuántas maneras se pueden ubicar de primero, segundo y tercero si un nadador llamado Ariel gana el 


primer puesto? (Supongamos que solo hay un participante llamado Ariel). 
© ¿De cuántas maneras se pueden alinear los nueve nadadores para una foto? 
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© Solución 
(А Dibuje líneas para cada lugar. 


opciones para el 1, puesto X opciones para el 2.” puesto X opciones para el 3.* puesto 


Hay 9 opciones para el primer lugar. Una vez que alguien ha ganado el primer lugar, hay 8 opciones restantes para el 
segundo lugar. Una vez ganados el primer y el segundo puesto, quedan 7 opciones para el tercer lugar. 


9 x 8 x 4 = 504 


Multiplique para hallar que hay 504 maneras en que los nadadores se pueden ubicar. 
Dibuje líneas para describir cada lugar. 
opciones para el 1.“ puesto X opciones para el 2.° puesto X opciones para el 3.“ puesto 


Sabemos que Ariel debe ganar el primer lugar, así que solo hay 1 opción para el primer lugar. Quedan 8 opciones para 
el segundo puesto y 7 para el tercero. 


1 x 8 х Т = 56 


Multiplique para hallar que hay 56 maneras еп дие los nadadores se pueden ubicar si Ariel gana el primer lugar. 


O 


Dibuje líneas para describir cada lugar de la foto. 


X х х х х х х х 


Hay 9 opciones рага el primer lugar, luego 8 para el segundo, 7 para el tercero, 6 para el cuarto, y así sucesivamente 
hasta que solo quede 1 persona para el último puesto. 


9 х_8 х7 x 6 x_ 5 x 4 x_ 3 х 2 X_I =362.880 


Hay 362.880 permutaciones posibles para que los nadadores se alineen. 


©) Análisis 
Observe que en la parte c, hallaremos que hay 9! maneras de que 9 personas se alineen. El número de permutaciones de 
n objetos distintos siempre puede ser calculado por n!. 


Una familia de cinco personas se está retratando. Utilice el principio de multiplicación para hallar lo siguiente. 


E 


INTÉNTELO #3 ¿De cuántas maneras puede alinearse la familia para el retrato? 


м 


INTÉNTELO #4 ¿De cuántas maneras el fotógrafo puede alinear a 3 miembros де la familia? 


[м 


INTÉNTELO #5 ¿De cuántas maneras se puede alinear la familia para el retrato si los padres deben situarse 
en cada extremo? 


Hallar el número de permutaciones de n objetos distintos mediante una fórmula 

Para algunos problemas de permutación es inconveniente utilizar el principio de multiplicación porque hay muchos 
números que multiplicar. Afortunadamente, podemos resolver estos problemas mediante una fórmula. Antes de 
aprender la fórmula, veamos dos notaciones comunes para las permutaciones. Si tenemos un conjunto де n objetos y 
queremos elegir r objetos del conjunto en orden, escribimos P(n, r). Otra forma de escribir esto es nP,, una notación 
comúnmente vista en computadoras y calculadoras. Para calcular P(n, r), comenzamos por hallar n!, el número de 
maneras de alinear todos los n objetos. A continuación, dividimos entre (n— r)! para anular los elementos (и– ғ) que no 
deseamos alinear. 


Veamos cómo funciona con un ejemplo sencillo. Imagine un club de seis personas. Tienen que elegir un presidente, un 
vicepresidente y un tesorero. Seis personas pueden ser elegidas presidente, cualquiera de las cinco restantes puede ser 
elegida vicepresidente y cualquiera de las cuatro restantes podría ser elegida tesorero. El número de maneras en que 
esto se puede hacer es 6 x 5 x 4 = 120. Utilizando los factoriales, obtenemos el mismo resultado. 


6! 6-5-4-3! 


= зр =6:5:4= 120 
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Hay 120 maneras de seleccionar 3 ejecutivos en orden de un club con 6 miembros. Nos referimos a esto como una 
permutación de 6 tomada de 3 en 3. La fórmula general es la siguiente. 


n! 
Р(п,гу= —— 
(п—т)! 
Observe que la fórmula sigue funcionando si elegimos todos los п objetos y los colocamos en orden. Еп ese caso 
estaríamos dividiendo entre (n — n)! o 0!, que dijimos antes es igual a 1. Por lo tanto, el número de permutaciones de n 
š 1 š 
objetos tomados п a la vez es T o simplemente п!. 


Fórmula para permutaciones de n objetos distintos 


Dados n objetos distintos, el número de maneras de seleccionar r objetos del conjunto en orden es 


! 
Р(п,г) = СО 


(є cómo 


Dado un problema de palabras, evalúe las posibles permutaciones. 


Identifique n a partir de la información dada. 
Identifique r a partir de la información dada. 
Sustituya n y r en la fórmula con los valores dados. 
Evalúe. 


BB 


Calcular el número de permutaciones mediante la fórmula 
Una profesora está creando un examen de 9 preguntas a partir de un banco de pruebas de 12 preguntas. ¿De cuántas 
maneras puede seleccionar y ordenar las preguntas? 


ре > 


© Solución 
Sustituya п = 12 y = 9 en la fórmula de permutación y simplifique. 


P(n, ғ) = 1 


(n—r)! 


Р(12,9) = 2 = 2 


¡Hay 79.833.600 permutaciones posibles de preguntas de examen! 
©) Análisis 
También podemos utilizar una calculadora para hallar permutaciones. Para este problema, introducimos 12, pulsamos la 


función y P,, introducimos 9 y luego pulsamos el signo de igual. La función „Р, se encuentra en el menú MATH con los 
comandos de probabilidad. 


3| PREGUNTAS Y RESPUESTAS ¿Podríamos resolver el Ejemplo 4 utilizando el principio de multiplicación? 


Sí. Podríamos multiplicar 12 - 11 -10-9-8-7-6-5- 4 para hallar la misma 
respuesta. 


Una obra de teatro tiene un elenco de 7 actores que se preparan para subir el telón. Use la fórmula de permutación para 
calcular lo siguiente. 


[>] INTÉNTELO #6 ¿De cuántas maneras se pueden alinear los 7 actores? 
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[>] INTÉNTELO #7 ¿De cuántas maneras se puede elegir la alineación de 5 de los 7 actores? 


Calcular el número de combinaciones mediante la fórmula 


Hasta ahora, hemos visto problemas que nos piden que pongamos los objetos en orden. Hay muchos problemas en los 
que queremos seleccionar algunos objetos de un grupo de objetos, pero no nos importa el orden. Cuando estamos 
seleccionando objetos y el orden no importa, estamos tratando con combinaciones. Una selección de r objetos de un 
conjunto de п objetos en los que no importa el orden se puede escribir como C(n, r). Al igual que con las permutaciones, 
С(п, ғ) también puede escribirse como „С,. En este caso, la fórmula general es la siguiente. 

С(и, р) = НЕ ШЕ 

г!(п— т)! 

En un problema anterior se trataba de elegir 3 de 4 cuadros posibles para colgar en una pared. Hallamos que había 24 
maneras de seleccionar 3 de los 4 cuadros en orden. Pero, ¿y si no nos importa el orden? Esperaríamos un número 
menor porque seleccionar los cuadros 1, 2, 3 sería lo mismo que seleccionar los cuadros 2, 3, 1. Para hallar el número de 
maneras de seleccionar 3 de los 4 cuadros, sin tener en cuenta el orden, divida el número de permutaciones entre el 
número de maneras de ordenar З cuadros. Hay 3! = 3 · 2 · 1 = 6 maneras de ordenar 3 cuadros. Нау 2, о 4 maneras de 
seleccionar 3 de los 4 cuadros. Este número tiene sentido porque cada vez que seleccionamos 3 cuadros, no estamos 
seleccionando 1 cuadro. Hay 4 cuadros que podríamos elegir no seleccionar, por lo que hay 4 maneras de seleccionar 3 
de los 4 cuadros. 


Fórmula para combinaciones de n objetos distintos 


Dados п objetos distintos, el número de maneras de seleccionar r objetos del conjunto es 


п! 
Cín, r) = AE 


(М cómo 


ё 
Dado un número de opciones, determine el número posible de combinaciones. 
Identifique n a partir de la información dada. 
Identifique r a partir de la información dada. 


Sustituya n y r en la fórmula con los valores dados. 
Evalúe. 


EE 


Calcular el número de combinaciones utilizando la fórmula 
Un restaurante de comida rápida ofrece cinco opciones de guarniciones. Su comida viene con dos guarniciones. 


Ба 020) е 


(А ¿De cuántas maneras puede seleccionar sus guarniciones? 
¿De cuántas maneras puede seleccionar 3 guarniciones? 
© Solución 

(A) Queremos elegir 2 guarniciones de entre 5 opciones. 


5! 
C(5,2)= === =10 
6.2 245 — 2)! 
Queremos elegir 3 guarniciones de entre 5 opciones. 
5! 
С(5,3) = === =10 
5,3) 3105 — 3)! 


©) Análisis 
También podemos utilizar una calculadora gráfica para hallar combinaciones. Introduzca 5 y presione „С, introduzca 3 
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y luego presione el signo de igual. La función „C+, se encuentra en el menú МАТН con los comandos de probabilidad. 


3| PREGUNTAS Y ¿Es una coincidencia que las partes (a) y (b) del Ejemplo 5 tengan las mismas 
RESPUESTAS respuestas? 


No. Cuando elegimos г objetos entre п objetos, no estamos eligiendo (n—r) objetos. Por 
lo tanto, C(n, ғ) = C(n, n—r). 


INTÉNTELO #8 Una heladería ofrece 10 sabores de helado. ¿De cuántas maneras se pueden elegir 3 sabores 
para un banana split? 


Hallar el número de subconjuntos de un conjunto 


Solo hemos visto problemas de combinación en los que elegimos exactamente r objetos. En algunos problemas, 
queremos considerar la elección de todos los números posibles de objetos. Pensemos, por ejemplo, en una pizzería que 
ofrece 5 ingredientes. Se puede pedir cualquier número de ingredientes. ¿Cuántas pizzas diferentes son posibles? 


Para responder esta pregunta tenemos que considerar las pizzas con cualquier número de ingredientes. Hay C(5, 0) = 1 
maneras de pedir una pizza sin ingredientes. Hay C(5, 1) = 5 maneras de pedir una pizza con exactamente un 
ingrediente. Si continuamos este proceso, obtenemos 


C(3, 0) + С(5, 1) + С(5, 2) + C(5, 3) + C(5, 4) + C(5, 5) = 32 
Hay 32 pizzas posibles. Este resultado es igual a 25. 


Se nos presenta una secuencia de opciones. Para cada uno de los n objetos tenemos dos opciones: incluirlo en el 
subconjunto o no. Así que para todo el subconjunto hemos hecho n elecciones, cada una con dos opciones. Así que hay 
un total de 2-2 -2.-... - 2 posibles subconjuntos resultantes, desde el subconjunto vacío, que obtenemos al decir "no" 
cada vez, hasta el propio conjunto original, que obtenemos al decir "sí" cada vez. 


Fórmula del número de subconjuntos de un conjunto 


Un conjunto que contiene n objetos distintos tiene 2” subconjuntos. 


дда Э 95 


Hallar el número de subconjuntos de un conjunto 
Un restaurante ofrece mantequilla, queso, cebolla de verdeo y crema agria como aderezos para una papa al horno. ¿De 
cuántas maneras diferentes se puede pedir una papa? 


© Solución 
Buscamos el número de subconjuntos de un conjunto con 4 objetos. Sustituya n = 4 en la fórmula. 


2" = 24 
= 16 


Hay 16 maneras posibles de pedir una papa. 


[>] INTÉNTELO #9 Una barra de helados en una boda tiene 6 ingredientes para elegir. Se puede elegir cualquier 
número de ingredientes. ¿Cuántos helados diferentes son posibles? 


Hallar el número de permutaciones de n objetos no distintos 


Hemos estudiado permutaciones en las que todos los objetos implicados eran distintos. ¿Qué ocurre si algunos de los 
objetos no son diferentes? Por ejemplo, supongamos que hay una hoja de 12 pegatinas. Si todas las pegatinas fueran 
distintas, habría 12! maneras de ordenarlas. Sin embargo, 4 de las pegatinas son estrellas idénticas y 3 son lunas 
idénticas. Debido a que todos los objetos no son diferentes, muchas de las 12! permutaciones que hemos contado son 
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duplicados. La fórmula general para esta situación es la siguiente. 
n! 
F1 Ir>! neth! 


En este ejemplo, tenemos que dividir entre el número de maneras de ordenar las 4 estrellas y las maneras de ordenar 


las 3 lunas para hallar el número de permutaciones únicas de las pegatinas. Hay 4! maneras de ordenar las estrellas y 3! 
maneras de ordenar las lunas. 


12! 


Hay 3.326.400 maneras de ordenar la hoja de pegatinas. 
Fórmula para hallar el número de permutaciones de n objetos no distintos 


Si hay n elementos de un conjunto у rı son iguales, r, son iguales, r3 son iguales, y así hasta rg, el número de 
permutaciones se puede calcular mediante 


n! 
F1 Ira! ЖГ! 


Шын aaa 


Hallar el número de permutaciones de п objetos no distintos 
Calcule el número de reorganizaciones de las letras de la palabra DISTINCT. 


© Solución 


Hay 8 letras. Tanto I como T se repiten 2 veces. Sustituya n = 8, ri = 2, y ғ = 2 en la fórmula. 
8! 


Hay 10.080 organizaciones. 


Rd INTÉNTELO #10 Calcule el número de reorganizaciones de las letras de la palabra CARRIER. 


» | MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar combinaciones y permutaciones. 


Combinaciones (http://openstax.org/l/combinations) 
Permutaciones (http://openstax.org/l/permutations) 


11.5 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


En los siguientes ejercicios, suponga que hay n maneras en las que un evento A puede ocurrir, m maneras en las que ип 
evento B puede ocurrir, y que A y B no se superponen. 


1. Utilice el principio de adición 2. Utilice el principio de 


del conteo para explicar de multiplicación de conteo 
cuántas maneras el evento para explicar de cuántas 
A o B pueden ocurrir. maneras el evento A y B 


pueden ocurrir. 
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Responda las siguientes preguntas. 


3. Ante dos eventos distintos, 
¿cómo sabemos si debemos 
aplicar el principio de 
adición o el de 
multiplicación al calcular los 
posibles resultados? ¿Qué 
conjunciones pueden 
ayudar a determinar qué 
operaciones hay que 
utilizar? 


Numéricos 


4. Describa cómo la 5. 
permutación de n objetos 
difiere de la permutación de 
elegir r objetos de un 
conjunto de п objetos. 
Incluya cómo se calcula 
cada una de ellas. 
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¿Cómo se denomina el 
ordenamiento que 
selecciona r objetos de un 
conjunto de п objetos 
cuando el orden de los r 
objetos no es importante? 
¿Cuál es la fórmula para 
calcular el número de 
resultados posibles para 
este tipo de ordenamiento? 


En los siguientes ejercicios, determine si debe utilizar el principio de adición o el principio de multiplicación. Luego, 


realice los cálculos. 


6. Supongamos que el conjunto 
А = [-5, -3, –1,2,3,4, 5,6}. 
¿De cuántas maneras se 
puede elegir un número 
negativo o par de A? 


8. ¿De cuántas maneras se 
puede elegir un as rojo o un 
trébol de una baraja de 
cartas estándar? 


11. ¿Cuántos resultados son 
posibles al lanzar una 
moneda y un dado de 6 
caras? 

14. ¿De cuántas maneras se 


puede construir una 
cadena de 3 dígitos si los 
números no se pueden 
repetir? 


7. Supongamos que el conjunto 


В = (-23,-—16, —7, —2, 20, 36, 48,72). ¿De 
cuántas maneras se puede elegir un número 


positivo o impar de A? 


9. ¿De cuántas maneras se 
puede elegir un color de 
pintura entre 5 tonos de 
verde, 4 tonos de azul o 7 
tonos de amarillo? 


12. ¿Cuántas cadenas de dos 
letras —con la primera 
letra A y la segunda letra 
B— se pueden formar a 
partir de los conjuntos 
А = {b,c,d}y 
В = {а,е,і,і,и}? 


Еп los siguientes ejercicios, calcule el valor de la expresión. 


15. Р(5,2) 16. P(8,4) 17. 
18. P(9,6) 19. P(11,5) 20. 
21. С(12,4) 22. С(26,3) 23. 


10. 


13. 


¿Cuántos resultados son 
posibles al lanzar un par de 
monedas? 


¿De cuántas maneras se 
puede construir una 
cadena de 3 dígitos si los 
números se pueden 
repetir? 


P(3,3) 


C(8, 5) 


С(7, 6) 
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24. C(10, 3) 


En los siguientes ejercicios, calcule el número de subconjuntos en cada conjunto dado. 


25. (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) 


28. El conjunto de números 
pares del 2 al 28 


26. 


29. 


{а, Б, с,...,с} 27. Un conjunto que contiene 
5 números distintos, 4 
letras distintas y 3 
símbolos distintos 

El conjunto de números de 


dos dígitos entre 1 y 100 
que contienen el dígito O 


En los siguientes ejercicios, calcule el número distinto de ordenaciones. 


30. Las letras de la palabra 31. 
"juggernaut" 
33. Los símbolos de la cadena 34. 


#, #, #, ©, @, $, $, $, %, %, 
% 


Extensiones 


35. El conjunto, S se compone 
de 900.000.000 números 
naturales, cada uno de los 
cuales tiene el mismo 
número de dígitos. 
¿Cuántos dígitos tiene un 
número de $? (Pista: utilice 
el hecho de que un 
número natural no puede 
comenzar con el dígito 0). 


38. Supongamos que un 
conjunto A tiene 2.048 
subconjuntos. ¿Cuántos 
objetos distintos contiene 


A? 
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36. 


39. 


Las letras de la palabra 
"academia" 


32. Las letras de la palabra 
"academia" que comienzan 
y terminan en "a" 


Los símbolos de la cadena 
#, #, 4, @, ©, $, $, %, %, % 
que comienzan y terminan 
con "%" 


El número de subconjuntos 
de 5 elementos de un 
conjunto que contiene n 
elementos es igual al 
número de subconjuntos 
de 6 elementos del mismo 
conjunto. ¿Cuál es el valor 
de n? (Pista: el orden en 
que se eligen los 
elementos para los 
subconjuntos no es 
importante). 


37. ¿Puede C(n, r) siempre 
igualar a P(n, r)? Explique. 


¿Cuántas ordenaciones se 
pueden hacer con las letras 
de la palabra "mountains" 
si todas las vocales deben 
formar una cadena? 


Aplicaciones еп el mundo real 


40. Una familia compuesta por 41. 


2 padres y 3 hijos debe 
posar para una foto con 2 
miembros de la familia en 
la parte delantera y 3 en la 
trasera. 


(А) ¿Cuántas ordenaciones 
son posibles sin 
restricciones? 
¿Cuántas ordenaciones 
son posibles si los padres 
deben sentarse delante? 
(© ¿Cuántas ordenaciones 
son posibles si los padres 
deben estar uno al lado del 
otro? 
43. Una compañía de venta de 
camisetas al por mayor 
ofrece tallas pequeñas, 
medianas, grandes y 
extragrandes en algodón 
orgánico o no orgánico y 
colores blanco, negro, gris, 
azul y rojo. ¿Cuántas 
camisetas diferentes hay 
para elegir? 


46. ¿De cuántas maneras se 
puede formar un comité de 
3 estudiantes de primer 
año y 4 de tercer año a 
partir de un grupo de 8 
estudiantes de primer año 


y 11 de tercer año? 


44. 


47. 


Una compañía de telefonía 
móvil ofrece 6 paquetes de 
voz y 8 de datos diferentes. 
De ellos, 3 paquetes 
incluyen tanto voz como 
datos. ¿De cuántas 
maneras se puede elegir la 
voz О los datos, pero no 
ambos? 


Héctor quiere publicar 
anuncios en vallas 
publicitarias por todo el 
condado para su nuevo 
negocio. ¿De cuántas 
maneras Héctor puede 
elegir 15 vecindarios para 
anunciarse si hay 30 
vecindarios en el condado? 


¿De cuántas maneras un 
entrenador de béisbol 
puede organizar el orden 
de 9 bateadores si hay 15 
jugadores en el equipo? 


42. 


45. 


48. 
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En las carreras de caballos, 
se produce una "trifecta" 
cuando un apostante gana 
seleccionando a los tres 
primeros clasificados en el 
orden exacto (1. lugar, 2.° 
lugar y 3. lugar). ¿Cuántas 
trifectas diferentes son 
posibles si hay 14 caballos 
en Una carrera? 


Una tienda de arte tiene 4 
marcas de rotuladores de 
12 colores diferentes y 3 
tipos de tinta. ¿Cuántos 
rotuladores hay para 
elegir? 


Un director de orquesta 
necesita 5 violonchelistas y 
5 violinistas para tocar en 
un evento diplomático. 
Para ello, clasifica a los 10 
chelistas y a los 16 
violinistas de la orquesta 
por orden de habilidad 
musical. ¿Cuál es la 
proporción entre la 
clasificación total de 
violonchelistas posible y la 
clasificación total de 
violinistas posible? 
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49. 


Una tienda de motocicletas 
tiene 10 choppers, 6 
bobbers y 5 café racers: 
diferentes tipos de 
motocicletas de época. ¿De 
cuántas maneras puede la 
tienda elegir 3 choppers, 5 
bobbers y 2 café racers 
para una exhibición de fin 
de semana? 


50. 


Una tienda de patinetas 
dispone de 10 tipos de 
tablas, 3 tipos de trucks y 4 
tipos de ruedas. ¿Cuántas 
patinetas diferentes se 
pueden construir? 


51. 


Just-For-Kicks Sneaker 
Company ofrece un 
servicio de personalización 
en línea. ¿De cuántas 
maneras se puede diseñar 
un par de zapatos 
deportivos personalizados 
de Just-For-Kicks si un 
cliente puede elegir desde 
un zapato básico hasta 11 


opciones personalizables? 


52. Un autolavado ofrece los 53. 
siguientes servicios 
opcionales al lavado 
básico: cera de capa 
transparente, pulido de 
triple espuma, lavado de 
carrocería inferior, 
inhibidor de óxido, 
abrillantador de ruedas, 
ambientador y champú 
para interiores. ¿Cuántos 
lavodas son posibles si se 
puede añadir cualquier 
número de opciones al 
lavado básico? 


Suni compró 20 plantas 54. 
para colocarlas en el borde 

de su jardín. ¿Cuántos 

arreglos distintos puede 

hacer si las plantas están 
compuestas por 6 

tulipanes, 6 rosas y 8 

margaritas? 


¿De cuántas maneras 
únicas se puede disponer 
una ristra de luces de 
Navidad con 9 bombillas 
rojas, 10 verdes, 6 blancas 
y 12 doradas? 


11.6 Teorema del binomio 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Aplicar el teorema del binomio. 


Un polinomio con dos términos se llama binomio. Ya hemos aprendido a multiplicar binomios y a elevar binomios a 
potencias, pero elevar un binomio a una potencia alta puede ser tedioso y llevar mucho tiempo. En esta sección 
hablaremos de un atajo que nos permitirá calcular (x + y)” sin multiplicar el binomio por sí mismo п veces. 


Identificación de coeficientes binomiales 


En la sección Principios de conteo, estudiamos las combinaciones. En el atajo para calcular (x + y)”, necesitaremos 
utilizar combinaciones para calcular los coeficientes que aparecerán en la expansión del binomio. En este caso, 


sis a n 
utilizamos la notación ( 


) en vez de С(и, r), pero se puede calcular de la misma manera. Así que 
r 


n n! 
(") Oe r!(n=r)! 


5 
La combinación (") se llama coeficiente binomial. Un ejemplo de coeficiente binomial es (5) = C(5,2) = 10. 


Р 
Coeficientes binomiales 


Si los valores de пу r son enteros mayores que o iguales a 0 con n > r, entonces el coeficiente binomial es 


n n! 
(") SU 


Acceso gratis en openstax.org 


11.6 ° Teorema del binomio 


3| PREGUNTAS Y ¿Un coeficiente binomial es siempre un número natural? 
RESPUESTAS 


Sí. Al igual que el número de combinaciones debe ser siempre un número natural, el 
coeficiente binomial será siempre un número natural. 


BB 


Calcular coeficientes binomiales 
Calcule cada coeficiente binomial. 


a (3) e () ekb) 


© Solución 
Utilice la fórmula para calcular cada coeficiente binomial. También puede utilizar la función nC, en su calculadora. 


n n! 
(") FOMOS 


5 5! 5.4.3! 9 9! 9.8.7! 9 9! 9-8-7! 
a НЕЕ =! 2 22060 = эт =3 © (5 | = пот = 72. =36 
©) Análisis 
Observe que hemos obtenido el mismo resultado para las partes (Б) у (с). Si observa detenidamente Іа solución de estas 


dos partes, verá que acaba con los mismos dos factoriales en el denominador, pero el orden se invierte, igual que con las 
combinaciones. 


[>] INTÉNTELO #1 Calcule cada coeficiente binomial. 


o (7) в (7) 


Usar е] teorema del binomio 


Cuando expandimos (x + y)” multiplicando, el resultado se llama expansión binomial, e incluye coeficientes 
binomiales. Si quisiéramos expandir (x + y”, podríamos multiplicar (x + y) por sí mismo cincuenta y dos veces. ¡Esto 
podría llevar horas! Si examinamos algunas expansiones binomiales simples, podemos hallar patrones que nos lleven a 
un atajo para calcular expansiones binomiales más complicadas. 

(х + y? = х2 +2ху+ y? 

(х + у)? =x + 3x2 y + 3xy? + y 

(х + y = xt + 4x8 y + 6x2 y? + 4ху? + уќ 
Primero, examinemos los exponentes. Con cada término sucesivo, el exponente de x disminuye y el exponente de y 
aumenta. La suma de los dos exponentes es n para cada término. 


A continuación, examinemos los coeficientes. Observe que los coeficientes aumentan y luego disminuyen siguiendo un 
patrón simétrico. Los coeficientes siguen un patrón: 


000) () 


Estos patrones nos llevan al teorema del binomio, que se puede usar para expandir cualquier binomio. 


(х+ у)" = уу (+) ak yk 
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Otra forma de ver los coeficientes es examinar la expansión de un binomio en forma general, x + y, a potencias 
sucesivas 1, 2, 3 y 4. 


(+ y) =х+у 

(x + y? = х2 +2ху+ y? 

(x + y? =x +3x2y +3xy? + у? 

(x + y = xt 448 y + 6x2 y? + 4ху? + уќ 


¿Puede estimar la siguiente expansión del binomio (x + у? 


Triángulo de Pascal 


' N.° de 
Р сани Patrón | términos 
(х + =X+y 1+1 2 
1 | 
(x + у= жг + 2xy + y? 2 2+1 3 
(x + у= 0 + зху + 3xy? + y? 3 3+1 4 
(х + у2- х + джу + OXY + 4хуз + уќ 4 4+1 5 
n n+1 n+1 


Suma de 40 31 22 13 04 
exponentes: xy ху ху ху ху 
Exponentesenx: 4 3 2 1 0 
Exponentes en y: 0 1 2 3 4 
Figura 1 


Vea la Figura 1, que ilustra lo siguiente: 


* Hayn + 1 términos en la expansión de (x + y)”. 

• El grado (o suma de los exponentes) de cada término es n. 
* Las potencias еп x comienzan con п y disminuyen а 0. 

* Las potencias en y comienzan con 0 y aumentan hasta п. 

• Los coeficientes son simétricos. 


Para determinar la expansión en (x + y’, vemos que n = 5, por lo tanto, habrá 5 + 1 = 6 términos. Cada término tiene 
un grado combinado de 5. En orden descendente para las potencias de x, el patrón es el siguiente: 


+ Introduzca x’, y luego para cada término sucesivo reduzca el exponente en x por 1 hasta que х0 = 1 se alcance. 
* Introduzca yo = 1, y luego aumente el exponente en y por 1 hasta que y se alcance. 


e, xy, Xy, xy, хуй, y 


La siguiente expansión sería 
(х + yy =? + Sx* y + 10х? y? + 10x? y? + 5ху* + у?. 


¿Pero de dónde salen esos coeficientes? Los coeficientes binomiales son simétricos. Observamos estos coeficientes en 
una matriz conocida como triángulo de Pascal, se muestra en la Figura 2. Pascal no inventó el triángulo. Los principios 
subyacentes se habían desarrollado y escrito durante más de 1.500 años, primero por el matemático (y poeta) indio 
Pingala en el siglo II a.C. Otros en Asia y Europa trabajaron con los conceptos a lo largo del tiempo, y el triángulo fue 
publicado por primera vez en su forma gráfica por Omar Khayyam, un matemático y astrónomo iraní, en cuyo honor el 
triángulo recibe su nombre en Irán. El matemático francés Blaise Pascal la volvió a popularizar cuando la reeditó y la 
utilizó para resolver una serie de problemas de probabilidad. 
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Triángulo de Pascal 


1 
1 1 
1+2=3 ҳу 
A Р. 
1 3 1 
\ РР р 
№ йч a А, Ра 
5 10 (10) 5 1 
6+4=10 
Figura 2 


Para generar el triángulo de Pascal, empezamos escribiendo un 1. En la fila de abajo, la fila 2, escribimos dos 1. En la 3.2 
fila, flanquee los extremos de las filas con 1, y sume 1 + 1 para hallar el número del medio, el 2. En la enésima fila, 
flanquee los extremos de la fila con 1. Cada elemento del triángulo es la suma de los dos elementos inmediatamente 


superiores. 


Para ver la conexión entre el triángulo de Pascal y los coeficientes de los binomios, volvamos a ver la expansión de los 
binomios en forma general. 


1 =» (х+у%=1 
1. 1 — (х+уі=х+у 
1 2 1 — (х+у)? = х +2ху + у? 
1 3 3 1 — (x+ y? = х3 + 3xy + 3xy? + уз 
1 4 6 4 1 —= (х+у) = хі + АхЗу + 6х?у? + 4xy? + y? 
1 5 10 10 5 1 — (x+y)P = х5 + 5x y + 10х3у2 + 10x2y3 + 5xy* + у5 


El teorema del binomio 


El teorema del binomio es una fórmula que se puede utilizar para expandir cualquier binomio. 


(х+»" = > a ос 


к=0 


(є сомо 


Dado un binomio, escríbalo en forma expandida. 


1. Determine el valor de la n según el exponente. 
2. Evalúe los términos К = О hasta К = п utilizando la fórmula del teorema del binomio. 


3. Simplifique. 


cemo 


Expandir un binomio 
Escriba en forma expandida. 


O (х+у) (Зх — y* 
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© Solución 
(А) Sustituya n = 5 en la fórmula. Evalúe los términos k = 0 hasta k = 5. Simplifique. 


(х+у) = (5) 5+ (7) + (5) ә» + (5) 9+ (5) + (Jos 


(х+ у) = х5 +5x%y+ 10% y? + 10x2y? + 5xy* + y 
Sustituya n = 4 en la fórmula. Evalúe los términos k = 0 hasta k = 4. Observe que 3x está en el lugar que 
ocupaba x y que — y está en el lugar que ocupaba y. Así que los sustituimos. Simplifique. 


4 4 4 4 4 
(Зх у^ = ( 5) (3х)4(—у)? + (iere + ( 2) By? + ( з) (3х)! (у) + ( 1) (3х)0(—у)* 


(3х— y =81x* — 108x? y + 54x? y? – 12ху? + y* 


©) Análisis 
Observe los signos alternos de la parte b. Esto sucede porque (—y) elevado a potencias impares es negativo, pero (—y) 
elevado a potencias pares es positivo. Esto ocurrirá siempre que el binomio contenga un signo de resta. 


м 


INTÉNTELO #2 Escriba еп forma expandida. 


O (к-у) (2х + 5у)3 


Usar el teorema del binomio para hallar un solo término 
Expandir un binomio con un exponente alto como (x + 2y)!6 puede ser un proceso largo. 


A veces nos interesa solo un término determinado de una expansión binomial. No necesitamos expandir completamente 
un binomio para hallar un solo término específico. 


Observe el patrón de coeficientes en la expansión de (x + у). 


5 5 5 5 
(х + у) =x + (1) + (5) + (5) 22+ (G) 


5 5 
El segundo término es ( i ) xy. El tercer término es (5) y. Podemos generalizar este resultado. 


n 
х! y 
r 


El enésimo término (r + 1) de una expansión binomial 


El (r + 1)епёѕіто término de la expansión binomial de (x + y)” es: 


( n ) к" 
r 


(є cómo 


Dado un binomio, escriba un término específico sin expandirlo completamente. 


Determine el valor de la n según el exponente. 

Determine (r + 1). 

Determine r. 

Sustituya r en la fórmula del (r + 1)enésimo término de la expansión binomial. 


ы ОО оге 
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Escribir un término dado de una expansión binomial 
Hale el décimo término de (x + 2y)!6 sin expandir completamente el binomio. 


© Solución 
Dado que buscamos el décimo término, r + 1 = 10, utilizaremos r = 9 en nuestros cálculos. 


( п ) х" у! 
r 


16 
( a ) ay? = 5,857,280x” у? 


[>] INTÉNTELO #3 Halle el sexto término de (3x — у)? sin expandir completamente el binomio. 


[>] MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar la expansión binomial. 


El teorema del binomio (http://openstax.org/l/binomialtheorem) 
Ejemplo de teorema del binomio (http://openstax.org/l/btexample) 


11.6 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. ¿Qué es un coeficiente 2. ¿Qué papel desempeñan los 3. ¿Qué es el teorema del 
binomial y cómo se calcula? coeficientes binomiales en binomio y para qué sirve? 


una expansión binomial? 
¿Están limitados a algún tipo 
de número? 


4. ¿Cuándo es una ventaja 
utilizar el teorema del 
binomio? Explique. 


Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, evalúe el coeficiente binomial. 
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En los siguientes ejercicios, utilice el teorema del binomio para expandir cada binomio. 


13. 


16. 


19. 


22. 


(4a — by 
(2х + 3yy* 
(4х — Зу)? 


(/х- з” 


14. (5а + 2)? 


17. (4х+2у)? 


20. (1 +3у)? 


15. (За + 20) 
18. (3х – 2y) 


21. (х7! +2y 1) 


En los siguientes ejercicios, utilice el teorema del binomio para escribir los tres primeros términos de cada binomio. 


23. 


26. 


(а + Ь)!7 


(х — 2у)# 


х? – ү 


24. (x-1)18 


27. (За + Ь)20 


25. (а – 2Ь)!5 


28. (2а + 4Ь)! 


Еп los siguientes ejercicios, halle el término indicado de cada binomio sin expandir completamente el binomio. 


30. 


33. 


36. 


39. 


El cuarto término de 
(2х – 3у)% 


El octavo término de 
(7 + 5у)!* 


El décimo término de 


El octavo término de 


Gráficos 


31. El cuarto término de 


34. 


37. 


(3x – 2у)? 


El séptimo término de 
(а + Ь)!! 


El noveno término de 
11 
(a — 32) 


32. El tercer término de 
(6х — Зу)! 


35. El quinto término de 
(х- у)" 


38. El cuarto término de 
3 1 10 
(х — 3) 


En los siguientes ejercicios, utilice el teorema del binomio para expandir el binomio f(x) = (x + зу. Luego calcule у 


grafique cada suma indicada en un conjunto de ejes. 


40. 


43. 


Calcule y grafique f¡ (х), 
de manera que f(x) sea 
el primer término de la 
expansión. 


Calcule y grafique f4(x), 
de manera que f4(x) sea 
la suma de los cuatro 
primeros términos de la 
expansión. 
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41. Calcule y grafique /2 (х), 


44. 


de manera que / (х) sea 
la suma de los dos 
primeros términos de la 
expansión. 


Calcule y grafique f5(x), 
de manera que /5 (х) sea 
la suma de los cinco 
primeros términos de la 
expansión. 


42. Calcule y grafique /з (х), 
de manera que f3 (х) sea 
la suma de los tres 
primeros términos de la 
expansión. 


Extensiones 


11.7 • Probabilidad 


45. En Іа expansión de (5x + 3y)”, cada término tiene 46. En Іа expansión de 


47. 


n 
la forma А ak pK, donde k toma 


sucesivamente el valor 0, 1,2, ..., n. Si 


n 7 , A término? 
= , ¿cuál es el término 
k 2 


correspondiente? 


(x 


exponente de b en el plano 
kenésimo término? 


Considere la expansión de 48. Halle (, " | ) + (+) y 49. 


+ yy. ¿Cuál es el | 
escriba la respuesta como 


un coeficiente binomial en 


la forma (" ) . Pruébelo. 


Pista: Utilice el hecho de 
que para cualquier número 
entero p, de manera que 


р> 1, р! =p(p-1)!. 


11.7 Probabilidad 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 


> 


vvvv 


Construir modelos de probabilidades. 
Calcular las probabilidades de resultados igualmente probables. 
Calcular las probabilidades de la unión de dos eventos. 


Utilizar la regla del complemento para encontrar probabilidades. 


Calcular la probabilidad utilizando la teoría del conteo. 


(а + Б)", ¿el coeficiente de 
a"=K pk es el mismo que el 
coeficiente de cuál otro 


¿Qué expresión no se 
puede expandir utilizando 
el teorema del binomio? 
Explique. 


© (х^—2х+1) 


‚ (Ма+4\а- 5) 


© ++- 


- @2— 23у" 


Figura 1 Un ejemplo de "modelo de espagueti", el cual se puede usar para predecir las posibles trayectorias de una 
tormenta tropical. 


Los habitantes del sureste de Estados Unidos están muy familiarizados con los gráficos, conocidos como modelos de 
espagueti, como el que aparece en la Figura 1. Combinan una colección de datos meteorológicos para predecir la 


trayectoria más probable de un huracán. Cada línea de color representa un camino posible. El grupo de líneas onduladas 


1 


La figura es solo a título ilustrativo y no representa ninguna tormenta en particular. 
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puede empezar a parecerse a hebras de espaguetis, de ahí su nombre. En esta sección investigaremos sobre métodos 
para hacer este tipo de predicciones. 


Construir modelos de probabilidades 


Supongamos que lanzamos un cubo numérico de seis caras. Lanzar un cubo numérico es un ejemplo de un 
experimento, o una actividad con un resultado observable. Los números en el cubo son posibles resultados, o 
resultados, de este experimento. El conjunto de todos los resultados posibles de un experimento se denomina espacio 
muestral del experimento. El espacio muestral de este experimento es { 1, 2,3,4, 5,6}. Un evento es cualquier 
subconjunto de un espacio muestral. 


La posibilidad de que se produzca un suceso se conoce como probabilidad. La probabilidad de un evento p es un 
número que siempre satisface 0 < p < 1, donde 0 indica un suceso imposible y 1 indica un suceso seguro. Un modelo 
de probabilidades es una descripción matemática de un experimento que enumera todos los resultados posibles y sus 
probabilidades asociadas. Por ejemplo, si hay un 1 % de posibilidad de ganar una rifa y un 99 % de posibilidades de 
perderla, un modelo de probabilidades se parecería mucho a la Tabla 1. 


Resultado Probabilidad 


Ganar la rifa 1% 
Perder la rifa 99 % 
Tabla 1 


La suma de las probabilidades enumeradas еп un modelo de probabilidades debe ser igual a 1, es decir, al 100 %. 


(ә cómo 
@ 


Dado un evento de probabilidad еп el que cada evento es igualmente posible, construya un modelo de 
probabilidades. 


1. Identifique cada resultado. 
2. Determine el número total de resultados posibles. 
3. Compare cada resultado con el número total de resultados posibles. 


ААЭ 95 


Construir un modelo de probabilidades 


Construya un modelo de probabilidades para lanzar un único dado imparcial, siendo el evento el número que aparece 
en el dado. 


© Solución 
Comience haciendo una lista de todos los posibles resultados del experimento. Los posibles resultados son los números 
que se pueden lanzar: 1, 2, 3, 4, 5 y 6. Hay seis resultados posibles que conforman el espacio muestral. 


Asigne probabilidades a cada resultado en el espacio muestral determinando una relación entre el resultado y el número 
de resultados posibles. Hay uno de cada uno de los seis números en el cubo, y no hay ninguna razón para pensar que 
una cara en particular tenga más probabilidades de aparecer que cualquier otra, por lo que la probabilidad de lanzar 


cualquier número es 1. 
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Resultado Lanzamiento Lanzamiento Lanzamiento Lanzamiento Lanzamiento Lanzamiento 
del 1 del 2 del 3 del 4 del 5 del 6 
И 1 1 1 1 1 1 
Probabilidad Б С © < % © 
Tabla 2 
3| PREGUNTAS Y ¿Hay que expresar siempre las probabilidades en forma de fracciones? 
RESPUESTAS 


No. Las probabilidades se pueden expresar como fracciones, decimales o porcentajes. La 
probabilidad debe ser siempre un número entre 0 y 1, incluso 0 y 1. 


INTÉNTELO #1 Construya un modelo de probabilidades para lanzar una moneda justa. 


Calcular probabilidades de resultados igualmente probables 


Supongamos дие S es un espacio muestral рага un experimento. Al investigar la probabilidad, un evento es cualquier 

subconjunto de S. Cuando los resultados de un experimento son todos igual de posibles, podemos calcular la 

probabilidad de un evento al dividir el número de resultados del evento entre el número total de resultados en S. 

Supongamos que se lanza un cubo numérico, y nos interesa calcular la probabilidad del evento "sacar un número menor 

que o igual a 4". Hay 4 posibles resultados en el evento y 6 posibles resultados en S, por lo que la probabilidad del 
4-2 

evento es с = +. 

Calcular la probabilidad de un evento con resultados igualmente probables 


La probabilidad de un evento E en un experimento con espacio muestral $' con resultados igualmente probables está 
dada por 


número de elementos en E _ n(E) 
número de elementos en S — n(S) 


P(E)= 


E es un subconjunto де S, por lo que siempre es cierto que 0 < P(E) < 1. 


Э Э95 


Calcular la probabilidad de un evento con resultados igualmente probables 
Se lanza un cubo numérico de seis caras. Calcule la probabilidad de lanzar un número impar. 


© Solución 
El evento "lanzar un número impar" contiene tres resultados. Hay 6 resultados igualmente probables en el espacio 
muestral. Divida para calcular la probabilidad del evento. 


3 1 
Ane” 


[>] INTÉNTELO #2 Se lanza un cubo numérico. Calcule la probabilidad de lanzar un número mayor que 2. 


Calcular la probabilidad de la unión de dos eventos 


A menudo nos interesa calcular la probabilidad de que ocurra uno de los múltiples eventos. Supongamos que estamos 
jugando un juego de cartas, y que ganaremos si la siguiente carta extraída es un corazón o un rey. Nos interesa calcular 
la probabilidad de que la siguiente carta sea un corazón o un rey. La unión de dos eventos E у F, escrita como EU F, 
es el evento que se produce si se da uno de los dos eventos o ambos. 
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Р(ЕО Е) = Р(Е) + Р(Е) – Р(Еп Е) 


Supongamos que se hace girar Іа ruleta de la Figura 2. Queremos calcular la probabilidad de girar a anaranjado o girar a 
b. 


Figura 2 
Hay un total de 6 secciones, y 3 de ellas son de color anaranjado. Así que la probabilidad de girar a anaranjado es 
3 = >. Hay un total de 6 secciones, y 2 de ellas tienen una b. Así que la probabilidad de girar a b es 2 = 1. Si sumamos 


estas dos probabilidades, estaríamos contando el sector que es a la vez anaranjado y b dos veces. Para calcular la 
probabilidad de hacer girar a anaranjado o a b, tenemos que restar la probabilidad de que el sector sea a la vez 
anaranjado y b. 


2 


La probabilidad de girar a anaranjado o a bes 3 


Probabilidad de la unión de dos eventos 


La probabilidad de la unión de dos eventos E y F (escrita como EU F ) es igual a la suma de la probabilidad de E y la 
probabilidad de F menos la probabilidad de que E y F ocurran juntos ( lo cual se llama la intersección de E y F y se 
escribe como EN F). 


Р(ЕО Е) = Р(Е) + Р(Е) – Р(Еп F) 


cemos 


Calcular la probabilidad de la unión de dos eventos 
Se extrae una carta de una baraja estándar. Calcule la probabilidad de sacar un corazón о un 7. 


© Solución 
Una baraja estándar contiene el mismo número de corazones, diamantes, tréboles y picas. Así que la probabilidad de 


sacar un corazón es 1. Hay cuatro 7 en una baraja estándar, у hay un total de 52 cartas. Así que Іа probabilidad de sacar 


A 
un7es 13" 


La única carta de la baraja que es a la vez un corazón y un 7 es el 7 de corazones, por lo que la probabilidad de sacar 


tanto un corazón como un 7 es > Sustituya P(H) = 1, Р(7) = $- yPHn7= 2 en la fórmula. 


PEU Е) = Р(Е) + Р(Е) – Р(ЕГ Е) 
1 1 1 


13 52 


4 


La probabilidad de sacar un corazón o un 7 es 13: 
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[>] INTÉNTELO #3 Se extrae una carta de una baraja estándar. Calcule la probabilidad de sacar una carta roja o 
un as. 


Calcular la probabilidad de eventos mutuamente excluyentes 


Supongamos que se hace girar de nuevo la ruleta de la Figura 2, pero esta vez nos interesa la probabilidad de hacer girar 
a anaranjado o a d. No hay sectores que sean a la vez de color anaranjado y que contengan una d, por lo que estos dos 
sucesos no tienen resultados en común. Se dice que los eventos son mutuamente excluyentes cuando no tienen 
resultados en común. Ya que no hay superposición, no hay nada que restar, por lo que la fórmula general es 


P(EU Е) = P(E) + P(F) 


Observe que con eventos mutuamente excluyentes la intersección de E y F es el conjunto vacío. La probabilidad de 
hacer girar a anaranjado es 2 = і, y la probabilidad de girar a d es 1. Podemos calcular Іа probabilidad de girar a 


anaranjado o a d simplemente al sumar las dos probabilidades. 


PEU Е) = Р(Е) + Р(Е) 


win м 


La probabilidad de hacer girar a anaranjado оа d es 2. 


Probabilidad de la unión de eventos mutuamente excluyentes 


La probabilidad de la unión de dos eventos mutuamente excluyentes E y F viene dada por 


P(EUF)= P(E) + P(F) 


(є cómo 


a 
Dado un conjunto de eventos, calcule la probabilidad de la unión de eventos mutuamente excluyentes. 


Determine el número total de resultados del primer evento. 
Calcule la probabilidad del primer evento. 

Determine el número total de resultados del segundo evento. 
Calcule la probabilidad del segundo evento. 

Sume las probabilidades. 


cemo a ЄЄД 


Calcular la probabilidad de la unión de eventos mutuamente excluyentes 
Se extrae una carta de una baraja estándar. Calcule la probabilidad de sacar un corazón o una pica. 


© Solución 

Los eventos "sacar un corazón" y "sacar una pica" son mutuamente excluyentes porque no pueden ocurrir al mismo 
tiempo. La probabilidad de sacar un corazón es L, y la probabilidad de sacar una pica también es 1, por lo que la 
probabilidad de sacar un corazón o una pica es 


ОТИ ВК 


[>] INTÉNTELO #4 Se extrae una carta de una baraja estándar. Calcule la probabilidad de sacar un as o un rey. 
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Usar la regla del complemento para calcular probabilidades 


Hemos hablado de cómo calcular la probabilidad de que se produzca un evento. A veces, nos interesa calcular la 
probabilidad de que un evento no ocurra. El complemento de un evento Е, denotado E”, es el conjunto de resultados 
en el espacio muestral que no están en E. Por ejemplo, supongamos que nos interesa la probabilidad de que un caballo 
pierda una carrera. Si el evento W es que el caballo gane la carrera, entonces el complemento del evento W es que el 
caballo pierda la carrera. 


Para calcular la probabilidad de que el caballo pierda la carrera, tenemos que utilizar el hecho de que la suma de todas 
las probabilidades en un modelo de probabilidad debe ser 1. 


P(E’) = 1- P(E) 


La probabilidad de que el caballo gane sumada a la probabilidad de que pierda debe ser igual a 1. Por lo tanto, si la 
probabilidad de que el caballo gane la carrera es 3» la probabilidad de que el caballo pierda la carrera es simplemente 


La regla del complemento 


La probabilidad de que se produzca el complemento de un evento está dada por 


P(E’) = 1- P(E) 


ОИ 


Usar la regla del complemento рага calcular probabilidades 
Se lanzan dos cubos numéricos de seis caras. 


(А) Calcule la probabilidad de que la suma de los números lanzados sea menor que o igual a 3. 
Calcule la probabilidad de que la suma de los números lanzados sea mayor que 3. 
© Solución 


El primer paso es identificar el espacio muestral, que consiste en todos los resultados posibles. Hay dos cubos 
numéricos, y cada cubo numérico tiene seis resultados posibles. Utilizando el principio de multiplicación, hallamos que 
һау б х 6, о 36 resultados posibles totales. Así, por ejemplo, el 1-1 representa un 1 sacado en cada cubo numérico. 

11 12 13 14 1-5 1-6 

2-1 22 23 24 2-5 2-6 

3-1 3-2 3-3 3-4 3-5 3-6 

41 42 43 44 45 46 

5-1 5-2 3-3 5-4 5-5 5-6 

6-1 6-2 63 64 6-5 6-6 

Tabla 3 


(А) Tenemos que contar el número de maneras de lanzar una suma de З o menos. Esto incluiría los siguientes 


resultados: 1-1, 1-2 y 2-1. Así que solo hay tres maneras de sacar una suma de 3 o menos. La probabilidad es 
3 1 


36 12 
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En vez de enumerar todas las posibilidades, podemos utilizar la regla del complemento. Como ya hemos 


calculado la probabilidad del complemento de este evento, podemos simplemente restar esa probabilidad de 1 para 
calcular la probabilidad de que la suma de los números lanzados sea mayor que 3. 
Р(Е!) = 1- P(E) 
Ра 1 
=1- 5 
— п 


1 


[>] INTÉNTELO #5 Se lanzan dos cubos numéricos. Utilice la regla del complemento para calcular la 
probabilidad de que la suma sea menor que 10. 


Calcular la probabilidad mediante la teoría del conteo 


Muchos problemas interesantes de probabilidad implican principios de conteo, permutaciones y combinaciones. En 
estos problemas, utilizaremos permutaciones y combinaciones para hallar el número de elementos en eventos y 
espacios muestrales. Estos problemas pueden ser complicados, pero pueden hacerse más fáciles si se dividen en 
problemas de conteo más pequeños. 


Supongamos, por ejemplo, que una tienda tiene 8 teléfonos móviles y que 3 de ellos están defectuosos. Podríamos 
querer calcular la probabilidad de que una pareja que compra 2 teléfonos reciba 2 teléfonos que no estén defectuosos. 
Para resolver este problema, tenemos que calcular todas las maneras de seleccionar 2 teléfonos que no estén 
defectuosos, así como todas las maneras de seleccionar 2 teléfonos. Hay 5 teléfonos que no están defectuosos, por lo 
que hay С(5, 2) maneras de seleccionar 2 teléfonos que no estén defectuosos. Hay 8 teléfonos, por lo que hay C(8, 2) 
maneras de seleccionar 2 teléfonos. La probabilidad de seleccionar 2 teléfonos que no estén defectuosos es: 


maneras de seleccionar 2 teléfonos que no estén defectuosos _ C(5,2) 
maneras de seleccionar 2 teléfonos = С(8,2) 

— 10 

28 

a, 

— 14 


Calcular la probabilidad mediante la teoría del conteo 
Un niño selecciona al azar 5 juguetes de una caja que contiene 3 conejos, 5 perros y 6 osos. 


(А) Calcule la probabilidad de que solo se elijan osos. 

Calcule la probabilidad de que se elijan 2 osos y 3 perros. 

(©) Calcule la probabilidad de que, al menos, se elijan 2 perros. 

© Solución 

(А) Tenemos que contar el número de maneras de elegir solo osos y el número total de maneras posibles de 


seleccionar 5 juguetes. Hay 6 osos, así que hay C(6, 5) maneras de elegir 5 osos. Hay 14 juguetes, por lo que hay 
С(14, 5) maneras de elegir 5 juguetes cualesquiera. 

C(65 __ 6 _ 3 

C(14,5) _ 2.002 1.001 


Tenemos que contar el número de maneras de elegir 2 osos y 3 perros y el número total de maneras posibles de 
elegir 5 juguetes. Hay 6 osos, así que hay C(6, 2) maneras de elegir 2 osos. Hay 5 perros, así que hay C(5, 3) maneras 
de elegir 3 perros. Como estamos eligiendo tanto osos como perros al mismo tiempo, utilizaremos el principio de 
multiplicación. Нау C(6, 2) - С(5, 3) maneras de elegir 2 osos y 3 perros. Podemos utilizar este resultado para calcular 
la probabilidad. 
C(6,2)C(5,3) 15-10 75 
С(14,5) 2.002 1.001 
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(© A menudo es más fácil resolver los problemas de "al menos" utilizando la regla del complemento. Empezaremos 


por calcular la probabilidad de que se elijan menos de 2 perros. Si se eligen menos de 2 perros, entonces o bien no se 
puede elegir ningún perro, o bien se puede elegir 1 perro. 

Cuando no se eligen perros, los 5 juguetes provienen de los 9 juguetes que no son perros. Hay C(9, 5) maneras de 
elegir juguetes de los 9 juguetes que no son perros. Dado que hay 14 juguetes, hay C(14, 5) maneras de elegir los 5 
juguetes de entre todos los juguetes. 


С(9,5) _ 63 
С(14,5) 1.001 
Si se elige 1 perro, entonces 4 juguetes deben proceder de los 9 juguetes que по son perros, y 1 debe proceder de los 
5 perros. Como estamos eligiendo tanto perros como otros juguetes al mismo tiempo, utilizaremos el principio de 
multiplicación. Hay C(5, 1) - C(9, 4) maneras de elegir 1 perro у 1 otro juguete. 
С(5,1)С(9,4) _ 5-126 _ 315 
С(14,5) 2.0002 1.001 


Dado que estos sucesos по ocurrirían juntos у, рог tanto, son mutuamente excluyentes, sumamos las probabilidades 
para calcular la probabilidad de que se elijan menos de 2 perros. 


63 А 315 _ 378 
1.001 1.001 1.001 
A continuación, restamos esa probabilidad de 1 para hallar la probabilidad de que se elijan, al menos, 2 perros. 


_ 378 _ 623 
1.001 — 1.001 


[>] INTÉNTELO #6 Un niño selecciona al azar 3 bolas de chicle de un recipiente que contiene 4 bolas de chicle 
moradas, 8 amarillas y 2 verdes. 


(А) Calcule la probabilidad de que las 3 bolas de chicle seleccionadas sean moradas. 
Calcule la probabilidad de que no se seleccione ninguna bola de chicle amarilla. 
(©) Calcule la probabilidad de que se seleccione, al menos, 1 bola de chicle amarilla. 


[>] MEDIA 
Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con la probabilidad. 


Introducción a la probabilidad (http://openstax.org/l/introprob) 
Determinar la probabilidad (http://openstax.org/l/determineprob) 


11.7 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. ¿Qué término se utiliza para 2. ¿Qué es un espacio 3. ¿Qué es un experimento? 
expresar la posibilidad de muestral? 


que se produzca un evento? 
¿Hay restricciones en sus 
valores? Si es así, ¿cuáles 
son? Si no es así, explique. 
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4. ¿Cuáles la diferencia entre 
eventos y resultados? Dé un 
ejemplo de ambos 
utilizando el espacio 
muestral de lanzar una 
moneda 50 veces. 


Numéricos 


5. La unión de dos conjuntos 


se define como un conjunto 
de elementos que están 
presentes en, al menos, uno 
de los conjuntos. ¿En qué se 
parece esto a la definición 
utilizada para la unión de 
dos eventos de un modelo 
de probabilidades? ¿En qué 
se diferencia? 
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En los siguientes ejercicios, use la ruleta que se muestra en la Figura 3 para calcular las probabilidades indicadas. 


6. Cae еп rojo 


9. Cae еп morado o en una 
vocal 


12. Cae en amarillo o en una 
consonante 


Figura 3 


7. Cae en una vocal 


10. Cae en azul o en una vocal 


13. No сае en amarillo ni en 


una consonante 


En los siguientes ejercicios, se lanzan dos monedas. 


14. ¿Cuál es el espacio 
muestral? 


17. Calcule la probabilidad de 
lanzar, al menos, una cruz. 


15. Calcule la probabilidad de 


lanzar dos caras. 


En los siguientes ejercicios, se lanzan cuatro monedas. 


18. ¿Cuál es el espacio 
muestral? 


19. Calcule la probabilidad de 


lanzar exactamente dos 
caras. 


8. No cae en azul 


11. Cae en verde o en azul 


16. Calcule la probabilidad de 
lanzar exactamente una 
cruz. 


20. Calcule la probabilidad de 
lanzar exactamente tres 
caras. 


1262 11- Secuencia, probabilidad y teoría del recuento 


21. Calcule la probabilidad de 22. Calcule la probabilidad de 23. Calcule la probabilidad de 
lanzar cuatro caras о lanzar todas cruces. lanzar no todas cruces. 
cuatro cruces. 


24. Calcule la probabilidad de 25. Calcule la probabilidad de 


lanzar exactamente dos lanzar dos caras o tres 
caras O, al menos, dos caras. 
cruces. 


En los siguientes ejercicios, se extrae una carta de una baraja estándar de 52 cartas. Calcule la probabilidad de sacar lo 


siguiente: 
26. Un trébol 27. Un dos 28. Seis o siete 
29. Seis rojo 30. Un as o un diamante 31. Una carta que no sea as 


32. Un corazón o una carta 
que no sea jota 


En los siguientes ejercicios, se lanzan dos dados y se suman los resultados. 


33. Construya una tabla que muestre el espacio 34. Calcule la probabilidad de sacar una suma de 3. 
muestral de los resultados y las sumas. 


35. Calcule la probabilidad de sacar, al menos, un 36. Calcule la probabilidad de sacar una suma impar 
cuatro o una suma de 8. menor que 9. 


37. Calcule la probabilidad de sacar una suma mayor 38. Calcule la probabilidad de 
que o igual a 15. sacar una suma menor que 
15. 


39. Calcule la probabilidad de 40. Calcule la probabilidad de 41. Calcule la probabilidad de 
sacar una suma menor que sacar una suma entre 6 y sacar una suma de 5 ni 6. 
6 о mayor que 9. 9,, inclusive. 


42. Calcule la probabilidad de 
sacar cualquier suma que 
no sea 5 ni 6. 


En los siguientes ejercicios, se lanza una moneda y se saca una carta de una baraja estándar. Calcule la probabilidad de 
lo siguiente: 


43. Una cara en la moneda o 44. Una cruz en la moneda o 45. Una cara en la moneda o 


un trébol un as rojo una carta con cara 


46. No hay ases 
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En los siguientes ejercicios, utilice este escenario: una bolsa de М&М contiene 12 azules, 6 marrones, 10 anaranjados, 8 
amarillos, 8 rojos y 4 М&М verdes. Una persona mete la mano en la bolsa y agarra 5 MEM. 


47. ¿Cuál es la probabilidad de 
obtener todos los M&M 
azules? 


48. ¿Cuáles la probabilidad de 
obtener 4 M&M azules? 


49. ¿Cuál es la probabilidad de 
obtener 3 M&M azules? 


50. ¿Cuál es la probabilidad de 
no obtener M&M 
marrones? 


Extensiones 


Utilice el siguiente escenario para los próximos ejercicios: En el juego de Keno, un jugador comienza con la selección de 
20 números de los números del 1 al 80. Después de que el jugador haga sus selecciones, 20 números ganadores se 
seleccionan al azar entre los números del 1 al 80. Hay una victoria si el jugador ha seleccionado correctamente 3, 4, о 5 
de los 20 números ganadores (redondee todas las respuestas a la centésima de porcentaje más cercana). 


51. ¿Cuál es el porcentaje de 52. ¿Cuál es el porcentaje de 
probabilidad de que un probabilidad de que un 
jugador seleccione jugador seleccione 
exactamente 3 números exactamente 4 números 
ganadores? ganadores? 


53. ¿Cuál es el porcentaje de 
probabilidad de que un 
jugador seleccione los 5 
números ganadores? 


54. ¿Cuál es el porcentaje de 55. ¿Qué tan menor es la 
posibilidades de ganar? probabilidad de que un 

jugador seleccione 3 
números ganadores 
comparada a la 
probabilidad de que 
seleccione 4 o 5 números 
ganadores? 


Aplicaciones en el mundo real 


Utilice estos datos para los próximos ejercicios: En 2013, había unos 317 millones de ciudadanos en Estados Unidos, y 
unos 40 millones eran de edad avanzada (mayores de 65 años)? 


56. Siconoce a un ciudadano 57. Si conoce a cinco 


58. Siconoce a cinco 


estadounidense, ¿cuál es el 
porcentaje de probabilidad 
de que esa persona sea de 
edad avanzada? (Redondee 
а la décima de porcentaje 
más cercana). 


ciudadanos 
estadounidenses, ¿cuál es 
el porcentaje de 
probabilidad de que 
exactamente uno sea de 
edad avanzada? (Redondee 
a la décima de porcentaje 
más cercana). 


ciudadanos 
estadounidenses, ¿cuál es 
el porcentaje de 
probabilidad de que tres 
sean de edad avanzada? 
(Redondee a la décima de 
porcentaje más cercana). 


2 Oficina del Censo de Estados Unidos. http://www.census.gov 
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59. Siconoce a cinco 60. Se prevé que en 2030 uno 


ciudadanos 
estadounidenses, ¿cuál es 
el porcentaje de 
probabilidad de que cuatro 
sean de edad avanzada? 
(Redondee a la milésima 
de porcentaje más 
cercana). 
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de cada cinco ciudadanos 
estadounidenses será de 
edad avanzada. ¿Cuántas 
más posibilidades habrá de 
conocer a una persona de 
edad avanzada en ese 
momento? ¿Qué cambios 
políticos prevé si se 
cumplen estas 
estadísticas? 
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Revisión del capítulo 
Términos clave 


anualidad una inversión en la que el comprador realiza una secuencia de pagos periódicos e iguales 
coeficiente binomial el número de maneras de elegir r objetos de entre n objetos donde el orden no importa; 


equivalente a C(n, r), denotado ( n ) 
А 


combinación una selección de objetos en la que no importa el orden 

complemento de un evento е! conjunto de resultados en el espacio muestral que no están еп el evento E 

diferencia común la diferencia entre dos términos consecutivos cualesquiera de una secuencia aritmética 

divergir se dice que una serie diverge si la suma no es un número real 

enésimo término de una secuencia una fórmula para el término general de una secuencia 

espacio muestral el conjunto de todos los resultados posibles de un experimento 

evento cualquier subconjunto de un espacio muestral 

eventos mutuamente excluyentes eventos que no tienen resultados en común 

expansión binomial el resultado de expandir (x + y)” mediante multiplicación 

experimento una actividad con un resultado observable 

factorial п el producto de todos los enteros positivos de 1 al 

fórmula explícita una fórmula que define cada término de una secuencia en términos de su posición en la secuencia 

fórmula recursiva una fórmula que define cada término de una secuencia utilizando los términos anteriores 

índice de sumatoria en notación de sumatoria, la variable utilizada en la fórmula explícita de los términos de una serie 
y escrita debajo del sigma con el límite inferior de la sumatoria 

límite inferior de sumatoria el número utilizado en la fórmula explícita para calcular el primer término de una serie 

límite superior de sumatoria el número utilizado en la fórmula explícita para calcular el último término de una serie 

modelo de probabilidades una descripción matemática de un experimento que enumera todos los resultados 
posibles y sus probabilidades asociadas 

notación de sumatoria una notación para series que utiliza la letra griega sigma; incluye una fórmula explícita y 
especifica el primer y el último término de la serie 

permutación una selección de objetos en la que el orden es importante 

Principio de adición si un evento puede ocurrir en m maneras y un segundo evento sin resultados comunes puede 
ocurrir en n maneras, entonces el primer o el segundo evento puede ocurrir de m + n maneras 

principio de multiplicación si un evento puede ocurrir en m maneras y un segundo evento puede ocurrir en n 
maneras después de que el primer evento haya ocurrido, entonces los dos eventos pueden ocurrir en m X n maneras; 
también conocido como el principio fundamental de conteo 

principio fundamental de conteo si un evento puede ocurrir en m maneras y un segundo evento puede ocurrir en n 
maneras después de que el primer evento haya ocurrido, entonces los dos eventos pueden ocurrir en m x n maneras; 
también conocido como el principio de multiplicación 

probabilidad un número del 0 al 1 que indica la posibilidad de un evento 

razón común la razón entre dos términos consecutivos cualesquiera de una secuencia geométrica 

resultados los posibles resultados de un experimento 

secuencia una función cuyo dominio es un subconjunto de los enteros positivos 

secuencia aritmética una secuencia en la que la diferencia entre dos términos consecutivos cualesquiera es una 
constante 

secuencia finita una función cuyo dominio consiste en un subconjunto finito de los enteros positivos (1,2, ... п} para 
algún número entero positivo n 

secuencia geométrica una secuencia en la que la razón entre un término y un término anterior es una constante 

secuencia infinita una función cuyo dominio es el conjunto de enteros positivos 

serie la suma de los términos de una secuencia 

serie aritmética la suma de los términos de una secuencia aritmética 

serie geométrica Іа suma de los términos de una secuencia geométrica 

serie infinita la suma de los términos de una secuencia infinita 

suma parcial alan la suma de los primeros n términos de una secuencia 

teorema del binomio una fórmula que se puede usar para expandir cualquier binomio 

término un número en una secuencia 

unión de dos eventos el evento que se produce si se produce uno o ambos eventos 
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Ecuaciones clave 


0! 
Fórmulas para un factorial 1! 


ПИ 
— — 


n! 


п (п— 1) (п—2).-- (2) (1), paran > 2 


fórmula recursiva рага el enésimo término de una secuencia aritmética а, = a, 1 +d,n >22 


fórmula explícita para el enésimo término de una secuencia aritmética an = a] + d(n-1) 


fórmula recursiva para nth término de una secuencia geométrica а, =rap_-1,n > 2 


fórmula explícita para nth término de una secuencia geométrica ар = ajr™! 


А А А А А Пе п(ау+а 
suma de los primeros и términos de una serie aritmética = ( — п) 
я Пек А А aj (1-1) 
suma de los primeros n términos de una serie geométrica ,5, = i FEl 
=F 
, ЖЕЛЕ КУ a] 
suma de una serie geométrica infinita con—1<r< 1 Si= PR 


! 
número de permutaciones de n objetos distintos tomados ra lavez P(n,r) = a 


! 
número de combinaciones de n objetos distintos tomados r a lavez C(n,r) = Пл! 


> > 7 -jà n! 
número de permutaciones de n objetos no distintos 


ri lro!,..rg! 
С п 
Teorema del binomio (х+ у)" = > ( ) х" кук 
к-0 k 
n 
(r + 1)епё simo término de una expansión binomial ( ) ху 
$ 
probabilidad de un suceso con resultados igualmente probables P(E) = КЕ 
probabilidad de la unión de dos eventos PEUP) = Р(Е)+ Р(Е) – Р(Е п F) 
probabilidad de la unión de eventos mutuamente excluyentes P(E U F) = P(E) + P(F) 
probabilidad del complemento de un evento P(E” = 1- P(E) 
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Conceptos clave 


11.1 Secuencias y sus notaciones 


Una secuencia es una lista de números, llamados términos, escritos en un orden específico. 

Las fórmulas explícitas definen cada término de una secuencia utilizando la posición del término. Vea el Ejemplo 1, 
el Ejemplo 2 y el Ejemplo 3. 

Una fórmula explícita para el enésimo término de una secuencia se puede escribir analizando el patrón de varios 
términos. Vea el Ejemplo 4. 

Las fórmulas recursivas definen cada término de una secuencia utilizando los términos anteriores. 

Las fórmulas recursivas deben indicar el término o los términos iniciales de una secuencia. 

Un conjunto de términos se puede escribir mediante una fórmula recursiva. Vea el Ejemplo 5 y el Ejemplo 6. 

Un factorial es una operación matemática que se puede definir de forma recursiva. 

El factorial de n es el producto de todos los enteros de 1 a n Vea el Ejemplo 7. 


11.2 Secuencias aritméticas 


Una secuencia aritmética es una secuencia en la que la diferencia entre dos términos consecutivos cualesquiera es 
una constante. 

La constante entre dos términos consecutivos se llama diferencia común. 

La diferencia común es el número añadido a un término cualquiera de una secuencia aritmética que genera el 
término siguiente. Vea el Ejemplo 1. 

Los términos de una secuencia aritmética se pueden hallar empezando por el término inicial y luego sumar la 
diferencia común repetidamente. Vea el Ejemplo 2 y el Ejemplo 3. 

Una fórmula recursiva para una secuencia aritmética con diferencia común d viene dada por an = аьр +d,n > 2. 
Vea el Ejemplo 4. 

Como en cualquier fórmula recursiva, hay que dar el término inicial de la secuencia. 

Una fórmula explícita para una secuencia aritmética con diferencia común d viene dada por a, = ау + d(n- 1). Vea 
el Ejemplo 5. 

Se puede usar una fórmula explícita para hallar el número de términos de una secuencia. Vea el Ejemplo 6. 

En los problemas de aplicación, a veces modificamos ligeramente la fórmula explícita por an = ay + dn. Vea el 


Ejemplo 7. 


11.3 Secuencias geométricas 


Una sucesión geométrica es una secuencia en la que la razón entre dos términos consecutivos cualesquiera es una 
constante. 

La razón constante entre dos términos consecutivos se llama razón común. 

La razón común se puede calcular la dividir cualquier término de la secuencia entre el término anterior. Vea el 
Ejemplo 1. 

Los términos de una secuencia geométrica se pueden calcular al empezar por el primer término y multiplicar por la 
razón común repetidamente. Vea el Ejemplo 2 y el Ejemplo 4. 

Una fórmula recursiva para una secuencia geométrica con razón común r viene dada por a, = ға, para n > 2. 
Como en cualquier fórmula recursiva, hay que dar el término inicial de la secuencia. Vea el Ejemplo 3. 

Una fórmula explícita para una secuencia geométrica con razón común r viene dada por а, = ajr”! . Vea el 


Ejemplo 5. 
En los problemas de aplicación, a veces alteramos ligeramente la fórmula explícita por an = арт”. Vea el Ejemplo 6. 


11.4 Series y sus notaciones 


La suma de los términos de una secuencia se llama serie. 

Una notación común para las series es la llamada notación de sumatoria, que utiliza la letra griega sigma para 
representar la suma. Vea el Ejemplo 1. 

La suma de los términos de una secuencia aritmética se llama serie aritmética. 

La suma de los primeros n términos de una serie aritmética se puede calcular utilizando una fórmula. Vea el 
Ejemplo 2 y el Ejemplo 3. 

La suma de los términos de una secuencia geométrica se llama serie geométrica. 

La suma de los primeros n términos de una serie geométrica se puede calcular utilizando una fórmula. Vea el 
Ejemplo 4 y el Ejemplo 5. 

La suma de una serie infinita existe si la serie es geométrica con –1 <r < 1. 

Si la suma de una serie infinita existe, se puede calcular mediante una fórmula. Vea el Ejemplo 6, el Ejemplo 7 y el 


Ejemplo 8. 
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Una anualidad es una cuenta en la que el inversor realiza una serie de pagos periódicos. El valor de una anualidad 
se puede calcular mediante series geométricas. Vea el Ejemplo 9. 


11.5 Principios de conteo 


Si un evento puede ocurrir en m maneras y un segundo evento sin resultados comunes puede ocurrir en n maneras, 
entonces el primer o el segundo evento puede ocurrir de m + n maneras. Vea el Ejemplo 1. 

Si un evento puede ocurrir en m maneras y un segundo evento puede ocurrir en n maneras después de que el 
primer evento haya ocurrido, entonces los dos eventos pueden ocurrir en m х n maneras. Vea el Ejemplo 2. 

Una permutación es una ordenación de п objetos. 

Si tenemos un conjunto de n objetos y queremos elegir r objetos del conjunto en orden, escribimos P(n, r). 

Los problemas de permutación se pueden resolver utilizando el principio de multiplicación o la fórmula de P(n, r). 
Vea el Ejemplo 3 y el Ejemplo 4. 

Una selección de objetos cuyo orden no importa es una combinación. 

Dados n objetos distintos, el número de maneras de seleccionar r objetos del conjunto es C(n, r) y se puede calcular 
mediante una fórmula. Vea el Ejemplo 5. 

Un conjunto que contiene n objetos distintos tiene 2” subconjuntos. Vea el Ejemplo 6. 

Para los problemas de conteo que implican objetos no distintos, necesitamos dividir para evitar contar 
permutaciones duplicadas. Vea el Ejemplo 7. 


11.6 Teorema del binomio 


n 
( ) se llama coeficiente binomial y es igual a С(и, r). Vea el Ejemplo 1. 
Р 


El teorema del binomio nos permite expandir los binomios sin multiplicar. Vea el Ejemplo 2. 
Podemos hallar un término dado de una expansión binomial sin expandir completamente el binomio. Vea el 


Ejemplo 3. 


11.7 Probabilidad 


La probabilidad es siempre un número entre 0 y 1, donde 0 significa que un evento es imposible y 1 significa que un 
evento es seguro. 

Las probabilidades de un modelo de probabilidad deben sumar 1. Vea el Ejemplo 1. 

Cuando los resultados de un experimento son todos igual de probables, podemos calcular la probabilidad de un 
suceso al dividir el número de resultados del suceso entre el número total de resultados en el espacio muestral del 
experimento. Vea el Ejemplo 2. 

Para calcular la probabilidad de la unión de dos eventos, sumamos las probabilidades de los dos eventos y restamos 
la probabilidad de que ambos ocurran simultáneamente. Vea el Ejemplo 3. 

Para calcular la probabilidad de la unión de dos eventos mutuamente excluyentes, sumamos las probabilidades de 
cada uno de los eventos. Vea el Ejemplo 4. 

La probabilidad del complemento de un evento es la diferencia entre 1 y la probabilidad de que el evento ocurra. 
Vea el Ejemplo 5. 

En algunos problemas de probabilidad, necesitamos utilizar permutaciones y combinaciones para hallar el número 
de elementos en los eventos y espacios muestrales. Vea el Ejemplo 6. 


Ejercicios 
Ejercicios de repaso 


Secuencias y su notación 


1. 


Escriba los cuatro primeros 2. Evalúe Ear 3. Escriba los cuatro primeros 
términos de la secuencia términos de la secuencia 
definida por la fórmula definida por la fórmula 
recursiva explícita а, = 10" +3. 


ај = 2, an =4p 1 +n. 


Escriba los cuatro primeros 
términos de la secuencia 
definida por la fórmula 


explícita ay = D 
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Secuencias aritméticas 


5. ¿Es la secuencia 
4 47 82 39 


72121: 7?“ 
aritmética? Si es así, halle la 
diferencia común. 


8. Una secuencia aritmética 
tiene términos аз = 11,7 y 
ag = —14,6. ¿Cuál es el 
primer término? 


11. Escriba una fórmula 
explícita para la secuencia 


aritmética 
Л 29 37 15 
8° 24° 24° 8>*"* 


Secuencias geométricas 

13. Calcule la razón común de 
la secuencia geométrica 
2,5, 5, 10, 20,... 


16. Una secuencia geométrica 
tiene el primer término 
a¡=-— 3 y razón común 
r= 3. ¿Cuál es el 8.2 
término? 


19. Escriba una fórmula explícita 


para la secuencia geométrica 
О _ 1l 1 
ae 15? 45? 


Las series y su notación 

21. Utilice la notación 
sumatoria para escribir la 
suma de términos 2т + 5 


а partir де т = 0, O соп 
т = 5. 


12. 


14. 


17. 


= 135° °°° 


22. 


¿Es la secuencia 7. 
2,4,8,16, ... aritmética? Si 
es así, halle la diferencia 


común. 


Escriba una fórmula 
recursiva para la secuencia 
aritmética 

—20, — 10, 0,10,... 


¿Cuántos términos hay en 
la secuencia aritmética 
finita 12,20,28, ... , 172? 


¿La secuencia 4, 16, 28, 40 
... es geométrica? Si es así, 
calcule la razón común. Si 
no es así, explique por qué. 


¿Cuáles son los cinco 
primeros términos de la 


10. 


15. 


18. 


Una secuencia aritmética 
tiene el primer término 

ау = 18 y la diferencia 
común d = —8. ¿Cuáles son 
los cinco primeros 
términos? 


Escriba una fórmula 
recursiva para la secuencia 
aritmética 


= is 3 
0, 2° 1, 2° те > 
y luego calcule el 31. 
término. 


Una secuencia geométrica 
tiene términos 

ат = 16,384 y 

ag = 262,144. ¿Cuáles son 
los cinco primeros 
términos? 


Escriba una fórmula 
recursiva para la secuencia 


secuencia geométrica geométrica 
= =4. ? 1.1 1 
aj 3; an 4 an-1: 1, СУИ 
20. Cuántos términos hay еп Іа 
secuencia geométrica finita 
СЕ 5 5 7 
И 3? Өз 59,049 ` 


Utilice la notación de 
sumatoria para escribir la 
suma que resulta de sumar 
el número 13 veinte veces. 


23. 


Utilice la fórmula de la 
suma de los primeros n 
términos de una serie 
aritmética para hallar la 
suma de los once primeros 
términos de la serie 
aritmética 2,5, 4, 5,5, .... 
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24. Una escalera tiene 15 25. 


peldaños cónicos, cuyas 
longitudes aumentan por 
una diferencia común. El 
primer peldaño mide 5 
pulgadas y el último 20 
pulgadas de largo. ¿Cuál es 
la suma de las longitudes 
de los peldaños? 


27. Calcule la suma de la serie 28. 


geométrica infinita 


Ы 144-1 
руж 45:(—35) . 


30. Los gemelos Ноа y Binh 


abrieron cuentas de 
jubilación cuando 
cumplieron 21 años. Hoa 
deposita 4.800,00 dólares 
cada año, ganando un 
5,5 % de interés anual, 
calculado mensualmente. 
Binh deposita 3.600,00 
dólares cada año, ganando 
un 8,5 % de interés anual, 
calculado mensualmente. 
Qué gemelo ganará más 
intereses al momento en 
que tengan 55 años? 
¿Cuánto más? 
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Use la fórmula de la suma 
de los primeros n términos 
de una serie geométrica 
para calcular Sy para la 


serie 12, 6, 3, зан 


Una pelota tiene una razón 
de rebote de + la altura del 


rebote anterior. Escriba 
una serie que represente la 
distancia total recorrida 
por la pelota, suponiendo 
que se dejó caer 
inicialmente desde una 
altura de 5 pies. ¿Cuál es la 
distancia total? (Pista: la 
distancia total que recorre 
la pelota en cada rebote es 
la suma de las alturas de la 
subida y la bajada). 


26. 


29. 


Las cuotas de los tres 
primeros años de afiliación 
а ип club de caza se 
indican en la Tabla 1. Si las 
cuotas siguen aumentando 
al mismo ritmo, ¿cuál será 
el costo total de los diez 
primeros años de 


afiliación? 
Cuotas de 
afiliación 
1 $ 1.500 
2 $ 1.950 
3 $ 2.535 
Tabla 1 


Alejandro deposita 80 
dólares de sus ingresos 
mensuales en una 
anualidad que gana un 
interés anual del 6,25 %, 
calculado mensualmente. 
¿Cuánto dinero habrá 
ahorrado después de 5 
años? 


Principios de conteo 

31. ¿Cuántas maneras hay de 
elegir un número del 
conjunto 
{—10, — 6,4,10,12,18,24,32) 
que es divisible entre 4 o 6? 


34. Una paleta de pinturas de 35. 
acuarela tiene 3 tonos de 

verde, 3 tonos de azul, 2 

tonos de rojo, 2 tonos de 

amarillo y 1 tono de negro. 

¿De cuántas maneras se 

puede elegir un tono de 


cada color? 


37. Calcule C (15,6). 38. 


40. Un spa cobra una tarifa 41. 
básica por día que incluye 
el uso del sauna, de la 
piscina y de las duchas. Por 
un costo suplementario, 
los visitantes pueden elegir 
entre los siguientes 
servicios adicionales: 
masaje, exfoliación 
corporal, manicura, 
pedicura, tratamiento 
facial y afeitado con 
cuchilla. ¿De cuántas 
maneras se puede pedir 
servicios adicionales en el 
spa? 


Teorema del binomio 
43. Evalúe el coeficiente 


binomial (2 ) Р 
8 


44. 


32. 


En un grupo de 20 
músicos, 12 tocan el piano, 
7 tocan la trompeta y 2 
tocan tanto el piano como 
la trompeta. ¿Cuántos 
músicos tocan el piano o la 
trompeta? 


Calcule P (18,4). 


Una cafetería tiene 7 
tostados guatemaltecos, 4 
cubanos y 10 
costarricenses. ¿De 
cuántas maneras puede la 
tienda elegir 2 tostados 
guatemaltecos, 2 cubanos 
y 3 costarricenses para una 
degustación de café? 


¿De cuántas maneras 
distintas se puede ordenar 
la palabra DEADWOOD? 


Utilice el teorema del 
binomio para expandir 


(3x + 1у)°. 
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33. ¿De cuántas maneras se 


36. 


39. 


42. 


45. 


puede construir un código 
de 4 dígitos si los números 
se pueden repetir? 


En un grupo de 5 del 
primer año, 10 del 
segundo año, 3 del tercer 
año, y 2 estudiantes del 
cuarto año, ¿de cuántas 
maneras se puede elegir al 
presidente, al 
vicepresidente y al 
tesorero? 


¿Cuántos subconjuntos 
tiene el conjunto 
3:95 dm 997% 


¿Cuántas reorganizaciones 
distintas de las letras de la 
palabra DEADWOOD hay si 
la palabra debe comenzar 
y terminar con la letra D? 


Utilice el teorema del 
binomio para escribir los 
tres primeros términos de 
(2а + Б)!?. 
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46. Halle el cuarto término de 
11 . 
(за? —- 2b) sin expandir 
completamente el 
binomio. 


Probabilidad 
En los siguientes ejercicios, suponga que se lanzan dos dados. 


47. Construya una tabla que muestre el espacio 48. ¿Cuál es la probabilidad de que un lanzamiento 
muestral. incluya un 2? 


49. ¿Cuál es la probabilidad de 50. ¿Cuál es la probabilidad de que un lanzamiento 
lanzar un par? incluya un 2 o resulte en un par? 


51. ¿Cuál es la probabilidad de 52. ¿Cuál es la probabilidad de lanzar un 5 o un 6? 
que un lanzamiento no 
incluya un 2 o resulte en 
un par? 


53. ¿Cuál es la probabilidad de 
que un lanzamiento no 
incluya ni un 5 ni un 6? 


En los siguientes ejercicios, utilice estos datos: Una encuesta realizada en una escuela primaria reveló que 350 de los 500 
estudiantes preferían las gaseosas a la leche. Supongamos que 8 niños de la escuela asisten a una fiesta de cumpleaños 
(Muestre los cálculos y redondee a la décima de porcentaje más cercana). 


54. ¿Cuál es el porcentaje de 55. ¿Cuál es el porcentaje de 56. ¿Cuál es el porcentaje de 
probabilidad de que todos probabilidad de que, al probabilidad de que 
los niños que asisten a la menos, uno de los niños exactamente 3 de los niños 
fiesta prefieran gaseosas? que asisten a la fiesta que asisten a la fiesta 
prefiera leche? prefieran gaseosas? 


57. ¿Cuál es el porcentaje de 
probabilidad de que 
exactamente 3 de los niños 
que asisten a la fiesta 
prefieran leche? 


Examen de práctica 


1. Escriba los cuatro primeros 2. Escriba los cuatro primeros 3. ¿Esla secuencia 
términos de la secuencia términos de la secuencia 03, 1,2, 21,36. 
definida por la fórmula definida por la fórmula aritmética? Si es así, halle la 
. Pn 2_ 2 . . 7 
recursiva explícita an = "=" L diferencia común. 
244 y-1 n! 
a =— 14, a, = — —. 
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4. 


10. 


13. 


16. 


19. 


Una secuencia aritmética 5, 
tiene el primer término 

ај =-4y la diferencia 

común d =— t, ¿Cuál es el 

6.° término? 


¿Es la secuencia 8. 
-2,- 1,- $,- 4,... 
geométrica? Si es así, halle 

la razón común. Si no es así, 
explique por qué. 


Escriba una fórmula 
explícita para la secuencia 


geométrica 
4 4 A A 
a 37 197 PA 


Utilice la fórmula de la 
suma de los primeros n 
términos de una serie 
geométrica para calcular 


7 
y —0,2 O 


k=1 


En una competencia de 50 
bailarines de salón 
profesionales, 22 
participan en la 
competencia de fox-trot, 
18 en la de tango y 6 en 
ambas. ¿Cuántos bailarines 
participan en las 
competencias de fox-trot o 
tango? 


Un grupo musical tiene 
que elegir 3 canciones para 
tocar en la Guerra de 
Bandas anual. ¿De cuántas 
maneras pueden elegir su 
set si tienen 15 canciones 
para escoger? 


11. 


14. 


17. 


20. 


Escriba una fórmula 
recursiva para la secuencia 
aritmética 


luego halle el 22.” término. 


¿Cuál es el 11.° término de la 
secuencia geométrica 
—1,5, —3,—6, —12, ...? 


Utilice la notación 
sumatoria para escribir la 
suma de términos 

3k? — ¿ka partir de 
k=-3conk=15. 


Calcule la suma de la serie 
geométrica infinita 


E 


El comprador de un sedán 
nuevo puede encargar el 
auto a su gusto y tiene 
para elegir entre 5 colores 
exteriores diferentes, 3 
colores interiores distintos, 
2 sistemas de sonido, 3 
diseños de motor y una 
transmisión manual o 
automática. ¿Cuántas 
opciones tiene el 
comprador? 


Una tienda de yogur 
helado de autoservicio 
tiene 8 ingredientes de 
dulces y 4 de fruta para 
elegir. ¿De cuántas 
maneras se pueden 
agregar ingredientes a un 
yogur helado? 


9. 


12. 


15. 


18. 


21. 


Escriba una fórmula 
explícita para la secuencia 
aritmética 

15,6, 15, 14,4, 13,8,... y 
luego halle el 32.° término. 


Escriba una fórmula 
recursiva para la secuencia 
geométrica 


Un estadio de béisbol 
comunitario tiene 10 
asientos en la primera fila, 
13 en la segunda, 16 en la 
tercera, y así 
sucesivamente. Hay 56 filas 
en total. ¿Cuál es el aforo 
del estadio? 


Ramla deposita cada año 
3.600 dólares en un fondo 
de jubilación. El fondo 
gana un 7,5 % de interés 
anual, compuesto 
mensualmente. Si abrió su 
cuenta a los 20 años, 
¿cuánto tendrá a los 55? 
¿Qué parte de esa cantidad 
era ganancia de intereses? 


Para asignar las primas 
anuales, un gerente debe 
elegir a sus cuatro mejores 
empleados y clasificarlos 
del primero al cuarto. ¿De 
cuántas maneras puede 
crear la lista de los "cuatro 
mejores" entre los 32 
empleados? 


¿De cuántas formas 
distintas se puede ordenar 
la palabra EVANESCENCE si 
el anagrama debe terminar 
con la letra E? 
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22. Utilice el teorema del 23. Halle el séptimo término 
binomio para expandir de (х?- үн sin expandir 
(2х- 1у)” аа 

2х 72У) - completamente e 
binomio. 


En los siguientes ejercicios, utilice la ruleta de la Figura 1. 


Figura 1 
24. Construya un modelo de 25. ¿Cuál es la probabilidad de 26. ¿Cuál es la probabilidad de 
probabilidades que caer en un número impar? caer en el azul? 


muestre cada resultado 
posible y su probabilidad 
asociada (Utilice la primera 
letra para los colores). 


27. ¿Cuál es la probabilidad de 28. ¿Cuál es la probabilidad de 29. Un bol de dulces contiene 
caer en el azul o en un caer en algo que no sea el 16 caramelos de menta, 14 
número impar? azul ni un número impar? de mantequilla y 10 de 

fresa. Supongamos que 
una persona toma un 
puñado de 7 caramelos. 
¿Cuál es el porcentaje de 
probabilidad de que 
exactamente 3 sean de 
mantequilla? (Muestre los 
cálculos y redondee a la 
décima de porcentaje más 
cercana). 
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12 • Introducción 


La corredora holandesa Sifan Hassan pasa por delante de sus competidoras principales en su camino hacia la victoria. 


Esquema del capítulo 


12.1 Hallar los límites: enfoques numéricos y gráficos 
12.2 Hallar los límites: propiedades de los límites 
12.3 Continuidad 

12.4 Derivadas 


Introducción 


La holandesa oriunda de Etiopía Sifan Hassan ha dominado las carreras de distancia durante varios años. Fue la primera 
en ganar las carreras de 1.500 y 10.000 metros en un campeonato mundial. Durante los Juegos Olímpicos de Tokio, se 
unió a la única corredora en la historia al obtener una medalla en la rara vez intentada distancia del triple: ganó la 
medalla de oro en los 5.000 y 10.000 metros y el bronce en los 1.500. El estilo característico de Hassan es permanecer en 
la retaguardia durante gran parte de la carrera, para luego avanzar en las últimas vueltas. 


Hassan no corre a su máxima velocidad a cada instante. ¿Cómo podemos entonces calcular su velocidad en un instante 
dado? En este capítulo hallaremos la respuesta a esta y muchas otras preguntas semejantes. 


12.1 Hallar los límites: enfoques numéricos y gráficos 


Objetivos de aprendizaje 

En esta sección, podrá: 
Comprender la notación de límites. 
Hallar un límite mediante un gráfico. 
Hallar un límite mediante una tabla. 


Intuitivamente, sabemos lo que es un límite. Un automóvil solo puede ir hasta cierta velocidad y no más rápido. Un cubo 
de basura puede contener 33 galones y no más. Es natural que las cantidades medidas tengan límites. ¿Cuál es, por 
ejemplo, el límite de la altura de una mujer? La mujer más alta de quien se tiene constancia es Jinlian Zeng, de China, 
que mide 8ft, 1 in.t ¿Este es el límite de altura que pueden alcanzar las mujeres? Tal vez no, pero es probable que haya 
un límite que podríamos describir en pulgadas si fuéramos capaces de determinar cuál es. 


Por decirlo de forma matemática, la función cuya entrada es una mujer y cuya salida es una altura medida en pulgadas 
tiene un límite. En esta sección examinaremos enfoques numéricos y gráficos para identificar límites. 


Comprender la notación de límites 


Hemos visto cómo una secuencia puede tener un límite, un valor hacia el que se mueve la secuencia de términos a 
medida que aumenta el número de términos. Por ejemplo, los términos de la secuencia 


1 https://en.wikipedia.org/wiki/Human_height y http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_tallest_people 
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1 1 1 
А 7 q” 8” 
se acercan cada vez más а 0. Una secuencia es un tipo de función, pero las funciones que no son secuencias también 
pueden tener límites. Podemos describir el comportamiento de la función a medida que los valores de entrada se 


acercan a un valor específico. Si el límite de una función f(x) = L, entonces a medida que la entrada x se acerca cada 
vez más a a, la coordenada y de salida se acerca cada vez más a L. Decimos que la salida "se acerca a" L. 


La Figura 1 proporciona una representación visual del concepto matemático de límite. A medida que el valor de entrada 
x se acerca a a, el valor de salida f (x) se acerca a L. 


f(x) 
4 


La salida y | 
se acerca al 


а + >Х 
—а-— 


La entrada x se acerca a a 


Figura 1 La salida (coordenada y) se acerca a L a medida que la entrada (coordenada х) se acerca a а. 


Escribimos la ecuación de un límite como 
lím f(x) = L. 


x>a 


Esta notación indica que a medida que x se acerca a a tanto desde la izquierda de x = a y desde la derecha de x = a, el 
valor de salida se acerca a L. 


Considere la función 


Podemos factorizar la función como se muestra. 


(x+1) 2. Р 
калы Anule los factores similares en el numerador y el denominador. 


/(х) = 
Јох) = х+1,х #7 Simplifique. 


Observe que x no puede ser 7, o estaríamos dividiendo entre 0, por lo que 7 no está еп el dominio de la función original. 
Para no cambiar la función cuando simplificamos, ponemos la misma condición, x H 7, рага la función simplificada. 
Podemos representar la función gráficamente como se muestra en la Figura 2. 
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10 
9 
8 
= 
Қх) = 2=6‹-7 
6 x-7 
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4 
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Figura 2 Como el 7 no está permitido como entrada, по hay ningún punto en x = 7. 


Lo que sucede en x = 7 es completamente diferente de lo que ocurre en los puntos cercanos a x = 7 a cada lado. La 
notación 


lím f(x) = 8 
x> 7 


indica que a medida que la entrada x se acerca a 7 desde la izquierda o desde la derecha, la salida se acerca a 8. La 
salida puede acercarse tanto a 8 como queramos si la entrada está lo suficientemente cerca de 7. 
¿Qué sucede en x = 7? Cuando x = 7, no hay ninguna salida correspondiente. Lo escribimos como 


f(T) no existe. 


Esta notación indica que 7 no está en el dominio de la función. Ya lo habíamos indicado cuando escribimos la función 
como 


О) = х+1, x47. 
Observe que el límite de una función puede existir incluso cuando f(x) no está definida еп х = a. Gran parte de nuestro 


trabajo posterior consistirá en determinar límites de funciones a medida que x se acerca a a, aunque la salida en x = a 
no existe. 


El límite de una función 


Una cantidad L es el límite de una función f (x) cuando x se acerca a asi, a medida que los valores de entrada de x 
se acercan a a (pero no son iguales a a), los valores de salida correspondientes de f (x) se acercan a L. Observe que 
el valor del límite no se ve afectado por el valor de salida de f (x) en a. Ambos a y L deben ser números reales. Lo 
escribimos como 


lím f(x) = L 
ха 


шн Э 95 


Entender el límite de una función 
Para el siguiente límite, defina a, f(x), y L. 


Иш (3x+5)=11 
x>2 
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© Solución 
Primero, reconocemos la notación de un límite. Si el límite existe, a medida que x se acerca a a, escribimos 


Шт /0) = І. 


бе поѕ да 


lím (3х + 5) = И. 
x>2 


Esto significa que a = 2, f(x) = 3х + 5, y L = 11. 


©) Análisis 

Recordemos que y = 3x + 5 es una línea sin interrupciones. A medida que los valores de entrada se acerquen a 2, los 

valores de salida se acercarán a 11. Esto se puede expresar con la ecuación lím(3x + 5) = 11, lo que significa que a 
x>2 


medida que x se acerca a 2 (pero no es exactamente 2), la salida de la función f(x) = 3x + 5 se acerca todo lo que 
queramos a 3(2) + 5, u 11, que es el límite L, al tomar valores de x suficientemente cerca de 2 pero no en x = 2. 


[>] INTÉNTELO #1 Para el siguiente límite, defina a, f(x), у L. 


Ит (2x? — 4) = 46 


x>5 


Comprender los límites izquierdo y derecho 
Podemos acercarnos a la entrada de una función desde cualquier lado de un valor, desde la izquierda o la derecha. La 
Figura 3 muestra los valores de 


/(х) =х+1,х #7 


como se han descrito anteriormente y se han representado en la Figura 2. 


Los valores de x se acercan a X=7 Los valores de x se acercan a 
7 desde la izquierda (x < 7) 7 desde la derecha (x > 7) 


х | o | sæ | ses | 7 | ro | mes [т 


— o oo —_ __—  —_ == 


Los valores de salida se acercan al límite, 8 Los valores de salida se acercan al límite, 8 


Figura 3 


Los valores descritos como "desde la izquierda" son menores que el valor de entrada 7 y, por lo tanto, aparecerían a la 
izquierda del valor en una línea numérica. Los valores de entrada que se acercan a 7 desde la izquierda en la Figura 3 
son 6,9, 6,99, y 6,999. Las salidas correspondientes son 7,9, 7,99, y 7,999. Estos valores se acercan a 8. El límite de los 
valores de f (x) cuando x se acerca por la izquierda se conoce como el límite izquierdo. Para esta función, 8 es el límite 
izquierdo de la función f(x) = х + 1, х 4 7 a medida que x se acerca a 7. 


Los valores descritos como "desde la derecha" son mayores que el valor de entrada 7 y, por tanto, aparecerían a la 
derecha del valor en una línea numérica. Los valores de entrada que se acercan a 7 desde la derecha en la Figura 3 son 
7,1, 7,01, y 7,001. Las salidas correspondientes son 8,1, 8,01, y 8,001. Estos valores se acercan a 8. El límite de los valores 
de f (x) cuando x se acerca por la derecha se conoce como el límite derecho. Para esta función, 8 es también el límite 
derecho de la función f(x) = х + 1, х 4 7 a medida que x se acerca a 7. 


La Figura 3 muestra que podemos obtener la salida de la función a una distancia de 0,1 de 8 utilizando una entrada a 
una distancia de 0,1 de 7. En otras palabras, necesitamos una entrada de x dentro del intervalo 6,9 < x < 7,1 para 
producir un valor de salida de f (x) dentro del intervalo 7,9 < f(x) < 8,1. 


También vemos que podemos obtener valores de salida de f(x) sucesivamente más cerca de 8 al seleccionar valores de 
entrada más cercanos a 7. De hecho, podemos obtener valores de salida dentro de cualquier intervalo especificado si 
elegimos los valores de entrada adecuados. 


La Figura 4 proporciona una representación visual de los límites izquierdo y derecho de la función. A partir del gráfico de 
f(x), observamos que la salida puede acercarse infinitesimalmente a L = 8 a medida que x se acerca a 7 por la 
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izquierda y a medida que x se acerca a 7 por la derecha. 


Para indicar el límite izquierdo, escribimos 


lím f(x) = 8. 
x>o 7 
Para indicar el límite derecho, escribimos 
lím f(x) = 8. 
x>7+ 


f(x) se acerca a 8 A 1 f(x) se acerca a 8 


х se acerca a 7 ' x se acerca a 7 


desde la izquierda | desde la derecha 
+ + + A A Am XK 
12345 батв 


Figura 4 Los límites izquierdo y derecho son los mismos рага esta función. 
Límites izquierdo y derecho 


El límite izquierdo de una función f(x) cuando x se acerca a a desde la izquierda es igual a L, denotado por 
ШЕ) = 


хэа 
Los valores de f(x) pueden acercarse al límite L tanto como queramos tomando valores де х lo suficientemente 
cerca de a de manera que x < ayx # а. 
El límite derecho de una función f(x), a medida que x se acerca a a desde la derecha, es igual a L, denotado por 
lím fŒ) = Г. 


x>a 
Los valores de f(x) pueden acercarse al límite L tanto como queramos tomando valores де x lo suficientemente 
cerca de a pero mayores que a. Ambos a y L son números reales. 


Comprender los límites laterales 

En el ejemplo anterior, los límites izquierdo y derecho a medida que x se acerca a a son iguales. Si los límites izquierdo y 
derecho son iguales, decimos que la función f(x) tiene un límites laterales a medida que x se acerca a a. Más 
comúnmente, nos referimos a un límite lateral simplemente como un límite. Si el límite izquierdo no es igual al límite 
derecho, o si uno de ellos no existe, decimos que el límite no existe. 


Los límites laterales de la función a medida que x se acerca a a 


El límite de una función f(x), a medida que x se acerca a a, es igual a L, es decir, 
lím (х) = Г 
x>a 
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si y solo si 
lím (х) = Ит _ f). 


x>a7 x>a 


En otras palabras, el límite izquierdo de una función f(x) cuando x se acerca a a es igual al límite derecho de la 
misma función a medida que x se acerca a a. Si existe tal límite, nos referimos al límite como límites laterales. En caso 
contrario, diremos que el límite no existe. 


Hallar un límite utilizando un gráfico 


Para determinar visualmente si existe un límite a medida que x se acerca a a, observamos el gráfico de la función 
cuando x está muy cerca de x = a. En la Figura 5 observamos el comportamiento del gráfico a ambos lados de a. 


y lim f0)=L 
xi 


Lts SR lim- Рб) = 1, 


Aa 


х<а х>а 


Figura 5 


Para determinar si existe un límite izquierdo, observamos Іа rama del gráfico a Іа izquierda де х = a, pero cerca de 
x = a. Aquí es donde x < a. Vemos que las salidas se acercan a algún número real £ por lo que hay un límite izquierdo. 


Para determinar si existe un límite derecho, observe la rama del gráfico a la derecha de x = a, pero cerca de x = a. Aquí 
es donde x > a. Vemos que las salidas se acercan a algún número real L, por lo que hay un límite derecho. 


Si el límite izquierdo y el límite derecho son iguales, como ocurre en la Figura 5, entonces sabemos que la función tiene 
límites laterales. Normalmente, cuando nos referimos a un "límite", nos referimos a límites laterales, a menos que lo 
llamemos límite de un lado. 


Por último, podemos buscar un valor de salida para la función f (x) cuando el valor de entrada x es igual a a. El par de 
coordenadas del punto sería (a, f (a)) . Si ese punto existe, entonces f (a) tiene un valor. Si el punto no existe, como en 
la Figura 5, entonces decimos que f (a) no existe. 


(є cómo 
a 


Dada una función f (x), utilice un gráfico para hallar los límites y el valor de una función a medida que x se 
acerca a a. 


1. Examine el gráfico para determinar si existe un límite izquierdo. 

2. Examine el gráfico para determinar si existe un límite derecho. 

3. Silos dos límites de un lado existen y son iguales, entonces hay límites laterales, lo que normalmente llamamos 
"límite". 

4. Si hay un punto en x = a, entonces f (a) es el valor de la función correspondiente. 


E 


Hallar un límite utilizando un gráfico 
a. Determine los siguientes límites y el valor de la función f como se muestra en la Figura 6. 


1. lím f(x) 
ii. lím f(x) 


x>2+ 
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li lím f@) 


iv. fQ) 


e N OO sg о ч O O 


Figura 6 


b. Determine los siguientes límites y el valor de la función f como se muestra en la Figura 7. 
і. Иш f(x) 
x>2 
ii Иш f(x) 
хә2 
iii. lím f(x) 
x>2 


№. fO) 


e N pg о N о о 


Figura 7 
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© Solución 
a. Si miramos la Figura 6: 
і. lím f(x) = 8; cuando x < 2, pero infinitesimalmente cerca de 2, los valores de salida se acercan a y = 8. 
x>? 


ii. lím ASS) = 3; cuando x > 2, pero infinitesimalmente cerca de 2, los valores de salida se acercan a y = 3. 
x> 2 

iii. lím /(х) по existe porque lím f(x)# lím (х); los límites izquierdo y derecho no son iguales. 
x> 2 x> 27 2 + 


iv. f(Q)=3 porque el gráfico de la función f pasa por el punto (2, f (2)) o (2, 3). 


b. Si miramos la Figura 7: 


1. lím _ f(x) = 8; cuando x < 2 pero infinitesimalmente cerca de 2, los valores de salida se acercan a y = 8. 
x> 27 


ii. lím f(x) = 8; cuando x > 2 pero infinitesimalmente cerca de 2, los valores de salida se acercan a y = 8. 
+ 


x> 2 
iii. lím f(x) = 8 porque Иш Рох) = Ит Го) = 8; los límites izquierdo y derecho son iguales. 
x> x> x> 2 


іу. f (2) = 4 porque el gráfico de la función f pasa por el punto (2, f (2)) o (2,4). 


[>] INTÉNTELO #2 Utilizando el gráfico de la función y = f (x) que se muestra en la Figura 8, estime los 
siguientes límites. 


ml) 290) meo) жыгу дыр ы) 


17 (x) lím s(x) xm (+) 
x>4 x>4+ x>4 


Figura 8 


Hallar un límite utilizando una tabla 


La creación de una tabla es una forma de determinar límites mediante información numérica. Creamos una tabla de 
valores en la que los valores de entrada de x se acercan a a de ambos lados. Luego determinamos si los valores de salida 
se acercan cada vez más a algún valor real, el límite L. 


Veamos un ejemplo con la siguiente función: 


Para crear la tabla, evaluamos la función en valores cercanos a x = 5. Utilizamos algunos valores de entrada menores 
que 5 y otros mayores que 5 como en la Figura 9. Los valores de la tabla muestran que cuando x > 5 pero acercándose a 
5, la salida correspondiente se acerca a 75. Cuando x > 5 pero acercándose a 5, la salida correspondiente también se 
acerca a 75. 
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lím _f09 = 75 lím f(x) = 75 
x—=5 х-=5 
Figura 9 
Dado que 
Иш f(x)=75= Иш f(x), 
хә5 x>5t 
entonces 


Ит /(х) = 75. 
x>5 


Recuerde que f (5) no existe. 


(є cómo 
@ 


Dada una función f, utilice una tabla para hallar el límite a medida que x se acerca a a y el valor de f(a), si 
existe. 


1. Elija varios valores de entrada que se acerquen a a tanto desde la izquierda como desde la derecha. Anótelos en 
una tabla. 

Evalúe la función en cada valor de entrada. Anótelos en la tabla. 

Determine si los valores de la tabla indican un límite izquierdo y un límite derecho. 

Si los límites izquierdo y derecho existen y son iguales, hay límites laterales. 

Sustituya x con la a para calcular el valor de f (a). 


BB 


Hallar un límite utilizando una tabla 
Estime numéricamente el límite de la siguiente expresión mediante una tabla de valores a ambos lados del límite. 


, ( 5 ѕеп(х) ) 
lím | === 
x>0 3x 

© Solución 


Podemos estimar el valor de un límite, si existe, evaluando la función en valores cercanos a x = 0, No podemos hallar un 
valor de la función рага х = 0 directamente porque el resultado tendría un denominador igual a 0, y por lo tanto sería 
indefinido. 


SO 


5 sen(x) 


Sfo = е 


Para crear la Figura 10 elegimos varios valores de entrada cercanos a x = 0, con la mitad de ellos menores que x = Оу 
la mitad de ellos mayores que x = 0, Tenga en cuenta que tenemos que estar seguros de que estamos utilizando el 
modo radián. Evaluamos la función en cada valor de entrada para completar la tabla. 

Los valores de la tabla indican que cuando x < 0 pero acercándose a 0, la salida correspondiente se acerca a 2. 


Cuando x > 0 pero acercándose a 0, la salida correspondiente también se acerca a EN 


3 
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ол [ш [в ТИ ЧИ СТИ 


Еїдига 10 
Dado que 
Р 5 a 
Ит (х) = = = lím f(x), 
хэ07 3 x>0+ 
entonces 
5 
Иш /(х) = =. 
дау ) 3 
3| PREGUNTAS Y ¿Es posible comprobar nuestra respuesta utilizando una herramienta gráfica? 
RESPUESTAS 


Sí. Anteriormente utilizamos una tabla para hallar un límite de 75 para la función 


fx) = кын a medida дие х se acerca a 5. Para comprobarlo, graficamos Іа función en una 
ventana de visualización como se muestra en la Figura 11. Una comprobación gráfica muestra 
que ambas ramas del gráfico de la función se acercan a la salida 75 a medida que x se acerca a 
5. Además, podemos utilizar la función de "trace" de una calculadora gráfica. Al acercarse a 


x = 5 podemos observar numéricamente que las salidas correspondientes se acercan а 75. 


Figura 11 


>| INTÉNTELO #3 Estime numéricamente el límite de la siguiente función mediante una tabla: 
y (2 з 
lím | ———— 
x>0 4x 


[5] PREGUNTAS Y ¿Hay un método para determinar un límite mejor que el otro? 


RESPUESTAS ; A . КЕ ‚ P a УУ 
No. Ambos métodos tienen ventajas. Los gráficos permiten una inspección rápida. Las tablas 


se pueden usar cuando no se dispone de herramientas gráficas, y se pueden calcular con una 
precisión mayor que la que podría verse a simple vista inspeccionando un gráfico. 


E 


Usar una herramienta gráfica para determinar un límite 
Con el uso de una herramienta gráfica, si es posible, determine los límites izquierdo y derecho de la siguiente función a 
medida que x se acerca a 0. Si la función tiene un límite a medida que x se acerca a 0, indíquelo. Si no es así, discuta por 
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qué no hay límite. 
/(х) = 3зеп (2) 
х 


© Solución 

Podemos utilizar una herramienta gráfica para investigar el comportamiento del gráfico cerca de x = 0, Centrándonos 
alrededor de х = О, elegimos dos ventanas de visualización de manera que la segunda se amplíe más cerca de x = 0 
que la primera. El resultado se parecería a la Figura 12 para [-2, 2] entre [-3, 3]. 


Figura 12 
El resultado se parecería a la Figura 13 para [—0,1, 0,1] entre [-3, 3]. 
y 


Figura 13 Incluso más cerca de cero, somos aún menos capaces de distinguir cualquier límite. 


Cuanto más nos acerquemos a 0, mayores serán las oscilaciones de los valores de salida. Ese no es el comportamiento 
de una función con límite izquierdo o derecho. Y si no hay límite izquierdo ni derecho, ciertamente no hay límite para la 
función f (x) cuando x se acerca a 0. 


Escribimos 


lím (3 sen (Z )) no existe. 
x 


x>0 


л А 
Ит (3 sen (= )) no existe. 
x>0+ х 


lím € sen (= )) no existe. 
x 


x>0 
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INTÉNTELO #4 Estime numéricamente el siguiente límite lím (sen (2)). 
x>0 


» | MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar el cálculo de límites. 


Introducción a los límites (http://openstax.org/l/introtolimits) 
Definición formal de un límite (http://openstax.org/l/formaldeflimit) 


12.1 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. Explique la diferencia entre 2. Explique por qué decimos 


un valor en x = a y el límite que una función no tiene 
a medida que x se acerca a límite a medida que x se 
a. acerca a asi, a medida que 


x se acerca a a, el límite 
izquierdo no es igual al 
límite derecho. 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, estime los valores funcionales y los límites a partir del gráfico de la función f proporcionado 
en la Figura 14. 


Figura 14 
з. lim fœ) 4. Иш /(х) 5. Иш fo) 
x>-2 x>-2+ x>-2 
6. f(2) 7. Иш /(х) 8. ím fœ 
x>17 x>1+ 
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9. lím f(x) 10. f(1) 11. ím f(x) 
= x>47 

12. lim fœ 13. ím f(x) 14. f(A 
x>4+ x>4 


En los siguientes ejercicios, dibuje el gráfico de una función a partir de los valores funcionales y los límites 
proporcionados. 


15. lím f(x)=2, 16. lím f(x) = 0, 17. lím Хх) = 2, 
x>0 хә x> 
ын КЫ ке 
lím f0)=2 0) = 4, Шш Јо) =3, ЈО) = 5, ш Хх) =5, /(0)=1, 
fQ)=1, fO fa)=0 
/(=3) no existe. 
18. lím f(x)=0, 19. lím (х) = 6, 20. lím, /(х) = 2, 
хәз x> x>- 
зы че = 
lím /(х) =0, /(5)=4, Иш Хх) = 5, Р) = 6, т Хо) =-4, 
(3) no existe. ЈО) = 6 7—3) = 0, 50) = 0 
21. Иш /(х) = л?, 
ím ЈО) = 5, 
lím (х) = 0, 


Fm) = V2, 


f(0) по existe. 


En los siguientes ejercicios, utilice una calculadora gráfica para determinar el límite con 5 decimales a medida que х se 
acerca a 0. 


22. туь: 23. еу) =(1+х)* 24. Шэ 


25. i(x)=(1+ у 26. ј(х) = (1+ Жут 27. Basándose en el patrón 
que ha observado en los 
ejercicios anteriores, haga 
una conjetura sobre el 


límite de f(x) = (1 + de, 
7 

20) = (1 + х), 

ух) = (1+ х)х. 


Еп los siguientes ejercicios, utilice una herramienta gráfica para hallar pruebas gráficas para determinar los límites 
izquierdo y derecho de la función dada a medida que x se acerca a a. Si la función tiene un límite a medida que x se 
acerca a a, indíquelo. Si no es así, discuta por qué no hay límite. 


— 1, si 1 Ll si x = —2 
28. asir кек 29. a d= 


хз» six=1 (х+ 1)2, six#-2 
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Numéricos 


En los siguientes ejercicios, utilice evidencias numéricas para determinar si el límite existe en x = a. En caso contrario, 
describa el comportamiento del gráfico de la función cerca de x = a. Redondee las respuestas a dos decimales. 


AO ts а=4 31. Л) = “5 а=3 32. у(х) = a a, 
33 OE basi 34. f(x)= —1=х2_.4=1 35. f(x) = 10-10x2 = 1 
` х2-3х+2' x2—3x+2 223x42” 
а=3 = nn aga 
Au MINS сш 


En los siguientes ejercicios, utilice una calculadora para estimar el límite preparando una tabla de valores. Si по hay 
límite, describa el comportamiento de la función a medida que x se acerca al valor dado. 


х2 
39. lím Ztanx 40. lím 41. lím 2senx 
хәб 3х 1>4x4 хәр 4tan x 


En los siguientes ejercicios, utilice una herramienta gráfica para hallar pruebas numéricas o gráficas para determinar los 
límites izquierdo y derecho de la función dada a medida que x se acerca a a. Si la función tiene un límite a medida que x 
se acerca a a, indíquelo. Si no es así, discuta por qué no hay límite. 


1 
1 к=к. „жесе 
Ба 2 
42. lime” 43. íme * 44. п 
x>0 x>0 x>0 
45. lim LEN 46. lim |225! 47. ит — 
x>-1 ^+ x>5 5-х хә—1(х+1)2 
48. lím — 49. lím — 50. Utilice pruebas numéricas 
x>1 (x-1) x>0, 2 И 
1-ех y gráficos рага comparar y 


contrastar los límites de 
dos funciones cuyas 

fórmulas parecen 
similares: f(x) = 


g(x) = = Hx 1+х 
x se acerca а 0. Utilice una 
herramienta gráfica, si es 
posible, para determinar 
los límites izquierdo y 
derecho de las funciones 
f (x) y g(x) cuando x se 
acerca a 0. Si las funciones 
tienen un límite a medida 
que x se acerca a 0, 
indíquelo. Si no es así, 
discuta por qué no hay 
límite. 


ly 
| a medida que 


> 
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Extensiones 


51. Según la teoría de la relatividad, la masa т de una 52. Permita que la velocidad de la luz, c, sea igual a 


partícula depende de su velocidad v. Es decir; 1,0. Sila masa, m, es 1, ¿qué ocurre con ma 
mi medida que v > с? Utilizando los valores que 
meo 777 aparecen en la Tabla 1, haga una conjetura sobre 
\/1— (0%/c*) ў | 
cuál es la masa a medida que v se acerca a 1,00. 
donde т; es la masa cuando la partícula está en 
reposo y c es la velocidad de la luz. Halle el límite v m 
de la masa, m, a medida que v se acerca a сг. 
0,5 1,15 
0,9 2,29 
0,95 3,20 
0,99 7,09 
0,999 22,36 


0,99999 | 223,61 


Tabla 1 


12.2 Hallar los límites: propiedades de los límites 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Hallar el límite de una suma, una diferencia y un producto. 
> Hallar el límite de un polinomio. 
> Hallar el límite de una potencia o una raíz. 
> Hallar el límite de un cociente. 


Considere la función racional 
2 
x“—6x-7 
ЈО) = — 
x-7 


La función se puede factorizar de la siguiente manera: 


(x +1) 
a ы 
xT 


¿Esto significa que la función f es lo mismo que la función g(x) = х + 1? 


, que nos da f(x) =x+1,x 4 7. 


La respuesta es по. La función f no tiene х = 7 en su dominio, pero g sí lo tiene. Gráficamente, observamos que hay un 
agujero en el gráfico de f (х) en x = 7, como se muestra еп la Figura 1 y no hay tal agujero en el gráfico de g (x), сото 
se muestra en la Figura 2. 
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њ 
о 


N > 0 QO NO о 


Figura 1 El gráfico de la función f contiene una interrupción en x = 7 y por lo tanto no es continuo en x = 7. 


y 


pu 
о 


N 0 A 0 0 NO O 


Figura 2 El gráfico de la función g es continuo. 


Entonces, ¿estas dos funciones diferentes también tienen límites diferentes a medida que x se acerca a 7? 


No necesariamente. Recuerde que al determinar el límite de una función a medida que x se acerca a a, lo que importa es 
si la salida se acerca a un número real a medida que nos acercamos a x = a. La existencia de un límite no depende de lo 
que ocurra cuando x es igual a a. 


Mire de nuevo la Figura 1 y la Figura 2. Observe que en ambos gráficos, a medida que x se acerca a 7, los valores de 
salida se acercan a 8. Esto significa que 


lím f(x) = lím g(x). 
x>1 x>7 
Recuerde que cuando se determina un límite, la preocupación es lo que ocurre cerca de x = a, no en x = a. En esta 


sección utilizaremos una variedad de métodos, como reescribir funciones por factorización, para evaluar el límite. Estos 
métodos nos permitirán verificar formalmente lo que antes conseguíamos por intuición. 
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Hallar el límite de una suma, una diferencia y un producto 


Graficar una función o explorar una tabla de valores para determinar un límite puede ser engorroso y llevar mucho 
tiempo. Cuando es posible, es más eficiente utilizar las propiedades de los límites, lo cual es una colección de teoremas 
para hallar límites. 


Conocer las propiedades de los límites nos permite calcularlos directamente. Podemos sumar, restar, multiplicar y dividir 
los límites de las funciones como si estuviéramos realizando las operaciones sobre las propias funciones para hallar el 
límite del resultado. Del mismo modo, podemos hallar el límite de una función elevada a una potencia llevando el límite 
a esa potencia. También podemos hallar el límite de la raíz de una función tomando la raíz del límite. Utilizando estas 
Operaciones sobre los límites, podemos hallar los límites de funciones más complejas hallando los límites de sus 
funciones componentes más simples. 


Propiedades de los límites 


Supongamos que a, К, A,y B representan números reales, y f y g son funciones, de manera que lím f(x) = A y 
x—>a 


lím g(x) = B. Para los límites que existen y son finitos, las propiedades de los límites se resumen en la Tabla 1 
хә а 


Constante К imk = Е 
e azi 
Constante por una función lím [k fE) = Кит f(x) = КА 
x—>a x>a 
Suma de funciones lím [f(x) + г(х)] = lím f(x) + lím g(x) = A + B 
x>a хуа х—»а 
Diferencia de funciones lím [/(х) — 260] = lím /(х)— lím g(x) = A — B 
x>a x>a 74 
Producto de funciones lím [f(x)- 260] = lím f(x) - lím g(x) = A- B 
х=—а x>0 x>a 
З A lím f(x) 
Cociente de funciones 0 = хэ ЕАР 20 
x>a 8х) Jím g0) B 
‚ п 
Función elevada а un exponente lim[fG0]" = [ П = А", donde п es un número 
x>a x>a 


entero positivo 


raíz enésima de una función, donde n es un número lím Y = nÍ = ША 
lim 700) = q/lím [fO] = V/A 


entero positivo 
Función polinómica lím p(x) = p(a) 
x>a 


Tabla 1 


шн aaa 


Evaluar el límite de una función de forma algebraica 
Evalúe lím (2x + 5). 
x>3 
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© Solución 
lím (2x+5)= lím (2х) + lím (5) Propiedad de la suma de funciones 
хә x> x 


= 2lím(x) + шй (5) Constante por una propiedad de la función 
x> x> 


= 2(3)+5 Evalúe 
=11 


INTÉNTELO #1 Evalúe el siguiente límite: lím „С2х +2). 


x>-12 


Hallar el límite de un polinomio 


No todas las funciones o sus límites implican una simple suma, resta o multiplicación. Algunos pueden incluir 
polinomios. Recordemos que un polinomio es una expresión que consiste en la suma de dos o más términos, cada uno 
de los cuales está formado por una constante y una variable elevada a una potencia entera no negativa. Para hallar el 
límite de una función polinómica, podemos encontrar los límites de cada uno de los términos de la función y luego 
sumarlos. Además, el límite de una función polinómica a medida que x se acerca a a equivale a evaluar simplemente la 
función para a. 


(є cómo 


Dada una función que contiene un polinomio, halle su límite. 


Utilice las propiedades de los límites para descomponer el polinomio en términos individuales. 
Halle los límites de los términos individuales. 
Sume los límites. 


ра IN 


Alternativamente, evalúe la función para a. 


ЭЭ 95 


Evaluar el límite de una función de forma algebraica 


Evalúe lím (5х2). 
x>3 


© Solución 


lim (5x2) = 5 lím (х2) Constante por una propiedad de la función 
X-—> x> 


= 5(32) Función elevada a una propiedad de exponente 
=45 


[>] INTÉNTELO #2 Evalúe Ит Ge — 5). 
= 


cemos 


Evaluar el límite de un polinomio de forma algebraica 
Evalúe lím (2x? – 3x +1). 


х5 


Acceso gratis en орепѕїах.огд 


12.2 • Hallar los límites: propiedades de los límites 


© Solución 
ím(2x? — Зх + 1) = іт (2х3) — lím(3x) + lím(1) Suma de funciones 
x>5 x>5 x>5 x>5 


= 2lím(x?) — 3lím(x) + lím(1) Constante por una función 
x>5 x>5 x>5 


= 2(53) = 3(5) +1 Función elevada a un exponente 
= 236 Evalúe 


[>] INTÉNTELO #3 Evalúe el siguiente límite: Ит (x*-—4x3 +5). 


x>-1 


Hallar el límite de una potencia o una raíz 


Cuando un límite incluye una potencia o una raíz, necesitamos otra propiedad que nos permita evaluarlo. El cuadrado 
del límite de una función es igual al límite del cuadrado de la función; lo mismo ocurre con las potencias superiores. 
Asimismo, la raíz cuadrada del límite de una función es igual al límite de la raíz cuadrada de la función; lo mismo ocurre 
con las raíces superiores. 


ЭЭ 


Evaluar el límite de una potencia 
Evalúe lím (3х + 1. 
x>2 
© Solución 
Tomaremos el límite de la función a medida cuando x se acerca a 2 y elevaremos el resultado a la 5.*? potencia. 
lím(Bx + 1)? = (Ит (3х + 1))? 
x>2 x>2 
= (30) +1) 
= 75 
= 16.807 


[~ 


INTÉNTELO #4 Evalúe el siguiente límite: liim (10x + 36%. 


x>— 


3| PREGUNTAS Y Si no podemos aplicar directamente las propiedades de un límite, por ejemplo en 
2 
RESPUESTAS lím (t), ¿podemos aún determinar el límite de la función a medida que x se 
хә?2 a 


acerca a a? 


Sí. Algunas funciones se pueden reordenar algebraicamente de modo que se pueda evaluar el 
límite de una forma equivalente simplificada de la función. 


Hallar el límite de un cociente 


Hallar el límite de una función expresada como cociente puede ser más complicado. A menudo, tenemos que reescribir 
la función algebraicamente antes de aplicar las propiedades de un límite. Si el denominador se evalúa a 0 cuando 
aplicamos las propiedades de un límite directamente, debemos reescribir el cociente en una forma diferente. Un 
enfoque es escribir el cociente en forma factorizada y simplificar. 


(є cómo 


Dado el límite de una función en forma de cociente, utilice la factorización para evaluarla. 


1. Factorice completamente el numerador y el denominador. 
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2. Simplifique dividiendo los factores comunes al numerador y al denominador. 
3. Evalúe el límite resultante, y recuerde utilizar el dominio correcto. 


cemos 1 


Evaluar el límite de un cociente mediante factorización 


x2 —6х+8 ) 


Evalúe lím ( 
x-2 


x>2 


© Solución 
Factorice cuando sea posible, y simplifique. 
2 —2у(х— 
lím (E) = lím (== ] Factorice el numerador. 
х 


2T) Anule los factores comunes. 


x>2 

= lím (x — 4) Evalúe. 
x>2 

=2-4=-2 


©) Análisis 
Cuando el límite de una función racional no se puede evaluar directamente, las formas factorizadas del numerador y del 
denominador se pueden simplificar a un resultado que puede ser evaluado. 


Observe que la función 


x? – 6х +8 


Јо) = 5 


es equivalente a la función 


Дх) =х-4,х #2. 


Observe que el límite existe aunque la función no esté definida en х = 2. 


2 „2 
[>] INTÉNTELO #5 Evalúe el siguiente límite: иш (22), 


57 7-х 


КЮ 


Evaluar el límite de un cociente hallando el mínimo común denominador 
1 1 


2 té х5 
Evalúe lím | == 
хә5\ * 
© Solución 
Halle el mínimo común denominador para los denominadores de los dos términos del numerador y convierta ambas 
fracciones para que tengan el mínimo común denominador como denominador. 
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11 1 
= 5x=- 
з К: 3 фе: ” 
lim ЖБ = lim 5х5) Multiplique el numerador у el denominador por LCD. 
5x 1]_5у1 
i x 5 Aplique la propiedad distributiva. 
— mp = 
т 5х(х — 5) 
5-х хы 
= lim - Simplifique. 
х—5 |5ҖХх- 5) 
==, Factorice el d 
=lim [2 e actorice el numerador. 
lim (54х25) orice el numerador 
=lim - Ż Cancele las fracciones similares. 
х—5 ЭХ 
сш Evalúe para x= 5. 
5(5) 
3 18 
25 


©) Análisis 

Cuando se determina el límite de una función racional que tiene términos sumados o restados en el numerador o en el 
denominador, el primer paso es hallar el denominador común de los términos sumados o restados; luego, convertir 
ambos términos para que tengan ese denominador o simplificar la función racional multiplicando numerador y 
denominador por el mínimo común denominador. Luego compruebe si el numerador y el denominador resultantes 
tienen algún factor común. 


А Koriz CES 
[>] INTÉNTELO #6 Evalúe Иш | торх 


(є cómo 


Dado un límite de una función que contiene una raíz, utilice un conjugado para evaluar. 


1. Siel cociente dado no está en forma indeterminada (2) evalúe directamente. 


2. En caso contrario, reescriba la suma (o diferencia) de dos cocientes como un único cociente, utilizando el mínimo 
común denominador. 

3. Si el numerador incluye una raíz, racionalice el numerador; multiplique el numerador y el denominador por el 
conjugado del numerador. Recordemos que a + vb son conjugados. 

4. Simplifique. 

5. Evalúe el límite resultante. 


cemo 


Evaluar un límite que contiene una raíz mediante un conjugado 


5 У 25—х—5 
Evalúe lím (==) ; 
0 х 


x> 
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© Solución 
Р (Es) = lím (v25=-5) | (М?5-х+5) 
x>0 х x>0 x (V25=x+5) 


a 25-x)-25 Я _ 
= lím (e25) Multiplique: (v25 x-5) ' (25 —х+5) = (25 — х)— 25. 


) Multiplique el numerador y el denominador por el conjugado. 


= lím (а=) Combine términos similares. 
Ж 


І 
а 
g 


-X БИТ" —х 
-———_ Simplifique = = —1. 
(а) саа 
ЕЕЕ АЕБ Evalúe. 


©) Análisis 
Al determinar un límite de una función con una raíz como uno de los dos términos en los que no podemos evaluar 
directamente, piense en multiplicar el numerador y el denominador por el conjugado de los términos. 


> h 


93 


Evaluar el límite де un cociente de una función mediante factorización 


Evalúe Ит | £=* }. 
x>4 ( y x-2 
© Solución 


2 2- 
ím( <=) = аа Factorice. 
хэ4 үх-2 x>4 yx-2 
оү 01 
lím (—————— 


x>4 — (2) 


z 16-h—4 
INTENTELO #7 Evalúe el siguiente límite: lím (53) ; 


) Factorice —1 fuera del denominador. Simplifique. 
= lím — (2+ Evalúe. 
im ( үх) valúe 
=-(2+ 4/4) 
=-4 
©) Análisis 


Multiplicar por un conjugado ampliaría el numerador; busque en cambio factores en el numerador. El cuatro es un 
cuadrado perfecto por lo que el numerador tiene la forma 


y se puede factorizar como 


(a+b)(a—b). 


у 


INTÉNTELO #8 Evalúe el siguiente límite: lím ( = ) ; 


x>3 yx=y/3 
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CÓMO 


Dado un cociente con valores absolutos, evalúe su límite. 


1. Intente factorizar o calcular el mínimo común denominador. 

2. Sino se puede hallar el límite, elija varios valores cercanos y a ambos lados de la entrada donde la función es 
indefinida. 

3. Utilice las pruebas numéricas para calcular los límites de ambos lados. 


co ЄД 9353 


Evaluar el límite де un cociente con valores absolutos 
[7] 
x-7 * 


Evalúe lím 
x>7 


© Solución 
La función es indefinida en x = 7, así que probaremos valores cercanos a 7 por la izquierda y por la derecha. 


16.9-71 _ 1699-71 _ 16.99-71 _ ү 
69-7 699-7 69997 — 


171-71 _ 17.017] _ 17001-71 _, 
71-7 = 701-7 = 70017 — 


Límite por Іа izquierda: 


Límite por la derecha: 


Сото los límites izquierdo y derecho no son iguales, по hay límite. 


INTÉNTELO #9 Evalúe ím £=. 
+ 1х—6| 


[~ 


MEDIA 


[+ 


Acceda al siguiente recurso en línea para obtener instrucciones adicionales y practicar con las propiedades de los 
límites. 


Determinar un límite de forma analítica (http://openstax.orq/l/limitanalytic) 


12.2 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 
1. Dé un ejemplo de un tipo de 2. Cuando se utiliza la 3. ¿Qué significa decir el límite 
función f cuyo límite, a sustitución directa para de f (х), а medida que x se 
medida que x se acerca a a, evaluar el límite de una acerca a c, es indefinido? 
es f (a). función racional a medida 
que x se acerca a a y el 
resultado es f (a) = 2, 
¿esto significa que el límite 
de f no existe? 
Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, evalúe los límites algebraicamente. 


2 
4. Ит (3) 5. lím ( +) 6. lím (=) 
x>0 x>2Xx*-1 
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2 
Р 8х°+18х—35 
10. umi (2328) 


2 
13. lím (222-2) 


2 
16. lím = 2) 
h>0 


19. lím 
х 


22. lím 


25. lím (=) 


28. lím (4) 


31. lím | 270) + yeo | 


2 
4 x*-9 
11. lím (е) 
14. 


17. 


20. lím 
х 


23. lím (2 ) 


26. lím (3) 


29. lím (1%) 
е 


32. lím [ 3£60 + Vso | 33. 


Еп los siguientes ejercicios, evalúe los siguientes límites. 


34. lím cos (лх) 
x>2 


35. lím sen (7x) 
x>2 


2 < 
37. = {2 +2х +1, х<0, lím ХО) 
х- 3, х> 0 x>0+ 
2 < 
е ra= +2х +1, Om у(х) 
х- 3, х> 0 x>0 


41. lím (2х – [х]) 
x>2+ 


2 
43. Ит — 
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42. 


2 
9. lím (= 1х1 \ 


2х—3 
хэ x 
12. lím (210, ) 
х3 \ -12х4+108х2 


3 
15. Ит (=) 
h>0 


18. и (==) 


21. ím | ———— 
x>0 ( v1+2x-1 ) 


24. lím ( ca ) 


27. lím (52) 


2 
30. lím (==) 


т у 


36. lím sen (2) 


2х2 +2х+1, х<0_ 

ХО) = { ; ím f(x) 
x= 3, x>0 x>0 

kí y x+5-3 

хэд Х—% 

lím \х+7—3 
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En los siguientes ejercicios, calcule la tasa media de cambio EAU 


44. f(x)=x+1 45. f(x) =2x2-1 46. Рх) = х2 +3х +4 
47. f(x) = х2 + 4х – 100 48. р(х) = 3х2 +1 49. f(x) = cos(x) 

50. f(x) = 2х3 — 4х 51. f(x) = 1 52. у(х) = 4 

53. f(x)= yx 

Gráficos 


54. Halle una ecuación que se pueda 55. Halle una ecuación que se pueda 
representar por la Figura 3. representar por la Figura 4. 


y 


Figura 3 Figura 4 


En los siguientes ejercicios, consulte la Figura 5. 


+ + + 
э. Дф 20 = 

-21 

-34 

4; 

Figura 5 

56. ¿Cuál es el límite derecho 57. ¿Cuál es el límite izquierdo 
de la función a medida que de la función a medida que 


x se acerca a 0? x se acerca a 0? 
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Aplicaciones en el mundo real 


58. La función de posición 59. La altura de un proyectil 60. La cantidad de dinero en 
s(t) = —1612 + 1441 da la está dada por una cuenta después de t 
posición de un proyectil s(t) = —641? + 1921 Halle años calculada 
como una función de la tasa media de cambio de continuamente a un 
tiempo. Halle la velocidad la altura de t = 1 segundo interés del 4,25 % está 
media (tasa media de a t = 1,5 segundos. dada por la fórmula 
cambio) en el intervalo А = Аре®%04251, donde Ap 
[1, 2]. es la cantidad inicial 


invertida. Halle la tasa 
media de cambio del saldo 
de la cuenta дет = 1 año a 
t = 2 años si la cantidad 
inicial invertida es de 
1.000,00 dólares. 


12.3 Continuidad 


Objetivos de aprendizaje 

En esta sección, podrá: 
> Determinar si una función es continua en un número. 
> Determinar los números para los cuales una función es discontinua. 
> Determinar si una función es continua. 


Arizona es conocida por su calor seco. En un día determinado, la temperatura puede subir hasta 118”F y bajar solo 
rápidamente a 95°F. La Figura 1 muestra la función T, donde la salida de T (x) es la temperatura en grados Fahrenheit y 
la entrada x es la hora del día, utilizando un reloj de 24 horas en un día determinado de verano. 


120 


110 


Temperatura 


4 8 12 16 20 24 
Tiempo, horas desde la medianoche 


Figura 1 La temperatura como una función de tiempo forma una función continua. 


Al analizar este gráfico, observamos una característica específica. No hay interrupciones en el gráfico. Podríamos trazar 
el gráfico sin levantar el lápiz. Esta única observación nos dice mucho sobre la función. En esta sección investigaremos 
funciones con y sin interrupciones. 


Determinar si una función es continua en un número 


Consideremos un ejemplo específico de temperatura en términos de fecha y ubicación, como el 27 de junio de 2013, en 
Phoenix, AZ. El gráfico en la Figura 1 indica que a las 2 a. m. la temperatura ега 96 °F. A las 2 р. m., la temperatura había 
subido a 116 °F, y para las 4р. m. era de 118 °F. En algún momento entre las 2 a. m. y las 4 р. m., la temperatura 
exterior debió ser exactamente 110,5 °F. De hecho, cualquier temperatura entre 96 °F y 118 °F se produjo en algún 
momento de ese día. Esto significa que todos los números reales en la salida entre 96 °F y 118 °F se generan en algún 
momento por la función según el teorema del valor intermedio, 


Mire de nuevo la Figura 1. No hay interrupciones en el gráfico de la función para este periodo de 24 horas. En ningún 
momento la temperatura dejó de existir, ni hubo un punto en el que la temperatura saltara instantáneamente varios 
grados. Una función que no tiene agujeros ni interrupciones en su gráfico se conoce como función continua. La 
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temperatura en función del tiempo es un ejemplo de función continua. 


Si la temperatura representa una función continua, ¿qué tipo de función no sería continua? Consideremos un ejemplo de 
dólares expresados como función de horas de estacionamiento. Vamos a crear la función D, donde D (x) es el resultado 
que representa el costo en dólares del estacionamiento por x número de horas. Vea la Figura 2. 


Supongamos que un estacionamiento tiene una tarifa de 4,00 dólares por hora o fracción de hora, con una tarifa 
máxima de 25 dólares por día. Si se estaciona durante dos horas y cinco minutos, la tarifa es de 12 dólares. Si se aparca 
una hora más, la tarifa es de 16 dólares. Nunca nos pueden cobrar 13, 14 o 15 dólares. Hay números reales entre el 12 y 
el 16 que la función nunca produce. En este periodo de 24 horas, el gráfico de la función presenta interrupciones, puntos 
en los cuales el precio del estacionamiento salta instantáneamente en varios dólares. 


Dólares 


ttita Б Ta Е ИШЕ! БИШЕ: ШШЕ? ЗШЕ ЮП ЭШЕ ЖШ: ТЕЕ, СЕРЕ. ПЕШЕП ПЗЕ БИР? | 
123456 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 
Horas de estacionamiento 


Figura 2 Las tarifas de estacionamiento forman una función discontinua. 


Una función que permanece nivelada durante un intervalo y luego salta instantáneamente a un valor superior se llama 
función escalonada. Esta función es un ejemplo. 


Una función que tiene algún agujero o interrupción en su gráfico se conoce como función discontinua. La función 
escalonada, como las tarifas de estacionamiento en función de las horas utilizadas, es un ejemplo de función 
discontinua. 


Entonces, ¿cómo podemos decidir si una función es continua en un número determinado? Podemos comprobar tres 
condiciones diferentes. Utilicemos la función y = f (x) representada en la Figura 3 como ejemplo. 


y 


Figura 3 


Condición 1 Según la condición 1, la función f (a) definida en x = a debe existir. En otras palabras, hay una coordenada 
yen x = acomo en la Figura 4. 


y 


Қа) . 


Figura 4 


1301 
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Condición 2 Según la condición 2, en x = a el límite, escrito lím f(x), debe existir. Esto significa que en x = a el límite 
x>a 


izquierdo debe ser igual al límite derecho. Observe como el gráfico de f en la Figura 3 se acerca a x = a desde la 
izquierda y la derecha, se acerca a la misma coordenada y. Por lo tanto, se cumple la condición 2. Sin embargo, todavía 
podría existir un agujero en el gráfico en x = a. 


Condición 3 Según la condición 3, la coordenada y coordenadas en x = a rellena el agujero en el gráfico de f. Esto se 
escribe lím f(x) = f(a). 
x>a 


El cumplimiento de las tres condiciones significa que la función es continua. Las tres condiciones se cumplen para la 
función representada en la Figura 5, por lo que la función es continua, ya que x = a. 


y 


f(a) 


Figura 5 Se cumplen las tres condiciones. La función es continua en x = a. 


De la Figura 6 a la Figura 9 se ofrecen varios ejemplos de gráficos de funciones que no son continuas en x = a y la 
condición o condiciones que fallan. 


y 


Figura 6 Se cumple la condición 2. Las condiciones 1 y З fallan. 


y 


f(a) ° 


Figura7 Se cumplen las condiciones 1 y 2. La condición 3 falla. 
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+ =x 
a 


Le 


Figura8 Se cumple la condición 1. Las condiciones 2 y 3 fallan. 


y 
f(a) Ea 
х 
а 


Figura 9 Las condiciones 1, 2 y 3 fallan. 


Definición de continuidad 


Una función f (x) es continua en x = a siempre que se cumplan las tres condiciones siguientes: 


* Condición 1: f(a). 
e Condición 2: lím f(x) existe en x = a. 
СЕО 


e Condición 3: Шт fx) = (а) 


Si una función f (x) no es continua еп х = a, la función es discontinua en х = a. 


Identificar una discontinuidad de salto 

La discontinuidad se genera de diferentes maneras. Hemos visto en la sección anterior que una función puede tener un 
límite izquierdo y un límite derecho aunque no sean iguales. Si los límites por la izquierda y por la derecha existen pero 
son diferentes, el gráfico "salta" en x = a. Se dice que la función tiene una discontinuidad de salto. 


Como ejemplo, mire el gráfico de la función y = f (x) en la Figura 10. Observe como x se acerca a a cómo la salida se 
acerca a diferentes valores desde la izquierda y desde la derecha. 


ME 


Figura 10 Gráfico de una función con una discontinuidad de salto. 
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Discontinuidad de salto 


Una función f (x) tiene una discontinuidad de salto en x = a si los límites izquierdo y derecho existen pero no son 
iguales: lím /(х) # lím f(x). 
х x>at 


>a 


Identificar discontinuidad removible 

Algunas funciones tienen una discontinuidad, pero es posible redefinir la función en ese punto para hacerla continua. Se 
dice que este tipo de función tiene una discontinuidad removible. Veamos la función y = f (x) representada por el 
gráfico en la Figura 11. La función tiene un límite. Sin embargo, hay un agujero en x = a. El agujero se puede rellenar si 
se amplía el dominio para incluir la entrada x = a y se define la salida correspondiente de la función en ese valor como 
el límite de la función en x = a. 


y 


Figura 11 Gráfico de la función f con una discontinuidad removible en x = a. 
Discontinuidad removible 


Una función f (x) tiene una discontinuidad removible en x = a si el límite, lím f(x), existe, pero ya sea que 
х=а 


1. f(a)no existe o 
2. (а), еі valor de la función en x = a no es igual al límite, f(a) 4 lím f(x). 
xa 


Identificar discontinuidades 
Identifique todas las discontinuidades de las siguientes funciones como un salto o una discontinuidad removible. 


х+1, x<2 
—х, x>2 


O ло) = 222—5 б)={ 
© Solución 


© 


Observe que la función está definida en todas partes excepto en x = 5. 


Así, f (5) no existe, la condición 2 no se cumple. Dado que se cumple la condición 1, el límite cuando x se acerca a 5 
es 8, y la condición 2 no se cumple. Esto significa que hay una discontinuidad removible en x = 5. 
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La condición 2 se cumple porque g(2) = –2. 


Observe que la función es una función definida por partes, y para cada parte, la función está definida en todas partes 
de su dominio. Examinemos la condición 1 determinando los límites por la izquierda y por la derecha cuando x se 
acerca a 2. 


Límite por Іа izquierda: lím (x+1)=2+1 = 3. El límite izquierdo existe. 
x>2 


Límite por la derecha: lím (=x) = —2. El límite derecho existe. Pero 
x>2 


mIo ím fo). 


x>2 
Así que, lím fO) no existe y la condición 2 falla: No hay ninguna discontinuidad removible. Sin embargo, como los 
хә 


límites izquierdo у derecho existen pero no son iguales, se cumplen las condiciones рага una discontinuidad de salto 
епх = 2. 


INTÉNTELO #1 Identifique todas las discontinuidades de las siguientes funciones сото un salto о una 
discontinuidad removible. 


As yx, 0<x<4 
Jo == g(x) = ( 
e x=6 2x, x>4 
Reconocer funciones continuas y discontinuas de números reales 


Muchas de las funciones que hemos encontrado en capítulos anteriores son continuas en todas partes. Nunca tienen un 

agujero y nunca saltan de un valor a otro. Para todas estas funciones, el límite de f (x) cuando x se acerca a a es el 

mismo que el valor de f (x) cuando x = a. Así que lím f(x) = f(a). Hay algunas funciones que son continuas en todas 
x>a 


partes y otras que solo son continuas donde están definidas en su dominio porque no están definidas para todos los 
números reales. 


Ejemplos de funciones continuas 


Las siguientes funciones son continuas en todas partes: 


Funciones polinómicas ЕЈС) x* – 9х2 
Funciones exponenciales Ек у(х) = Ды = 
Funciones de seno Ej.: f(x) = sen (2x) = 4 
Funciones de coseno Ej.: f(x) = — cos (x Se 2) 
ТаЫа 1 


Las siguientes funciones son continuas еп todos los lugares еп los que están definidas en su dominio: 
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Funciones logarítmicas Еу (х= ME. (0) 
Funciones tangentes Е| f(x) = {ап (х) + 2, х 4 E + Кл, k es un número entero 


Funciones racionales Ej.: f(x) = 223 ЕИ 


Tabla 2 


(є cómo 


Dada una función f (x), determine si la función es continua en x = a. 


Compruebe la condición 1: f(a). 
Compruebe la condición 2: lím f(x) existe en x = a. 
x>a 


Compruebe la condición 3: lím f(x) = f(a). 
x>a 


RA WDN 


Si se cumplen las tres condiciones, la función es continua en x = a. Si no se cumple alguna de las condiciones, la 
función no es continua en x = a. 


cemoe 


Determinar si una función definida por partes es continua en un número dado 
4x, x<3 


8+x, x>3 


Determine si la función f(x) = ( es continua en 


8 
@ х= 3 х= 5 
© Solución 


Рага determinar si la función f es continua еп х = a, determinaremos si se cumplen las tres condiciones de continuidad 
епх = а. 


© 


Condición 1: ¿Existe f(a)? 


fG) = 43) = 12 
> Se cumple la condición 1. 


Condición 2: ¿Existe el lím f(x)? 

x>3 
Ala izquierda de x = 3, f(x) = 4x; a la derecha de x = 3, f(x) = 8 + x. Tenemos que evaluar los límites por la 
izquierda y por la derecha cuando x se acerca a 1. 


o Límite por la izquierda: lím f(x)= lím 4(3) = 12 
x>37 


хәз 
o Límite por la derecha: lím f(x)= lím (8+x)=8+3=11 
x>3+ хәз 


Dado que lím f(x) + lím f), lím f(x) no existe. 
x> 


x>3 x>3 
> La condición 2 no se cumple. 


No es necesario seguir adelante. La condición 2 no se cumple en x = 3. Si alguna de las condiciones de continuidad 
no se cumple en x = 3, la función f (x) no es continua en x = 3. 
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—® 
=з 


Condición 1: ¿Existe (3) 
вү_ 8y — 32 
гает 
> Se cumple la condición 1. 
Condición 2: ¿Existe el lím f(x)? 
хә 


3 


A la izquierda de x = З. f(x) = 4х; a la derecha дех = $, f(x) = 8 + x. Tenemos que evaluar los límites por la 


izquierda y por la derecha cuando x se acerca a З. 
Límite por Іа izquierda: lím /(х) = lím 4 (3) = 32 
хә хә 
Límite por la derecha: lím f(x)= lím (8+x)=8+ $ = + 
х8 xd? 


Dado que lím f(x) existe, 


хәт 


3 


> Se cumple la condición 2. 


Condición 3: ¿Es (3) = lim Р(х)? 


хэ 


3 
Л) =F = күлө 


хәт 


3 
> Se cumple la condición 3. 


Dado que se cumplen las tres condiciones de continuidad en x = 3, la función f (x) es continua en x = 


Оооо 


i 
INTÉNTELO #2 Determine sila función 109=4 x? 
9x- 11,5, x>2 


BB 


Determinar si una función racional es continua en un número dado 
2-25 
х—5 


es continua en х = 2. 


Determine si la función f(x) = es continua en x = 5. 


© Solución 
Para determinar si la función f es continua en x = 5, determinaremos si se cumplen las tres condiciones de continuidad 
enx=5. 


Condición 1: 
/(5) no existe. 
> La condición 1 no se cumple. 


No es necesario seguir adelante. La condición 2 no se cumple en x = 5. Si alguna de las condiciones de continuidad no 
se cumple en x = 5, la función / no es continua en x = 5. 

©) Análisis 

Vea la Figura 12. Observe que para la condición 2 tenemos 
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ЕТЕ саа 
хэ5 5 хә3 р 


= lím (x + 5) 
x>5 
=5 +5 = 10 
> Se cumple la condición 2. 


A x = 5, existe una discontinuidad removible. Vea la Figura 12. 


y 
13 


12 


PR 
PR 


1 


o 


ь охо һоло чо о 


о 


123456 т 8 
Еїдига 12 


A 2 
[>] INTENTELO #3 Determine si la función f(x) = A es continua en x = 3. En caso contrario, indique el 
х=—әэх 


tipo de discontinuidad. 


Determinar los valores de entrada para los cuales una función es discontinua 


Ahora que podemos identificar funciones continuas, discontinuidades de salto y discontinuidades removibles veremos 
funciones más complejas para hallar discontinuidades. Aquí analizaremos una función definida por partes para 
determinar si existe algún número real en el que la función no sea continua. Una función definida por partes puede 
tener discontinuidades en los puntos límite de la función, así como dentro de las funciones que la componen. 


Para determinar los números reales para los que una función definida por partes compuesta por funciones polinómicas 
no es continua, recordemos que las propias funciones polinómicas son continuas en el conjunto de los números reales. 
Cualquier discontinuidad estaría en los puntos límite. Por lo tanto, tenemos que explorar las tres condiciones de 
continuidad en los puntos límite de la función definida por partes. 


(є cómo 


Dada una función definida por partes, determinar si es continua en los puntos límite. 


1. Para cada punto límite a de la función definida por partes, determine los límites izquierdo y derecho cuando x se 
acerca a a, así como el valor de la función en a. 
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Compruebe cada condición para cada valor para determinar si se cumplen las tres condiciones. 
Determine si cada valor satisface la condición 1: f(a). 
Determine si cada valor satisface la condición 2: lím f(x). 

x>a 


Determine si cada valor satisface la condición 3: lím f(x) = f(a). 
x—>a 


IS 


Si se cumplen las tres condiciones, la función es continua en x = a. Si falla alguna de las condiciones, la función 
no es continua en x = а. 


cemo a 93 


Determinar los valores de entrada para los cuales una función definida por partes es discontinua 
Determine si la función f es discontinua para cualquier número real. 
х +1, х<2 
Јо) = 43, 2<х<4 
2-11, х>4 
© Solución 
La función definida por partes está definida por tres funciones, todas ellas polinómicas, f(x) = x + 1 sobre x < 2, 


f(x) = 3 sobre 2 < x < 4,у f(x) = x? — 5 sobre x > 4. Las funciones polinómicas son continuas en todas partes. Las 
discontinuidades estarían en los puntos límite, x = 2 y x = 4. 


A x = 2, comprobemos las tres condiciones de continuidad. 
Condición 1: 


fQ)=3 

> Se cumple la condición 1. 
Condición 2: Dado que una función diferente define la salida a la izquierda y a la derecha de x = 2, 
Ишт /(х) = lím f(x)? 
x>2 хэ?+ 


+ Límite por la izquierda: lím f(x) = іт (х+1)=2+1=3 
x> 


x>27 
+ Límite por la derecha: lím f(x)= lím 3=3 
x>2t x>2+ 


Dado que 3 = 3, lím f(x)= lím f(x) 
x>2 хет 


> Se cumple la condición 2. 
Condición 3: 
Ит fŒ) = 3 = 0) 
x>2 
> Se cumple la condición 3. 
Dado que las tres condiciones se cumplen en x = 2, la función f (x) es continua en x = 2. 
A x = 4, comprobemos las tres condiciones de continuidad. 
Condición 2: Dado que una función diferente define la salida a la izquierda y a la derecha de x = 4, 
ím f(x)= lím f(x)? 
хэ47 x>4+ 


• Límite por la izquierda: lím f(x)= lím 3=3 


хэ47 хэ47 
* Límite por la derecha: lím /(х) = ím (х2 –- 11) =42- 11 = 5 
x>4+ x>4+ 


Dado дие 3 #5, lím f(x) + lím /(х), por lo que lím /() no existe. 
ү X>: 


x>4 x>4 


> La condición 2 no se cumple. 
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Dado que una de las tres condiciones no se cumple en x = 4, la función f(x) es discontinuo en x = 4. 
©) Análisis 
Vea la Figura 13. A x = 4, existe una discontinuidad de salto. Observe que la función es continua en x = 2. 


Figura 13 El gráfico es continuo en x = 2 pero muestra una discontinuidad de salto en x = 4. 


N 


x< 
4 
[>] INTÉNTELO #4 Determine dónde la función f(x) = 4 2, 2 <x <6 es discontinua. 


Cómo determinar si una función es continua 


Para determinar si una función definida por partes es continua o discontinua, además de comprobar los puntos límite, 
debemos comprobar si cada una de las funciones que componen la función definida por partes es continua. 


(М cómo 


Dada una función definida por partes, determine si es continua. 


1. Determine si cada función componente de la función definida por partes es continua. Si hay discontinuidades, 
¿se producen dentro del dominio donde se aplica esa función componente? 

2. Para cada punto límite x = a de la función definida por partes, determine si se cumple cada una de las tres 
condiciones. 


BR 


Determinar si una función definida por partes es continua 
Determine si la siguiente función es continua. Si no es así, indique la ubicación y el tipo de cada discontinuidad. 


Ро) = { sen(x), х<0 


x, x>0 


© Solución 
Las dos funciones que componen esta función definida por partes son f(x) = sen(x) sobre х < Оу f(x) = x? sobre 
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x > 0. La función de seno y todas las funciones polinómicas son continuas en todas partes. Cualquier discontinuidad se 
produciría en el punto límite, 


A x = 0, comprobemos las tres condiciones de continuidad. 
Condición 1: 
f(0) no existe. 
> La condición 1 no se cumple. 
Dado que las tres condiciones no se cumplen en x = 0, la función f(x) es discontinuo en x = 0, 
©) Análisis 
Vea la Figura 14. Existe una discontinuidad removible en x = 0; lím /(х) = 0, por lo tanto el límite existe y es finito, pero 
x> 


f (a) no existe. 


f(x) = хз 


f(x) = sin(x) 


Figura 14 La función tiene una discontinuidad removible en 0. 


» | MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener instrucción adicional y practicar con continuidad. 


Continuidad en un punto (http://openstax.org/l/continuitypoint) 
Continuidad en un punto: Comprobación de conceptos (http://openstax.org/l/contconcept) 


12.3 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 

1. Indique con sus propias palabras lo que significa 2. Indique con sus propias palabras lo que significa 
para una función f ser continua en x = с. que una función sea continua en el intervalo (а, Б). 

Algebraicos 


En los siguientes ejercicios, determine por qué la función f es discontinua en un punto determinado a en el gráfico. 
Indique cuál condición falla. 


2 2-16 
з. Јо) = | x+3 | a=-3 4 fœ = 1а |5x-2|)a=2 5. у(х) = a=-4 
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2 Я 3 
6. у(х) = ==16® а= 0 7. po се =3 8. у(х) = 
1 1 
тана 2 ҮЗ 
O T 77A „—2 10. р(х) = 4 +6 
3, x= х?, 
3+x, х<1 3—x, 
11. f0)=3x, х=1 a=1 12. /(х)=+х, 
х2, х> 1 2х?, 
3+2x, х<1 х?, 
13. f(x)=4 x, х=1 а=1 14. fA)=32x+1, 
—х?, х> 1 x, 
2 
<2, x< -3 ә, 
15. f(x)= x-9 x=-3 a=-3 16. /(х)= х—9, 
1, x>-3 —6, 
17. F) = 254, а=2 18. Fœ) = 22522, а=5 19. у) = 
ү х) ==> а= A x)= ETES a= Я х) = 
3 
20. Ро) = 52, a=3 21. ЈО) = р. а=0 22. f (x)= 


х<1 


x=] a=] 


х> 1 


х<—2 
x=-2 a=-2 


x>-2 


х<-3 


х= -3 9=3 


x>-—3 


3 9х 


2. ‚ а=—3 
х^+11х+24 


2|x+2] 
x+2 ° 


-2 


En los siguientes ejercicios, determine si la función dada f es continua en todas partes. Si es continua en todos los 
lugares en los que está definida, indique para qué rango es continua. Si es discontinua, indique dónde lo es. 


23. f(x)=x?-2x-15 
26. f(x) = -sen (3x) 

29. (х) = 2х+ 5 

32. (х) = е2х 


35. /(х) = х2 + sen (х) 
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24. f(x) = 222215 
х—2| 

27. f=- 

30. f(x) = log, (x) 


33. 


Ро) =yx=4 


36. Determine los valores de b y c de 
manera tal que la siguiente función 
sea continua en toda la línea de los 


números reales. 


109=4 


х+1, 1<х<3 


x2+bx+c, |[x-2|>1 


25. f(x) = 2.3х+4 


28. (х) = tan (х) +2 


31. Р(х) = 1 x? 


34. (х) = ѕес(х) – 3. 


Gráficos 


En los siguientes ejercicios, consulte la Figura 15. Cada cuadrado representa una unidad cuadrada. Para cada valor de a, 
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determine cuáles de las tres condiciones de continuidad se cumplen en x = a y cuáles no. 


37. x=-3 


y 


Figura 15 
38. x=2 39. x=4 


En los siguientes ejercicios, utilice una herramienta gráfica para graficar la función f(x) = sen ( а ) сото еп la Figura 


х 


16. Coloque el eje х a una corta distancia antes y después de 0 para ilustrar el punto de discontinuidad. 


40. ¿Cuáles condiciones de 
continuidad fallan en el 
punto de discontinuidad? 


43. ¿Cuál es el dominio de 


Хо)? 


у 


x 
-10 10 
Figura 16 
41. Evalúe f(0). 42. Resuelva para x si 
/(х) = 0. 
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En los siguientes ejercicios, considere la función mostrada en la Figura 17. 


+=х 


+ 
D 


Figura 17 


44. ¿En qué coordenadas x es discontinua la función? 45. ¿Qué condición de continuidad se viola en estos 
puntos? 


46. Considere la función mostrada en la Figura 18. ¿En qué 
coordenadas x es discontinua la función? ¿Cuáles 
condiciones de continuidad se han violado? 
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Figura 18 


47. Construya una función que pase por el origen con 
una pendiente constante de 1, con 
discontinuidades removibles en x = —7 ух = 1. 
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48. Lafunción f(x) = == se representa gráficamente еп Іа 
Figura 19. Parece ser continua en el intervalo [-3, 3], pero 
hay un valor x en ese intervalo en el cual la función es 
discontinua. Determine el valor de la x en el que la función 
es discontinua, y explique la dificultad de utilizar la 
tecnología al considerar la continuidad de una función al 


examinar su gráfico. 


-+— + + + : + =x 
' 
Figura 19 
49. Calcule el límite Ит f(x) y determine si la 50. El gráfico de f(x) = едх) se muestra en la Figura 
х= 


Я И ‚4 y j іб і = 09; А sí 
siguiente función es continua en x = 1: 20. ¿La función / (œ) continua en x = 0? ¿Por qué sí 
o por qué no? 


2 
== {> +4 х1 у 
2 x=1 254 


Figura 20 


12.4 Derivadas 


Objetivos de aprendizaje 
En esta sección, podrá: 
> Calcular la derivada de una función. 
> Calcular tasas instantáneas de cambio. 
> Hallar la ecuación de la línea tangente al gráfico de una función en un punto. 
> Hallar la velocidad instantánea de una partícula. 


El uso de los dispositivos y los medios de comunicación cambia a ritmos diferentes según los grupos de personas. Las 
empresas de comunicación y tecnología, los comercializadores, los educadores y sus defensores mantienen una 
estrecha vigilancia sobre las tendencias y preferencias. Según datos del Pew Research Center, la posesión de teléfonos 
inteligentes por parte de los millennials solo aumentó un 1 % de 2018 a 2019 (del 92 % al 93 %). No obstante, en el caso 
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de los mayores de 74 años, el número pasó del 30 % al 40 % en el mismo periodo. 


Las tendencias de propiedad y uso de otros dispositivos pueden ir en direcciones diferentes según la generación. De 
2018 a 2019, la posesión de tabletas por parte de los millennials cayó del 64 % al 52 %. Sin embargo, durante el mismo 
periodo, la generación de los baby boom se mantuvo exactamente igual, con un 52 % de propietarios de tabletas. 
Además, el grupo de mayores de 74 años ha aumentado la posesión de tabletas del 25 % al 33 %. 


¿Qué tienen en común estas situaciones? Las funciones que los representan han cambiado con el tiempo. En esta 
sección consideraremos métodos para calcular dichos cambios a lo largo del tiempo. 


Hallar la tasa media de cambio de una función 


Las funciones que describen los ejemplos anteriores implican un cambio en el tiempo. El cambio dividido entre el tiempo 
es un ejemplo de tasa. Las tasas de cambio en los ejemplos anteriores son diferentes. En otras palabras, algunos 
cambiaron más rápido que otros. Si hiciéramos un gráfico de las funciones, podríamos comparar las tasas determinando 
las pendientes de los gráficos. 


Una línea tangente a una curva es una línea que interseca la curva en un solo punto pero no la cruza en él (La línea 
tangente puede intersecar la curva en otro punto alejado del punto de interés). Si acercamos la curva en ese punto, la 
curva parece lineal, y la pendiente de la curva en ese punto es cercana a la pendiente de la línea tangente en ese punto. 


Figura 1 representa la función f (x) = x? — 4x. Podemos ver la pendiente en varios puntos de la curva. 


* pendiente en x = —2 es 8 
* pendiente en x = —1 es -1 
* pendiente en x = 2 es 8 


f(x) = xX? — Ах 


Figura 1 Gráfico que muestra las tangentes a la curva en -2, -1 y 2. 


Imaginemos un punto en la curva de la función f en x = a como se muestra en la Figura 2. Las coordenadas del punto 
son (a, f(a)). Conecte este punto con un segundo punto de la curva un poco a la derecha de x = a, con un valor х 
incrementado en algún pequeño número real h. Las coordenadas de este segundo punto son (a + h, f(a + h)) para 
algún valor positivo Л. 


2 https://www.pewresearch.org/fact-tank/2019/09/09/us-generations-technology-use/ 
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(a, Ка + h)) 


Figura 2 Punto de conexión a con un punto justo más allá nos permite medir una pendiente cercana a la de una línea 
tangente en x = a. 
Podemos calcular la pendiente de la línea que conecta los dos puntos (a, f(a)) y (a + h, f(a + h)), llamada una línea 
secante, si aplicamos la fórmula de la pendiente, 

Е cambio en y 
pendiente = ——__——= 

cambio en x 

Utilizamos la notación msec para representar la pendiente de la línea secante que une dos puntos. 


_ Fla+h)-f(a) 
Тес = = со) (а) 


_ Ха+һ)– (а) 
РС; 


La pendiente msec es igual а la tasa media de cambio entre dos puntos (a, /(а)) у (a + А, f(a + А)). 
_fla+hm-f(a) 
Msec =? р 


Та tasa promedio de cambio entre dos puntos en una curva 


La tasa media de cambio (Average Rate of Change, AROC) entre dos puntos (a, f(a)) y (a + h, f(a + h)) en la curva 
de f es la pendiente de la línea que conecta los dos puntos y está dada por 


fla+h)-f(a) 
h 


Э 95 


Hallar la tasa media de cambio 
Halle la tasa media de cambio que conecta los puntos (2,-6) y (1, 5). 


AROC = 


© Solución 
Sabemos que la tasa media de cambio que conecta dos puntos puede estar dada por 


fler+h)= fa 


AROC = 
h 


Si un punto es (2, —6) , o (2, f (2)) , entonces f (2) = —6. 
El valor h es el desplazamiento desde 2 con —1, que es igual a -1 – 2 = –3. 


Para el otro punto, f (a + h) es la coordenada y en a + h, que es 2 + (-3) o —1, por lo que f(a + h) = f1) = 5. 
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AROC Ла-Ла) 
5—(—6) 

—3 
11 


3 


- 


1 
3 


[>] INTÉNTELO #1 Halle la tasa media de cambio que conecta los puntos (—5, 1,5) y (—2,5, 9). 


Comprender la tasa instantánea de cambio 


Ahora que podemos hallar la tasa media de cambio, supongamos que hacemos h en la Figura 2 cada vez más pequeño. 
Luego а + h se acercarán a a a medida que h se hace más pequeño, acercándose cada vez más a 0. Asimismo, el 
segundo punto (a + h, f(a + h)) se acercará al primer punto, (a, /(а)) . Como consecuencia, la línea de conexión entre 
los dos puntos, llamada línea secante, se acercará cada vez más a ser una tangente a la función en x = a, y la pendiente 
de la línea secante se acercará cada vez más a la pendiente de la tangente en x = a. Vea la Figura 3. 


y 
А 
Q; Línea secante Ра О), 
Pl=(a, fa) A Línea secante Ра Q, 


x 


Línea tangente en X =а 


' 


Figura3 La línea de conexión entre dos puntos se acerca a ser una línea tangente en х = а. 


Dado que estamos buscando la pendiente de la tangente en x = a, podemos pensar en la medida de la pendiente de la 
curva de una función f en un punto determinado como la tasa de cambio en un instante específico. Llamamos a esta 
pendiente la tasa instantánea de cambio, o la derivada de la función en x = a. Ambas se pueden hallar calculando el 
límite de la pendiente de una línea que conecta el punto en x = a con un segundo punto infinitesimalmente cercano a lo 
largo de la curva. Para una función f tanto la tasa instantánea de cambio de la función como la derivada de la función en 
x = ase escriben como f'(a), y podemos definirlas como límites laterales que tienen el mismo valor tanto si se acercan 
desde la izquierda como desde la derecha. 


ren — yn Oth- 
aa а 5 


La expresión por la que se halla el límite se conoce como cociente de diferencia. 


Definición de tasa instantánea de cambio y derivada 


La derivada, o tasa instantánea de cambio, de una función f en x = a, viene dada por 


/ (а +h)- fa) 


1 = lí 
f(a) lim 7 


La expresión 212 se denomina cociente de diferencia. 


Utilizamos el cociente de diferencia para evaluar el límite de la tasa de cambio de la función a medida que h se acerca 
a0. 


Derivadas: interpretaciones y notación 
La derivada de una función se puede interpretar de diferentes maneras. Se observa como el comportamiento de un 
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gráfico de la función o se calcula como una tasa de cambio numérica de la función. 


• La derivada de una función f(x) en un punto x = a es la pendiente de la línea tangente a la curva f(x) en x = a. La 
derivada de f(x) en x = ase escribe f'(a). 

• La derivada f'(a) mide cómo cambia la curva en el punto (а, f(a)). 

* La derivada f*(a) se puede considerar como la tasa instantánea de cambio de la función f(x) en x = a. 

• Si una función mide la distancia como una función de tiempo, la derivada mide la velocidad instantánea en el 
tiempo t =a. 


Notaciones para la derivada 


La ecuación de la derivada de una función f (x) se escribe como y! = f'(x), donde у = f(x). La notación /' (х) se lee 
como " f primo de х.". Las notaciones alternativas рага la derivada son las siguientes: 


d d d 
ro=Y=2=T-E109=D10) 


La expresión f'(x) es ahora una función de x; esta función da la pendiente de la curva у = f (x) a cualquier valor de 
х. La derivada de una función f (х) en un punto x = ase denota f'(a). 


(є cómo 


а 
Dada una función /, halle la derivada aplicando la definición de la derivada. 
Calcule f (а + А). 


Calcule / (а). 


la 

2 

3. Sustituya y simplifique LAA 
4 


Evalúe el límite si existe: /' (а) = шаа 


Шыр Ťñťş aaa 


Hallar la derivada de una función polinómica 
Halle la derivada de la función f(x) = х2 — Зх +5alas x = a. 


© Solución 
Tenemos: 


/' (а) = lím Hart Definición de una derivada 


Sustituya f(a + h) = (а + А)? – З(а+ h) + 5у /(а) = a? — 3a +5. 


2 
‚(ау = lím (а-+һ)(а+В)—3(а-+һ)+5—(а* —За+5) 
f @ h>0 h 


— ш 2 +248102 -За-Зһ+5-а2-+3а-5 
h>0 h 


ы PA = SAA 


h=0 


Evalúe para eliminar los paréntesis. 


Simplifique. 


— 1ш 22/t/?-3h 
һ—0 h 
а K Qa+h-3) 
h>0 A 
=24+0-3 Evalúe el límite. 
=2a-3 


Factorice un й. 
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[>] INTÉNTELO #2 Halle la derivada de la función f(x) = 3x? + 7хепх = а. 


Hallar derivadas de funciones racionales 
Para hallar la derivada de una función racional, a veces, simplificaremos la expresión utilizando técnicas algebraicas que 
ya hemos aprendido. 


935 


Hallar la derivada de una función racional 


Halle la derivada de la función f(x) = zx enx=a. 


© Solución 


"(ау = lim 289-79) 
PO h>0 h 
3+(a+h) -( 3+a ) 
= lím 24+ a Sustituya f(a + h) y f(a) 
ноа у (зе | ae | 
= [шп CUACA Multiplique el numerador у el denominador por (2 — (a + А))(2 — а) 
Gamo “( нө ) (2—(a+h) GAS (2%) 
= lím Le “2 Distribuya 
h>0 (2—(а+№))(2—а)(һ) 
— Km 6-3a+2a a2 +2h—ah-6+3a+3h 2a+a? +ah a 
= liin IES e r O Multiplique 
= lím = AS Combine términos similares 
һә0 @—(а+й))(2-а)( K) 
mn Ss г. 
= пи ame) Anule factores similares 
_ 5 Е 5 25 . eos 
= 00000-0) = ars = оу? Evalúe el límite 
>] INTÉNTELO #3 Halle la derivada de la función f(x) = H en x = a. 


Hallar derivadas de funciones con raíces 
Para hallar derivadas de funciones con raíces utilizamos los métodos que hemos aprendido para hallar límites de 
funciones con raíces, lo que incluye multiplicación por un conjugado. 


шы aaa 


Hallar la derivada de una función con una raíz 
Halle la derivada de la función f(x) = 44/x en x = 36. 


© Solución 
Tenemos 


f (a) = lím ушыш 


—— 4ya+h-4;/a А 
= lim EVVA Sustituya f(a + h) y f(a) 
4y/a+h+4;/a 


Multiplique el numerador y el denominador por el conjugado: 


4y/a+h+44;/a 
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f'(a) = lím 200 4y/a+h-4,/a 4ya+h+4y/a 
— 50 4ya+h+4y/a 
- (; (varia ya) г) ) Multiplique. 
yath+4 
= lím ( т, 0 = ) Distribuya y combine términos similares. 
> һ4| y a+h+4 
Е ИН O Simplifiue. 
h>0 Ha a+h+4/a) 
= lím (z) Evalúe el límite suponiendo que h = 0. 
h>0 \ 4ya+h+4x/a 
sya уа 
(36) = — Evalúe la derivada еп х = 36. 
36 
=2 
T6 
= І 
T3 


м 


INTÉNTELO #4 Halle la derivada de la función f (х) = 94/x en x = 9. 


Hallar tasas instantáneas de cambio 


Muchas aplicaciones de la derivada implican la determinación de la tasa de cambio en un instante dado de una función 
con la variable independiente tiempo, por lo que se utiliza el término instantánea. Consideremos la altura de una pelota 
lanzada hacia arriba con una velocidad inicial de 64 pies por segundo, dada por s(t) =-1612 + 64t + 6, donde т se mide 
en segundos y s (t) se mide en pies. Sabemos que la trayectoria es la de una parábola. La derivada nos dirá cómo está 
cambiando la altura en cualquier punto dado en el tiempo. La altura de la pelota se muestra en la Figura 4 como una 
función de tiempo. En física, lo llamamos "gráfico s-t". 
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s(t) 


Figura 4 


ИЭ 


Hallar Іа tasa instantánea de cambio 


Utilizando la función anterior, s(t) = —1612 + 641 + 6, ¿cuál es la velocidad instantánea de la pelota a los 1 y З segundos 
de su vuelo? 


© Solución 
La velocidad ent = 1 y 1 = 3 es la tasa instantánea de cambio de la distancia por el tiempo, о la velocidad. Observe que 
la altura inicial es de 6 pies. Para calcular la velocidad instantánea, hallamos la derivada y Іа evaluamos en t = lyt=3: 


ID= K Fa+h)=f(a) 
и. 


—16(t+h)2+64(t+h)+6-(—16t2+64t+6) 


= А lín A А Sustituya s(t + h) у s(t). 
— т f Біб A EE Distribuya. 
= ím, =32ht-h* +64h Simplifique. 
E. lím a A Factorice el numerador. 
=, lím УС 321 — h + 64 Anule el factor común h. 
s' (t) = —32t + 64 Evalúe el límite suponiendo que h = 0. 


Para cualquier valor de т, s’ (f) nos dice la velocidad en ese valor de t. 


Evalúe t=1y1f=3. 
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s'(1) = —32(1) + 64 = 32 
s’ (3) = —32(3) + 64 = —32 


La velocidad de la pelota después de 1 segundo es de 32 pies por segundo, ya que va subiendo. 


La velocidad de la pelota después de 3 segundos es —32 pies por segundo, ya que va bajando. 


[>] INTÉNTELO #5 La posición de la pelota viene dada por s(t) = –16/2 + 641 + 6. ¿Cuál es su velocidad a los 2 
segundos de vuelo? 


Usar gráficos para hallar tasas instantáneas de cambio 
Podemos estimar una tasa instantánea de cambio en x = a al observar la pendiente de la curva de la función f (x) en 
x = a. Lo hacemos trazando una línea tangente a la función en x = a y al calcular su pendiente. 


(ә cómo 


Dado un gráfico de una función f (x), halle la tasa instantánea de cambio de la función en x = a. 


1. Localice x = a en el gráfico de la función f (х). 
2. Dibuje una línea tangente, una línea que pasa por x = aa las a y en ningún otro punto de esa sección de la 


curva. Extienda la línea lo suficiente para calcular su pendiente a medida que 
cambio en y 


cambio en x ` 


ваар 


Estimar Іа derivada еп un punto del gráfico de una función 
A partir del gráfico de la función y = f (x) presentado en la Figura 5, estime cada uno de los siguientes: 


© 70) ID © ТО ro 


Figura 5 


© Solución 
Para calcular el valor funcional, f (a), halle la coordenada yen x = a. 


Para hallar la derivada en x = a, f’ (a), dibuje una línea tangente en x = a, y estime la pendiente de esa línea tangente. 
Vea la Figura 6. 


1323 


1324 12 • Introducción a Cálculo 


A A 


Figura 6 


®© 70) es la coordenada yen x = 0. El punto tiene coordenadas (0, 1), por lo tanto f(0) = 1. 

/(2) es la coordenada yen x = 2. El punto tiene coordenadas (2, 1), por lo tanto f(2) = 1. 

O f' (0) se halla estimando la pendiente de la línea tangente a la curva en x = 0. La línea tangente a la curva en 

x = 0 aparece en horizontal. Las líneas horizontales tienen una pendiente de 0, por lo tanto f'(0) = 0. 

O f'Q) se halla estimando la pendiente de la línea tangente a la curva en x = 2. Observe la trayectoria de la línea 


tangente a la curva en x = 2. A medida que el valor x se desplaza una unidad a la derecha, el valor y se desplaza 
cuatro unidades a otro punto de la línea. Por lo tanto, la pendiente es 4, así que f'(2) =4. 


INTÉNTELO #6 Utilizando el gráfico de la función f(x) = x? —3х que se muestra en la Figura 7, estime: 
fO), 7” @), FO), у /' (0). 


Figura 7 
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Usar tasas instantáneas de cambio para resolver problemas del mundo real 
Otra forma de interpretar una tasa instantánea de cambio en x = a es observar la función en un contexto del mundo 
real. La unidad de la derivada de una función f (x) es 


unidades de salida 


unidad de entrada 


Esta unidad muestra en cuántas unidades cambia la salida por cada cambio de una unidad de entrada. La tasa 
instantánea de cambio en un instante dado muestra lo mismo: las unidades de cambio de salida por una unidad de 
cambio de entrada. 


Un ejemplo de tasa instantánea de cambio es el costo marginal. Por ejemplo, supongamos que el costo de producción 
de una compañía para producir x artículos viene dado por C (x), en miles de dólares. La función derivada nos dice cómo 
cambia el costo para cualquier valor de x еп el dominio de la función. En otras palabras, C’ (x) se interpreta como un 
costo marginal, el costo adicional en miles de dólares de producir un artículo más cuando x artículos se han producido. 
Por ejemplo, C’ (11) es el costo adicional aproximado, en miles de dólares, de producir el 12. artículo después de 
producir 11 artículos. C’ (11) = 2,50 significa que cuando se han producido 11 artículos, la producción del 12.° artículo 
aumentaría el costo total en aproximadamente $ 2.500,00 dólares. 


cemo 


Hallar un costo marginal 
El costo en dólares de producir x computadoras portátiles en dólares es f (x) = x? — 100x. En el momento еп que se 
han producido 200 computadoras, ¿cuál es el costo aproximado de producir la unidad 201.2? 


© Solución 
Si los valores de f (x) = х2 — 100x describe el costo de producción de x computadoras, f’ (x) describirá el costo 
marginal. Tenemos que calcular la derivada. Para calcular la derivada, podemos utilizar las siguientes funciones: 
/(а + ВБ) = (x+ В)? — 100(x + h) 
f(a) = а? — 100a 


/'(х) = ШАН ЛӘ Fórmula de una derivada 


h 
h)? —100(х+һ)—(х7—100 ; 
= Em + ш x) Sustituya f(a + h) y f(a). 
2 2 2 
= ATAR —100х—100л—х +100х  Multiplique polinomios, distribuya. 


2_ ОКК КИР Е 
= ы-и Recopile términos similares. 


И (2x+h-100) р КИР ог 
= ==—>— Factorice y anule términos similares. 


K 
= 2х + h – 100 Simplifique. 
= 2x — 100 Evalúe cuando Л = 0. 
f'(x) = 2х – 100 Fórmula del costo marginal. 
f'(200) = 2(200) — 100 = 300 Evalúe para 200 unidades. 


El costo marginal de producir la 201.? unidad será de aproximadamente 300 dólares. 


RR 


Interpretar una derivada en su contexto 
Un auto sale de un cruce. La distancia que recorre en millas está dada por la función f (7) , donde t representa las horas. 
Explique las siguientes notaciones: 


®© F0=0 (О) = 60 © А0 =70 © 70,5) = 150 

© Solución 

Primero tenemos que evaluar la función f(t) y la derivada de la función // (7), y distinguir entre ambas. Cuando 
evaluamos la función f(t), estamos hallando la distancia que el auto ha recorrido en £ horas. Cuando evaluamos la 
derivada f'(t), estamos hallando la velocidad del auto después de t horas. 


1325 


1326 12 • Іпітойиссібпр a Cálculo 


®© ЈО) = significa que en cero horas, el auto ha recorrido cero millas. 

f' (1) = 60 significa que una hora después del viaje, el auto va a 60 millas por hora. 

© fA) = 70 significa que una hora después del viaje, el auto ha recorrido 70 millas. Por lo tanto, en algún 
momento de la primera hora, el auto debió viajar más rápido que en la marca de 1 hora. 

© /(2,5) = 150 significa que a las dos horas y treinta minutos de viaje, el auto ha recorrido 150 millas. 


[>] INTÉNTELO #7 Una corredora corre por una carretera recta de este a oeste. La función f (t) da a cuántos 
pies hacia el este de su punto de partida se encuentra después de £ segundos. Interprete 
cada uno de los siguientes puntos en relación con la corredora. 


O 70) =0 10) = 150 © 7010) = 15 (E) 7 020) = –10 
O 7040) = –100 


Hallar puntos en los que no existe Ја derivada de una función 

Para entender dónde no existe la derivada de una función, tenemos que recordar lo que ocurre normalmente cuando 
una función f (x) tiene una derivada en x = a. Supongamos que utilizamos una herramienta gráfica para ampliar en 
x = a. Si se grafica la función f (x) es diferenciable, es decir, si se trata de una función que puede ser diferenciada, 
cuanto más amplíe uno, más se acercará el gráfico a una línea recta. Esta característica se llama linealidad. 


Mire el gráfico en la Figura 8. Cuanto más ampliamos en el punto, más lineal parece la curva. 


y 


El gráfico parece 
lineal 


Figura 8 


Podríamos suponer que lo mismo ocurriría con cualquier función continua, pero no es así. La función f(x) = |х|, por 
ejemplo, es continua en x = О, pero no diferenciable en x = О. A medida que ampliamos en el O en la Figura 9, el gráfico 
no se acerca a una línea recta. Por mucho que lo ampliemos, el gráfico mantiene su ángulo agudo. 
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y 
0.1} 
—-- >x 
-0.1 0 0.1 
70.17 


Figura 9 Gráfico de la función f(x) = |х|, con el eje хае -0,1 a 0,1 y el eje y de -0,1 a 0,1. 


Ampliamos más al estrechar el rango para producir la Figura 10 y seguimos observando la misma forma. Este gráfico no 
parece lineal en x = 0. 


y 
0.0011 
ak XxX 
-0.001 0 0.001 
-0.0014 


Figura 10 Gráfico de la función f(x) = |x|, con el eje xde -0,001 a 0,001 y el eje y de -0,001 a 0,001. 


¿Cuáles son las características de un gráfico que no es diferenciable en un punto? Estos son algunos ejemplos en los que 
la función f (x) no es diferenciable en x = a. 


En la Figura 11, vemos el gráfico de 
2 
х, х<2 
Јо) = { . 
8-х, x>2 


Observe que, a medida que x se acerca a 2 desde la izquierda, se puede observar que el límite izquierdo es 4, mientras 
que a medida que x se acerca a 2 desde la derecha, se puede observar que el límite derecho es 6. Vemos que tiene una 
discontinuidad en x = 2. 
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y 

gł 

6+ 

44 

24. 
< + + + + + + X 
32219 1 2 3 4 5 

zal 


Е 
Figura 11 El gráfico де f (х) tiene una discontinuidad en х = 2. 


En la Figura 12, vemos el gráfico de f(x) = |x|. Vemos que el gráfico tiene un vértice en x = 0. 


Figura 12 El gráfico de f(x) = |x| tiene un vértice en x = 0. 


2 
En la Figura 13, vemos que el gráfico de f(x) = х3 tiene una cúspide en x = 0. Una cúspide tiene una característica 
única. Al alejarse de la cúspide, tanto el límite izquierdo como el derecho se acercan al infinito o al infinito negativo. 
Observe las líneas tangentes a medida que x se acerca a O tanto desde la izquierda como desde la derecha parece que 
se hacen cada vez más pronunciadas, pero una tiene una pendiente negativa, la otra tiene una pendiente positiva. 


2 
Figura 13 El gráfico de f(x) = х3 tiene una cúspide en x = 0. 


1 
En la Figura 14, vemos que el gráfico de f(x) = х3 tiene una tangente vertical en х = 0. Recordemos que las tangentes 
verticales son líneas verticales, por lo que cuando existe una tangente vertical, la pendiente de la línea es indefinida. Por 


eso la derivada, que mide la pendiente, no existe allí. 
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1 
Figura 14 El gráfico de f(x) = х3 tiene una tangente vertical en х = 0. 


Diferenciabilidad 


Una función f (x) es diferenciable en x = a si la derivada existe en x = a, lo que significa que f'(a). 
Hay cuatro casos en los que una función f (x) no es diferenciable en un punto x = a. 


Cuando hay una discontinuidad en x = a. 

Cuando hay un vértice en x = a. 

Cuando hay una cúspide en x = a. 

En cualquier otro momento en que haya una tangente vertical en x = a. 


BR 


Determinar si una función es continua y diferenciable a partir de un gráfico 
Utilizando la Figura 15, determine en que parte la función es 


IS 


a. continua 

b. discontinua 

c. diferenciable 

а. nodiferenciable 


En los puntos en los que el gráfico es discontinuo o no diferenciable, indique por qué. 


Figura 15 
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© Solución 
El gráfico de f (x) es continuo en (—00,—2) U (-2, 1) О (Lo ). El gráfico de f (x) tiene una discontinuidad removible en 


x = -2 y una discontinuidad de salto en x = 1. Vea la Figura 16. 


E =P (5271) (1, ®) 
Figura 16 Tres intervalos en los que la función es continua 


El gráfico de f (x) es diferenciable en (—00,-2) U (22,-1) u (=1,1) U (1,2) U (20) . El gráfico de f(x) no es diferenciable 


en x = —2 porque es un punto de discontinuidad, en x = —1 a causa de un ángulo agudo, en x = 1 porque es un punto 
de discontinuidad, y en x = 2 a causa de un ángulo agudo. Vea la Figura 17. 


y 


5 Esquina afilada 


Esquina afilada a 


| Discontínuidad 


(~œ; -2) (—2, —1) (1, 1)(1, 2) (2, 00) 


Figura 17 Cinco intervalos en los que la función es diferenciable 


INTÉNTELO +8 Determine en que parte la función y = f (x) mostrada en la Figura 18 es continua y 
diferenciable a partir del gráfico. 
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y = f(x) 


! 
[45] 
1 

№ 

! 
He 

о 
Pp 
N 
w+ 
a+ 


-4} 


Figura 18 


Hallar la ecuación de una línea tangente al gráfico de una función 


La ecuación de una línea tangente a una curva de la función f (x) en x = ase deriva de la forma punto-pendiente de 
una línea, y = т(х— х) + y]. La pendiente de la línea es la pendiente de la curva en x = a y por lo tanto es igual a 
f'(a), la derivada de f (х) en x = a. El par de coordenadas del punto de la línea en x = a es (a, f(a)). 


Si sustituimos en la forma punto-pendiente, tenemos 
m=f'(a) х, =а у, = Қа) 
у= т(х- х,) + у, 
f(a) a fa) 
La ecuación de la línea tangente es 


у= f'(a) (x-a) + f(a) 


La ecuación de una línea tangente a una curva de la función f 


La ecuación de una línea tangente a la curva de una función f en un punto x = a es 


y = f'(a) (x-a) + f(a) 


(ә cómo 


Dada una función f, halle la ecuación de una línea tangente a la función en x = a. 


=> 


Calcule la derivada de f (х) en x = a utilizando f'(a) = ma 
> 


Evalúe la función еп x = a. Esto es f (a). 


Sustituya (a, f (a) y f' (а) en y = f'(a) (x-a) + f(a). 
Escriba la ecuación de la línea tangente en la forma y = mx + b. 


5> 00 09 
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Hallar la ecuación de una línea tangente a una función en un punto 
Halle la ecuación de una línea tangente a la curva f(x) = x? —4хепх=3. 


© Solución 
Utilizando: 

fla) = sim Le + д - f (а) 
Sustituya f(a + h) = (a + h}? – 4(a+ h) y f(a) = a? — 4a. 


ia СЕЛО она 4а) 
0 


(А == 
f@=l 


— lim 2 +#4аһ+һ^<—4а—&4һ—-а”+4а 
— ш L +2ай+#?—4да-Ааһ-а? +4 
h>0 h 


= ifi PAT 22 —4h A HL 


h>0 


Elimine los paréntesis. 


Combine términos similares. 


— lím 22h+/h?-4h 
h>0 >} 


Ж(Оа+һ-4) 


= lím Factorice Л. 


h>0 
=2a+0-4 
f'(a)=2a-4 Evalúe el límite. 
/'@) = 23)-4=2 
Ecuación de la línea tangente en x = 3 
у= Ј(а)(х-а) + f(a) 
у= }(3)(х — 3) + fG) 
у= 2(х — 3) + (3) 
у= 2х- 9 
©) Análisis 
Podemos utilizar una herramienta gráfica para graficar la función у Іа línea tangente. Al hacerlo, podemos observar е! 
punto de tangencia en х = 3 como se muestra en la Figura 19. 


Figura 19 El gráfico confirma el punto de tangencia en x = 3. 


INTÉNTELO #9 Halle la ecuación de una línea tangente a la curva de la función f(x) = 5х2 —х+4еп 


м 
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Hallar la velocidad instantánea de una partícula 


Si una función mide la posición en función del tiempo, la derivada mide el desplazamiento en función del tiempo, o la 
velocidad del objeto. Un cambio en la velocidad o la dirección en relación con un cambio en el tiempo se conoce como 
velocidad. La velocidad en un instante determinado se conoce como velocidad instantánea. 


Al tratar de calcular la velocidad de un objeto en un instante dado, parece que nos encontramos con una contradicción. 
Normalmente definimos la velocidad como la distancia recorrida dividida entre el tiempo transcurrido. Pero en un 
instante, no se recorre ninguna distancia ni transcurre ningún tiempo. ¿Cómo vamos a dividir cero entre cero? El uso de 
una derivada resuelve este problema. Una derivada nos permite decir que, aunque la velocidad del objeto cambia 
constantemente, tiene una velocidad determinada en un instante dado. Esto significa que si el objeto viajara a esa 
velocidad exacta durante una unidad de tiempo, recorrería la distancia especificada. 


Velocidad instantánea 


Supongamos que la función s (t) representa la posición de un objeto en el tiempo f. La velocidad instantánea o 
velocidad del objeto en el tiempo t = a viene dada por 


2 


5! (а) = lím 5(а+ №) – (а) 
Ў h>0 


h 


Mer Э 95< 


Hallar la velocidad instantánea 

Una pelota se lanza hacia arriba desde una altura de 200 pies con una velocidad inicial de 36 ft/s. Si la altura de la pelota 
en pies después de 1 segundos viene dada por s(t) = –1612 + 361 + 200, halle la velocidad instantánea de la pelota en 
f=2. 


© Solución 
Primero debemos calcular la derivada 5” (t). Luego evaluamos la derivada en т = 2, utilizando 
s(a+h) = —16(а + h)? + 36(a + h) +200 y s (a) = —16a? + 36a + 200. 


П = lí 5(а-+һ)—5(а) 
ш) [ж h 


= —16(a+h)2+36(a+h)+200—(-16a?+364+200) 
= lim Л 


һ—0 

— Jím 21642 +241+12)+36(а+1)+200—(— 16а2--36а+200) 
h>0 h 

— Jím =1622-32ah-16h?+364+36h+200+164? 364-200 
h=>0 h 

= Ит AGGE —32ah-16h2 364 +36һ 2200 91642 „364 260 
h>0 h 

— Jím =32ah-16h?+36h 
h>0 h 

— lím Ж(—32а—16һ+36) 
һә0 K 

= Иш(—324 — 16h + 36) 

> 
= —32a – 16 -0 + 36 
s' (а) = —32а + 36 


s! (2) = —32(2) + 36 
= -28 
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©) Análisis 
Este resultado significa que en el tiempo ї = 2 segundos, la pelota cae a una velocidad de 28 ft/s. 


[>] INTÉNTELO #10 Un cohete de fuegos artificiales es disparado hacia arriba desde un pozo a 12 ft bajo el 


suelo a una velocidad de 60 ft/s. Su altura en pies después de t segundos viene dada por 
s = —1617 + 601 — 12. ¿Cuál es su velocidad instantánea después de 4 segundos? 


[>| MEDIA 


Acceda a estos recursos en línea para obtener más información y practicar con las derivadas. 


Estimar la derivada (http://openstax.org/l/estimatederiv) 
Estimar la derivada Ex. 4 (http://openstax.org/l/estimatederiv4) 


12.4 EJERCICIOS DE SECCIÓN 


Verbales 


1. ¿En qué se parece la 2. ¿Cuál es la diferencia entre 3. Un auto recorrió 110 millas 


pendiente de una función 
lineal a la derivada? 


4. Explique el concepto de 
pendiente de una curva en 
el punto x. 


Algebraicos 


la tasa media de cambio de 
una función en el intervalo 
[x, x + h] y la derivada de la 
función en x? 


. Supongamos que el agua 


entra en un tanque a una 
tasa media de 45 galones 
por minuto. Traduzca este 
enunciado al lenguaje de las 
matemáticas. 


durante el periodo 
comprendido entre las 2:00 
p. m. y las 4:00 p. m. ¿Cuál 
fue la velocidad media del 
auto? A las 2:30 p. m. 
exactamente, la velocidad 
del auto registró 
exactamente 62 millas por 
hora. ¿Cuál es otro nombre 
para la velocidad del auto a 
las 2:30 p. m.? ¿Por qué esta 
velocidad difiere de la 
velocidad media? 


En los siguientes ejercicios, utilice la definición de derivada an para calcular la derivada de cada función. 


/(х+В)— (х) 
0 h 


6. f()=3x-4 7. Р(х) = 2х +1 8. у(х) = х2 2+1 


9. у(х) = 2х2 +х- 3 10. у(х) = 2х2 + 5 11. Ло) = 25 


12. у(х) = 2 13. у(х) = 3—2® 14. (х) = y1 + 3х 
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15. р(х) = 3х3 – х2 +2х+5 16. f(x)=5 17. (х) = 5л 


Еп los siguientes ejercicios, halle la tasa media de cambio entre los dos puntos. 


18. (22,0) y 44,5) 19. (4, -3) y 2,-1) 20. (0,5) y (6, 5) 


21. (7,-2)y (7,10) 


En las siguientes funciones polinómicas, halle las derivadas. 


22. р(х) = х? +1 23. f(x) = -3х2 – 7х = 6 24. f(x) = 7х2 


25. f(x) = 3х3 + 2х2 + х – 26 


En las siguientes funciones, halle la ecuación de la línea tangente a Іа curva en el punto dado х еп la curva. 


26. /(х) = 2х2 – Зх х= 3 27. х) = х? +1 х= 2 28. Ах) = yx х= 9 


En el siguiente ejercicio, halle k de tal manera que la línea dada sea tangente al gráfico de Іа función. 


29. Рх) = x? — kx, у=4х—9 


Gráficos 


12.4 • Derivadas 


En los siguientes ejercicios, considere el gráfico de la función f y determine en qué parte la función es continua/ 


discontinua y diferenciable/no diferenciable. 


30. 
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32. 


31. 


parra 


33. 
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En los siguientes ejercicios, utilice la Figura 20 para estimar la función en un valor dado de x o la derivada a un valor 
determinado de x, según se indique. 


34 


37 


40 


43 


-JCD 


-I 


O) 


© Л @) 


З5. 


38. 


41. 


44. 


Figura 20 
F(0) 36. f(1) 
fO) 39. /'(—1) 
F'O 42. /' О) 


Dibuje la función a partir 
de la siguiente 
información: 


f'()=2x,f0)=4 
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En tecnología 


45. Evalúe numéricamente la derivada. Explore el 
comportamiento del gráfico de f(x) = x? 
alrededor de x = 1 y grafique la función en los 
siguientes dominios: [0,9, 1,1], [0,99, 1,01], 
[0,999, 1,001], y [0,9999, 1,0001]. Podemos 
utilizar la función de nuestra calculadora que 
establece automáticamente Ymin y Ymax a los 
valores Xmin y Xmax que preestablezcamos (en 
algunas de las calculadoras gráficas más 
utilizadas, esta función puede llamarse ZOOM FIT 
o ZOOM AUTO). Examine los valores de rango 
correspondientes a esta ventana de visualización 
y aproxime cómo cambia la curva en x = 1, es 
decir, aproxime la derivada en x = 1. 


Aplicaciones en el mundo real 


En los siguientes ejercicios, explique la notación con palabras. El volumen f(t) de un tanque de gasolina, en galones, t 
minutos después del mediodía. 


46. /(0) = 600 47. f'(30)=-20 48. fG0)=0 


49. f'(200) = 30 50. f(240) = 500 


En los siguientes ejercicios, explique las funciones con palabras. La altura, s, de un proyectil después de t segundos viene 
dada por s(t) = —1612 + 807. 


51. 5(2) = 96 52. 5(2) = 16 53. 5(3) = 96 
54. 5(3) = –16 55. 5(0) = 0, 5(5) = 0. 
En los siguientes ejercicios, el volumen V de una esfera con respecto a su radio r viene dado por V = Sar. 
56. Halle la tasa media de 57. Halle la tasa instantánea 
cambio de V a medida que de cambio de V cuando 
r cambia de 1 a 2 cm. r = 3 cm. 


En los siguientes ejercicios, los ingresos generados por la venta de x artículos vienen dados por R(x) = 2x? + 10x. 


58. Halle la tasa media de 59. Halle R'(10) e interprete. 60. Halle R'(15) e interprete. 
cambio de la función de Compare R'(15) con 
ingresos a medida que x R'(10), y explique la 
cambia de x = 10 con diferencia. 

x = 20. 
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En los siguientes ejercicios, el costo de producción de x teléfonos móviles se describe mediante la función 
C(x) = x? — 4x + 1.000. 


61. Halle la tasa media de 62. Calcule el costo marginal 63. Calcule el costo marginal 

cambio del costo total a aproximado de producir el aproximado de producir el 

medida que x cambia de 16.° teléfono móvil, cuando 21.” teléfono móvil, cuando 

x = 10 para x = 15. se han producido 15 se han producido 20 

teléfonos móviles. teléfonos móviles. 
Extensión 
En los siguientes ejercicios, utilice la definición de la derivada en un punto x = a, lím с, para hallar la derivada 
xa 


de las funciones. 


64. f(x)= a 65. Рх) = 5х2 — х+4 66. Рх) = -х2 +4х +7 


67. f(x)= 


УЖ 
3—x2 
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Revisión del capítulo 
Términos clave 


derivada la pendiente de una función en un punto determinado; se denota f'(a), en un punto x = a es 
p p p 
f'(a) = иш LL, siempre que el límite exista. 
h> 


diferenciable una función f (x) para la que existe la derivada en x = a. En otras palabras, si f’ (a). 

discontinuidad de salto un punto de discontinuidad en una función f (x) en x = a donde existen los límites izquierdo 
y derecho, pero lím /(х) # lím f(x) 

x>a x>at 

discontinuidad removible un punto de discontinuidad en una función f (x) donde la función es discontinua, pero se 
puede redefinir para hacerla continua 

función continua una función que no tiene agujeros ni interrupciones en su gráfico 

función discontinua una función que no es continua en x = a 

límite cuando existe, el valor, L, al que la salida de una función f (x) se acerca a medida que la entrada x se acerca 
cada vez más a a pero no es igual a a. El valor de la salida, f(x), puede acercarse tanto a L como decidamos hacerlo 
utilizando los valores de entrada de x suficientemente cerca de x = a, pero no necesariamente en x = a. Ambos a y 
L son números reales, y L se denota lm f(x) =L. 


límite derecho el límite de los valores de f (x) cuando x se acerca a a desde la derecha, denotado como 


lím f(x) = L. Los valores de f(x) pueden acercarse al límite L tanto como queramos tomando valores de x lo 
+ 
x>a 


suficientemente cerca de a donde x > a, y x # a. Ambos a y L son números reales. 
límite izquierdo el límite de los valores de f (x) cuando x se acerca a a desde la izquierda, denotado como 
lím f(x) = L. Los valores de f(x) pueden acercarse al límite L tanto como queramos tomando valores de x lo 
x>a 
suficientemente cerca de a de manera que x < ay x # a. Ambos ау L son números reales. 
límites laterales el límite de una función f(x), a medida que x se acerca a a, es igual a L, es decir, бт f(x) = Lsiy 
solosi lím f(x)= lím /(х). 
x>a хэа+ 
línea secante una línea que interseca dos puntos de una curva 
línea tangente una línea que interseca una curva en un solo punto 
propiedades de los límites una colección de teoremas para hallar los límites de las funciones mediante la realización 
de operaciones matemáticas en los límites 
tasa instantánea de cambio la pendiente de una función en un punto determinado; en x = a está dada por 


"(ау = ím 10-709). 
fa) = m2, 
tasa media de cambio la pendiente de la línea que conecta los dos puntos (a, /(а)) y (a + h, f(a + h)) en la curva de 


f (х); está dada por AROC = _ 


velocidad instantánea el cambio de velocidad o dirección en un instante dado; una función s (7) representa la posición 


de un objeto en el tiempo т, y la velocidad instantánea o velocidad del objeto еп el tiempo t = a viene dada por 


П = lí х(а+н)—=(а) 
А ж h 


Ecuaciones clave 


tasa media de cambio AROC = Jer 


2 һ)— 
derivada de una función f'(a) = Ша An Л ә 


Conceptos clave 


12.1 Hallar los límites: enfoques numéricos y gráficos 


+ Una función tiene un límite si los valores de salida se acercan a algún valor L a medida que los valores de entrada 
se acercan a alguna cantidad a. Vea el Ejemplo 1. 
* Se utiliza una notación abreviada para describir el límite de una función según la forma lím f(x) = L, que indica 
x> a 


que a medida que x se acerca a a, tanto desde la izquierda de x = a y desde la derecha de x = a, el valor de salida 
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se acerca a L. 

Una función tiene un límite izquierdo si f (x) se acerca a L a medida que x se acerca a a donde x < a. Una función 
tiene un límite derecho si f (x) se acerca a L a medida que x se acerca a a donde x > a. 

Existen límites laterales si el límite izquierdo y el límite derecho de una función son iguales. Se dice que una función 
tiene un límite si tiene límites laterales. 

Un gráfico proporciona un método visual para determinar el límite de una función. 

Si la función tiene un límite a medida que x se acerca a a, las ramas del gráfico se acercarán a la misma coordenada 
y cerca de x = a desde la izquierda y desde la derecha. Vea el Ejemplo 2. 

Se puede utilizar una tabla para determinar si una función tiene un límite. La tabla debe mostrar los valores de 
entrada que se acercan a a desde ambas direcciones para poder evaluar los valores de salida resultantes. Si los 
valores de salida se acercan a algún número, la función tiene un límite. Vea el Ejemplo 3. 

También se puede utilizar una herramienta gráfica para hallar un límite. Vea el Ejemplo 4. 


12.2 Hallar los límites: propiedades de los límites 


Las propiedades de los límites se pueden utilizar para realizar operaciones sobre los límites de las funciones en vez 
de las propias funciones. Vea el Ejemplo 1. 

El límite de una función polinómica puede hallarse calculando la suma de los límites de los términos individuales. 
Vea el Ejemplo 2 y el Ejemplo 3. 

El límite de una función elevada a una potencia es igual a la misma potencia del límite de la función. Otro método es 
la sustitución directa. Vea el Ejemplo 4. 

El límite de la raíz de una función es igual a la raíz correspondiente del límite de la función. 

Una forma de hallar el límite de una función expresada como cociente es escribir el cociente en forma factorizada y 
simplificar. Vea el Ejemplo 5. 

Otro método para hallar el límite de una fracción compleja es hallar el mínimo común denominador. Vea el Ejemplo 
6. 

Un límite que contenga una función que contenga una raíz se puede evaluar mediante un conjugado. Vea el 


Ejemplo 7. 
Los límites de algunas funciones expresadas como cocientes se pueden hallar mediante la factorización. Vea el 


Ejemplo 8. 
Una forma de evaluar el límite de un cociente que contenga valores absolutos es utilizando evidencias numéricas. 
También puede ser útil configurarlas por partes. Vea el Ejemplo 9. 


12.3 Continuidad 


Una función continua se puede representar mediante un gráfico sin agujeros ni interrupciones. 
Una función cuyo gráfico tiene agujeros es una función discontinua. 

Una función es continua en un número determinado si se cumplen tres condiciones: 

o Condición 1: f(a). 

о Condición 2: lím f(x) existe en x = а. 


о Condición 3: lím f(x) = f(a). 


Una función tiene una discontinuidad de salto si los límites izquierdo y derecho son diferentes, lo que hace que el 
gráfico "salte". 

Una función tiene una discontinuidad removible si puede ser redefinida en su punto discontinuo para hacerla 
continua. Vea el Ejemplo 1. 

Algunas funciones, como las polinómicas, son continuas en todas partes. Otras funciones, como las logarítmicas, 
son continuas en su dominio. Vea el Ejemplo 2 y el Ejemplo 3. 

Para que una función definida por partes sea continua, cada parte debe ser continua en su parte del dominio y la 
función en su conjunto debe ser continua en los límites. Vea el Ejemplo 4 y el Ejemplo 5. 


12.4 Derivadas 


La pendiente de la línea secante que une dos puntos es la tasa media de cambio de la función entre esos puntos. 
Vea el Ejemplo 1. 

La derivada, o tasa instantánea de cambio, es una medida de la pendiente de la curva de una función en un punto 
determinado, o la pendiente de la línea tangente a la curva en ese punto. Vea el Ejemplo 2, el Ejemplo 3 y el Ejemplo 
4. 


El cociente de diferencia es el cociente en la fórmula de la tasa instantánea de cambio: 
Fla+h)-f(a) 
h 
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+ Las tasas instantáneas de cambio se pueden usar para hallar soluciones a muchos problemas del mundo real. Vea 
el Ejemplo 5. 

• Latasa instantánea de cambio se puede hallar al observar la pendiente de una función en un punto de un gráfico y 
dibujar una línea tangente a la función en ese punto. Vea el Ejemplo 6. 

• Las tasas instantáneas de cambio se pueden interpretar para describir situaciones del mundo real. Vea el Ejemplo 7 
y el Ejemplo 8. 

+ Algunas funciones no son diferenciables en un punto o puntos. Vea el Ejemplo 9. 

• Laforma punto-pendiente de una línea se puede usar para hallar la ecuación de una línea tangente a la curva de 
una función. Vea el Ejemplo 10. 

• La velocidad es un cambio de posición en relación con el tiempo. La velocidad instantánea describe la velocidad de 
un objeto en un instante dado. La velocidad media describe la velocidad mantenida durante un intervalo de tiempo. 

• El uso de la derivada permite calcular la velocidad instantánea aunque no haya tiempo transcurrido. Vea el Ejemplo 
Ti 


Ejercicios 
Ejercicios de repaso 


Hallar los límites: enfoque numérico y gráfico 


En los siguientes ejercicios, utilice la Figura 1. 


++- + + + Hex 
78 6 4 6 8 
-87 
107 
Figura 1 
1. lim fo) 2. lím f(x) 3. lím f(x) 
хэ-1+ хэ-17 x>-1 
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4. lím f(x) 5. ¿En qué valores de x la 6. Utilizando la Tabla 1, estime 
с función es discontinua? lím f(x). 
¿Qué condición de 0 
continuidad se viola? 


X F(x) 
-0,1 2,875 
-0,01 2,92 


-0,001 2,998 


0 Indefinida 


0,001 2,9987 


0,01 2,865 

0,1 2,78145 

0,15 2,678 
Tabla 1 


En los siguientes ejercicios, con el uso de una herramienta gráfica, utilice evidencias numéricas o gráficas para 
determinar los límites por la izquierda y por la derecha de la función dada a medida que x se acerca a a. Si la función 
tiene límite a medida que x se acerca a a, indíquelo. Si no es así, discuta por qué no hay límite. 


| а к ыны 
7. лә {675 if „л ir. Бы 
a, if x= (х+ 1)2, if x#-2 


Hallar los límites: propiedades de los límites 


En los siguientes ejercicios, halle los límites si lím f (x) = —3 y límg (x) = 5. 
хәс хәс 
10. Ит (fœ) + g(x) 11. иш 12. Иш (fœ - 260) 
хәс хэс 8x) хәс 
2 2 
13. кт ПО, {2 +2x+1 x>0 фа -ii поло) {2 +2x+1 x>0 
x>0+ 5x +3 x<0 хэд 5х+3 x<0 


15. lím (3х—[х]) 
x>3+ 


En los siguientes ejercicios, evalúe los límites mediante técnicas algebraicas. 


2 2 2 
16. lim [ 4+0%-36 17. lím (4-85 18. нш (==) 
h>0 h x>25 х—5 x>1 х 
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2 1,1 

lím 7-/12x+1 3+x 

узе 20. lím | 22% 

x>4 x-4 ES 3+x 
Continuidad 


En los siguientes ejercicios, utilice evidencias numéricas para determinar si el límite existe en x = a. En caso contrario, 
describa el ec del gráfico de la función en x = a. 


21. Дх) = =; a=4 22. (х) = а= 4 23. (х) = ; а= 3 


_ 6х2+23х+20. = 0 = Ya. 
24. Ma < а=—у 25. /(х) = Ox > a 9 


En los siguientes ejercicios, determine en qué parte la función dada f(x) es continuo. Si no es continua, indique qué 
condiciones fallan y clasifique las discontinuidades. 


26. f(x)= х2 —2x-15 27. f(x)= 36 ‚ Дх) = > 2: 
+4 

— 03-125 o xt p 
29. Ете 20 30. /(х) = —— з1. /0)= 5 Би - 


32. f(x) = a 


Derivados 
En los siguientes ejercicios, calcule la tasa media de cambio w w, 


33. f(x)=3x+2 34. f(x)=5 35. у(х) = =17 


36. f(x) = ln(x) 37. f(x) = е2х 


Еп los siguientes ejercicios, halle la derivada de la función. 


. f(x) = Ах – 39. (х) = 5х2 – 3x 40. Halle la ecuación de la 
línea tangente al gráfico de 
f(x) en el valor x indicado. 


/(х) = -x +4х;х =2. 
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En los siguientes ejercicios, con la ayuda de una herramienta gráfica, explique por qué la función no es diferenciable en 
todas partes de su dominio. Especifique los puntos en los que la función no es diferenciable. 


41. f(x)= El 42. Dado que el volumen de un cono circular recto es 
V= War? h y que un cono dado tiene una altura 
fija de 9 cm y una longitud de radio variable, 
calcule la tasa instantánea de cambio del volumen 
con respecto a la longitud del radio cuando este 
es de 2 cm. Dé una respuesta exacta en términos 
дел 


Examen de práctica 


En los siguientes ejercicios, utilice el gráfico de f en la Figura 1. 


Figura 1 
1. f) 2. іт f(x) 3. lím f(x) 
x>-1+ x>o-17 
4. lím f) 5. lím /(х) 6. ¿En qué valores de x es f 
хэ- хэ- 


discontinua? ¿Qué 
propiedad de la continuidad 
se viola? 


En los siguientes ejercicios, con el uso de una herramienta gráfica, utilice evidencias numéricas o gráficas para 
determinar los límites por la izquierda y por la derecha de la función dada a medida que x se acerca a a. Si la función 
tiene un límite a medida que x se acerca a a, indíquelo. Si no es así, analice por qué no hay límite 


i | х? +1, if x<l 
_)х-—3,1/ x<2 — E 2 . _ 
7. /(х)= А а=2 8. у(х) = 4 3х1, if х= 1а=1 
1,1 2 
ei A —Мх+3+4, if x>1 


En los siguientes ejercicios, evalúe cada límite mediante técnicas algebraicas. 


1+1 h2+25-5 
9. ím | 22 10. ím [| MÉS 11. lím (+ — +) 
x>-5 | 10+2x h>0 h2 һә0\? + 
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En los siguientes ejercicios, determine si la función dada f es continua. Si es continua, demuestre por qué. Sino es 
continua, indique cuáles condiciones fallan. 


12. fœ) = ух? -4 13. f(x) = Ñ= -9x+36 


х3 -3x2+2x-6 


En los siguientes ejercicios, utilice la definición de derivada para hallar la derivada de la función dada en x = a. 


14. f(x) = + 15. /(х)= r 16. f(x) = 2х2 + 9х 


17. Рага е! gráfico en la Figura 2, determine en qué parte la 
función es continua/discontinua y diferenciable/no 
diferenciable. 


Figura 2 


En los siguientes ejercicios, con la ayuda de una herramienta gráfica, explique por qué la función no es diferenciable en 
todas partes de su dominio. Especifique los puntos en los que la función no es diferenciable. 


18. (х) = |x- 2|- |x+2] 19. f(x) = — 
1+е 


Б) 


En los siguientes ejercicios, explique la notación en palabras cuando la altura de un proyectil en pies, s, es una función 
de tiempo t en segundos después del lanzamiento y está dada por la función s(t). 


20. s(0) 21. 5(2) 22. 5'(2) 
2з. 220 24. з@)=0 


Еп los siguientes ejercicios, utilice la tecnología para evaluar el límite. 


2 
25. lim 22 26. lim “1700 27. lím Uos) 


x>0 * x>0 x x>0 2x2 
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28. Evalúe el límite a mano. 
4х-7 х#1 
х2-4 х= 1 


lím 
f(x), donde f(x) = | 


хә1 


¿En qué valor(es) de x la siguiente función es 
discontinua? 


= = х #1 


х^—4 х=1 


Еп los siguientes ejercicios, considere la función cuyo gráfico aparece en la Figura 3. 


Figura 3 
29. Halle la tasa media de 30. Halle todos los valores dex 31. Halle todos los valores de x 
cambio de la función de en los que f'(x) = 0. en los que f'(x) no existe. 
x = l para x = 3. 
32. Halle una ecuación de la línea 
tangente al gráfico de f del 
punto indicado: 
/(х) = 3x? – 2х- 6, x=-2 
2 
Еп los siguientes ejercicios, utilice la función f(x) = х(1 — х) 5. 


33. Grafique la función f(x) = x(1 – y3 e 34. Explore el comportamiento del gráfico de f(x) 

alrededor de x = 1 y haga un gráfico de la función 

е. en los siguientes dominios, [0,9, 1,1], [0,99, 1,01], 

introduzca f(x) = xa = 95) | [0,999, 1,001] y [0,9999, 1,0001]. Utilice esta 
información para determinar si la función parece 
ser diferenciable en x = 1. 


1 
introduzca f(x) =x((1 — x)?) 5 y luego 


En los siguientes ejercicios, halle la derivada de cada una de las funciones utilizando la definición: lím Ln 


А0 


35. Р(х) = 2х - 8 36. f(x) = 4х2 –7 37. Р(х) = x- 4x? 
38. у(х) = =15 39. /(х) = -2 40. р(х) =-x +1 


41. х) = х2 + х3 42. (х) = \/х-1 
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FUNCIONES E IDENTIDADES BÁSICAS 


Gráficos de funciones matriz 


Identidad Al cuadrado Raíz cuadrada 
f(x) to) f(x) 
44 44 
= _., 
у= з. 34 _ 
2+ 2+ y=4x 
14 14 
++ + + + + + + =X + + + + + + + x 
321.0 4234 483218 4 
-1+ 1} 
-2+ -2+ 
3% -37 
a A 
Dominio: (—oo, со) Dominio: (—со, со) Dominio: [O, со) 
Rango: (—oo, со) Rango: [0, со) Rango: [0, со) 
Figura A1 
Al cubo Raíz cuadrada Recíproco 
f(x) f(x) f(x) 


Dominio: (— оо, оо) Dominio: (— оо, оо) Dominio:(—oo, 0) U (0, со) 
Rango: (— со, со) Rango: (—oo, со) Rango: (—co, 0) U (0, со) 


Figura A2 
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Valor absoluto Exponencial Logaritmo natural 


t(x) t(x) 
у=е* 


Dominio: (—оо, оо) Dominio: (— оо, со) Dominio: (О, со) 
Rango: [0, со) Rango: (0, оо) Rango: (— , со) 
Figura A3 
Gráficos de las funciones trigonométricas 
Seno Coseno Tangente 
y = ѕеп х y y= cosx у y=tanx У 


Dominio: (—оо, со) Dominio: (—ео, со) Dominio: x+% k donde k ез un número entero impar 
Rango: (—1, 1) Rango: (—1, 1) Rango: (—со, —1] u [1, со) 
Figura A4 
Cosecante Secante Cotangente 
P=ocx y y=secx Y y=xe0tx F 


Dominio: x+ лк donde k es un número entero Dominio: x+* k donde К es un número entero impar Dominio: x+ Tk donde k es un número entero 
Rango: (—<o, —1]u [1, оо) Rango: (—оо, —1] u [1, оо) Rango: (—oo, со) 
Figura A5 
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Seno inverso 


Cosecante inversa 
y 


У == с=с х 


Dominio: (~œ, —1] u [1, оо) 


мера) (051 
ango: | 2:0 u 05 


Coseno inverso 


у= с05-1х 


Dominio: [— 1, 1] 
Rango: [0. л] 


Figura A6 


Secante inversa 
di F 


Dominio: (~œ, —1] u [1, со) 


roo [o JUC] 
ango:| 0, 3 U 2°" 


Figura А7 


Identidades trigonométricas 


Identidades de Pitágoras 


Identidades par-impar 


Tabla A1 
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Tangente inversa 


Cotangente inversa 
у 


у= сої! х 


Dominio: (—%, оо) 


Rango] -5.0)u (0,5 | 
ango:| 2,0 U 0.5 


cos? 0 + sen? 0 = 1 


1 + tan? 0 = sec? 0 


1 + cot? 0 = csc? 0 


cos (— 0) = cos 0 


sec (— 0) = sec 0 


sen (— 0) = — sen Ө 
tan (— 0) = — tan ө 
csc (— 0) = — csc 0 
cot (— 0) = – cot 0 
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Identidades de la cofunción 


Identidades fundamentales 


Identidades de suma y resta 


Fórmulas del ángulo doble 


Fórmulas de medio ángulo 


Fórmulas de reducción 


Fórmulas producto a suma 


Tabla A1 


Acceso gratis en openstax.org 


cos Ө = sen(5 — 0) 
ѕеп 0 = соз (2 – 0) 
tan 9 =cot (5 – 0) 
cot 0 = tan (5 — 0) 
sec Ө =csc (5 — 0) 
csc Ө = sec (5 – 0) 
tan o= 30 6 

sec O = + 

csc 0 = — 

cot o= ply = 229 


cosía + f) = cos а cos д – sen a sen д 
соѕ(а — В) = cos а cos д + ѕеп а sen f 
ѕеп(а + В) = sen а cos д + соѕ a sen б 
sen(a — В) = sen а cos д – cos a sen д 


_ tan a+tan f 
tan(a + p) = l-tan a tan f 


tan a—tan f 


tan(a — p) = l+tan a tan f 


ѕеп(20) = 2 sen 0 cos 0 
соѕ(20) = соѕ20 — ѕеп20 
соѕ(20) = 1—2 ѕеп20 
соѕ(20) = 2 соѕ20 — 1 


tan(20) = 2180 6 
Ми 1-tan29 


а +, | cos a 
sen y = + 2 
а / 1+соз а 
СО$ 0: E -=z 
а —=+,/ los a 
tan DT + l+cos а 
а _ sen а 
tan 2 — l+cos а 
а _ l-cos а 
tan 27 sena 
sen? Aa „е 
cos? g= тоок) 
2 д 1-cos(20) 
(ап 0 = TFs 


cos а cos д = 2. [соѕ(а — В) + соѕ(а + 8)] 
sen а cos д = > [sen(a + В) + senía — /8)] 
sen a sen д = 5 [cos(a — В) — cos(a + fP)] 


cos a sen = > [sen(a + P) — ѕеп(о — /8)] 


Fórmulas de suma a producto 


Ley de senos 


Ley de cosenos 


Tabla A1 
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sen а +sen P=2 sen (52) cos (52) 
sen a—sen f=2 sen (52) cos (32) 
cos а – cos f=-2 sen (52) sen (52) 
cos a+cos д = 2 cos (52) cos (52) 


sen y 


а? = Ь7 + с2 – 2Ьс cos а 
b? = a? + с^ – 2ас cos В 
с^ = а? + 2 – 2а cos у 
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Clave de respuestas 
Capítulo 1 


Inténtelo 
1.1 Funciones y notación de funciones 
1.0 = 2. w= f(d) 3. sí 


sí. (Nota: Si dos 
jugadores hubieran estado 
empatados, por ejemplo, en 
el 4.° puesto, el nombre no 
habría estado en función de 
la clasificación) 


3 
4. g(5)=1 5. m=8 6 у= 0) = х 
7. 201) = 8 8. х= (0х = 2 9. (A) sí, porque cada cuenta 


bancaria tiene un único 
saldo en cualquier momento 
no, porque varios 
números de cuenta bancaria 
pueden tener el mismo 
saldo 

(© no, porque la misma 
salida puede corresponder a 
más de una entrada. 


10. (a) Sí, la calificación en 11. sí 12. No, porque no pasa la 
letra está en función del prueba de la línea 
porcentaje de calificación; horizontal. 


No, no es biunívoca. 
Hay 100 números 
porcentuales diferentes 
que podríamos obtener, 
pero solo unas cinco 
posibles calificaciones de 
letras, por lo que no puede 
haber solo un número 
porcentual que 
corresponda a cada 
calificación en letras. 


1.2 Dominio y rango 
1. {—5, 0, 5, 10, 15) 2. (-0, 0) 3. (-0,3)u (4,0) 
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4. Е? а) 5. (д) valores menores о 6. dominio =[1950,2002] rango 
iguales a -2, o valores = [47.000.000,89.000.000] 
mayores o iguales a -1 y 
menores a 3; 


{x|lx < -2 o -1<х<3} 


7. dominio: (-%, 2]; rango: 8. no 
a 
(-2,0] 24 ==” 
1+ 
14-21% 12416686^ 
H 


1.3 Tasas de variación y comportamiento de los gráficos 
q, 888231 О _ $0,106 2 1 з. а+7 


5 años — 5 años 2 
por año. 


4. Parece que el máximo local se 
produce en (—1, 28), y el 
mínimo local se produce en 
(5, —80). La función es 
creciente en (—0, —1) U (5, со) 


y decreciente en (—1, 5). 


169 


(5, —80) 


1.4 Composición de las funciones 
VIO = ГО) в (0) = E-l) (4-1) = х? – х х1 ИУ 
2 2 2. Una fuerza gravitacional 
LF - 2) (х) = (х) – g(x) = (х—1) (x 1) ЕЕ sigue siendo una fuerza, así 


No, las funciones no son las mismas. que а (G(r)) tiene sentido 
como la aceleración de un 


planeta a una distancia r del 
Sol (debido a la gravedad), 
pero G (a(F)) no tiene 
sentido. 
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3. /(8(1))= /(3)=3у 4. &(f(2)) = 8(5) = 3 5. А 8 20 
¿FAY = g) з 
6. [-4,0)u (o, ©) 7. Posible respuesta 
g(x) = ү4+ х2 
hœ) = = 
f=heg 


1.5 Transformación de funciones 


1. 50) = А0) + 10 = —4,9 + 307+ 10 2. Los gráficos de f(x) y g(x) se 3. nð 
muestran a continuación. La а! 
transformación es un 
desplazamiento horizontal. La 
función se desplaza hacia la 
izquierda en 2 unidades. 


х) = |х 2] +4 


4. а(х) = 4+1 5. а. n, РТ 
а(х) = – (х 

х |2 | 0 2 4 

b. g(x) 5 10 15 20 


h(x) 15 10 5 desconocido 
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7. 8. números 
az 
Observe que: g(x) = f(x) 
tiene el mismo aspecto que 
FO). 
10. g(x) = 3х2 11. g(x)= f (4x) así que, con 
la función de raíz cuadrada, 
obtenemos g(x) = tx 


1.6 Funciones de valor absoluto 


1. |хХ—2|<3 2. al utilizar la variable p para 
aprobar, |p — 80| < 20 


4. x=-lox=2 5. f(0) = 1, para que el gráfico 
cruce el eje vertical en (0, 1). 
/(х) = О cuando x = —5 y 
x = 1 de modo que el 
gráfico interseca el eje 
horizontal en (—5, 0) y (1, 0). 


7. k<1lok>7;en notación 
de intervalo, esto sería 


Eo, 1] U [7, 00) 


1.7 Funciones inversas 
1. h(2)=6 2. No 


4. Eldominio de la función f7! 5. a. /(60) = 50. Еп 60 


es (—co, — 2) y el rango de la minutos se recorren 50 
o 1 millas. 
función f~ es (1,0), b. fo (60) = 70. Para 


recorrer 60 millas, 
tardará 70 minutos. 
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2(х) 19112 | 15 


3. р(х) = – |х+2| +3 


6. а. 3; Ь. 5,6 


7. x=3y+5 


1.1 Ejercicios de sección 


1. Una relación es un conjunto 
de pares ordenados. Una 
función es un tipo especial 
de relación en la que ningún 
par ordenado tiene la 
misma primera coordenada. 


7. cuadrática 
13. cuadrática 
19. 


cuadrática 


25. no es una función 


в. flx) = (2— x); 
dominio de f : [о, ©) ; 


dominio de д^} : (-®.2| 


3. Cuando una línea vertical 
cruza el gráfico de una 
relación más de una vez, 
indica que para esa entrada 
hay más de una salida. Para 
cualquier valor de entrada, 
solo puede haber una salida 


si la relación es una función. 
9. cuadrática 
15. cuadrática 


21. cuadrática 


27. /(—3)=—11; 
ХО) =-1; 
/(—а) = —2a — 5; 
— f(a) = -2a + 5; 
fla+h)=2a+2h-5 


11. 


17. 


23. 


29. 
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Cuando una línea horizontal 
cruza el gráfico de una 
función más de una vez, 
indica que para esa salida 
hay más de una entrada. 
Una función es biunívoca si 
cada salida corresponde a 
una sola entrada. 


cuadrática 
cuadrática 


cuadrática 


7—3) = y5 + 5; 
f2) = 5; 

fea) = y2+a+3; 
fía) = -ү2-а- 5; 
/(а+ В) = (2 = а= н+ 5 


31. У(—3)=2;/0)=1-3=-2; зз. #®9-&© 14442 хфа 35. (ду /(—2)=14; ® х=3 
fea) =|-a-1|]-|-a+1); 
=f(a) = —|а—1|+|а+1|; 
/(а+һ)=|а+һҺ—1|—|а+һ+1| 
37. (А) Ј(5) = 10; 39. А 0 =6- 21; 41. по es una función 
O x=-lox=4 O /(—3)=8; © т=6 
43. cuadrática 45. cuadrática 47. cuadrática 
49. cuadrática 51. cuadrática 53. © /0) = 1; 
Рх) = –3, х= 20 
х= 2 
55. no es una función, por lo 57. función biunívoca 59. función, pero no biunívoca 


que tampoco es una 
función biunívoca 
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61. cuadrática 


67. f(x)=1, x=2 


63. cuadrática 65. no es una función 


69. fC2)=14; /(—1)=11; /(0=8; /01)=5; f2)=2 


71. 3—2) = 4; FED = 4,414; f(0)= 4,732; 1) = 5; /(2) = 5,236 


73. /С2)= 9; D=}; /@=1; /@)=3; f0)=9 75. 20 


77. [0, 100] 


83. 


89. (А) 2(5.000) = 50; 
El número de yardas 
cúbicas de tierra que son 
necesarias para un jardín 


de 100 pies cuadrados es 1. 


Acceso gratis en openstax.org 


79. [-0,001, 00,001] 81. 


y 
0.0011 


0.0008+ 


0.0006+ 
0.0004+ 


+ + + Hex 
0.0005 0.001 


91. (a) La altura de un cohete 
sobre el suelo después de 
1 segundo es de 200 pies. 
la altura de un cohete 
sobre el suelo después de 
2 segundos es de 350 pies. 


87. 


[-1.000.>000, 1.000.000] 


y 
10-105+ 
8-105- 
6-1054 
4-1054 
2-105- 


+ + + o X 
5:108 10:10* 


1.2 Ejercicios de sección 


1. El dominio de una función 
depende de qué valores de 
la variable independiente 
hacen que la función sea 
indefinida o imaginaria. 


7. (0,0) 


13. (о, о) 


19. (=œ, 3) U (3,5) U (5, со) 


25. (—®,-9) U(=9,9)U (9, 


31. dominio: [—5, 3), rango: 
[0, 2] 


37. dominio: [-3, о); rango: 


[0, œ) 


3. 


15. (0, -2)U (4,0) 


21. (о, 5) 


33. 


39. 


No hay ninguna restricción 5. 


para x por f(x) = yx 
porque se puede tomar la 
raíz cúbica de cualquier 
número real. Así que el 
dominio son todos los 
números reales, (—% , оо). 


Cuando se trata del 
conjunto de los números 
reales, no se puede sacar la 
raíz cuadrada de los 
números negativos. Así que 
los valores de x están 
restringidos para 


f(x) = yx a números no 


negativos y el dominio es 
[0, œ). 


o, 3] 


dominio: (— 0%, 1], rango: 


[0, ©) 


dominio: (—% , оо) 


y 


23. 


Grafique cada fórmula de la 
función definida por partes 
sobre su correspondiente 
dominio. Utilice la misma 
escala para el eje x y para el 
eje y para cada gráfico. 
Indique los puntos finales 
inclusivos con un círculo 
sólido y los puntos finales 
exclusivos con un círculo 
abierto. Utilice una flecha 


para indicar —% ооо, 
Combine los gráficos para 


encontrar el gráfico de la 
función definida por partes. 


11. (200,00) 


17. (—®,—11)0(—11,2) (2, ®) 


[6, ©) 


х) 27. dominio: (2, 8], rango [6, 8) 29. dominio: [-4, 4], rango: 


[0, 2] 


35. romuna 
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43. dominio: (00, оо) 45. dominio: (—09, оо) 


y y 


e юм о O] 


<—> 


Xx 
32104234 
47. f(-3)=1; /С—2)=0; /(—1)=0; F0)=0 49. f1)=-4; f(0)=6; fQ)=20; fU)=34 
51. f(-1)=-5; f(00)=3; /0)=3; f(4)=16 53. dominio: (-w, 1) О (1, о) 


55. y 57. [0, 8] 59. Muchas respuestas. Una 


101 función es f(x) = a 
= 
96+ 


05 ол оз 02 01 0 
ventana: [—0,5,—0,1]; rango: 
[4, 100] 


y 
1041 
96! 
ав! 


70 “от o2 оз оз 08. 
ventana: [0,1, 0,5]; rango: 
[4, 100] 
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1.3 Ejercicios de sección 


1. Sí, la tasa de cambio 3. El máximo y el mínimo 5. 4(b+1) 
promedio de todas las absolutos se refieren a todo 
funciones lineales es el gráfico, mientras que los 
constante. extremos locales se refieren 


solo a una región específica 
alrededor de un intervalo 


abierto. 
-1 
13. 3h? +9h +9 15. 4x+2h-3 17. 4 
19. creciente en 21. creciente en 23. máximo local: (—3, 50), 
(—°, -2,5) U (1, е) , (—®, 1) 0 (3,4), mínimo local: (3, —50) 
decreciente en (-2,5, 1) decreciente en 
азуы (4,0) 
25. máximo absoluto a 27. a.-3000; b. -1250 29. -4 
aproximadamente 
(7, 150), mínimo absoluto 
a aproximadamente 
(=7,5, —220) 

31. 27 33. -0,167 35. Mínimo local en (3, -22), 
decreciente en (—-0, 3), 
creciente en (3, оо) 

37. Mínimo local en (-2, —2), 39. Máximo local en 41. A 

decreciente en (-3, —2), (—0,39, 5,98), mínimos 
creciente en (2, о) locales en (-3,15, -47,62) y 
(2,04, 32,04), decreciente en 
(—%®,—3,15) U (—0,39, 2,04), 
сгесїепїе еп 
(=3,15, —0,39)U (2,04, œ) 
43. b=5 45. 2,7 galones por minuto 47. aproximadamente -0,6 


miligramos por día 
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1.4 Ejercicios de sección 


1. Halle los números que 
hacen la función en el 
denominador g igual a cero, 
y compruebe cualquier otra 
restricción de dominio en f 
y g, como una raíz par o 
ceros en el denominador. 


5. (7+ 2) (х) = 2х + 6, dominio: 
(—%, оо) 
(f = 2) (х) = 2х2 + 2х – 6, 


dominio: (— о, о) 


(/8) (х) = 


dominio: (— 00, со) 


(2 o= 2 x х оа ‚ dominio: 


E сабы. a 


DADA / (в (х)) = 2(3х — 5)? +1; 


© #07) (0) = 6х2 — 2; 
O 

(в ° в) (х) = 3(3х — 5) 
O Qe. 62) = 163 


Ya 


15. FED = 2 = LE fa) = 


19. fé) = (23) +1 


25. (1,0) 


=.3 
31. muestra: fo) = vx 
8) = 733 
37. muestra: f(x) = х 
gax) = (x-1) 
43. 2 
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3. Sí. Ejemplo de respuesta: 
Supongamos que 
/(х)=х+1ур(х)=х—1. 
Entonces 


FED) = fœ-1) = x-1)+1=xy 


8070) = 8(х+1) =(х+1)—1=х. 


Así que fog=gof. 


4х3 48x2 +1 
зе, 


7. (7+2) (x)= 
dominio: (— оо, 0) U (0, о) 


(7 до) = 4582-1, 
dominio: (— Ыйы a 


—х5%—2х? + 6x2 + 12x, 


(f2) (х) = x + 2, dominio: 
(—оо, 0) U (0, оо) 


(2) (х) = 4х3 + 8x2, 


dominio: (— оо, 0) U (0, о) 


— 5 = 9х – 20; 


ME т 


_ ta 


21. + OTexto 


9. (7+ 2)(х) = 3х2 + үх — 5, 


dominio: [5, оо) 


G- 00) = 3х2 – үх – 5, 


dominio: [5, о) 


DE) = 3х2 үх — 5, 


dominio: [5, о) 


(= 


(5, o) 


‚ dominio: 
=, 


13. (80) = Мх2+3+2, gE) =x +4yx +7 


‚ (6°) (х) = 2х4 


23. © (0,2)0 (2, о); 


o 32 
(Ло) = - 2; e 
1 
5(-=. 2) (0, ©) 
кү =4 
27. muestra: Ох) = х 29. muestra: fœ) = $ 
80) = х—5 (х) = («+ 2) 
— 4 
33. muestra: nd mE 35. muestra: f(x) = yx 
g(x) = х+5 а(х) = 2х+6 
39. muestra: f(x) = x? 41. muestra: f(x) = yx 
80) = 5 go) = 251 
45. 5 47. 4 


49. 0 51. 2 53. 1 
55. 4 57. 4 59. 9 
61. 4 63. 2 65. 3 
67. 11 69. 0 71. 7 


73. /(800)) = 27, 80/00) = 94 75. O= 1, 80/00) =5 77. 18x? +60x +51 


79. ge g(x) = 9х + 20 81. 2 83. (—%, о) 

A Falso 87. (f ° 8X6) = б; 89. (7 801) = 11, (° РО) = 1 
(в ° /)(6) = 6 

91. с эз. А@ = я(25уг+2) y 95. А(5) = л(2(5) + 1)? = 1217 


2 unidades cuadradas 
АО) = r(25y4) = 2.5007 


pulgadas cuadradas 


97. - 0 
N(T(0) = 23(51 + 1,5? — 56(5 + 1,5) + 1; 
. 3,38 horas 


1.5 Ejercicios de sección 


1. Se produce un 3. Se produce una compresión 5. Para una función f, 
desplazamiento horizontal horizontal cuando una sustituya (—x) por (х) en 
cuando se suma o se resta constante mayor a 1 se f(x). Simplificar. Si la 
una constante a la entrada. multiplica por la entrada. Se función resultante es la 
Se produce un produce una compresión misma que la función 
desplazamiento vertical vertical cuando una original, f(=x) = f(x), 
cuando se suma o se resta constante entre 0 y 1 se entonces la función es par. Si 
una constante a la salida. multiplica por la salida. la función resultante es lo 


opuesto a la función 
original, f(=x) = – f(x), 
entonces la función original 
es impar. Si la función no es 
igual o contraria, entonces 
la función no es ni par ni 
impar. 


7. g(x) = |x1] -3 9. в(х) = 5 +2 11. El gráfico de f(x + 43) es 
(+4) 2 
un desplazamiento 
horizontal hacia la 
izquierda en 43 unidades 
del gráfico de f. 
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13. El gráfico de f(x4) es un 
desplazamiento horizontal 
hacia la derecha en 4 
unidades del gráfico de f. 


19. El gráfico de f(x+4)-— 1 
es el desplazamiento 
horizontal hacia la 
izquierda en 4 unidades y 
el desplazamiento vertical 
hacia abajo en 1 unidad del 
gráfico de f. 


25. y 


- 


15. El gráfico de f(x) + 8 es un 


21. 


++ + 
920—7 66-4: 8-2 nia 


31. а(х) = /(х1), ha) = Дх) +1 


37. f(x) = (х2)2 

43. у(х) = -(х+ 1)2 +2 
49. ітраг 

55. El gráfico de g es un 


estiramiento vertical por 
un factor de 4 del gráfico 


de f. 
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39. 


45. 


51. 


57. 


desplazamiento vertical 
hacia arriba en 8 unidades 
del gráfico de f. 


decreciente en (—0, —3) y 


creciente en (—3, 00) 


27. 


17. 


23. 


El gráfico de f(x) — 7 es un 
desplazamiento vertical 
hacia abajo en 7 unidades 
del gráfico de f. 


decreciente en [0, œ) 


29. 


33. /(х) = |х3|—2 


/(х) = \х+3|—2 


Хо) = /—х+1 


números 


El gráfico de g es una 
compresión horizontal por 
un factor de 1 del gráfico 


de f. 


53. 


59. 


. números 


El gráfico de g es una 
reflexión vertical (a través 
del eje x) del gráfico de f. 


El gráfico de g es un 
estiramiento horizontal por 
un factor de 3 del gráfico 


de f. 


61. El gráfico de g es una 
reflexión horizontal a 
través del eje y, así como el 
estiramiento vertical por 
un factor de 3 del gráfico 


de f. 


67. g(x) = 1(х5)2 +1 
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— 2P 1 
63. g(x) = | — 4x| 65. g(x) = Ta 3 
69. El gráfico de la función 71. El gráfico de f(x) = |x| se 
Р(х) = x? se desplaza hacia 1 estira verticalmente por un 
unidad hacia la izquierda, se factor de 2, se desplaza 
estira verticalmente por un horizontalmente 4 unidades 
factor de 4 y se desplaza 5 hacia la derecha, se refleja a 
unidades hacia abajo. través del eje horizontal y luego 
y se desplaza verticalmente 3 
101 unidades hacia arriba. 
y 
ч 10? 
9+ 
ЕИ 
74 
6+ 
1 БЇ 
4} 
- - - - + +=X 
ЖЕ ЧЕ ЖЕ 12345 
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73. El gráfico de la función 75. 


Р(х) = x? se comprime 


verticalmente por un factor de 
1 


7: 


3 
Tes 


Ф 


+ + 


+ 


t 


+ 


к» ә; фе an фы e 


79. 
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El gráfico de la función se estira 77. El gráfico de f(x) = yx se 


horizontalmente por un factor 
de 3 y luego se desplaza 
verticalmente hacia abajo en 3 
unidades. 


desplaza 4 unidades a la 
derecha y luego se refleja a 
través de la línea vertical x = 4. 


y 
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1.6 Ejercicios de sección 


1. Aísle el término de valor 3. El gráfico de la función de 5. En primer lugar, determine 
absoluto para que la valor absoluto no cruza el los límites al hallar la 
ecuación sea de la forma eje x, por lo que está solución o las soluciones de 
|A| = В. Forme una completamente por encima la ecuación. Utilícelos para 
ecuación al igualar la о por debajo del eje x. formar posibles intervalos 
expresión dentro del de solución. Escoja un valor 
símbolo de valor absoluto, de prueba en cada intervalo 
A, a la expresión del otro para determinar cuál 
lado de la ecuación, B. satisface la inecuación. 


Forme una segunda 
ecuación al igualar A al 
opuesto de la expresión del 
otro lado de la ecuación, 
—B. Resuelva cada ecuación 
para la variable. 


7. lx +4] =} 9. |f(x)-8| < 0,03 11. (1,11) 
9 13 10 20 11 29 
13. {3 2) 15. {5 3) 17. {7 3] 
19. (3.1) 21. No hay solución 23. {—57,27} 
25. (0,-8); (6,0), (4,0) 27. (0, —7); no hay 29. (—%,—8) U (12, 0) 


intersecciones en x para 


31. 24 <х<4 33. (-®.-$&| u [6.®) 


37. 


Y 

43. б 123 4 5 6 45. у 47. у 
hoa oH 74 7 

ү al А 
2 5+ 5 
"37 44 2 
-44 и 
9 2 
Е: x 1 

y 607 6543212 
< 554 
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49. y 51 у 
t7 17-6 -5-4-3-2-10 

+6 T 

5 на) 

1 a 

la М) 

y -5 

] -64 

Y 

+1 


AA 
-5 4 -3 -2 -1 0 


55. x: 57. (-0,00) 


61. |р— 0,08] < 0,015 63. |х— 5,0| < 0,01 


1.7 Ejercicios de sección 


1. Cada salida de una función 
debe tener exactamente 
una salida para que la 
función sea biunívoca. Si 
alguna línea horizontal 
cruza el gráfico de una 
función más de una vez, 
significa que los valores de y 
se repiten y la función no es 
biunívoca. Si ninguna línea 
horizontal cruza el gráfico 
de la función más de una 
vez, entonces ninguno de 
los valores de y se repiten y 
la función es biunívoca. 


3. Sí. Por ejemplo, f(x) = 1 еѕ 
su propia inversa. 


7. /7!(х)=х—3 9. f0=2-x 


13. dominio de 15. dominio de 


53. rango: [0,20] 
х y 
20 
18 
16 
14 
12 
10 


001234 


59. No hay solución para a que 
evitará que la función 
tenga una intersección en 
y. La función de valor 
absoluto siempre cruza la 
intersección en y cuando 
x=0 


5. Dada una función у = f(x), 
resolver para x en términos 
de y. Intercambie los valores 
de x y y. Resuelva la nueva 
ecuación para y. La 
expresión para y es la 
inversa, y = fo. 


1. Tlx) = 2 


x-1 


16. (A) /((х)) = ху 


=_7 (ЛОО) = х. 
Esto nos dice que f y g 


son funciones inversas 


O: [—7,®%); у(х) = Хбх): [0,0) fix) = yx+5 
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17. f(e(x)) =x, g(f0)) =x 19. biunívoca 21. biunívoca 
23. no es biunívoca 25. 3 27. 2 
29. y 31. [2,10] 33. 6 

10! 

ат 1 

F 
64 
41 
f 
2 
xX 
O 246810 


35. —4 37. 0 39. 1 
41. 43. Tix = (1+ х)! 45. f(x) = (х — 32). Dada 
* 1 4 7 12 16 y la temperatura Fahrenheit, 
fl 3 6 9 13 14 5t x, esta fórmula permite 
calcular la temperatura en 
Celsius. 
= 4 — 180 
47. ќа) = zg? 10180) = 50 ОЕ! 
tiempo que tarda е! 
automóvil en recorrer 180 
millas es de 3,6 horas. 
Ejercicios de repaso 
1. cuadrática 3. noes una función 5. f(—3) = —27; f(2) = –2; 
f(=a) = —2а? — За; 
—/(а) = 2a? — 3a; 


/(а + h) = —2а? + За — 4ah + 3h — 2h? 


7. biunívoca 9. cuadrática 11. cuadrática 
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13. 15. 2 17. x=-1800x=1,8 


2 
19, 2608021602 — 160464 21. (=2,-2) u-2,6)u (6,0) 23. 


25. 31 27. creciente (2, ©} 3 29. creciente (—3, 1); 
constante 
decreciente (—% , 2) 
(а, -3)u (1,0) 


31. mínimo local (-2, —3) ; 33. Máximo absoluto: 10 
máximo local (1, 3) 


35. (f22)()=17-18x; (g2f)0)=-7-18x 37. 00) = у +24в* ОО) = E 


39. (foD = ү, х#0, х#—1 41. (78) 0) = 5, х> 0 43. muestra: 
i K во) = 251; ла) = yx 


45. 47. 49. 


<< 
x 


o PNU һоло ч © 
e гю о ANNONO 


+ х 
123 4 5 


њ 
N 
[45] 
A 
л 
х 
© 
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51. у 55. Р(х) = |х – 3| 
6 
5 
4 
3 
2 
х 
22 3 0 4 23 4 
57. números 59. impar 61. números 
63. fœ) = +|х+2|+1 65. /(х)=—3|х—3|+3 67. 
fœ = zlx+ 2l f Ix = 3l o TEBAS 
E 
2 
а 
4 
-5 
6 
y 
69. x=-22, х= 14 71. (-3,3) 73. (х) = \/х1 
77. Lafunción es biunívoca. 78. La función no es biunívoca. 79. 5 


y 


Examen de práctica 


1. La relación es una función. 3. -16 5. El gráfico es una parábola y 
no pasa la prueba de la línea 
horizontal. 


7. 2 —a 9. —2(а+Ь)+1 11. y2 
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13. 15. números 
y 


19. x=-7yx=10 21. fl) = 28 
25. (1,1,—0,9) 27. f0)=2 
31. х=2 33. sí 
Capítulo 2 
Inténtelo 
2.1 Funciones lineales 
4-3 _ 1 _ 1 1,868—1,442 _ 426 


17. impar 


23. (—%,—1,1) y (1,1, о) 


|х| si x<2 
3 six>2 


29. f(x)= ( 


35. (х) = -4H 


1. m= 55 53E 2. m= 5775-5776 = 252 = 142 personas al año 


© 2,012-2,009 "3 
decreciente porque m < 0, 


3. y-2=-2(x+2); 4. y- 0 = -3 (x — 0); y = -3x 
у= -2x-2 


6. Н (х) = 0,5х + 12,5 


2.2 Gráficos de funciones lineales 


1. 2. Las posibles respuestas son: 
(3,7), (6, 9, о 9, 11). 
7656 4 
4. (16, 0) 5. (А) ЈО) = 2х 


gx) = –2х 
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5. y=-7x+3 


3. 


6. y =3x+6 
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7. ® (0,5) (5, 0) 
© Pendiente -1 
(Б) Ni paralela ni 
perpendicular 
(E) Función decreciente 
(E) Dada la función de 
identidad, realice una vuelta 
vertical (sobre el eje de t) y 
un desplazamiento hacia 
arriba de 5 unidades. 


2.3 Modelado con funciones lineales 


1. а С(х) = 0,25х + 25,000 2. (a) 41.100 2020 3. 21,57 millas 
La intersección en y es 
(0, 25,000). Aunque la 
empresa no produzca ni una 
sola rosquilla, sigue 
teniendo un costo de 25.000 
dólares. 


2.4 Ajuste de modelos lineales a los datos 


1. 54°F 2. 150,871 mil millones de 
galones; extrapolación 


2.1 Ejercicios de sección 


1. Terry comienza a una 3. 3 millas por hora 5. d(t)= 100 — 101 
elevación de 3.000 pies y 
desciende 70 pies por 


segundo. 
7. Sí. 9. No. 11. No. 
13. No. 15. Creciente. 17. Decreciente. 
19. Decreciente. 21. Creciente. 23. Decreciente. 
25. 3 27. -1 29. 4 
31. fœ@=-4x+ 7 33. y=2x+3 35. y=-4x+ 2 
37. у= {х+4 39. -2 41. y=3x+1 
43. y=-2x+3 45. y=3 47. Lineal, g(x) = -3x +5 


49. Lineal, f(x) = 5х – 5 51. Lineal, g(x) = – 2х +6 53. Lineal, f(x) = 10x — 24 
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55. f(x) = —58х + 17,3 57. y 59. а.а = 11,900; b = 1.000,1 
25000 b. (р) = 1.000р — 100 


20000 
15000. 


10000! 


5000 


790001; 
7100001 
715000 
Tal 
— _16 — 
61. у 63. х= 3 65. х=а 
104 
4 
A -+ X 
-0,1 -0,05 0 0,05 | 0,1 
-104 
+ 
20+ 
+ 
30 
t 
67. y= z4x- Ай. 69. 45 dólares por cada sesión 71. Latasa de cambio es de 
de entrenamiento. 0,1. Por cada minuto 


adicional de conversación 
telefónica, la tarifa 
mensual aumenta en 0,1 
dólares o 10 céntimos. El 
valor inicial es 24. Cuando 
no hay minutos de 
conversación telefónica, 
inicialmente el cargo es de 
24 dólares. 


73. La pendiente es —400. Esto 75. с. 
significa que, por cada año 
entre 1960 y 1989, la 
población disminuyó en 
400 habitantes por año en 
la ciudad. 
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2.2 Ejercicios de sección 


1. Las pendientes son iguales; 


las intersecciones en y no lo 


son. 


7. niparalela ni perpendicular 
13. (22, 0); (0, 4) 


19. Líneal:m=8 
Línea2: m=-6 
Ninguna de las dos 


25. g(x)=3x-3 
31. (-2,3) 


37. A 


3. 


9. 


15 


21. 


27. 


33. 


39. 


El punto de intersección es 
(a, а). Esto se debe a que, 
para la línea horizontal, 
todas las coordenadas de la 
y son a y para la línea 
vertical, todas las 
coordenadas de la x son a. 
El punto de intersección 
tendrá estas dos 
características. 


perpendicular 
- ($, 0) (0, 1) 


Línea1l: т = 
Línea2: т= 2 
Perpendiculares 


5. 


11. 


17. 


23. 


29. 


35. 


En primer lugar, halle la 
pendiente de la función 
lineal. A continuación, tome 
el recíproco negativo de la 
pendiente; esta es la 
pendiente de la línea 
perpendicular. Sustituya la 
pendiente de la línea 
perpendicular y la 
coordenada del punto dado 
en la ecuación y = mx + by 
resuelva para b. Entonces, 
escriba la ecuación de la 
línea en la forma y = mx + b 
al sustituir en m y b. 


paralela 


(8, 0); (0, 28) 


Línea 1: m=-2 
Línea 2: m=-2 
Paralelo 

(2,1) 

С 
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43. 
49. y 53. y 
st 10t 
“| 8 
4+ | 
| 6; 
3+ + 
| - 
1 24 
| + 
РЯ! + КЕ аш ш! Шш 1 ШЕ ATEENA 
5-43 ENE ENS 01510554168 
T la} 
ә LT 
з | 
+ ы! 
-54 тв} 
-j -їо; 
55. y 59. (A) g(x) = 0,75x — 5,5 
8 
0,75 0, —5,5 
к © (0,-5,5) 
6+ 
5+ 
4 
3 
2 
1+ 
5210123440678 
«$ 
=2 
-з{ 
-4+ 
+ 
-6+ 
z 
-B4 
' 
61. у=3 63. х=—3 65. no hay punto de 
intersección 
67. (2, 7) 69. (-10, —5) 71. у = 100х — 98 


1999 1999 
73. х < 501 * > 501 
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75. Menos de 3.000 mensajes 
de texto. 


2.3 Ejercicios de sección 


1. Determine la variable 
independiente. Es la variable 
de la que depende la salida. 


7. 20,012 unidades cuadradas 


13. P(t) = 75.000 + 2.5007 


19. W (t) = 0,5#+ 7.5 


25. C(t) = 12,025 – 2051 


31. у = —21+180 


37. (10, 0) еп 1990, el beneficio 
fue cero. 


43. $105.620 


49. © Р (t) = 1907 + 4360 
6.640 alces 


3. 


Para determinar el valor 
inicial, halle la salida cuando 
la entrada sea igual a cero. 


9. 2.300 


15. 


21. 


27. 


33. 


39. 


45. 


54. 


(-30, 0) Treinta años antes 
del inicio de este modelo, 
la ciudad no tenía 
habitantes. (0, 75.000) 
Inicialmente, la ciudad 
tenía una población de 
75.000 habitantes. 


(—15, 0): La intersección en 
х no es un conjunto de 
datos plausible para este 
modelo porque significa 
que el bebé pesaba 0 libras 
alos 15 meses antes de 
nacer (0, 7.5): El bebé 
pesaba 7,5 libras al nacer. 


(58,7, 0): En 
aproximadamente 59 años, 
el número de personas 
afectadas por el resfriado 
común sería 0 (0,12,025): 
Inicialmente había 12.025 
personas afectadas por el 
resfriado común. 


En 2070, el beneficio de la 
empresa será cero. 


Hawái 


O 696 estudiantes 

4 años 

O 174 estudiantes al año 
O 305 estudiantes 

® PO = 305 + 1741 

® 2.219 estudiantes 


(А Ка)=16—2,1 
5.5000 millones de pies 
cúbicos 

© Durante el año 2017 


5. 6 unidades cuadradas 


11. 


17. 


23. 


29. 


35. 


41. 


47. 


53. 


64,170 


Diez años después del 
inicio del modelo. 


A la edad de 5,8 meses. 


2064 


y = 30t — 300 


Durante el año 1933 


® C(x) = 0,15х +10 

La tarifa plana mensual 
es de 10 dólares y hay una 
tarifa adicional de 0,15 
dólares por cada minuto 
adicional utilizado. 

© $113,05 


Más de 133 minutos 
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55. 


Más de 42.857,14 dólares 
en joyas. 


57. $66.666,67 


2.4 Ejercicios de sección 


1. 


7. 


13. 


25. 


31. 


35. 


41. 


Cuando nuestro modelo ya 
no se aplica, después de 
algún valor en el dominio, el 
modelo en sí no se sostiene. 


61,966 años 


Interpolación. Alrededor de 
60 °F. 


y = 1.640х + 13. 800, 
r = 0,987 


y = 0,121x — 38,841, r= 0,998 33. (2,-6), (1, 


(189.8,0) Sise venden 
18.980 unidades, la 
empresa tendrá un 
beneficio de cero dólares. 


y = -10,75x + 742.50 


Ejercicios de repaso 


1. 


13. 


Sí 


paralelas 
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3. Predecimos un valor fuera 
del dominio y del rango de 


los datos. 
9. No. 
15. C 


5. Cuanto más se acerque el 
número a 1, menos 
dispersos estarán los datos; 
cuanto más se acerque el 
número a 0, más dispersos 
estarán los datos. 


11. No. 


17. B 


23. Sí, la tendencia parece 
lineal porque r = 0,985 y 
superará los 12.000 hacia 
mediados de 2016, 24,6 
años desde 1992. 


D- 


т 
0 2 4 


r 
8 10 


27. у= —0,962x + 26,86, r= —0,965 29. у= —1.981x + 60,197; 


r = —0,998 


12) , (5, —20) , (6, —22) , (9, —28); 


у=—2х—10 


37. y =0,00587x + 19.850,41 


3. Creciente. 


9. y=2x-2 


15. (—9, 0); (0, —7) 


39. у= 20,25x – 671.5 


5. у= 3х +26 


11. No es lineal. 


17. Línea 1: m = —2; Línea 2: 
m = —2; Paralela 


19. у=—0,2х +21 21. 


25. 118.000. 27. у=—300х + 11,500 


31. 18,500 33. $91.625 


39. A mediados de 2024. 


0 2 4 6 B 


10 12 


43. A principios de 2022 45. 7,660 


Examen de práctica 


1. Sí. 3. Creciente 


7. y=-2x- 1 9. No. 


23. 250. 


29. a) 800; b) 100 estudiantes 
por año; c) 
P(t) = 1007 + 1.700 


35. Extrapolación. 
7.000? 

6.900} . 
6.800 
6.700+ 
6.600 . 
6.500 
6.400 
6.300+ . 
6.200 
6.100+ 
6.000 
5.900} 
5.800 
5.700+ 


5.600} . 


Población 


LER ы 4 44-4 
0 1985 1990 1995 2000 2005 2010 
Айо 


41. y= –1,294х + 49,412; r= —0,974 


5. у =-1,5x —6 


11. Perpendiculares 
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13. (—7,0); (0,—2) 15. y=-0,25x + 12 17. ў 
4 
7$ 
51 
4l 
ат 
2 
1+ 
75452419 E” 
1 
4 
19. 150 21. 165,000 23. у= 875х + 10,675 
25. а) 375; b) ha bajado un 27. 35 29. Aprincipios de 2018 


promedio de 46.875 


estudiantes, es decir, unos 30 
47 estudiantes al año; c) 25 = : 
у = -46.875t + 1.250 20 
м 
15 
10 


0 2 4 6 8 10 12 


х 
31. у=0,00455х + 1.9795 33. r= 0,999 
Capítulo 3 
Inténtelo 
3.1 Números complejos 
1. 4/24 = 0 + 214/6 2. i 3. 6 -4i)-(2+5i)=1-9i 
5t 
+ 
зі 
2 
1 
NESRELEZAV AÑ 
. “1 
2 
-34 
dal 
a 
4. —8—24ї 5. 18+i 6. 102 — 29i 
3 5 
7. —17 + 17 
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3.2 Funciones cuadráticas 
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3. El dominio son todos los 


1. La trayectoria pasa por el 
origen y tiene el vértice en 
(-4, 7), tal que 
(Mx = Ze + 4) +7. 
Para hacer el lanzamiento, 
h (—7,5) tendría que ser de 
unos 4 pero h(-7,5) ғ 1,64; 
no lo consigue. 


4. Intersección en уеп (0, 13). 
No hay intersecciones en x. 


3.3 Funciones potencia y funciones polinómicas 


1. f(x) es una función 
potencia porque se puede 
escribir como f(x) = 8х5. 
Las demás funciones по son 
de potencia. 


4. Dado que 


хә ®, f(x) >v; аз x>-0, f(x) >-0, 


Tiene la forma de una función de potencia de 
grado par con un coeficiente negativo. 


6. intersección en y (0, 0); 
intersecciones en x 
(0, 0), E 2, 0), y (5, 0) 


9. Las intersecciones en x son 
(2,0), El, 0), y (5, 0), la 
intersección en yes (0, 2), y 
el gráfico tiene como 
máximo 2 puntos de 
inflexión. 


2. g(x) = x? — 6x + 13 en 
forma general; 
g(x) = (x – 3)2 +4en 
forma estándar 


5. (А) З segundos 


256 pies 
(© 7 segundos 


2. Dado que x se acerca al 
infinito positivo o negativo, 


f (х) disminuye sin límite: а 


medida que x > +00, 


f(x) > —o debido al 


coeficiente negativo. 


números reales. El rango es 


soz $o |o). 


3. El grado es 6. El término 
principal es х6. El 
coeficiente principal es —1. 


5. Eltérmino principal es 


0,2x?, por lo que es un 
polinomio de grado 3. A 
medida que x se acerca al 
infinito positivo, f (x) 


aumenta sin límites; a 
medida que x se acerca al 
infinito negativo, f (x) 
disminuye sin límites. 


7. Hay, alo sumo, 12 
intersecciones en x y como 
máximo 11 puntos de 
inflexión. 


8. El comportamiento final 
indica una función 
polinómica de grado impar; 
hay 3 intersecciones en x y 2 
puntos de inflexión, por lo 
que el grado es impar y al 
menos 3. Por el 
comportamiento final, 
sabemos que el coeficiente 
principal deberá ser 
negativo. 
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3.4 Gráfico de funciones polinómicas 


1. intersección en y (0, 0); 2. El gráfico tiene un cero de 3. 
intersecciones en х -5 con multiplicidad 3, un 
(0, 0), E5, 0), (2, 0), y (3, 0) cero de -1 con multiplicidad 
2 y un cero de 3 con 15 a EI 
multiplicidad 2. 
-60+ 
4. Debido a que f es una 5. f(x)= -4x = 2Y (x + 1)2(х —4) 6. El mínimo se produce 
función polinómica y dado aproximadamente en el 
que f(1) es negativo y f(2) punto (0, —6,5), y el máximo 
es positivo, hay al menos un se produce 
cero real entre x = 1 y aproximadamente en el 
x= 2 punto (3,5, 7). 
3.5 Dividir polinomios 
2 78 3 2 1,090 2 
1. 4x – 8х +15- л 2. Зх” – Зх +21x – 150+ 37 3. 3x" – 4х +1 
3.6 Ceros de funciones polinómicas 
1. f(—3) = 412 2. Los ceros son 2, -2 y -4. 3. No hay ceros racionales. 
4. Los ceros son —4, 5, у 1. 5. (х) = - 153 + 52 —2x+10 6. Deberá haber 4, 2 о 0 raíces 


reales positivas y O raíces 
reales negativas. El gráfico 
muestra que hay 2 ceros 
reales positivos y O ceros 
reales negativos. 


7. 3 por 4 por 7 metros 
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3.7 Funciones racionales 


1. Comportamiento final: dado 2. y 3. + 
que x > +%, (х) > 0; 
Comportamiento local: dado 
que x > 0, f(x) > o (no 
hay intersecciones en xo en 
y) 
La función y las asíntotas están 
desplazadas 3 unidades a la 
derecha y 4 unidades hacia 
abajo. Dado que 
x > 3, f(x) > %, y dado que 
х э +%, f(x) > —4. 
La función es 
1 
x)= — 4. 
ГО) = 15 
4. El dominio son todos los 5. Discontinuidad removibleen 6. Asíntotas verticales en x = 2 
números reales, excepto x = 5. Asíntotas verticales y x =- 3; asíntota horizontal 
х= 1ух= 5. х= 0, х= 1. еп у = 4. 


7. Рага Іа función recíproca transformada al cuadrado, hallamos Іа 8. Asíntota horizontal en у = 2. 


forma racional Asíntotas verticales en 


fo) = — 4= 146 3)? 220 402-6х+9) — -4х?+424х—35 х = 1 y x=3.intersección en 
( y, en (0, t, ) 


x—3)2 (x-3)2 (х—3)(х—3) х2—-6х+9 


Ya que el numerador es del mismo grado que el denominador, 


intersecciones en xen 
sabemos que, dado que 


(2,0) y E2,0). (2,0) es un 


х э +0, f(x) > —4; por lo que y =-4 es Іа asíntota cero con multiplicidad 2, y el 


horizontal. A continuación, igualamos el denominador a cero, y gráfico rebota en el eje xen 

hallamos que la asíntota vertical es x = 3, porque, dado que este punto. (2, 0) es un solo 

x > 3, f(x) > Ф. A continuación, igualamos el numerador a 0 cero y el gráfico cruza el eje en 
este punto. 


y hallamos que las intersecciones еп x están en (2,5, 0) y 
(3,5, 0). Por último, evaluamos la función en 0 y hallamos que la 


intersección en y está en (0, =35) , 


3.8 Inversas y funciones radicales 
РО) = 7 (85) =3 (2095) -5= (5) +5=x 2 10) = х 4 
y (771 0) = /@х-5) = ERE — 3 х 


з. у) = ух-1 д. 10) = ®2,х>0 5. oa 


х—1 
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3.9 Modelado mediante la variación 


128 
13 


2. 


3.1 Ejercicios de sección 


1. Sume las partes reales y las 


partes imaginarias. 


3. 


7. 1447 9. 

13. | 

5° 

4+ 

3+ 

2+ 

17 
9300103467 

72-0 

el 

4+ 

Б 

t 
19. —11 + 4i 21. 
25. —16 + 32i 27. 

2. 

31. 2—2 33. 
37. 15i 39. 
43. —1 45. 
49. 3i 51. 
55. —2i 57. 


3.2 Ejercicios de sección 


1. Cuando se escribe de esa 


forma, el vértice se identifica 


fácilmente. 
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3. 


9 = 
i veces i es igual a -1, que 5. —8 + 2i 
no es imaginario. (Las 
respuestas varían). 
23 15. 
-o +39 11. 2 reales y 0 no reales 
15. i 17. 8—i 
5} 
4t 
3 
2+ 
10 
43319159267 
-o| 
-3} 
-4| 
-5| 
' 
2—5 23. 6+15i 
—4 -Ti 29. 25 
; 2, ll; 
4-—6i 35. 5 + => 
1+i43 41. 1 
6 
| A A 
128i 47. (Eri =-1 
0 53. 5-5 
9 9; 
y 
Si los valores de a = 0 5. Sies posible, podemos 


entonces la función se 
convierte en una función 
lineal. 


utilizar la factorización. Si 


no, podemos utilizar la 
fórmula cuadrática. 


13 


19. 


25. 


31. 


37. 


4З. 


49. 


2 
. Ро) = 3(х- 2) – 3, 
Vértice (2,-2) 
El mínimo es —1 y se 


produce en —3. El eje de 
simetría es x = —3, 


El dominio es (—®, х) „El 


rango es [-12, о). 
{2+1,2—1} 


(24245, 2-24/6) 


— 6,2 4 60 297 
FC) = 33 + 9х + 4 


9. 


15. 


21. 


27. 


33. 


51. 


= 5\2 _ 33 
9 = (era) =ч» 
Vértice (-2,-22) 
El mínimo es - 1) y se 
produce en 2. El eje de 
simetría es x = 5. 
ЕІ аотіпіо еѕ (—°, х) El 
rango es [2, œ). 
(211/2,-211/2) 
(2 + 31,2 — 31} 
1 3, 1 3 
(-2 +5 -3730 


(4 + tiy, -}-4iv7} 45. /(ху=х2—-4х+4 


Дх) = х2 +1 


11. 


17. 


З5. 


41. 


53. 
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(х) = 3(х— 1? — 12, 
Vértice (1, -12) 


El mínimo es -1 y se 
produce en -}. El eje de 


simetría es x = –{. 


. El dominio es (=, х) „El 


rango es [—5, оо), 


; згуб, -31у3} 


{5+i,5— i} 


Vértice (1, —1). El eje de 
simetría es x = 1. Las 
intersecciones son 

(0,0), (2,0). 
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55. 57. 59. f(x)=x?-4x+1 


жє Үү ү” 
5 0 5 10 


ГИР 39 ? 
Vértice (2, ==) . El eje de 
simetría es x = 5. Las 
intersecciones son (0, —8). 


Vértice (3, 9) . El eje de 
simetría es x = 5; 
(6,0), (—1, 0). 
61. f(x) = 2х2 + 8х1 63. fx) = 1х2 – 3х + 7 65. (х) = х2 +1 
67. (х) = 2 – x? 69. f(x)= 2х? 71. El gráfico se desplaza hacia 
arriba o hacia abajo 
(desplazamiento vertical). 
73. 50 pies 75. El dominio es (-0, оо). El 77. El dominio es (—00, о) El 
rango es [-2, о). rango es (—%, 11]. 
79. f(x) = 2х2-1 81. р(х) = 3х2 – 9 83. /(х) = 5х2 – 77 
85. 50 por 50 pies. Махітісе 87. 125 por 62,5 pies. 89. бу -6; el producto es -36; 
ЈО) = —х° + 100x. Maximice maximice 
fœ) = -2x? + 250x. f(x) = х2 + 12x. 
91. 2.909,56 metros 93. $10,70 
3.3 Ejercicios de sección 
1. El coeficiente de la función 3. Enla medida en que x 5. La función polinómica es de 
potencia es el número real disminuye sin límite, grado par y el coeficiente 
que se multiplica por la también lo hace f (x). Dado principal es negativo. 
variable elevada a una que x aumenta sin límite, 
potencia. El grado es la también lo hace f (x). 


potencia más elevada que 
aparece en la función. 
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7. 


13. 


19. 


25. 


31. 


37. 


43. 


47. 


f(x) es una función 
potencia porque contiene 
una base variable elevada a 
una potencia fija. También 
es un polinomio, donde 
todos los coeficientes, 
excepto uno, son iguales a 
cero. 


Grado = 2, coeficiente = -2 


Dado que x > —oo, 
f(x) > —%, dado que 


x>0, f(x) > —00 


la intersección en yes 
(0, 12), las intersecciones 
en tson 


(1,0); C2, 0); y (3, 0). 


Sí. El número de puntos de 
inflexión es 0. El menor 
grado posible es el 1. 


x FG) 
10 9.500 
100 99.950.000 
-10 9.500 


-100 99.950.000 


dado que x > —00, 
f(x) > Ф, dado que 


x> 00, f(x) > 0 


9. Ninguna de las dos 


21. 


27. 


33. 


39. 


44. 


49. 


Grado =4, coeficiente = -2 


Dado que x > —%, 
f(x) > —0, dado que 


x > 0, f(x) > -00 


la intersección en y es 
(0, — 16). las intersecciones 
en хѕоп (2, 0) y (2, 0). 


Sí. El número de puntos de 
inflexión es 2. El menor 
grado posible es el 3. 


No. 


10 -504 
100 -941.094 
-10 1,716 
-100 1.061.106 


dado que x > —00, 
f(x) > %, dado que 


x > ©, f(x) > —% 


11. 


17. 


23. 


29. 


35. 


41. 


45. 


51. 


Ninguna de las dos 


Dado que x > 0, 
f(x) > Ф, dado que 


x>-0, f(x) > 00 


Dado que x > 00, 
f(x) > Ф, dado que 


х > -—0,f(x) => —00 


la intersección en y es 

(0, 0). las intersecciones en 
x son (0, 0), (4, 0), y 

(—2, 0). 


Sí. El número de puntos de 
inflexión es 1. El menor 
grado posible es el 2. 


Sí. El número de puntos de 
inflexión es O. El menor 
grado posible es el 1. 


La intersección en yes (0, 0). 


La intersección en x son 
(0, 0), (2, 0). Dado que 


х > —%, f(x) > о, dado que 


x>0, f(x) > Ф 
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5З. 55. 57. 
33 10* 
pe 
-400, 
| ч. La intersección еп y es (0, 0). 
La intersección en y es (0, 0). La imterecodón en wes 
Las intersecciones en x son (4, 0), (0, 0), (4, 0) 
(0, 0), (5, 0), (7, 0). Dado Dado que, TO da La intersección en y es 
que x > —00, f(x) > %, dado i ' ' (0, —81). La intersección en x 
dado que x > о, f(x) > оо son (3, 0), (—3, 0).Dado 
00 00 
шекке и» que x > —00, f(x) > 0, dado 
que x > ©, f(x) > Ф 
59. 61. /(х)=х?—4 63. f(x) = x? – 4х2 +4х 
T = 
La intersección en yes (0, 0). 
La intersección en x son 
(3, 0) > (0, 0), (5, 0) . 
Dado que x > —00, f(x) > ©, 
dado que x > о, f(x) > 00 
65. f(x)=xt+1 67. V(m) = 8m? + 36m? + 54т +27 69. V(x) = 4x? — 32x? + 64x 


3.4 Ejercicios de sección 


1. Lasintersecciones en x es 3. Si evaluamos la función en a 
donde el gráfico de la y en b y el signo del valor de 
función cruza el eje x, y el la función cambia, entonces 
cero de la función es el valor sabemos que existe un cero 
de entrada para el que entre a y b. 

Јо) = 0. 

7. (—2,0),(3,0),(—5,0) 9. (3,0), (—1, 0), (0,0) 

13. (0,0), (—5,0), (4,0) 15. (2,0), (—2,0), (—1,0) 

19. (1,0), (—1,0) 21. (0,0), (y3,0), (43,0) 
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5. Habrá un factor elevado a 
una potencia par. 


11. (0,0), 5,0), (2,0) 


17. (22,0), (2,0), (4,0) 


23. (0,0), (1,0), 1,0), (2, 0), 
E 2, 0) 


25. 


31. 


37. 


4З. 


49. 


55. 


61. 


67. 


7З. 


79. 


FQ)=-10y f (4) = 28. Se 
confirma el cambio de 
signo. 


0 con multiplicidad 2, -2 33. 


con multiplicidad 5, 4 con 
multiplicidad 2 


О con multiplicidad 4, 2 39. 
con multiplicidad 1, — 1 


con multiplicidad 1 


intersecciones en x, (1, 0) con 
multiplicidad 2, con 
intersección en (-4, 0) con 
multiplicidad 1, intersección en 
у (0, 4). Dado que x > —oo, 


g(x) > —%, dado que x > 00, 


gax) > o. 


Јо) = -4 3) + 1)(х +3) 


-2, 3 cada uno соп 57. 
multiplicidad 2 

/(х) = –15(х-1)2(х – 3) 63. 
máximo local 69. 
(—.58, 0,62), mínimo 


local (.58, 10,38) 
f(x) = (x — 500 (x + 200) 75. 


/(х) = 9л(х? + 5х2 + 8х +4) 


‚ РО) = Зу (3) =-77. Se 


29. 
confirma el cambio de 
signo. 


O con multiplicidad 2, -2 35. 


con multiplicidad 2 


3 


2 
con multiplicidad 3 


con multiplicidad 2, 0 41. 


45. intersecciones en x (3, 0) con 
multiplicidad 3, (2, 0) con 
multiplicidad 2, con 
intersección en y (0, — 108). 


Dado que x > —oo, 
k(x) > —%, dado que x > 00, 


k(x) > 0, 


51. f(x) = Lx +2) (x – 3) 


/ (0,01) = 1,000001 y 
f (0,1) =-7,999. Se 
confirma el cambio de 
signo. 


-2 con multiplicidad 5, 5 
con multiplicidad 2 


0 con multiplicidad 6, 2 
con multiplicidad 2 


47. intersecciones en x 


(0, 0), (2, 0), (4, 0) con 
multiplicidad 1, intersección en 
y (0, 0). Dado que x > —%, 


n(x) > 0, dado que x > 00, 


n(x) > —0, 


53. -4, -2, 1,3 con multiplicidad 
1 


Хо) = –2(х +2)(х—1)(х —3) 59. f(x) = 1(х – 3)2(х- 1)2(х +3) 


Рх) = —2(х + 3) (х + 2)(х—1) 65. Јо) = – (2х 1? (х — 6) (x +2) 


mínimo global 71. 
(—.63, -0,47) 
f(x) = 4х9 – 36х2 + 80х 77. 


mínimo global (0,75, 0,89) 


f(x) =4x? — 36x? + 60x + 100 
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3.5 Ejercicios de sección 


1. El binomio es un factor del 3. x+6+ Z, cociente x + 6, 
polinomio. restante: 5 
7. х— 5, cociente х — 5, 9. 2х-7+ 25, cociente 
restante: 0 2x —7, restante: 16 
2 А 2 10 
13. 2х2 – 3x + 5, cociente 15. 2х5 +2х+1+ = 


2х2 – Зх + 5, restante: 0 


19. 3х2 — 11x + 34 – 2196. 21. х2 +5х+1 
x+3 
25. х2 — 14x +49 27. 3x? +х+ 27 
31. х?—х°^+2 33. x? —6x2+12x-8 
37. 2x? -2x+2 39. Sí (x — 2) (38x? – 5) 
43. No 45. (x-1)(x? +2x +4) 
49. Cociente: 4х2 + 8x + 16, 51. Cociente: 3х2 + 3х + 5, 
restante: —1 restante: 0 


A 57. х3 х2 +х-1+ 1 


х+1 
61. 1+ 63. x? –іх-1 + i= 
67. 2х+3 69. x+2 
73. 3х2 -2 


3.6 Ejercicios de sección 


1. Elteorema se puede utilizar 3. Los ceros racionales pueden 
para evaluar un polinomio. expresarse como fracciones, 
mientras que los ceros 
reales incluyen números 


irracionales. 

7. —106 9. 0 
1 
13. —1 15. —2, 1, 3 
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5. Зх + 2, cociente: Зх + 2, 
restante: 0 


6 А 
11. x-2+ зе cociente 


х – 2, restante: 6 


2 2 
17. 2x —7хХ+1— т 


2 323 


29. x3 -3x+1 
35. x? — 9х2 +27х – 27 


41. Sí 
(x — 2) (4x3 + 8x? + x +2) 


47. (х= 5)(х2 +x +1) 


53. Cociente: 
x? — 2x? +4x— 8, 
restante: —6 
l+i 
59. 1+ 1+ 
65. 2х2 +3 
71. x-3 


5. Lasfunciones polinómicas 
pueden tener ceros 
repetidos, por lo que el 
hecho de que un número 
sea un cero no excluye que 
vuelva a serlo. 


11. 255 


17. —2 
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19. 3 21. -3, y6, -v6 23. 2, 4, -2 

25. 4, 4, —5 27. 5, 3, –1 29. 1, п; к 

31.5 33. 2, 3, —1, —2 35. 4, —1, 2, -3 

37. —1, -1, y5, -v5 39. –2, —1 41. 2, 3+2i, 3-2i 

43. —1, 1+21, 1-21 45. –2, 1+4, 1-41 47. 1 positivo, 1 negativo 
f(x) 


49. 301 positivo, O negativo 51. Opositivo, Зо 1 negativo 53. 200 positivo, 2 o 0 negativo 
f(x) f(x) f(x) 
LX 
24 
73 
55. 2 o0 positivo, 2 o 0 negativo 57. +5, +1,1, +3 59. +l, +1,4, +1,2, +1,4 
f(x) 
1 1 1 3 5 
61. 1, 7, 73 63. 2, 45 73 65. 5 
67. (х) = $ +x2=x-1) 69. f(x) = -+ (4x% — x) 71. 8 por 4 por 6 pulgadas 


1394 


73. 5,5 por 4,5 por 3,5 75. 8 por 5 por 3 pulgadas 77. Radio = 6 metros, altura = 2 
pulgadas metros 


79. Radio = 2,5 metros, altura = 
4,5 metros 


3.7 Ejercicios de sección 


1. La función racional se 3. El numerador y el 5. Sí. El numerador de la 
representa por un cociente denominador deberán tener fórmula de las funciones 
de funciones polinómicas. un factor común. solo tendría raíces 


complejas o factores 
comunes al numerador y al 
denominador. 


7. Todos los reales x 4-1, 1 9. Todos los reales x 4-1, -2, 1, 2 11. AV.enx =- 2: AH. en 


y = 0. El dominio son 
todos los reales x 42 


13. AV.enx=4, -9;A.H.en 15. АМ.епх = 0, 4, -4:A.H. 17. AV.en x = 5; A.H. en 


y = 0. El dominio son en y = 0. El dominio son y = 0. El dominio son 
todos los reales x 4 4, –9 todos los reales todos los reales x # 5, –5 
х#0,4, -4 
19. AV.enx= 2; А.Н. еп 21. ninguno 23. x no interseca ninguno, y interseca (0, 3) 
y= 2. El dominio son 


todos los reales х Æ 3. 


25. Comportamiento local: 27. Comportamiento local: 
x> -1*, f(09>-0,:>-1,f(9>0 x > 6*, f(x) > —%,x > 67, f(x) > %, 


1 Comportamiento final: 
Comportamiento final: x > +00, f(x) > 5 
P Лао х > +0, f(x) > -2 


29. Comportamiento local: 31. y=2x+4 
x> 17,50) > x> 1, 
- + 
FX) > -0,x > => Jx) > 0,x > -3 


Јо) >-0 


Comportamiento final: x > +%, f(x) > 1 
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=0 


37. V.A. x=2, Н.А. y 


=2 


35. V.A. x=0,H.A. y 


(0, 1) 


> 


=0 


2;(2,0);(0,-3) 4. V.A. х=2, Н.А. y 


39. V.A. x=-4, Н.А. y 


3-Х 
10 15 20 


+ 


ск ы" 


= 


+ н 
rb+ 
' 


х= –4 


+ 


-20715710 -5 


Н.А. у= 1;(5,0); (- 


4 
3? 


43. V.A. x=-4, x 
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45. V.A. x=-1, Н.А. у=1;(—3,0);(0,3); 47. У.А. x=4, S.A. y=2x+9;(-1,0); (2,0); (0, 
discontinuidad removible (agujero) en (1, 2) 
h(x) 
so! . 


404 ' A 
м 
ЗО. /у= 2х + 9 


A 


а(х) 


10у =4 


4 


ATA T л 


2 2 
53. =7Х +2x-24 55. — 1 х2-4х+4 57. =4 x-3 
У 1524920 У=2 хн ¡a 
2 тү 
59. 27(х - 2) / (x - 3} (x + 3)) 61. у= 1 6 63. y =-6 LE 
y =27 22 у (х+3)(х—2) 


(х—3)2(х+3) 
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65. 67. 
x | 2,01 | 2,001 | 2,0001 | 1,99 | 1,999 x -4,1 -4,01 -4,001 -3,99 -3,999 
y 100 1.000 10.000 -100 -1.000 y 82 802 8.002 -798 -7.998 
X 10 100 1.000 10.000 100.000 х 10 100 1.000 10.000 100.000 
у 0,125 0,0102 0,001 0,0001 0,00001 у 1,4286 1,9331 1,992 1,9992 1,999992 
Asíntota vertical х = 2, asíntota horizontal Asíntota vertical x =— 4, asíntota horizontal 
y=0 y=2 
69. 71. (3,0) 
x -0,9 -0,99 -0,999 -1,1 -1,01 
f(x) 
y 81 9.801 998.001 | 121 10.201 в} ; 
в} i 
ap 
X 10 100 1.000 10.000 100.000 21} 
12 4 6 810. 
y 0,82645 0,9803 0,998 0,9998 : 
Asíntota vertical х = —1, asíntota horizontal è 
у=1 
73. (—2,1)U (4,%) 75. (2,4) 77. (2,5) 
f(x) 
эз 
i i 
Е y 
' ' x 
8-6 4 2 0| #2 4 6 в 
727 | Н 
-44 1 H 
П ' 
y ' 
-6+ Y ' 
в} л 
— _8+21 И 
79. (—1,1) 81. С(7) = 3001207 83. Después de unas 6,12 
horas. 
85. A(x) = 50x? + 300. 2рог 87. А(х)=хлх^ + 100. Radio = 
2 por 5 pies. 2,52 metros. 
3.8 Ejercicios de sección 
1. Puede ser muy difícil o 3. Necesitaremos una 5. S!) = /х+& 


imposible de resolver para x restricción en el dominio de 
en términos de y. la respuesta. 
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1 Eyal ө. a=- y 1. Јо) = 9-х 

13. 710) = 525 15. 10) = бля 17. ух) = 241, |o.) 
19. igst у 21. o= (2) 23. fx) = 2% 

25. pm. E 27. io = 2204 29. 3-х) = yx+1-1 


31. f! (х) = ух+6+3 33. 


X 
-16712 84 0 4 8 12 16 
al 


-8L 
-12+ 
“ЕБ 
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710) = y4-x 


y 


х 
20 2 дб 8 1012 
-2 
t 
39. f! (x)= yx+8+3 41. 
y 
151 


45. [-4,2)U[5, оо) 47. (22, 0); (4, 2); (22, 3) 
f(x) y 
244 


49. (4, 0); (0, 1); (10, 2) 


51. (—3, —1); (1, 0); (7, 


y 
24} 


55. 


61. n(C) = 0-25. 250 mL 


1) 53. Toyi 


63. (V) = 4/ £, 3,99 metros 


3.9 Ejercicios de sección 


1. El gráfico tendrá la 
apariencia de una función 
potencia. 


7. у= тод 
13. у= L 

x 
19. у= 10x4/z 
25. у= 256 
31. у= 27 
37. у= 90 


3. No. Múltiples variables 
pueden variar 


conjuntamente. 
9. y= бх 
15. у= 
21. y=4% 
27. у=6 
33. у=3 
39. у= 51 


-=X = + + =X 
4 р 23 4 
-8 
7164 
кг 
57. №) = ЕЕ. 59. (И) = 4 ЗИ, 3,63 pies 
segundos 


pe ү 
65. rV) = 4/ 22, 1,99 
pulgadas 
5. у= 5х2 
11. у= 18 
y Ел 
17. у= 10xcw 
23. у=40—© 
ywt2 
29. y=6 
35. y=18 
_ 3,2 
41. у= 4х 


2 4 6 8 10 
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1400 


49. = 0,61 años 


55. = 49,75 libras 


Ejercicios de repaso 
1. 2—2i 


7. f(x)=(x— 2)? — 9 vértice (2,—9), intersecciones (5,0); (—1,0); (0,—5) 9. (х) = 5e + 2)2 +3 


f(x) 


51. 3 segundos 


57. = 33,33 amperios 


3. 24+ 3i 


11. 300 por 150 metros, el lado 
más largo paralelo al río. 


17. Dado que х >-—0, f(x)—>-—%, dado дие x> %, /(х)— % 


21. 4 соп multiplicidad 1 


2 61 
27. x -5x +20- 3 
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13. Sí, grado = 5, coeficiente 
principal = 4 


23. 3. con multiplicidad 1, 3 


con multiplicidad 3 


29. 2x? -2x-3, por lo que la 
forma factorizada es 
(x + 4)Qx? – 2x – 3) 


47. =1,89 años 


53. 48 pulgadas 


59. = 2,88 pulgadas 


5. {2+1, 2—1} 


15. Sí, grado = 4, coeficiente 
principal = 1 


19. —3con multiplicidad2, —+ 


con multiplicidad 
1, —1con multiplicidad3 


25. х2 + 4соп restante 12 


31. (-2, 4-1} 
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33. {1, 3, 4, 5) 35. 002positivas, 1 negativa 37. Intersecciones 
(+, О)у (0, -2), Asíntotas 
х= 5уу= 1. 


39. Intersecciones (3, 0), (-3, 0) y 41. у= x-2 
(0, 2), Asíntotas 
х= 1, x=-2, y=3. 


2 
45. fU(0)=vVx+11-3 47. f'a) = 42 x>-3 49. y=64 


51. у = 72 53. 148,5 libras 


Examen de práctica 
1. 20— 10i 3. {2+3i, 2—34} 


5. As x>-0, f(x)>-0, аз x>0, f(x)>0 7. f(x)=(x+1)? — 9, vértice 
(—1,—9), intersecciones 
(2,0);(—4,0); (0,—8) 


9. 60.000 pies cuadrados 11. Ocon multiplicidad 4, З соп 13. 2х2 –- 4х+11 5 
multiplicidad 2 
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15. 2x? - х – 4. Así que Іа 
forma factorizada es 
(х + 3)(2х2 — x – 4) 


21. f(x) = 2(2х- 1) (х + 3) 


27. o = Y 


Capítulo 4 
Inténtelo 


17. –2 (tiene multiplicidad 2), 


—1+iy15 


2 


23. Intersecciones 


(4,0), (0, – 2), Asíntotas 


3 
х=3, x =-1, y=0 


29. y=18 


4.1 Funciones exponenciales 


1. g(x) =0,875* y 
jœ) = 1095,67?* 
representan funciones 
exponenciales. 


4. (0,129)y 


(2,236); 


7. yx 12- 1,85% 
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2. 5,5556 


5. /(х) = 21,5) 


М0) = 129(10,3526) 


8. unos 3.644.675,88 dólares 


19. —2 (tiene multiplicidad 3), 
+i 


25. y=x+4 


31. 4 segundos 


3. Alrededor de 1,548 millones 
de habitantes; en el año 
2031, la población de la 
India superará a la de China 
en unos 0,001 mil millones, 
es decir, 1 millón de 
personas. 


6. fœ) = v2(y2). Las 


respuestas pueden variar 
debido al error de 
redondeo. La respuesta 
debería estar muy cerca de 
1,4142(1,4142)". 


9. $13.693 


1403 


10. е—©5 ж 0,60653 11. $3.659.823,44 12. 3.77Е-26 (Esta es la 
notación de la calculadora 
para el número escrito 
como 3,77 x 1072 en 
notación científica. Aunque 
la salida de una función 
exponencial nunca es cero, 
este número está tan cerca 
de cero que, a los efectos 
prácticos, podemos 
aceptar el cero como 


respuesta). 
4.2 Gráficos de funciones exponenciales 
1. El dominio es (—°, ©} ; е 2. El dominio es (-2,0) ; е! 3. x= – 1,608 
rango es (o, ©) ; la asíntota rango es (3. ©) ; la asíntota 
horizontal es y = 0. horizontal es y = 3. 


f(x) 1) 


(-1, 0.25) 


| 
ETT E 


4321% 12345 
ч} 

4. El dominio es (—°, o) ; е! 5. El dominio es (-2,0) ; е! 6. f(x)= – Тех – 2; е! 
гапдо еѕ (0, ©) ; la asíntota rango es (0, ©) ; la asíntota dominio es (—°, © el 
horizontal es y = 0. horizontal es y = 0. rango es (-=.-2) ; la 

ay asíntota horizontal es 
к у= -2. 
t 

4.3 Funciones logarítmicas 

1. (А) 10810 (1, 000, 000) = 6 2. (б) 32 = 9 equivale a 3. 108121 (11) = > (recordando 
equivale а 106 = 1,000, 000 log (9) = 2 1 

А 121 = (121)2 = 11). 
logs (25) = 2 equivale a 53 = 125 equivale a ARE (121) ) 
5? =25 log5(125) = 3 


O 2! = 1 equivale a 
log, (5) = -1 
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4. log) (5) =-5 5. log(1,000, 000) = 6 6. log (123) ~ 2,0899 


7. La diferencia en la magnitud 8. No es posible tomar el 
fue aproximadamente logaritmo de un número 
3,929. negativo en el conjunto de 
los números reales. 


4.4 Gráficos de funciones logarítmicas 


1. (2.0) 2. (5.0) оь 


160) = log, (х) 


ко ш ôe 


L 
2 

al” 
4 


El dominio es (0, o) , el rango 
es (—®, х) ‚ y la asíntota 


vertical es x = 0, 


A 
Pe 
л 


w 
o OA НЕС Е 


y = loga (х) 


t) 


го. 


Maga (х) 


> (05, 0 


(0.25, 0) i 


РЕ 


El dominio es (-a, o) ‚ е! El dominio es (0, х) , el rango 


rango (—®, ©} ‚ y la asíntota es (—°, © , y la asíntota 


El dominio es (o, ©) , el rango 


es x =— 4. vertical es x = 0, 


es (—°, ©) ‚у la asíntota 


vertical es x = 0. 
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9. x ғ 3,049 


ЕІ аотіпіо еѕ (-2,0) , el 


rango es (—®, o) , y la 
a asíntota vertical es x = 0, 
El dominio es | 2, о |, el rango 


es (-=, ә) , y la asíntota 


vertical es x = 2. 


10. x=1 11. Рх) = 215(х + 3) – 1 


4.5 Propiedades logarítmicas 
1. log,2 + 1082 + log¿2 + log,k = 3log,2 + log¿k 2. log3 (x +3) — log; (x-1) — log; (x — 2) 


3. 21пх 4. —21п(х) 5. log316 


6. 2logx + 3log y – 4logc 7. 3Inx 


8. Fin 1)+In(0x+1)-In(x+3)-In(x-3) 9. log (35) ; también se 
puede escribir log (3) al 


reducir la fracción a los 
términos mínimos. 


5(x-1)3 12 4 
10. log Sy ух 11. log A. esta 12. El pH aumenta alrededor 
(7х-1) (2х+3)4 
м z de 0,301. 
respuesta también podría 
4 
a хЭ(х+5) 
escribirse log ( any): 
In 8 їп 100 „, 4,6051 _ 
13. 1n 0,5 14. 15 ~ 1,6094 — 2,861 
4.6 Ecuaciones exponenciales y logarítmicas 
1. х=—2 2. х=—1 3. х= 2 
4. La ecuación no tiene 5. x=—n3 6. t= 21n (4) on (11) 


solución. in(2/3) 
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7. г (2) =-4m0) 8. х= 12 9. х= е“ 
10. х= е5 – 1 11. x 9,97 12. x=lox=-1 
13. т = 703, 800,000 х Е años = 226, 572,993 años. 


4.7 Modelos exponenciales y logarítmicos 


2 
1. f(t) = Age 00000000087 2. menos de 230 años, 3. 0) = Ape 3" 
229,3157 para ser exactos 
4. 6,026 horas 5. 895 casos en el día 15 6. Exponencial y = 2е0%5Х, 


7. у= 3e 0.5)x 


4.8 Ajustar modelos exponenciales a los datos 


1. (A) El modelo de regresión 2. (A) El modelo de regresión logarítmica 
exponencial que se ajusta a estos que se ajusta a estos datos es 
datos es y = 141,91242949 + 10,45366573 In(x) 
y = 522,88585984(1,19645256)*. Si las ventas continúan a este 
Si el gasto continúa a este ritmo, se venderán unos 171.000 
ritmo, la deuda de la tarjeta de juegos en el año 2015. 


crédito del graduado será de 
4.499,38 dólares al cabo de un 
año. 


3. (A) El modelo de regresión 
logística que se ajusta a estos 


datos es 
к 25,65665979 
1+6,113686306е—0:3852149008х ` 


Si la población sigue 
creciendo a este ritmo, habrá 
unas 25.634 focas en 2020. 

(© Al número entero más 
cercano, la capacidad de carga es 
de 25.657. 
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4.1 Ejercicios de sección 


1. Las funciones lineales tienen 3. Cuando se capitaliza el 5. exponencial; la población 
una tasa de cambio interés, el porcentaje de los disminuye a una tasa 
constante. Las funciones intereses devengados sobre proporcional. 
exponenciales aumentan el capital acaba siendo 
con base en un porcentaje mayor que la tasa anual 
del original. equivalente de la cuenta de 


inversión. Así pues, la tasa 
anual equivalente no 
corresponde 
necesariamente al interés 
real devengado, que es la 
propia definición de 
nominal. 


7. noes exponencial; la carga 9. El bosque representado por 11. Después дег = 20 años, el 
disminuye en una cantidad la función B(f) = 82(1,029)'. bosque A tendrá 43 más 
constante en cada visita, por árboles que el bosque B. 
lo que el enunciado 
representa una función 
lineal. 


13. Las respuestas variarán. 15. crecimiento exponencial; el 17. decaimiento exponencial; 
Respuesta de muestra: factor de crecimiento, 1,06, el factor de decaimiento, 
Durante algunos años, la es mayor que 1. 0,97, está entre Оу 1. 
población del bosque A 
superará cada vez más al 
bosque B. Sin embargo, 
dado que el bosque B 
crece en realidad a un 
ritmo más rápido, la 
población acabará siendo 
mayor que la del bosque A 
y se mantendrá así 
mientras se mantengan los 
modelos de crecimiento 
demográfico. Algunos 
factores que influirían en la 
validez a largo plazo del 
modelo de crecimiento 
exponencial son la sequía, 
una plaga que elimine la 
población y otros factores 
ambientales y biológicos. 


_3 х 
19. f(x) = 200000,1) 21. Јо) = (2) 5(5)5 #2,93(0,699)* 23. Lineal 
25. Ninguna de las dos 27. Lineal 29. $10.250 


31. $13.268,58 33. Р= А(0): (1+2) 35. $4.572,56 
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37. 


4З. 


49. 


55. 


57. 


59. 


63. 


4% 39. crecimiento continuo; la 41. decaimiento continuo; la 
tasa de crecimiento es tasa de crecimiento es 
mayor que 0. inferior a 0 

$669,42 45. f(—1) =-4 47. f(—1) = —0,2707 

/(3) = 483,8146 51. y=3-5* 53. y = 18-1,025* 

уж 0,2 -1,95* 

‚_\365() (ые ы 
_ aya _ “(+3 ) а 365 _ 365, 
APY = HAS 2 = - (1+ =) 1; 


Іп) = (1+ £)'-1 


Supongamos que f es la función de decaimiento exponencial 


61. 47.622 zorros. 


Хх) =a. (Ly de manera que b > 1. Entonces para algún 


número n > 0, 


fœ =a. (+) = 


1,39%; $155. 368,09 


a(b7!)* = 


а((е")-! y = а(е—")* = ale) ”*. 


65. $35.838,76 67. $82.247,78; $449,75 


4.2 Ejercicios de sección 


1. 


13. 


La asíntota es una línea a la 
que se aproxima el gráfico 
de una función, como x 
aumenta o disminuye sin 
límites. La asíntota 
horizontal de una función 
exponencial nos indica el 
límite de los valores de la 
función cuando la variable 
independiente pasa a ser 
extremadamente grande o 
extremadamente pequeña. 


g(x) = AD; intersección 
en у: (0, 2); Dominio: todos 
los números reales; Rango: 
todos los números reales 
mayores que 0. 
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3. g(x) = 43) х; intersección 
en у: (0, 4); Dominio: todos 
los números reales; Rango: 
todos los números reales 
mayores que 0. 


5. g() = –10* +7; 
intersección еп у: (0, 6) ; 
Dominio: todos los números 
reales; rango: todos los 
números reales menores 


que 7. 
9. 11. у 
} 
q 
Қх) =3(2): х) = 315) 
x 
A 52 [51,0| 1 2 84 


A д 1 
intersección еп у: (0, —2) f(x) =3(4 + 


15. A 17. E 


19. 


25. 


31. 


37. 


4З. 


49. 


D 21. C 23. 
y 27. пх) 29. Dado que x > 00, 
5; 4 
4 | f(x) > —%; 
3 10) = 4(2у – 2 
к ERA Dado que x > —oo, 
3 012345 fœ) э -1 
No -ar +2 
4 r 
- + + + + + + ex 
Es 
Asíntota horizontal: h(x) = 3; 
Dominio: todos los números 
reales; rango: todos los 
números reales estrictamente 
mayores que 3. 
Dado que x > 0, 33. f(1)=4-3 35. f(x) = 4-5 
Р(х) => 2; 
Dado que x > —%, 
FG) ә 0w 
f(x) = 47* 39. у= -2% +3 41. у= —2(3) +7 
2(6) = 800 + 1 д 800,3333 45. h(-7) = -58 47. x x —2,953 
x ж —0,222 51. el gráfico de G(x) = (1) 53. Los gráficos de g(x) y h(x) 


es la reflexión alrededor 
del eje y en el gráfico de 
F(x) = b*. Para cualquier 
número real b > 0 y la 
función f(x) = b*, el 

Ара 1\Х 
gráfico de (5) esla 
reflexión alrededor del eje 
у, F(—x). 


son los mismos y son un 
desplazamiento horizontal 
a la derecha del gráfico de 
Р(х); Para cualquier 
número real n, número 
real b > 0, y la función 
f(x) = b*, el gráfico de 
(5) Бх esel 
desplazamiento horizontal 


Fx = п). 
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4.3 Ejercicios de sección 


1. 


13. 


19. 


25. 


31. 


37. 


43. 


49. 


55 


El logaritmo es un 
exponente. Específicamente, 
es el exponente al que se 
eleva una base b para 
producir un valor 
determinado. En las 
expresiones dadas, la base b 
tiene el mismo valor. El 
exponente, y, en la 
expresión b? también puede 
escribirse como el 
logaritmo, log, x, y el valor 
de x es el resultado de 
elevar b a la potencia de y. 


. 2.708 


Acceso gratis en openstax.org 


3. 


15. 


21. 


27. 


33. 


39. 


45. 


51. 


57. 


Dado que la ecuación de un 
logaritmo es equivalente a 
una ecuación exponencial, el 
logaritmo se puede 
convertir en la ecuación 
exponencial БУ = x, y luego 
se pueden aplicar las 
propiedades de los 
exponentes para resolver x. 


x? = 64 

е” =w 

Іов, (103) = 4 
х= 273 = + 

— 6-3 1 

x= 6 = 716 
1,06 

4 

0 

0,151 


5. 


11. 


17. 


2З. 


29. 


35. 


41. 


47. 


53. 


59. 


El logaritmo natural es un 
caso especial del logaritmo 
con base b en que el 
logaritmo natural siempre 
tiene base e. En lugar de 
anotar el logaritmo natural 
como log, (x), la notación 
que se utiliza es ln (х). 


15? =a 
Іов, (= d 


log, (500) = 


х= 33 = 27 


10 


No, Іа función no tiene 
ningún valor definido para 
x = 0. Para comprobarlo, 
supongamos que x = 0 
está en el dominio de la 
función f(x) = log(x). 
Entonces hay algún 
número л de manera que 
n = 102(0). Reescribiendo 
como ecuación 
exponencial da 10” = 0, lo 
cual es imposible, ya que 
no existe tal número real л. 
Por lo tanto, х = 0 noes el 
dominio de la función 


Fx) = log(x). 
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61. Sí. Supongamos que exista 63. No; 1n (1) = 0, por lo que 65. 2 
un número real x de (1:725 
manera que In x = 2. у es indefinida. 
Reescribiendo como 
ecuación exponencial se 
obtiene x = е2, que es un 
número real. Para 
comprobarlo, supongamos 
que x = e. Entonces, por 
definición, 
Іо) =n (е?) =2. 


4.4 Ejercicios de sección 


1. Dado que las funciones son 3. Desplazar la función a la 5. No. Una asíntota horizontal 
inversas, sus gráficos son derecha о a la izquierda y sugeriría un límite en el 
imágenes especulares en reflejar la función sobre el rango, y el rango de 
torno a la recta y = x. Así eje y afectará su dominio. cualquier función 
que, para todo punto (a, b) logarítmica en forma 
en el gráfico de una función general son todos los 
logarítmica, hay un punto números reales. 


correspondiente (b, a) en el 
gráfico de su función 
exponencial inversa. 


7. Dominio: (—®, 1) ; Капдо: 9. Dominio: (-2, ©) E 11. Dominio: (5,0) ; Asíntota 
(-2,0) Rango: (0,0) vertical x = 5 
13. Dominio: (3, х) a 15. Dominio: (=3,0) E 17. Dominio: (3, ©}; 

Asíntota vertical x = -+ Asíntota vertical x = —3 Asíntota vertical x = 3; 
Comportamiento final: 
como 

+ 
x> (3), f(x) > -0y 
dado que 
x>0, f(x) > оо 
19. Dominio: (=3,0); 21. Dominio: (1, ©) ; Rango: 23. Dominio: (-=.0) ; Капдо: 

Asíntota vertical х = —3; (—®, 00 ) ; Asíntota vertical (—°, 00 ) : Asíntota vertical 

Comportamiento final: . Е . И 

como 3-3%, A 1; intersección en х: x y MESE X 

(2,0) ; intersección еп у: (-е ‚0) ; intersección еп 

f(x) > —% y dado que 4 

DNE y. DNE 


x>0, f(x) > 00 
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25. Dominio: (0. ә) ; Rango: 27. B 29. С 


(—°, 00 ) ; Asíntota vertical 


x = 0; intersección еп х: 
(e?,0) ; intersección en y: 
DNE 


31. B 33. C 35. 


f(x) = log) 


t + +=х 
0 5678:9 10 
1 


g(x) = 09; (х) 


37. 


43. 


49. f(x) = 3log4(x + 2) 51. х= 2 53. х = 20,303 
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55. x 2 —0,472 57. Los gráficos de 59. Recordemos que el argumento 
(х) = log; (х)у de una función logarítmica 
2 debe ser positivo, por lo que 
Ex) = —1082 о) pareren determinamos donde xt > 0. 
ser los mismos; conjetura: | А си 
А А partir del gráfico de la 
para cualquier base 1, X42 
positiva b £ 1, función f (x) = 08 observe 
log, (x) = -log 1 (х). que el gráfico se encuentra por 
b encima del eje x en el intervalo 


(-o, -2) y de nuevo a la 
derecha de la asíntota vertical, 
es decir (4, ә) . Por lo tanto, el 


dominio es 


(=0,-2) и (4,0). 


4.5 Ejercicios de sección 


1. Cualquier expresión de la 3. log, (2) + log, (7) + log, (x) + log, (y) 5. log, (13) — log, (17) 
raíz puede reescribirse 
como una expresión con un 
exponente racional para 
poder aplicar la regla de la 
potencia, lo que facilita el 
cálculo del logaritmo. Así, 


1 
log, (хт) = Цор (х). 


7. —kdentro(4) 9. In(7xy) 11. log,(4) 
13. log, (7) 15. 15log(x) + 13log(y) — 19log(z) 17. 310р(х) — 2 log(y) 
3 
19. Élog(x) + Log(y) 21. In(2x”) 23. lo (45) 
In(15) logs) _ 1 


25. log, (15) = 27. log¡¡ (5) = 


107) logs(11) — b 


6 
logs ( ) log5(6)-log5(11) 
61 11/ _ 2985 85 — а? _ а 
£) = 1 31. 3 


29. ову ( gs0) ~ 50) в b 
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33. 2,81359 35. 0,93913 37. -2,23266 


39. x = 4; Por la regla del cociente: 
1026 (x + 2) — loge (x — 3) = logg (22) —1. 


х—3 


41. Supongamos que b y n son 
enteros positivos mayores 
que 1. Entonces, por la 


fórmula de cambio de base, 
log, (п) _ 1 


Reescribiendo como una ecuación exponencial 
y resolviendo para x : 


lo = = Я 
j == 20 0) = Tos, © Tor 
х—3 
= х+2 _ 
0 =2+-6 
о = 92 60-3) 
— х-3 (х—3) 
0 — x+2-6x+18 
5 x-3 
= 4 
0 T x-3 
х =4 
Al comprobar, hallamos que 
logs (4 + 2) — loge (4 — 3) = logg (6) — loge (1) 
está definido, por lo que x = 4. 
4.6 Ejercicios de sección 
1. Determine primero si la 3. La propiedad biunívoca se 5 x= -i 
ecuación puede reescribirse utiliza si ambos lados de la 
de forma que cada lado ecuación pueden 
utilice la misma base. Si es reescribirse como un único 
así, los exponentes pueden logaritmo con la misma 
igualarse. Si la ecuación no base. Si es así, los 
puede reescribirse de argumentos se pueden 
manera que cada lado igualar y la ecuación 
utilice la misma base, resultante se puede resolver 
entonces aplique el algebraicamente. La 
logaritmo a cada lado y propiedad biunívoca no 
utilice las propiedades de puede utilizarse cuando 
los logaritmos para resolver. cada lado de la ecuación no 
puede reescribirse como un 
único logaritmo con la 
misma base. 
7. п= –1 9. = $ 11. x=10 
13. No hay solución 15. p=log (2) -7 17. к= -199 
38 3 
In( => )—8 ш = )—3 
19. x= (8) 21. х= 1112 23. х = G) 
25. no hay solución 27. x=1n(3) 29. 1072 = чю 
= = 1. — 9-е 
31. n=49 33. k= 3 35. х= = 
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37. n= 39. No hay solución 41. No hay solución 
43. х= +10 45. х= 10 47. х= 0 
49. х= 3 51. х=9 

на 

1 

Es 155456705 01" 

5 

"3 

4 

5 

6 

E 
55. х=—5 57. х= 20 м3,2 


(20, 27710.24) 


Қх) = 6500е°0729 


6—44 
2 А 6 В 10 12 14 16 18 20 22 24 
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In(17) 
5 


log(38)+5 log(3) 


71. х= 4]ор(3) 


67. unos 5 años 69. z 2,078 
y 
25,000 
20,000 
15,000 
10,000 


5,000 


= 0,567 


(5, 20,000) 


o їз =x 
12 з 4 5 56 


73. x x 2,2401 75. ха -44655, 7143 77. aproximadamente 5,83 


4.7 Ejercicios de sección 


1. La semivida es una medida 3. El tiempo de duplicación es 5. Un orden de magnitud es la 


del decaimiento y, por lo 
tanto, se asocia a los 
modelos de decaimiento 
exponencial. La semivida de 
una sustancia o cantidad es 
el tiempo que tarda en 
decaer la mitad de dicha 


substancia o cantidad inicial. 


7. f(0) = 16,7. La cantidad 


presente inicialmente es de 
unas 16,7 unidades. 
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una medida de crecimiento 
y, por lo tanto, se asocia a 
los modelos de crecimiento 
exponencial. El tiempo de 
duplicación de una 
sustancia o cantidad es el 
tiempo que tarda dicha 
sustancia o cantidad inicial 
en duplicarse. 


9. 150 


potencia de diez más 
cercana en la que crece 
exponencialmente una 
cantidad. También es una 
posición aproximada en una 
escala logarítmica; 
respuesta de muestra: Los 
órdenes de magnitud son 
útiles cuando se hacen 
comparaciones entre 
números que difieren en 
gran medida. Por ejemplo, 
la masa de Saturno es 95 
veces mayor que la de la 
Tierra. Esto es lo mismo que 
decir que la masa de 
Saturno es de 
aproximadamente 10? 
veces, es decir, 2 órdenes de 
magnitud mayor que la 
masa de la Tierra. 


11. exponencial; f(x) = 1,2% 


13. 


19. 


25. 


31. 


37. 


4З. 


49. 


logarítmico 
1) 
10 
9 . 
8 ¿> 
7 g” 
6 . 
4 е 
3 
24 +. 
1 
+ + + + + 1e 
0123456780910 
alrededor de 1,4 años 21. 
— 2 S 
м= ўює(,) 
S \—3 
log (35) = 2M 
P 3M 27. 
So = 10 2 
3M 
S = So10 2 
aproximadamente 60 días 33. 
ҒО) = 1.350e(0,034662) , 39. 
después de 3 horas 
P(180) = 691,200 
T(t) = 90€ -0,0083778 475, 45. 
donde т está en minutos. 
Magnitud de MMS 5,82 51. 


15. logarítmico 17. Pit) 


y 1.0004 
131 900+ 


10} 
Ф 
. 
9} 
оС _—++—+—+ + X 
45678 9 10 1 12 13 
alrededor де 7,3 años 23. 4semividas; 8,18 minutos 


Supongamos que y = b* 29. A=125e 03567), A x 43 
para algún número real no mg 

negativo b de manera que 

b Æ 1. Entonces, 

In(y) = In(b*) 

In(y) = x1n(b) 

enO) = ох In(b) 


y = ех0 

A(t) = 250е(—0:008220), 35. r = —0,0667, Рог lo tanto, 
semivida: la tasa de decaimiento por 
aproximadamente 84 hora es de 

minutos aproximadamente 6,67% 
/@) = 25600681104). 41. aproximadamente 88 
tiempo de duplicación: minutos 
aproximadamente 10 

minutos 

aproximadamente 113 47. log(x)= 1,5; x % 31,623 
minutos 


NG) 71 53. C 


t 
+ -20-16-12-8 -4 4 8 12 16 20 
-100 
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4.8 Ejercicios de sección 


1. Los modelos logísticos se 3. El análisis de regresión esel 5. La intersección en y del 


utilizan mejor en aquellas 
situaciones que tienen 
valores limitados. Por 
ejemplo, una población no 
crece indefinidamente, ya 
que los recursos como los 
alimentos, el agua y el 
espacio son limitados, por lo 
que un modelo logístico es 
el que mejor la describe. 


proceso de hallar una 
ecuación que se ajuste lo 
mejor posible a un conjunto 
dado de puntos de datos. 
Para realizar un análisis de 
regresión en una 
herramienta gráfica, 
primero hay que listar los 
puntos dados en el menú 
STAT y luego EDIT. A 
continuación, grafique el 
diagrama de dispersión con 
la función STAT PLOT. La 
forma de los puntos de 
datos en el diagrama de 
dispersión sirve para 
determinar qué 
característica de regresión 
se debe utilizar. Una vez 
determinado esto, 
seleccione el comando de 
análisis de regresión 
apropiado en el menú STAT 
y luego CALC. 


gráfico de una ecuación 
logística corresponde a la 


población inicial del modelo 


demográfico. 


11. P(0) = 22; 175 


17. 4koi 


13. p=2,67 15. intersección en y: (0, 15) 


19. aproximadamente 6,8 
meses. 
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21. 


600 
550 
500 
450 
400 
350 
300 
250 
200 
150 
100 

50 


- Xx 
0 5 101520 


23. Unos 38 lobos 
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25. Unos 8,7 años 27. f(x)=776,682(1,426)* 29. Y 
7,000 
6,000 
5,000 
4,000 
3,000 
2,000 
1,000 
01234567" 
31. y зз. f(x) = 731,92e703038x 35. Cuando 

воо} /(х) = 250, х ғ 3,6 

550} © 

5001 

450} 

400+ 5 

350+ 

300+ ү 

2507 

200+ e 

150+ ө 

100+ ? 


Eiji == 88 
01234567 


37. у= 5,063 + 1,934log(x) 39. 41. 
10 104 


< 
< 


ь т с м с © 


х 
001234567 


PRA A+ >= anA во G 
0 12345678 


25,081 
43. С а ~ 45. d = д 47. =— HR 
3. Cuando /(10) = 2,3 Cuando f(x) = 8, х = 0,82 fœ) тах 180. 0505 


49. Alrededor де 25 51. y 53. 


y 
140 140 
190 4 190 
120 120 
1109 no 
100 100 
90. 90. 
80 80 
20 . 70 
60 60 
50 50 
20 a 
э» ө э» 
20 20 
10% 10 


P - -x 2 - х 
012345678 э 1011 12 18 14 15 16 17 19 012346567 8 9 1011 12 12 14 15 16 17 19 
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_1 In(a)ln( £1) 
55. Cuando f(x) = 68,х 4,9 57. f(x) = 1,034341(1,281204) 59. f~ (x)= —— 2 


g(x) = 4,035510; las curvas i 
de regresión son simétricas 
respecto a y = x, por lo que 
parece que son funciones 
inversas. 
Ejercicios de repaso 
1. decaimiento exponencial; el 3. у = 0,25(3)* 5. $42.888,18 
factor de crecimiento, 0,825, 
está entre Оу 1. 
7. decaimiento continuo; la 9. dominio: todos los números 11. g(x) = 7(6,5) х; 
tasa de crecimiento es reales; rango: todos los intersección en y: (0, 7); 
negativa. números reales estrictamente Dominio: todos los 
mayores que cero; intersección números reales. Rango: 
en y: (0; 3,5); todos los números reales 


mayores que 0. 


y 
10} 


+ EN A 
876534 32-101 1.234 
1] 


1 
13. 17% = 4.913 15. log,b=-% 17. x=643 =4 


19. log(00,000001) = —6 21. 10 (e70.8648) = -0,8648 23. 


25. Dominio: x > —5; Asíntota 27. logg (65xy) 29. In (E) 
vertical x = —5; 
Comportamiento final: 
dado que 


х > -5*, f(x) == у 
dado que 


х э 0%, f(x) > 0, 
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31. 


37. 


4З. 


49. 


55. 


61. 


67. 


log, (12) 33. In(2)+1n(b) + 
log(125) 
+17 
_ _log(5) _5 _ 
no hay solución 45. x=1n(11) 
x= +2 51. alrededor de 5,45 años 


/@) = 300(0,83); 57. aproximadamente 45 
РОА) x 3,43 g minutos 


exponencial 63. y =4(0,2)*; 


y y= 4e"1,609438x 


20 . 
10 a? 


. 
pna E 
0123456789104 


logarítmico; 
y = 16,68718 — 9,71860 In(x) 


y 
ao! 
38 


In(b+1)—ln(b—1) 
2 


41. 


47. 


5З. 


59. 
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36 
35. Е ) 


по hay solución 


a=e-3 
qa (х) = $/74x_ 1 


aproximadamente 8,5 días 


65. aproximadamente 7,2 días 
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Ехашеп де ргасїїса 
1. Unos 13 delfines. 3. $1.947 5. intersección en y: (0, 5) 
y 


4 
| 
| 
| 


Қх) = 5(0.5)* f(x) = 5(0.5)* 


-1+ 
' 
7. 8,5% = 614,125 s 1=(1)=2 11. In(0,716) х —0,334 
13. Dominio: x < 3; Asíntota 15. log, (12) 17. 3 0 (у) +20 (2) + поо 
vertical х = 3; 
Comportamiento final: 
хэ 37, (х) э —% y 
хэ —%, f(x) > 0 
1n(1.000) 
19. x= A д 2,497 21. а= nØ 23. no hay solución 
25. х=1п(9) 27. x= a 29. f(t) = 112e70019792, 


semivida: 
aproximadamente 35 días 


31. Т@) = 36e 00251311 + 35; T (60) ғ 431Е 33. logarítmico 


y 
22) 
21 


O A A r a 
0123456789104 
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35. exponencial; 37. logística; 
y = 15,10062(1,24621)* y= 18,41659 
5 1+7,54644е—0,68375х 
150! y 
140- ö 20 
1304 19 
1204 үн = 
1104 я 17 & 
100- 161 2 
20] е 15+ & 
804 . 
704 Ы 14+ 
60- 13+ 
504 g 12 Ы 
. 
40+ 114 
. 
89, . 10 
204 е * | . 
104 | 


w a зла Гуз АА а 
123456789410 


+ 


ке мю о ® ла ч о Ф 
O 
e 
е 
е 


+ 


Capítulo 5 
Inténtelo 
5.1 Ángulos 
3 o 
1. y 2. 3л 3. -135 
24ю TN 
/ ч 
t 
4. 1л 5. а = 150° 6. р = 60° 
7. e 8. 2058 = 37.525 al cuadrado 9. 1,88 
10. E rad/s 11. 1.655 kilómetros por hora 
5.2 Circulo unitario: funciones seno y coseno 
1. соѕ(7) = В sen(t) = a 2. со5(л) = —1, ѕеп(л) = 0 3. sen(t) = -5 
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4. aproximadamente 5. 3 6. (А 
0,866025403 
cos(315°) = КЕ ,5еп(315°%) = a 


со) = Y, sen (-2) = -4 


5.3 Las otras funciones trigonométricas 


№ _ М? z МЗ єл 
1. sen t = ——5—,со$ t= -—, 2. sen т = 3,0 2-2 
== = л = с^ = 
tan t = –1, sec t ү, tan = = 3 
csc t = — y2, cot t=-—1 т _ 2%3 x 3 
cse 3 = 5 ‚сот = 3 


sec (3%) = у, csc (=) = V2 cot (32) =1 


5. —2 6. sen t 7. cos t = -Ẹ, sen t = 15 tan t= -8 
8 
csc t = J2, cot t=-35 
sen і = —1,соз і =0,tan т = Indefinida 
8. 9. sec t= y2,csc t = \/2,{ап і = 1,cot t= 1 
sec ż= Indefinido, csc t = —1,cot 1=0 v2 v2 
10. x —2,414 
5.4 Trigonometría de triángulos rectángulos 
44 33 56 ad 
3 т 5 sit t = ¿cos t = z5 tan t = 56? 
25 і _ 65 56 
sec t= те,С5с Í= © сої t= зз 
3. sen (2) = z» cos (5) = 7 tan (4) =1, 4.2 5. adyacente = 10; 


opuesto = 1043; el ángulo 


que falta es © 


6. Unos 52 pies 
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5.1 Ejercicios de sección 


1. 4 3. El hecho de que el ángulo 5. La velocidad lineal es una 
sea positivo o negativo medida que se obtiene al 
lemna determina la dirección. Un calcular la distancia de un 
vá ángulo positivo se dibuja en arco en comparación con el 
= Масе айй el sentido contrario a las tiempo. La velocidad 
agujas del reloj, y un ángulo angular es una medida que 
negativo se dibuja en el se obtiene al calcular el 
sentido de las agujas del ángulo de un arco 
{ reloj. comparado con el tiempo. 
7. 9. 11. } 


13. 15. R 17. 240° 


19. 42 21. 2 23. 2% 211,00 in? 


25. 8% ж 12,72 cm? 27. 20° 29. 60° 
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31. -75° 33. radianes 35. —3x radianes 
i 5л А 5,027 ; 
37. m radianes 39. 6 radianes 41. BER 5,26 millas 
43. Бл д 8,73 centímetros 45. “E = 6,60 metros 47. 104,7198 cm? 
49. 0,7697 in? 51. 250° 53. 320° 
55. 4 57. ÉL 59. 1320 rad 210,085 rpm 
61. 7 іп/5, 4,77 rpm, 28,65 63. 1.809.557,37 mm/min = 30,16 m/s 65. 5,76 millas 
deg/s 
67. 120° 69. 794 millas por hora 71. 2.234 millas por hora 
73. 11,5 pulgadas 
5.2 Ejercicios de sección 
1. El círculo unitario es un 3. Los ángulos coterminales 5. Los valores del seno son 
círculo de radio 1 centrado comparten el mismo lado iguales. 
en el origen. terminal. Un ángulo de 


referencia es el tamaño del 
ángulo agudo más 
pequeño, tf, formado por el 
lado terminal del ángulo t 
y el eje horizontal. 


7. 1 9. IV 11. s 

13. 1 15. ка 17. 0 

19. -1 21. da 23. 60° 

25. 80° 27. 45° 29. £ 

31. 5 33. ч 35. 60°, cuadrante IV, 


sen(300°) = — У?, cos(300°) = 1 


37. 45°, cuadrante II, 39. 60°, cuadrante П, 41. 30°, cuadrante П, 
оу 1 

sen(135°) = Y, sen(120°) = У, sen(150°) = r 

ol оу МЗ 

со5(135°) = –У2 cos(120°) = – 5 соз(150°) = – 5 
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43. © Cuadrante Ш, 45. T cuadrante II, 47. 3i cuadrante II, 
Јлу _1 
sen( 6/7 2. ѕеп(37) = Е, ѕеп(27) = а, 
Тлу _ 3 2л\ 1 
cos) = –-5 cos (47) 2200 соз ( з / 9 
49. J cuadrante IV, 54. a 53. Е 
Тлу y2 
sen( 7 = A 
Tay y2 
соѕ(-2) == 
55. (-10, 10 3) 57. (2,778, 15,757) 59. [-1,1] 
61. sent = 1,совг = -X 63. sen pa дав TE 65. sen t= УЎ cos t=-1 
67. sen t= он і = va 69. sen Г = 0, соѕ f=-—1 71. sen г = —0,596, cos т = 0,803 
73. sen f= 4, cos t= у 75. sen t= -4, cos t= КЕ 77. sen t = 0,761, соѕ ft = —0,649 
79. sen Г = 1, соѕ ї = 0 81. -0,1736 83. 0,9511 
85. -0,7071 87. -0,1392 89. -0,7660 
v2 v6 v2 
91. zS 93. == 95. т 
97. 99. 0 101. (0,-1) 
103. 37,5 segundos, 97,5 
segundos, 157,5 
segundos, 217,5 
segundos, 277,5 
segundos, 337,5 
segundos 
5.3 Ejercicios de sección 
1. Sí, cuando el ángulo de 3. Sustituya el seno del ángulo 5. Las salidas de la tangente y 
referencia es 2 y el lado por y en el teorema de la cotangente se repetirán 
terminal del ángulo está en Pitágoras х? + у? = 1, cada л unidades. 
los cuadrantes 1 y III. Así, en Resuelva para x y tome la 
X= z, 3л, los valores del solución negativa. 
seno y del coseno son 
iguales. 


7. 210 9. \З 11. y2 
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13. 1 15. 2 17. x 
243 
19. -Y 21. уЗ 23. -y2 
25. -1 27. -2 29. a 
31. 2 33. r 35. -2 
37. -1 39. Silos valores de 41. sec t = 2, csc t = 25 
2ү2 
sen 1===3=, Sec t= —3, tan 1= уЗ, сост = Y 
csc t = = 
tan t = 24/2, cot t = х2 
43. Е 45. 3,1 47. 14 
49. sen t= Y cos = У tan t=1,cot t = 1, ѕес t = V2, csc t= y2 51. sen t= „А в t= – 2, 
tan t = V3, сої t= a 
sec t = —2, csc t = 28 
53. -0,228 55. -2,414 57. 1,414 
59. 1,540 61. 1,556 63. sen (7) ғ 0,79 
65. csct = 1,16 67. números 69. números 
t_ етк 
71. Ке = tan t 73. 13,77 horas, periodo: 75. 7,73 pulgadas 
1.0007 
5.4 Ejercicios de sección 
1. З. La tangente de un ángulo es 5. Por ejemplo, el seno de un 


el cociente entre el lado 


Lado Hipotenusa 


opuesto 


Lado adyacente 


opuesto y el lado adyacente. 


ángulo es igual al coseno de 
su complemento; el coseno 
de un ángulo es igual al 
seno de su complemento. 


_ 20⁄3 _ 404/3 
7. £ 9. 2 11. b= S, c= E 
13. a= 10.000,с = 10,0005 15. b= У? c= 10У? 17. Y? 
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5 v29 5/41 
19. 3 21. У= 2з. 2 
41 
25. 5 27. ye 29. с= 14, b=743 
31. а= 15, b=15 33. Б = 9,9970, c= 12,2041 35. a= 2,0838, b= 11,8177 


37. а = 55,9808, с = 57,9555 39. а = 46,6790, b = 17,9184 41. а = 16,4662, с = 16,8341 
43. 188,3159 45. 200,6737 47. 498,3471 ріеѕ 
49. 1.060,09 ріеѕ 51. 27,372 ріеѕ 53. 22,6506 ріеѕ 


55. 368,7633 ріеѕ 


Ejercicios de repaso 


1. 45° 3. -u 5. 10,385 metros 
2л 
7. 60° 9. TÍ 11. , 
Р 
| 
| f 
\ f; 
\, 
жы. | „^^ 
' 
13. à 15. 1.036,73 millas por hora 17. КЕ 


19. -1 21. 


Ala 


25. [-1,1] 27. 1 29. 4/2 
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42... 42 

31. y2 33. 0,6 35. 2o0-£ 
37. seno, cosecante, tangente, 39. ЕО 41. 0 

cotangente 
43. b=8,c=10 45. YY 47. a=4, b=4 
49. 14,0954 pies 
Examen de práctica 
1. 150° 3. 6,283 centímetros 5. 15° 
7. à 9. 3,351 pies por segundo, 1л 11. " 


radianes por segundo 


Y 
13. [-1,1] 15. y3 17. E 
уз _9 ,_ ОМЗ 
Capítulo 6 
Inténtelo 
6.1 Gráficos de las funciones seno y coseno 
1. бл 2. 5 comprimida 3. >: derecha 
4. 2 unidades hacia arriba 5. línea media: y = 0; 6. f(x)= sen(x)+2 
amplitud: |A| = 2; periodo: 
— Эже: 
Р = BI = бл; 
desplazamiento de fase: 
С. 
В = л 
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7. dos posibilidades: 8. аб) 9. 
ко 2) 
== л Л 
y =—4зеп (2х + E) +4 і 
línea media: у = 0; amplitud: 
| |A| = 2; periodo: P = 71 = 6; 
| desplazamiento de fase: 
fe ec _1 
ш; в 2 
línea media: у = 0; amplitud: 
|A| = 0,8; periodo: 
P= и = л; desplazamiento 
de fase: 5 = 0 o ninguna de las 
anteriores 
10. 7 11. y=3c0s(x)-4 
y 
1 
05 
EEE DA 
ш 
6.2 Gráficos de las otras funciones trigonométricas 
1. 2. Se гећејагіа a través de la 3. g(x) =4tan(2x) 


línea y = —1, para 
convertirse en una función 
creciente. 


Fi ; 


a N -* 
EERE”) 
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4. Se trata de una reflexión 5. 
vertical del gráfico anterior 


porque А es negativo. 4 Р, Ка) === ese (4x) 


2 
y | 
10* - Р 


9} - в 


a+ =, | 
| | 
71 $ | 


— 


+ 


шо чу © «© > о № ы © ы sos 
х Ш =. „= „ме Уз. Ж. З чэй. e ЫЙ... 


4—1 


H 
© 
-; 


6.3 Funciones trigonométricas inversas 
1. arccos(0,8776) = 0,5 2.0 Б A 


4. sen™!(0,6) = 36,87° = 0,6435 5. £; + 
radianes 


ayz 


9 


N 
ЖЕ 
со 
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O 
O 


y 


wa 


3. 1,9823 o 113,578° 


6.1 Ejercicios de sección 


1. Las funciones seno y coseno 
tienen la propiedad de que 
f(x + P) = f (x) para un 
determinado P. Esto 
significa que los valores de 
la función se repiten para 
cada P unidades en el eje x. 


f(x) 


amplitud: 3; periodo: 2л; línea 
2 


3 
se produce en x = 0; mínimo: 
y= -4 se produce en x = 7; 
para un periodo, el gráfico 
comienza en 0 y termina en 27 


media: y = 0; máximo: y = 


13. 


amplitud: 4; periodo: 2; línea 


media: y = 0; máximo: y = 4se 


produce en x = 0; mínimo: 
y =-4 se produce en x = 1 


3. El valor absoluto de la 
constante A (amplitud) 
aumenta el alcance total y la 
constante D 
(desplazamiento vertical) 
desplaza el gráfico 
verticalmente. 


amplitud: 4; periodo: 2л; línea 
media: y = 0; máximo y = 4 se 
produce en x = J; mínimo: 

y =—4 se produce en x = 


7>? 
un periodo completo ocurre 
desde x = 0 hasta x = 27 


15. 


+ H + + 4 + 
AI A, жоу Жы ж 
4 16 8 16 16 8 1 
amplitud: 3; periodo: T línea 


un periodo de x = 0 hasta 
= п 
=g 


media: y = 5; máximo: y = 8 se 
produce en x = 0,12; mínimo: 

y = 2 se produce en x = 0,516; 
desplazamiento horizontal: —4; 
traslación vertical 5; se produce 
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En el punto en el que el lado 
terminal de 7 interseca el 
círculo unitario, se puede 
determinar que el sen f es 
igual a la coordenada de la y 
del punto. 


f(t) 


amplitud: 1; periodo: л; línea 
media: y = 0; máximo: y = 1 se 
produce en x = л; mínimo: 


y = —1 se produce en x = 4 


72° 
un periodo completo se grafica 
desde х = 0 hasta x = л 


17. 


Za, línea 
media: y = —2; máximo: у = 3 
se produce en x = 0,08; 
mínimo: y = —7 se produce en 
x = 0,71; desplazamiento de 
fase: —4; traslación vertical: —2; 
un periodo completo puede 


graficarse en x = O hasta 
2a 
5 


amplitud: 5; periodo: 


х= 
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19. 21. 23. amplitud: 2; línea media: 
y = —3; periodo: 4; 
ecuación: 


/(х) = 2 sen (2х) -3 


+ HA A ——+ 
Er -2m Sr 2m О 2т 4т 27 
3 3 3 -1 3 3 

' 


amplitud: 1; periodo: 47; línea 
media: y = 0; máximo: y = 1 se 
produce en т = 11,52; mínimo: 
y = —1 se produce en т = 5,24; 


amplitud: 1; periodo: 2л; línea 
media: y = 1; máximo: y = 2 se 
produce en x = 2,09; máximo: 


y = 2 se produce en t = 2,09; desplazamiento de fase: — 107; 
mínimo: y = 0 se produce en , , 3 
Е desplazamiento vertical: O 
t = 5,24; desplazamiento de 
fase: а traslación vertical: 1; 
un periodo completo es de 
t=0at=2x 
25. amplitud: 2; periodo: 5; 27. amplitud: 4; periodo: 2; 29. amplitud: 2; periodo: 2; 
línea media: y = 3; línea media: y = 0; línea media: y = 1; 
ecuación: ecuación: ecuación: 
fŒ) = -2cos (x) +3 /(х) =—4соз (л (x — Z) ) f(x) = 2cos (zx) +1 
31. 0,л 33. sen(5) =1 35. 2 
37. f(x) = senx es simétrico. 39. з? у 41. Máximo: 1 en x = 0; 


43. Se añade una función lineal a 
una función seno periódica. El 
gráfico no tiene amplitud 
porque, al aumentar la función 


lineal sin límite, la función 


45. No hay amplitud porque la 


función no está acotada. 


fo) 
әй 


mínimo: —1 alas х = л 


47. El gráfico es simétrico con 
respecto al eje y; además, no 
hay amplitud porque los límites 
de la función disminuyen a 
medida que |x| aumenta. 


combinada h(x) = x + senx al Parece que hay una asíntota 
también aumentará sin límites. àl horizontal en y = 0. 
El gráfico está acotado entre los 2] у 
gráficos de y= х + 1уу = xl | 2} 
porque el seno oscila entre -1 y | LLORAN OOO 
1. 5 Тл -4х -3х-2к £ oy КИ” гла 
T H 

h(t) ; 2} 

6 ' 

5 

4- 

3 

2 

1 

0 зт к 


міч 
л 
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6.2 Ejercicios de sección 


1. Dado que у = csc xes la 3. Las respuestas variarán. 5. El periodo es el mismo: 2л. 
función recíproca de Utilizando el círculo unitario, 
y = sen x, se puede trazar se puede demostrar que 
el recíproco de las tan (x + л) = tan х. 


coordenadas en el gráfico 
de y = sen x para obtener 
las coordenadas de la y de 
у = csc x. Las 
intersecciones en x del 
gráfico y = sen x son las 
asíntotas verticales del 
gráfico de y = csc x. 


7. IV 9. II 11. periodo: 8; desplazamiento 
horizontal: 1 unidad a la 
izquierda 

13. 1,5 15. 5 17. — cot x cos х — sen x 

19. 10 21. sa 

4 i Р 1 s 
‚8+ i | і UJ 
А - | 
' 1 ' ' ' ' 
П 1 i i 8 i ' 
Í - | | ; Н 
1 1 H Н 4 Н i 
| - ! | ' і 
- - z —+ 3 —+ — { ——+ К^ 
і ! | О. | | 
' ' ' ' Р ' ' 
з H + X A i 8 Г\ ' ! 
Зп п Ir Gr т i i н i i 
- -+ È ' i 12 ' i 
4 16 8 46 16 ! ! ! ' 
' ' ' ' -16 : ! 
i f44 Н 
4 Б H factor de estiramiento: 6; periodo: 6; 
! T ! asíntotas 
: "вг ‚ х = 3k, donde k es un número entero 


factor de estiramiento: 2; periodo: T: asíntotas: 
x= (4 + xk) + 8, donde k es un número entero 


+X 
tero 


е E 
Ka R © 
3 N © 
E ба g Е 
e o ooo -- mom -. ooo Ет © Na] 
5 E | э $ 
= .. o + Беч 2 z 
Б R pæ © Б 
; E; e | SE 
o i e > 
уны Б}з--------- © Б Е 5 ЛӨР T А E 
8 Е 8 о ceobodeociociodocbeadedo с a 
E 
5 E Е 2 HEIN E yo] 
o © © £ | © E 
о. = a E | = E 
a 3 2 TÉ б а 
~ 6 ы s t Boy 
5 а 5 aaa eE, 5 ¥ 
Е = E РА = y k 
o Ф TAN v u 
© © E Š [9 ои 
ж, = б 5 = z +E azi 
X o © p ; ү С |! о = 
Е т © € Sy? ' Sm» 
e e е 
3% о 5. 
сЕ а = © Rio m 
SE ВЕП = 
`л л 
© © | g б R У 
шо х Б 
К Я E 
“ 2 
о x З 5 
ҳ ¿e о = R = 
ко 3 g E tejo де 8 
id de > odds 5 5 3 Б 4 Е e 
© © o De = E 
T 3 8 a $ 
2 Е a 8 +1 та = 
a E T E E = 
= g 5 а а-аа cono ---. 5 3 5 
о $ 2 5 sx Е РА Е 
E o ) 
< С Ф = Ф ES AS ++ ст a У 
x К о > E e У ч ; Rar Е 2 E 
©. Е е б © аи 1 жаш». © E E 
z Е 
zz ð gug La В E El 
eE 983 t К © 
Ф 3 Ü 2 yo] ! Ф о Кє © 
38 DES A 9 БӘ Е 
H хо cm | = © 
Gogl BE y Ss 8 
g о м ч 8 
wo к ña < 
9 e N 
“= N 
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f(x) 


35. 


factor de estiramiento: 2; periodo: 2л; 


asíntotas: 


tero 


ишето еп 


+ zk, donde k es un nú 


л 
4 


x= 


43. f(x)=2cscx 


41. f(x) = сѕс (4х) 


f(x) = csc (2х) 


39. 


47. 


1 tan(1007x) 


Fx) 


45. 
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51. о 53. y 55. © (4, 2); 
n “ в Я 2. 
® 


+x 


- - 
20007 20007 


A RR 


a ic ИРИДЕ 


х 


0 
Дз 

t 
© x=-5yx=3;la 
distancia crece sin límites a 
medida que |x| se aproxima a 
Si es decir en ángulo recto 
con la línea que representa el 
norte, el barco estaría tan 
lejos que el pescador no 
podría verlo; 


(BD) 3; cuando x = =з: е! 


[| 
юн 

! 
wla 
ola 
wja 
mi 


E 
6 


barco está a 3 km; 

. ~ E 
(5) 1,73; cuando x = 6° е! 
barco está а unos 1,73 km; 
(Е) 1,5 km; cuando x =0 


57. ®© һ(х) =2tan (4x); 


fx) 
1001 


05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 *^ 
© A(0) = 0: después de O 
segundos, el cohete está a 0 
millas sobre el suelo 

h (30) = 2 : después de 30 
segundos, los cohetes están a 2 
millas de altura; 

(D) A medida que x se acerca a 
los 60 segundos, los valores de 
h (х) aumentan cada vez más. 
La distancia al cohete aumenta 
tanto que la cámara ya no 
puede seguirlo. 
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6.3 Ejercicios de sección 


1. Lafunción y = sen x es 3. 
biunívoca en [=®, 3] ; así, 
este intervalo es el rango de 
la función inversa de 
у = sen x, f(x) = sen”! х. 
La función y = cos x es 
biunívoca en [0, л]; así, este 
intervalo es el rango de la 
función inversa de 
y = cos x, f(x) = cos”! х. 


7. Verdadero. El ángulo, 6, que 9. 
es igual a arccos(—x), x > 0, 
será un ángulo de segundo 
cuadrante con ángulo de 
referencia, 02, donde Ө» es 
igual a arccos x, x > 0. Dado 
que 6, es el ángulo de 
referencia para 04, 
0, = л — 01 y arccos(-x) = 
л — arccos x- 


13. -£ 15. 

19. 0,93 21. 

25. 0 27. 

31. -4 33. 

37. —=!1 39. 
V=x2+2x 

аз. У?*+! 45. 


A es la medida del radián 


de un ángulo entre $ y 7 
cuyo seno es 0,5. 


ala 


5. 


17. 


23. 


29. 


35. 


41. 


47. 
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Para que cualquier función 
tenga una inversa, deberá 
ser biunívoca y pasar la 
prueba de la línea 
horizontal. La función seno 
regular no es biunívoca, a 
menos que su dominio esté 
restringido de alguna 
manera. Los matemáticos 
han acordado restringir la 
función seno al intervalo 
[-5, 5] para que sea 
biunívoca y posea una 
inversa. 


1,98 


0,56 radianes 
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49. 51. aproximadamente 53. 0,395 radianes 
x = 0,00 
dominio [—1, 1]; rango 
[0, z] 
55. 1,11 radianes 57. 1,25 radianes 59. 0,405 radianes 


61. No. El ángulo que forma la 
escalera con la horizontal 
es de 60 grados. 


Ejercicios de repaso 


1. amplitud: 3; periodo: 27; línea 3. amplitud: 3; periodo: 2x; línea 5. amplitud: 3; periodo: 2x; línea 
media: y = 3; sin asíntotas media: y = 0; sin asíntotas media: y =-4; sin asíntotas 


х) 
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2л. 


3 * 
media: у = —1; sin asíntotas 


9. factor de estiramiento: 
ninguno; periodo: л; línea 
media: y =-4; asíntotas: 


7. amplitud: 6; periodo: línea 


fix) 
5} 


número entero 


fx) 


те pjp РЕР 


13. amplitud: ninguna; periodo: 27; 
sin desplazamiento de fase; 
asíntotas: x = Šk, donde k es 


2%, 


5, 


un número entero impar un número entero 


x= 5 + zk, donde k es un 


15. amplitud: ninguna; periodo: 
sin desplazamiento de fase; 
asíntotas: x = ЗК, donde k es 


11. factor de estiramiento: 3; 
periodo: F línea media: 
y = —2; asíntotas: x = z + тк 
donde k es un número entero 


fo) 


— 
© 


e омы л Фо ч со «Фо 


‚=з == == ә = == == = == ө = == = фи ф = ве» «в чан аө а атш изв өө ара ө єк ерш «взен эз жые» 


17. 


amplitud: ninguna; periodo: 47; 
sin desplazamiento de fase; 
asíntotas: x = 27rk, donde k es 
un número entero 


f(x) 1) 
; 10$ ; 
| s} | 
pos 
| : i 
| 2 | 
vel 8 а з 
EA 9: Y A + 2 
10 5 10 2 10 5 


A o ИЖИ; 
а 


D 
Mo о р 


19. тауог: 20.000; тепог: 
4.000 


21. amplitud: 8.000; periodo: 
10; deslizamiento de fase: 
0 


23. 


En 2007, la población 
prevista es de 4.413 
habitantes. En 2010, la 
población será de 11.924 
habitantes. 
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25. 5 pulgadas. 27. 10 segundos 29. A 
31. 4 33. 5 35. No hay solución 
37. 12 39. Los gráficos no son simétricos 41. Los gráficos lucen idénticos. 
con respecto a la línea y = x. y 
Son simétricos con respecto al 1} 
eje y. 0.8+ 
y 0.6+ 


Бї 0.4- 


e 


< + 

-2т к и 4-1] 
¡Ni 
ШЦ A 
t-34 


П 
> 


Examen de práctica 


1. amplitud: 0,5; periodo: 2л; línea 3. amplitud: 5; periodo: 27; línea 5. amplitud: 1; periodo: 2л; línea 
media y = 0 media: y = 0 media: y = 1 


y 
el 
54 


4+ 
3+ 


=x 
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7. amplitud: 3; periodo: бл; línea 9. amplitud: ninguna; periodo: 7; 11. amplitud: ninguna; periodo: 
media: y = 0 línea media: y = 0, asíntotas: zz, línea media: y = 0, 
2 
қ) х = < + лк, donde k es un asíntotas: х = 2 К, donde k es 
at número entero un número entero 
100 
del ' C fo) 
13. amplitud: ninguna; periodo: 27; 15. amplitud: 2; periodo: 2; 17. amplitud: 1; periodo: 12; 
línea media: y = —3 línea media: y = 0; desplazamiento de fase 
f(x) = 2 sen (л (х— 1)) —6; línea media y = —3 
. Ta =x 
т т 
19. D(t) = 68 – 12sen (Æx) 21. periodo: 2; 23. f(x) = sec (zx); periodo: 
desplazamiento horizontal: 2; desplazamiento de fase: 
=] 0 
25. 4 27. Las vistas son diferentes 29. + 


porque el periodo de la onda es 
Z. En un dominio más grande, 
habrá más ciclos del gráfico. 


n(x) 
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31. Еп los intervalos aproximados 33. f(x)=2c0s (12 (x + 2)) +3 
(0,5, 1), (1,6, 2,1), (2,6, 3,1), (3,7, 4,2) , (4,7, 5,2) , (5,6, 6,28) 


f(x) 


m 5n т т т т 0 
4 24 6 8 12 241: 


35. Este gráfico es periódico соп ип 37. 3 39. 5 
periodo de 2л. 
45. 211 
: x 
47. Falso 49. aproximadamente 0,07 
radianes 
Capítulo 7 
Inténtelo 
7.1 Resolver ecuaciones trigonométricas con identidades 
= 1 0 
csc Өсоѕ Otan 0 = (z) cos o (522) КОН сов б 
_ cos 8 (sen 6) esc Ө ~ 1 
— sen Ө \cos O sen 0 
— sen cos 0 — cos 0 sen 0 
— sen Өсоѕ 0 — sen Ө 1 
1. = 1 2. = соз 0 
веп20-1 — (sen 0+1)(ѕеп 0—1) 
3, tn Өзеп @-tan 0 tan Ө(ѕеп 0—1) 4. Esta es una fórmula de diferencia de 
= sen tl cuadrados: 


25-9 sen? 0= (5—3 sen 05 +3 sen 0). 
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cos 0 (Em 2) — s 0(1—ѕеп Ө) 

l+sen Ө \ l-sen 0 1-ѕеп20 

cos 0(1—ѕеп 0) 
соѕ20 


— l-sen 0 
5. T cos 0 


7.2 Identidades de suma y resta 


y diva y YEN 
: Е 1+уЗ 
аю шп e 
tan(x — 0) = 1-+tan(x) tan 0 
= Dian 0. 
— 1+0-ап 0 
5a = —1{ап 0 
4. cos (3 ) j 


7.3 Fórmulas del ángulo doble, el ángulo medio y la reducción 


1. cos (20) = + 2. cos*9— sento = (соѕ20 + ѕеп20) (соѕ20 — ѕеп20) = соѕ (20) 


w 


cos (20) cos 0 = (соѕ20 — sen?0) cos 0 = cos? — cos Өзеп^@ 


10соз®х = 10costx = 10(соѕ2 e 


2 
10 [en | Sustituya la fórmula de reducción para el coseno? x. 


= 211 + 2 cos(2x) + cos? (2x)] 


1+со5 2(2x) 
2 


2 


4. = 10 + 10 cos(2x) + 10 ( ) Sustituya la fórmula de reducción para el coseno” x. 


= 10,10 10,10 
1 +3 cos(2x) + s tp cos(4x) 


= 30 + 5 соѕ(2х) + 10 соз(4х) 


= Le + 5 cos(2x) + 2cos(4x) 


slo 


7.4 Fórmulas de suma a producto y de producto a suma 
з, 6 


4 


1. $ (cos 60 + cos 20) 2. > (sen 2x + sen 2y) 


2n— 0 0 2 
tan Ө cot 0 — соѕ20 = (деп ё 5) (a р) — cos Ө 
4. 2 sen (20) cos (0) 5. = 1 — cos20 


= sen? 0 
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7.5 Resolver ecuaciones trigonométricas 


1. x= Z, Uz 2. 2 +лк 3. 0 x 1,7722 + 2лку 
0 x 4,5110 + 2л 

mon = л 2л 4n 3л 

4. cos Ө=—1, 0=x 5. 22332 


7.6 Modelado con funciones trigonométricas 


1. La amplitud es 3, y el 2. 3. у= 8 sen (Zt) +32 
i 2 х 3sen(3x) а 
periodo es 3: La temperatura alcanza el 
0 0 punto de congelación al 
mediodía y a medianoche. 
zZ 3 
6 
m 
3 0 
л 
> 3 
2 А 
ж o з 
12 ' 
el 
4 + . 
A a С; 
0 4 в 12162024 
4. desplazamiento inicial =6, 5. у= 10е—0-5 cos (лї) 6. у= 5 соѕ (блї) 


constante де 
amortiguamiento = -6, 
2 


frecuencia = = 


7.1 Ejercicios de sección 
1. Lastres funciones, F, Gy Н, son pares. 


Esto se debe a que 
F(=x) = sen (-x) sen (—х) = (— sen x)(— sen х) = веп^х = F (x),G(=x) = cos (—x)cos(—x) = cos xcos х = соѕ2х = С (х) 
у Н (—х) = tan (—x) tan (х) = (tan х) (– (ап х) = іап2х = Н (х). 


2 


3. Cuando cos f = 0, entonces 5. sen x 7. sec x 
sec t = 2, que es indefinida. 


9. csc t 11. —1 13. sec?x 
2 1 1 
15. $еп х+1 17. жей 19. wot x 
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21. tan x 


+V 1-ѕеп2х 


sen x 


27. 
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23. —4sec xtan x 25. + Ц 


29. Las respuestas variarán. Una 


prueba de ejemplo: 


COS x — соз? x = соз x (1- cos? x) 


2 


= cos xsen” x 
31. Las respuestas variarán. Una prueba de ejemplo: 
2 2 
1+еп-х = —- EZ = sec?x + tan?x = tan? x + 1 + tan? x = 1 + 2tan? x 
со5= х со5= х сох 


ѕес2х + 1 = 2 — sen? 2 


х — ес х 


33. Las respuestas variarán. Una prueba de ejemplo: 
cos? x — tan? x = 1 — sen? x (sec? x 1) = 1 — sen? x 
35. Falso 37. Falso 


41. Verdadera 


39. Comprobado con identidades 
negativas y pitagóricas 


3 ѕеп20 +4 соѕ20 = З ѕеп20 +3 соѕ20 + cos?0 = 3 (ѕеп20 + соѕ20) + соѕ20 = 3 + соѕ20 


7.2 Ejercicios de sección 


1. Lasidentidades de la 3. 


cofunción se aplican a los 
ángulos complementarios. 
Al ver los dos ángulos 
agudos de un triángulo 
rectángulo, si uno de esos 
ángulos mide x, el segundo 
ángulo mide 2 = х. 
Entonces 

senx = cos (2 —x). Lo 
mismo ocurre con las demás 
identidades de cofunción. La 
clave es que los ángulos 
sean complementarios. 


3 
13. -Żcosx — УЗ еп 


19. tan (45) 


. -2 - y3 
15. csc 


21. sen(a — b) = ( 


g 26 


sen (—х) = — sen x, por lo que 7 


sen x es impar. 
cos (—x) = cos (0 — x) = cos x, 
por lo que cos x es par. 


У ый» = N coss 


11. 3 3 


17. cotx 


PES 
М.У 
~ 
mia 
м 

| 
Ps, 
Lau 
М. 
Ш 

N 
U 

N 
М 

i 
a 

ul O 

N 


cos(a + b) = ( 


arju 
м 
~ 
w|—= 
— 
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29. 


З5. 


41. 


47. 


51. 


55. 


2-y6 
ар 25. senx 
cot(Z + х 31. enx y cosx 
(4 ) y2 y2 
1 
0.8 
үз 
D 
= р 0 
2 = т 9\2" pan Se E = 2 
0.4 
0.6 
0.8 
1 
Son los diferentes; pruebe 37. Son iguales. 


g(x) = sen (9х) — cos (3x) ѕеп (бх). 


Son diferentes; pruebe 43. — Уз-1 ‚ о — 0,2588 
_ tanx—tan(2x) 2y/2 
80) = aaa" 


33. Son iguales. 


39. Son los diferentes; pruebe 


45, 143 


2y/2 


= ] — tan a tan b 


л\_ 
tan (x+ 2) = 
тап x+tan( z cos(a+b) _ 
DOAA AO 49 cosacosb 
1—tan x tan( 4) ` соѕасоѕь _ sena sen b 
4 cos a cos b cos a cos b 
{апх+1_ _ tanx+l 


1—їапх(1) 7 1—tan x 


cos(x+h)—cosx _ 
-r 


cos xcosh—sen xsenoh—cosx __ 53. Verdadero 
үл = 3 


һ—1)—5 h — 
cos x(cos 2 sen х вепоһ _ соё cosh 1 sen х en h 


Verdadero. Observe que 
sen (æ + fp) = sen (л — y) 
y expanda el lado derecho. 
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g (0) = 


‚о 0,9659 


2 tanó 
1—tan20 


7.3 Ejercicios de sección 


1. Utilice las identidades з. Ls _зепх_ al 


| ры Б ЕЕ sen x ” l+cos х” 
pitagóricas y aísle el término 


del cuadrado. 


vl+c0s x, 


respectivamente. 


11. 2 sen (2) 13. 


17. 2+ үЗ 


10 6 15 
з. ayk o пе Шш 
29. со5(74°) 31. соѕ(18х) 


35. -2 sen (х) соѕ (х) = —2(— sen (х) cos (х)) = sen (2х) 


5. а) SM! Ы y yA 


multiplicar la parte superior 
e inferior por y 1 — cos ху 


27. 24/13 3413 2 


13 °? 13 ?°3 
33. 3sen(10x) 


sen(20 2 sen(0) cos(0 
Tot dl a <= tan? 0 
37. 2sen(0) cos(9) y an? p= o ta 2g= 
2cos20 с 
tan бїап^ 0 = tan 0 


39. 1+cos(12x) 41. 3+cos(12x)-4 cos(6x) 43. 2+cos(2x)-2 cos(4x)-cos(6x) 
2 8 32 
45 3+cos(4x)-4 cos(2x) 47 1—соѕ(4х) 49 3+cos(4x)-4 cos(2x) 
" 34+cos(4x)+4 cos(2x) i 8 ` 4(cos(2x)+1) 
1 4 
51. онн х 5З. 4sen xcos х (cos x— sen? x) 
2sen x 2sen x 
55, 2tan x _ cosx _ COS х = 57, 2500 xcos x _ sen(2x) _ tan(2x) 
1+tan2x 1+ sen? x соѕ2 х+ѕеп2х 2соѕ2х-1 cos(2x) 
5 соѕ2х соѕ2х 
25еп х cosóx _ = 
TEN = 2senxcos х = sen(2x) 
sen(x + 2х) = зеп xcos(2x) + sen(2x) cos х l+cos(2) _ 1+2сов2т—1 
2 2 sen(2f)—cos t 2 sen t cos t—cos t 
= sen х(сов^х — sen“ х) + 2 ѕеп xcos xcos x 2 
59. 61. — _—— 2cost __ 
= sen хсоѕ2х = sen? x + 2 sen xcos? x cos 1(2 sen 1—1) 


= Зѕеп xcos?x — sen? х 


2 cost 


T 2sent-1 
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(cos? (4х) — sen? (4х) — sen(8x))(cos? (4x) — sen? (4х) + sen(8x)) = 
= (cos(8x) — ѕеп(8х))(соѕ(8х) + sen(8x)) 

= cos?(8x) — sen? (8x) 

= cos(16x) 


63. 


7.4 Ejercicios de sección 


1. Sustituya а еп coseno y 3. Las respuestas variarán. Hay 5. 8 (cos (5х) — cos (27x)) 
В еп seno y evalúe. algunas ecuaciones que 
implican la suma de dos 
expresiones trigonométricas 
y que, al convertirlas en 
producto, son más fáciles de 


resolver. Por ejemplo: 
sen(3x)+sen x _ 
osx Al 


convertir el numerador en 
un producto, la ecuación se 


convierte en: 
2 sen(2x)cos x =1 
cos x 
7. sen (2х) + sen (8x) 9. (cos (6x) — cos (4x)) 11. 2 cos(5f)cos t 
13. 2 cos(7x) 15. 2 соѕ (бх) соѕ (3х) 17. 1(1 + v3) 
19. 1(Мз-2) 21. 1+(Мз-1) 23. соз (80°) — соз (120°) 
25. 4 (sen(221°) + sen(205°)) 27. y2 cos (31°) 29. 2 соѕ(66,5°) sen(34,5°) 


31. 2 sen (—1,5°) cos (0,5?) 


2 ѕеп(7х) – 2 senx=2 ѕеп(4х + Зх) – 2 sen(4x — Зх) = 
2(sen(4x) cos(3x) + sen(3x) соѕ(4х)) — 2(sen(4x) cos(3x) — sen(3x) cos(4x)) = 

33. 2 sen(4x)cos(3x)+2 sen(3x) cos(4x)) – 2 sen(4x)cos(3x)+2 sen(3x) cos(4x)) = 
4 sen(3x)cos(4x) 


35. sen x + sen (3x) = 2 sen (Ж) cos (=) = 37. 2 tan x cos (Зх) = 


2 sen(2x)cos x = 2(2 sen x cos x)cos x= 


2 sen х cos(3x) _ 2(0,5(sen(4x)—sen(2x))) 
cos x = cos x 


= z z (веп(4х) — sen(2x)) = sec х (sen (4х) — sen (2х)) 


4 sen x cos? x 


39. 2 cos(35°)cos(23°), 10,5081 41. —2 sen(33°)sen(11°), —0,2078 43. 4 (cos(99°) — cos(71°)), —0,2410 


45. Es una identidad. 47. No es una identidad, sino 49. tan (37) 


2 cosx. 
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51. 2 cos(2x) 


53. —sen(14x) 


55. Comience con cos х + соз y. Haga una sustitución; supongamos que x = a+ ду 
supongamos que y = а — ß, por lo que cos х + соз y se convierte en 
cos(a + f) + cosía — fp) = cosacos f — sena sen д + cosacos P + sena sen д = 2 соѕ асоѕ f 


Dado que x = а + дуу = а — В, podemos resolver para су д en términos de xy de y, 


x+y х-у 


sustituir рог 2 cos æ cos f y obtener 2 cos (Y) cos (Y) я 


57 cos(3x)+cos х _ 2 cos(2x)cos х 


cos(3x)=cos х 


cos х — cos (3х) = —2 ѕеп(2х) sen(—x) = 


5 зеп(2х)зеп x = – сої (2х) cot х 59. 


2 2 


соѕ(2у)—соѕ(4у) _ —2 ѕеп(3у) ѕеп(-у) _ 


ѕеп(2у)+ѕеп(4у) __ 2 sen(3y)cos у 
2 sen(3y) ѕеп(у) _ 
2 sen(3y)cos y tan y 


4 1—(ар t 
61. 63. tan(%-—1f)= = 
2(2 sen x cos х)ѕеп x=4 sen? x cos х (4 ) L+tan( 2 ) ап) 1л: 
7.5 Ejercicios de sección 
1. Nosiempre habrá 3. Sila función seno o coseno 5. 7 2л 
soluciones a las ecuaciones tiene un coeficiente de uno, 
de las funciones aísle el término a un lado 
trigonométricas. Para un del signo de igualdad. Si el 
ejemplo básico, número al que se iguala 
cos(x) = —5. tiene un valor absoluto 
menor o igual que uno, la 
ecuación tiene solución, en 
caso contrario, no. Si el seno 
o el coseno no tienen un 
coeficiente igual a uno, aísle 
el término, pero divida 
ambos lados de la ecuación 
entre el coeficiente 
principal. Entonces, si el 
número al que se iguala 
tiene un valor absoluto 
mayor que uno, la ecuación 
no tiene solución. 
3л 5л z 5л л Зл Sa Tx 
7. 4774 9. 4, 4 11. 4 4°, 4? 4 
л 7л Лл 1л л Sa 13л 17л 25л 29л 
13. 4° 4 15. 6°? 6 17. 18" 18" 18” 18” 18” 18 
Зл 5л 1л 13m 19% 2lx 1 5 13 17 25 29 37 л 5л 
19. 12° 12? 12? 12° 12?” 12 21. 6> 6” 6? 6? 6°? 6” 6 23. 0, 5,7, 5 
Z q 5л л Зл 5л 
25. 32, 5 27. 373 29. 0, л 
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31. r—sen! (- 


5 3 (sen! (т)), 
22 + 3 (sen! (57), 
z- 3 (sem! (76)), 
E + y (sem (40)), 
E — 3 (sen? (57) 
35. 0 37. Ө = sen! (2), теп! (2), 39 3 z Зл 
л + sen! (5), 2лѕеп! 3) 


41. 0, Z, л, 47 43. No hay soluciones. 
as. cos (101-07) 2а -cos (1(1- у7)) 
47. tan”? (4(V29-5)), æ+ tan! (3(=V2-5)),1+tan! (+(V23-5)),27+tan! (+(=v29-5)) 


49. No hay soluciones. 51. No hay soluciones. 53. 0, 2л, E 
л Зл 5л 7л -1 (3 mn. -1 (3\ Зл = 
55. 4545454 57. sen (3), 2,7 ѕеп (2), 2 59. cos ( 7) 


61. Z, cos! (-2),27 — cos”! (-¿), 25 63. cos”! (3) cos”! (-5) 27 – cos”! (5), 


65. 0, 2,7, 3л 67. Z cos! (-4) ‚2л — соз"! (-3) | 3л 69. No hay soluciones. 
71. m+ tan! (—2), 73. 2лК +0,2734,2лК + 2,8682 75. лк – 0,3277 
л+ліап (-5), 
2л + tan! (2), 
2л + tan? (-3) 
77. 0,6694, 1,8287, 3,8110, 4,9703 79. 1,0472, 3,1416, 5,2360 81. 0,5326, 1,7648, 3,6742, 4,9064 
83. sen”! (1) ‚л — sen”! (1) , 3л 85. E, 3z 87. No hay soluciones. 
89. 0, 7: л, + 91. No hay soluciones. 93. 7,2" 
95. 5,7" 97. 82,4” 99. 31,0” 
101. 88,7” 103. 59,0” 105. 36,9” 
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7.6 Ejercicios de sección 


1. El comportamiento físico 3. Dado que el índice 5. у= —3 cos (2х) -1 
debería ser periódico o pluviométrico acumulado 
cíclico. siempre va en ascenso, la 


función sinusoidal no sería 
lo ideal en este caso. 


= XT == хл 
7. 5 ѕеп(2х) +2 8. у= 46соѕ (27) 10. у = (ап (22) 
хл. 
12. tan (22) 13. у 15. у 
120: 60 
100 40 
80 20 
ls O 16 24 32 40 48 56 64 72 B0 


х 
O 2 4 6 8 1012 


17. 75°F 19. 8а.т. 21. 2:49 


23. Desde el 15 de junio hasta 25. Desde el día 31 hasta el día 27. Temporada lluviosa: del 16 
el 16 de noviembre. 58. de abril al 15 de julio. 
Temporada seca: del 16 de 
octubre al 15 de enero. 


29. Amplitud: 8, periodo: L, 31. Amplitud: 4, periodo: 4, 
frecuencia: 3 Hz frecuencia: 1 Hz 


33. Р@) = —19 cos (Zt) + 800 + 180/Р(г) = —19 cos (Zt) +800 + 20; 35. P(1) = —33 cos (Zt) + 900 + (1,07) 


37. рї) = 10(0,85) cos (Зблї) 39. D(t) = 17(0,9145) соз(28лт) 41. 6 años 


43. 15,4 segundos 45. El resorte 2 entra en 47. 234,3 millas, a 72,2° 
reposo después de 7,3 
segundos. 

49. у = 6(4)* + 5зеп (2х) 51. у=4(—2)* + 8 sen (2х) 53. у=3(2)* cos (Æ) +1 


Ejercicios de repaso 
1. sen”! ($) ‚л — sen”! ($) ‚л + sen”! ($) ‚2л — sen”! ES з. Јл lz 
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cos (4х) — cos (Зх) cos x = cos (2x + 2x) — соѕ (х + 2х) соѕ x 
= cos (2x) cos (2х) — sen (2x) sen (2х) — cos x cos(2x)cos х + sen x sen(2x)cos x 


= (cos? x — sen? х)? — 4 cos?x sen?x — cos? x (cos? х — sen? x) +sen x(2)sen x cos x cos x 
45 = (соѕ2х — sen? x)? — 4 cos? x ѕеп2х — cos? x (cos? х — sen? x) +2 sen?x cos?x 
= соз®х — 2 соѕ2х sen? x + senfx— 4 cos?x ѕеп2х — costx + соѕ2х ѕеп2х + 2 sen?x cos? x 
= зеп®х — 4 cos?x sen? x + соѕ2х sen? x 
= sen? x (sen? х + cos? x) — 4 соѕ2х sen? x 
= sen? x — 4 cos? хѕеп2х 
5 уз 24 1 24 
17. tan (2х) 19. 737 21. 957—959 
ый cot x соѕ(2х) = cot x(1 — 2sen? x) 
2 742 1 3 4 3 
23. 2(2+ v2) 25. 10: 7107›7›5›5›7 27. = cot x — 25 (2)ѕеп2 х 
= —2 sen x cos x + cot x 
= — sen(2x) + cot x 
10 sen х—5 sen(3x)+sen(5x) үз ү 
29. 8(соѕ(2х)+1) 31. -7 33. –-5- 
1 13 9 Зл 7 
35. = (ѕеп(бх) + sen(12x)) 37. 2 еп (Fx) cos (2x) 39. + 
41. 0, е Зя л 43. 3л 45. No hay solución 
47. 0,2527,2,8889,4,7124 49. 1,3694, 1,9106, 4,3726, 51. 3sen (5) – 2 
4,9137 
53. 71,6° 55. P(t) = 950 – 450 sen (21) 57. Amplitud: 3, periodo: 2, 
frecuencia: > Hz 
59. C(t) = 20 sen(2x1) + 100(1,4427)' 
Examen de práctica 
v2-y6 
1. 1 з. У 5. -y2 - y3 
7. 0,7 9. 7% 11. 2со5(3х)соѕ(5х) 
а {1 3 4. 3 
13. х = соѕ (5) 15. 55: 3 
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tan? x- tanxsec? x йын х—вес 2x) 


sen(2x) 
tan?x— (1 + tan эы 
17. аш шык 
anx(tan?x — 1-tan? x) 
=-tanx = tan(— x) = tan- х) 
21. Amplitud: 1 , periodo 2 $, 23. көзү 8, periodo 
В 60 Hz rápido: 50 , frecuencia 
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cos(2x) 2senxcosx 2cos?x—1 


rápida: е Hz, periodo 


lento: + , 


10 Hz 


Capítulo 8 


Inténtelo 


frecuencia lenta: 


8.1 Triángulos no rectángulos: ley de senos 


а= 98° а= 34,6 
1. p=3% р= 22 2. Solución 1 
y=43 с= 23,8 а = 80° а = 120 
В 83,2% Б = 121 
у = 16,8% сж 35,2 
Solución 2 
a! = 80° а! = 120 
В! x 96,8% Б = 121 
y! 23,22 с! 26,8 
4. dos 5. alrededor de 8,2 pies 


cuadrados 


8.2 Triángulos no rectángulos: ley de cosenos 


1. az 14,9, В 223,8, 


y ж 126,2". y=111,82 
4. unos 8,15 pies cuadrados 
8.3 Coordenadas polares 
1. a 2. 
3 
plas) 
t ИМ 2?# 9% “32. 


2. a x 27,7°, В 40,5, 


PO О ЖЕ 
2 4d N № 


cosx senx cosx 


2cosx—2cosx + 


— Ег = 
= созу = Secx = secx 


== 


25. D(t) = 20(0,9086)'соѕ(4лг), 
31 segundos 


З. р е 5,7°, у ғ 94,3°, с 101,3 


6. 161,9 yardas. 


3. Área = 552 pies cuadrados 
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4. r= МА 5. х2 + y? = 2y o, en la forma 
estándar para un círculo, 
х? +(у- 12 =1 


8.4 Coordenadas polares: gráficos 


1. La ecuación no supera la 2. Las pruebas revelarán la 3. 4 
A А ; А А 6 
prueba de simetría con simetría alrededor del eje 5 
respecto a la línea 0 = $ y polar. El cero es (0, 5) , y el 2 
con respecto al polo. Pasa la valor máximo es (3, 0). 
prueba de simetría del eje = ЖЕ ЕКШ 
ро!аг. 
741 
-6| 
' 
4. El gráfico es una curva rosa 5. ‚ 6. ‚ 
4 
polar, n par 18 


Curva rosa polar, nimpar i 


8.5 Forma polar de los números complejos 
1. imaginario 2. 13 з. |z| = ү50 = 542 


74 


4. z=3 (cos (2) +isen(#)) 5. 2=2 (со (2) +іѕеп(2)) 6. z=2y3-2i 
7. 2122 ==4y3; 1 =- З + 3i 8. ду = 2(соз(30°) + i sen(30°)) 

21 = 2(cos(120°) + i sen(120°)) 

Z2 = 2(cos(210°) + i sen(210°)) 

c3 = 2(cos(300°) + i sen(300°)) 
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8.6 Ecuaciones paramétricas 


EE 

1. A a 3. у=5— x-3 

t xÀ у@) у@) =t 

-1 -4 2 

0 —3 4 

1 -2 6 

2 -l1 8 

54 3 2 1 9 pas 
g 
2 2 

4. y=In yx 5. F+%=1 6. y=x? 


8.7 Ecuaciones paramétricas: gráficos 


1. 2. y 3. El gráfico de las ecuaciones 
at paramétricas está en rojo y el 
gráfico de la ecuación 
rectangular está dibujado en 
puntos azules sobre las 
ecuaciones paramétricas. 


y 
в) 


а 
$ 


8.8 Vectores 
1. y 2. 3u=(15,12) 3. u=8i-11j 
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4. v = \/34со(59°)ї + \/34 sen(59°)j 


Magnitud = 34 
Ө = tan™! (5) = 59,04 ° 


8.1 Ejercicios de sección 


1. 


7. 


13. 


19. 


25. 


31. 


37. 


43. 


49. 


55. 


61. 


67. 


7З. 


La altitud se extiende desde 3. 
cualquier vértice hasta el 

lado opuesto o hasta la línea 

que contiene al lado 

opuesto en un ángulo de 

90*. 


p = 72°,а ғ 12,0, Б ғ 19,9 9. 


с ж 13,70 15. 


dos triángulos, 
В ж 75,7°, y 61,3°, br 9,90 
В! = 18,3%, у! 118,79, b! x 3,2 


А ғ 47,8° о А! ғ 132,22 27. 
12,3 33. 
29,7° 39. 
А x 39,4, C x 47,6, BC x 20,7 
430,2 51. 
АВ ғ 2,8 57. 


La distancia del satélite ala 63. 


estación A es de 
aproximadamente 1.716 
millas. El satélite se 
encuentra a unas 1.706 
millas del suelo. 


371 pies. 69. 


19.056 pies cuadrados. 75. 
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Cuando los valores 5. Un triángulo con dos lados 
conocidos son el lado dados y un ángulo no 
opuesto al ángulo que falta incluido. 
y otro lado y su ángulo 
opuesto. 
y = 20°,Ь x 4,5,с ғ 1,6 11. b x 3,78 
un triángulo, 17. dos triángulos, 
а ғ 50,3°, В x 16,7°,a ғ 26,7 y ғ 54,3°, В ғ 90,7°, b x 20,9 o 


у! ғ 125,7°, В! x 19,3°,b' x= 6,9 


21. dos triángulos, 23. no hay triángulo posible. 
а ғ 143,2°, p ғ 26,8°,a = 17,3 
o 
al ғ 16,8°,/ ғ 153,2°, а! x 8,3 


8,6 29. 370,9 

12,2 35. 16,0 

х = 76,9% х = 103,1° 41. 110,6° 

45. 57,1 47. 42,0 
10,1 53. AD z 13,8 
L x 49,7, N 256,3, LN 25,8 59. 51,4 pies. 
2,6 pies 65. 5,6km 

5.936 pies. 71. 24,1 pies. 


445.624 millas cuadradas 77. 8,65 pies cuadrados. 
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8.2 Ejercicios de sección 


1. dos lados y el ángulo 3. seselsemiperímetro, que 5. La ley de cosenos debe 
opuesto al lado que falta. es la mitad del perímetro del utilizarse para cualquier 
triángulo. triángulo oblicuo (no 


rectángulo). 


7. 113 9. 34,7 11. 26,7 
13. 257,4 15. noes posible 17. 95,52 
19. 26,9" 21. B x 45,9°,C x 99,1°,a x 6,4 23. A x 20,6%, B x 38,4%, c 51,1 
25. A x 37,8°, B x 43,8, С я 98,4° 27. 177,56 in? 29. 0,04 m? 
31. 0,91 yardas? 33. 3,0 35. 29,1 
37. 0,5 39. 70,7° 41. 77,4° 
43. 25,0 45. 9,3 47. 43,52 
49. 1,41 51. 0,14 53. 18,3 
55. 48,98 57. 59. 7,62 
6 5 
61. 85,1 63. 24,0 km 65. 99,9 pies 
67. 37,3 millas 69. 2.371 millas 71. PH 
150. 


73. 292,4 millas 75. 65,4 cm? 77. 468 pies? 
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8.3 Ejercicios de sección 


1. 


7. 


13. 


19. 


25. 


31. 


37. 


43. 


En las coordenadas polares, 
el punto en el plano 
depende del ángulo 
respecto al eje positivo x y 
de la distancia desde el 
origen, mientras que en las 
coordenadas cartesianas, el 
punto representa las 
distancias horizontal y 
vertical desde el origen. Por 
cada punto en el plano de 
las coordenadas hay una 
representación, pero por 
cada punto en el plano polar 
hay infinitas 
representaciones. 


(=5, 0) 
(v34, 5,253) 
— 3/_sen0 
д 2cos40 


9 sen 0 
r= Á 
соѕ20 


Зу+ х = 6; línea 
x? + y? = 4; círculo 


(5, 12) 
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3. 


15. 


21. 


27. 


33. 


39. 


45. 


Determine 0 para el punto y 
luego mueva r unidades del 
polo para trazar el punto. Si 
los valores de r es negativo, 
mueva r unidades desde el 
polo en la dirección opuesta, 
pero a lo largo del mismo 
ángulo. El punto es una 
distancia de r desde el 
origen en un ángulo de 0 
desde el eje polar. 


= 1 
ES Y 9cos O sen б 


y = 3; línea 


x — 5y = 3; línea 


5. 


11. 


17. 


23. r= 


29. 


35. 


41. 


El punto (—3, 2) tiene un 
ángulo positivo, pero un 
radio negativo, y se traza al 
desplazarse a un ángulo de 
2 y luego se mueve 3 


unidades en la dirección 
negativa. Esto coloca el 
punto 3 unidades por 
debajo del eje negativo de y. 
El punto (3,5) tiene un 
ángulo negativo y un radio 
positivo y se traza al 
moverlo primero a un 
ángulo de =$ y luego al 
moverlo 3 unidades hacia 
abajo, que es la dirección 
positiva para un ángulo 
negativo. El punto también 
está a 3 unidades del eje 
negativo y. 


(245, 0,464) 


г = 4с5с0 


3 sen 0 
cos(20) 


х2 + y? =4x0 


_о\2 2 
Ez + + = 1; círculo 


xy = 4; hipérbola 
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49. 


51. ‚ 53. ' 
. 
' ' ' 
55. r= —— 57. r=2sen0 59. r= —2 
` 5 cos Ө—зеп Ө ` ` cos 0 
à } П 
Е O 4 6 8 10" Е O, 1? 3 4° - 4580 
' , ' 
61. r=3c0s0 63. х2 +у2 = 16 65. у= х 
4 


х 
с 246в 
| 


67. х2 + (у+ 5)? = 25 69. (1,618, —1,176) 


y 


71. (10,630, 131,186”) 


NADO 
Pod» 


e. х 
710 -8 -6 -4 4 6 8 10 


73. (2,3,14) ir (2, я) 75. Línea vertical con a 


77. Línea horizontal con a 
unidades a la izquierda del 


unidades por debajo del 
eje y. eje x. 
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79. 


8.4 Ejercicios de sección 


1. La simetría respecto al eje 3. 
polar es similar a la simetría 
alrededor del eje x, la 
simetría con respecto al 
polo es similar a la simetría 
con respecto al origen y la 
simetría con respecto a la 


línea 0 = 5 es similar a la 


simetría alrededor del eje y. 


7. simétrica con respecto aleje 9. 
polar 


13. sin simetría 15. simétrica con respecto al 
polo 
19. cardioide 21. cardioide 
4 4 
а iz (9920820) = 156 
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81. 


Comprobar la simetría, 
hallar ceros, intersecciones y 
máximos, hacer una tabla 
de valores. Decidir el tipo 
general de gráfico, 
cardioide, caracol de Pascal, 
lemniscata, etc., y luego 
trazar los puntos en 

0 = 0, 5: ту Зд у dibujar 
el gráfico. 


simétrica con respecto al eje 
polar, simétrica con respecto 
ala línea O = 22 simétrica 
con respecto al polo 


83. i 


5. La forma del gráfico polar 
está determinada por la 
inclusión o no de un seno, 
un coseno y unas 
constantes en la ecuación. 


11. sin simetría 


17. círculo 


088: —. (0 л 
123456 (0 de Ò a 27) 


23. caracol de Pascal de un lazo/ 
con hoyuelos 


4 
| 


(0 de Ò a 27) 


— „ (0 л 
її (0 de 0 a 27) 
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25. caracol de Pascal de un lazo/ 27. caracol de Pascal de lazo 29. caracol de Pascal de lazo 
con hoyuelos interno/dos lazos interno/dos lazos 
4 A 4 
A — = (д деоба 27) - - - 5 5 оя -- - 0 —— = (0de da 27) 
12934 68 912 
t ' t 
31. caracol de Pascal de lazo 33. lemniscata 35. lemniscata 
interno/dos lazos 4 4 


4 


= (0de0a2r) 


' t 
t 
37. curva rosa polar 39. curva rosa polar 41. espiral de Arquímedes 


ТД (ê de 0 a 37) 


- 2+ .- - — НА (6 2: < 


43. espiral de Arquímedes 45. П 47. 4 


" (8 де -za n) 
- s 115—5" (04088) - > 
-- g (@Чеоаз3л) 
{ ' t 
t 
49. А 51. i 53. Р 
| 
— - 3” (0de 0а 2л) 36d 107 (é de 0a3n) —— = ggr 0%е0а2л) 
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55. Ambos son espirales, pero 
no iguales. 


61. Los gráficos son curvas 
rosa polar de tres pétalos. 
Cuanto mayor sea el 
coeficiente, mayor será la 
distancia de la curva al 
polo. 


57. Ambos gráficos son curvas 
con 2 lazos. La ecuación 
con un coeficiente de 0 
tiene dos lazos a la 
izquierda, la ecuación con 
un coeficiente de 2 tiene 
dos lazos al lado. 
Grafíquelos de O a 4л para 


obtener una mejor imagen. 


63. Los gráficos son espirales. 
Cuanto más pequeño sea 
el coeficiente, más 
estrecha será la espiral. 


59. 


65. 


69. (0,5), (0,7), (0,2), (0,27) 


8.5 Ejercicios de sección 


1. aes la parte real, bes la 
parte imaginaria y i = y—1 


7. 5y2 

13. 4y/5 cis (333,40) 
19. -24/3 — 21 

25. 2сі (180°) 

31. 5 cis (80°) 

37. 9сіѕ (240°) 


43. 24/4cis (22) ,24/Acis ($2 
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3. Laforma polar convierte las 
partes real e imaginaria del 
número complejo en forma 
polar usando x = r cos ду 
у = ғѕер Ө. 


9. 1/38 

15. 2cis (4) 

21. -1,5-12 
27. 5\3 cis (Оя) 
33. 5сіѕ (2) 


39. cis ( Зя ) 


5. 


11. 


17. 


23. 


29. 


35. 


41. 


Cuando se aumenta Іа 
anchura del dominio, se 
ven más pétalos de la flor. 


n (24) (F) 


еп ө = Зя, tE dado que r 
está elevada al cuadrado 


c” = r” (cos (10) + i sen (n0)) 
Se usa para simplificar la 
forma polar cuando un 
número ha sido elevado a 
una potencia. 


у 14,45 


44/3 cis (198°) 
7 cis (709) 


125 cis (135°) 


3 cis (80°) , 3 cis (200), 3 cis (320°) 


) 2/4cis (LE) 45. 2ү2с (22) ,24/2cis (32) 


47. imaginario 49. imaginario 51. imaginario 
el el el 
| | | 
54 54 54 
4] 41 4+ 
34 зі з} 
24 2} 20 
1+ 1} 1+ 
- | | -Real - | і Real ~- + | | 
09:74 3: 2 1 E 123456 76 75 74 37271 El 123456 76 -5 -4 -3 -2 -1 8 12345 
+ + + 
2! 2} 2) 
| 
е з} з} 37 
4+ -4+ 4+ 
5+ es: -5+ 
6l -6| -6L 
' ' ' 
—0,591 
53. imaginario 55. Imaginario 57. 3,61e і 
є} є} 
5} 5} 
4+ 41 
з} 34 
24 2; 
14 14 
Р O ШШ ОЕ ОШ ОЕ ИН -————*Неа! 4— | ——+ -————*Неа! 
76 -5 4 -3 -2 -1 9 123456 -6-5-4-3-2-10 123 4 5 6 
2} . 21 
зі зт 
47 $T . 
5+ -54 
6t 61 
, ' 
59. —2 + 3,46i 61. -4,33 — 2,50i 
8.6 Ejercicios de sección 
1. Un par de funciones que 3. Elija una ecuación para 5. Algunas ecuaciones no se 


13. 


19. 


25. 


31 


depende de un factor 
externo. Las dos funciones 
están escritas en términos 
del mismo parámetro. Por 
ejemplo, х = f (1) y 
y=f(. 


resolver 7, sustituya en la 


y =-2+2x 9. у= 34/251 


15. х= (2)? - 


53 


21. y =1- 1х 
3 
у= (2%) – 2 27. у= 3х +14 


| ma = л 


у(ї) = 25епі + 1 у() =t 


otra ecuación у simplifique. 


11. 


17. 


23. 


29. 


35. 


pueden escribir como 


funciones, como un círculo. 


Sin embargo, cuando se 
escriben como dos 
ecuaciones paramétricas, 
por separado, las 
ecuaciones son funciones. 


y=x2+2x+1 
y=x+3 


Elipse 


х(0) = 4с05 t. 
y(t) = бѕеп t’ 


Real 
6 
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y оку ТЯ и Ж. о 


у@) = yIOsent у@=—2 у@=1-3 
Círculo 
43. sí епі = 2 45. 47. las respuestas pueden variar 
іх y къ ми. 
ЛЕЕ ya = 2 у() = (+2) 
21017 
3|5 [17 
49. las respuestas pueden variar: 
¡de оо 
у 
у@ф=-&+4`° (у= 2 
8.7 Ejercicios de sección 
1. trazar puntos con la flecha 3. Las flechas muestran la 5. Las ecuaciones paramétricas 
de orientación y una orientación, la dirección del muestran los diferentes 
calculadora gráfica movimiento según los movimientos verticales y 
valores crecientes de £. horizontales en el tiempo. 
7 y 9 11. 
0! 
7} 
6+ 
5+ 
4} shoe 
3 4 3 
24 
1 
7643 2 19322 5257 
al 
13. y 15. 17. y 
5 5 
- 4 
з (tde –2 а5) 
2. 
я (tde 
55 as озо ES CEE 145" 


- + + -xX 
BT 2 021. 25854: 5 5 7 8 
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19. у 23. y 
зо} 3t 
1 2+ 
25+ | 
20+ 
15 
10 
5} 
+ {t de 
0а 360) 
+ = - + + + + +=X 
“304 T an0 2 3 4 556 
25. у 29. у 
20 } 
—- AAA ¿0 X 
1000 2000 3000 4000 5000 
120. (Ide -5 a 5) 
140 
60: 
:80 (tde -1 a 5) 
-100 
-120- 
-140 
31. 33. 35. 
{tde O 
a 1000) 
3 1 76 -5 74 (1-4 as) 
-1000 600 -600 -400 200 0 
5 
37. 39. Habrá 100 movimientos de 41. Tome lo contrario de la 
ida y vuelta. ecuación x (t). 
, x(t) = 5cost 
43. La parábola se abre. 45. 47. y 
y (1) =5 sent at 
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49. y 51. y 53. a=4,b=3,c=6,d=1 
4 4 


55. a=4b=2,c=3,d=3 57. 59. 
(tde 0 a 21) 
{t de -4та бл) 
(деда 27) 
(tde 0 a 27) 
t) = 64t cos (52° 
61. La intersección en y 63. у(х) =-16(%) +20 (%4) 65. ү, 3 ме. 
cambia. y(t) = —161* + 64t sen (52°) 
67. aproximadamente en 3,2 69. 1,6 segundos 71. 
segundos 


(tde 0. a 27) 
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7З. 


(rdeda 21) 


8.8 Ejercicios de sección 


1. letra minúscula, en negrita, 
generalmente u, v, w 


7. (1,-5) 


13. igual 


19. u +v = (-5,5),u — v = (-1,3),2u — 3v = (0, 5) 


23. -2i + 2j 


29. |v] = 7,810, 0 = 39,806° 


35. —12 


41. 


u—y 


3. Son vectores unitarios. Se 
utilizan para representar los 
componentes horizontales y 
verticales de un vector. Cada 
uno de ellos tiene una 
magnitud de 1. 


5. El primer número 
representa siempre el 
coeficiente de la i, y el 
segundo representa el 
coeficiente de la j. 


9. no es igual 11. igual 
15. 71 – 3) 17. —6i – 2) 
21. —10i-4j 
24/229. 154/229, 7/2. үр, 
25. — 229 1 229 27. =p t то} 
31. |v| = 7,211, 0 = 236,310 ° 33. —6 
37. y y 39. 
uty 
2u 
43. 45. 
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47. (4,1) 49. у=—71+3] 51. 34214 34/2j 


53. i- уЗ) 55. А 58,7 12,5 57. x = 7,13 libras, у = 3,63 
libras 


59. x=2,87 libras, y = 4,10 61. 4,635 millas, 17,764" N del 63. 17 millas. 10,318 millas. 
libras E 


65. Distancia: 4,62 Dirección: 67. 4,924”. 659 km/h 69. 4,424” 
86,474" al norte del oeste, 
о 3,526" al oeste del norte. 


71. (0,081, 8,602) 73. 21,801”, respecto a la 75. paralelos: 16,28, 
dirección de avance del perpendicular: 47,28 libras 
automóvil 


77. 19,35 libras, 231,54” de la 79. 5,1583 libras, 75,8 desde 
horizontal la horizontal 


Ejercicios de repaso 


1. Noes posible 3. C = 120°,a = 23,1,c = 34,1 5. distancia del avión al punto 
A : 2,2 km, elevación del 
avión: 1,6 km 


7. Ь=71,0°,С = 55,0°,a = 12,8 9. 40,6 km 11. 


13. (0,2) 15. (9,8489, 203,967) 17. r=8 
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19. x? + y = 7х 23. es simétrica con respecto а 


í -Z 
la línea 0 = 7 


25. 27. 29. 5 
4 4 
ж ЯСЕ 57 (0 trom0 to 2m) 23315 &” (0 from Oto 27) 
t 
31. cis (=>) 33. 2,3 + 1,9i 35. 60cis (5) 
37. 3 cis (27) 39. 25 cis (37) 41. 5сіѕ (32) ,5 cis (72) 


43. 45. x2+hy=1 


и РЕ E 
Imaginario 


у@=3+4& 


2, { x (£) = (80 cos (402))1 
, | y (1) = —161? + (80 sen (40%) 1 + 4 
issues ses ао. р. La pelota tiene 14 pies de altura у 


20.25 184 pies desde donde se lanzó. 


с. 3,3 segundos 


53. no es igual 55. 4i 57. -—7 i— 


1471 
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59. Magnitud: 3/2, Dirección: 61. 16 63. 
225° 
3v 
Examen de práctica 
1. a =67,1°,y = 44,9°,a = 20,9 3. 1.712 millas 5, (1, 43) 
7. у=-3 9. 11. 4/106 
y 4 
в 
54 
4+ 
3 
24 - > > (0 from 0 to 27} 
? | 
6543-2 ro ECESE E 
al 
са: л оь t 
4 
$ 
5 | 
t 
з. 2418 15. 4cis (21°) 17. 2\/2.с1з (18°) , 24/2 cis (198°) 
5 y | E i 
19. y=2(x-1? 21. 23. -41-15] 


{t from Ото 27) 


25. эп, + ЕЕГ 
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Capítulo 9 
Inténtelo 
9.1 Sistemas de ecuaciones lineales: dos variables 


1. No es una solución. 2. La solución del sistema es el 3. (—2,—5) 
par ordenado (—5,3). 


4. (—6,-2) 5. (10,4) 6. No hay solución. Es un 
sistema inconsistente. 


7. El sistema es dependiente, 8. 700 niños y 950 adultos 
por lo que existen infinitas 
soluciones de la forma 
(х,2х + 5). 


9.2 Sistemas de ecuaciones lineales: tres variables 


1. (1,—1,1) 2. No hay solución. 3. Número infinito de 
soluciones de la forma 
(x, 4x—11, —5x + 18). 


9.3 Sistemas de ecuaciones e inecuaciones no lineales: dos variables 
1. (-4,5)yQ,8) 2. (-1,3) з. ((1,3), (1, -3), (1,3), EL, -3)) 


9.4 Fracciones parciales 


3 __2 6 __5 3 dd 
т т тет 3 rta 
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x-2 2x+1 
2 + 2 
x“-2x+3 (x2 —2х+3) 


9.5 Matrices y operaciones con matrices 


2 6 3 Y ыл 
1. А+В=|1 о|+| 1 5 2. 2B=| " 
-6 4 
1 3 -4 
2 +3 6 + (-2) 5 4 
=|1 + 1 0 + 5 |=| 2 5 
1+4 3 + 3| lo 0 


9.6 Resolver sistemas con eliminación de Gauss-Jordan 


х-у+2 = 5 
4 —3|11 
2. 2x-y+3z=1 3. (2, 1 
f el х-у +32 ( ) 
у+2= —9 
5 5 
1 -3 3| 
4 0 1 5|9 5. 1, 1, 1) 6. 150.000 dólares al 7 %, 
2 750.000 dólares al 8 %, 
0 0 1 


600.000 dólares al 10 % 


9.7 Resolver sistemas con inversas 


жй | 1 :] le ~] _ | 10-3) + 4(1) ЛИИ _ f | 

-1 -3 1 1 —1(-3)+ —-3(1)  -100+-3(1) 0 1 

FE Е el | 1 :] A | 3(1) + —4(-1) 3(4) + 4 | _ | | 

1. 1 1 -1 3 11) + 1—1) 1(4) + 1—3) 0 1 
3 1 11 2 4 
ata | з. A! =|2 4 3 4. Х = | 38 
5 5 3 6 —5 58 


9.8 Resolver sistemas con la regla de Cramer 
1. (3,7) 2. —10 з. (2,2,0) 


9.1 Ejercicios de sección 


1. No, puede tener сего, unoo З. Esto significa que no hayun 5. Se puede resolver por 
infinitos. Examine los punto de equilibrio realista. sustitución (aísle хо y), 


gráficos. En el momento en que la gráficamente o por adición. 


compañía produce una 
unidad ya está obteniendo 
ganancias. 
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13. 


19. 


25. 


31. 


37. 


4З. 


49. 


55. 


61. 


67. 


7З. 


Sí 


(-3, 1) 


| 


ay 


т 


No existe una solución. 
+4, 4) 


(х,2(7х—6)) 


Consistente con una 
solución 


(1,52, 2,29) 


(SEE AFOD) 
BD-AE” BD-AE 


Los números son 7,5 y 
20,5. 


56 hombres, 74 mujeres 


12.500 dólares en la 
primera cuenta, 10.500 
dólares en la segunda. 


27. 


33. 


39. 


45. 


51. 


57. 


63. 


69. 


75. 


9.2 Ejercicios de sección 


1. No, solo puede haber una, 
cero o infinitas soluciones. 


No 


3. 


Dependiente con infinitas 
soluciones 


(432,43) 


Nunca obtienen ganancias. 


24.000 


10 galones de solución al 
10 %, 15 galones de 
solución al 60 % 


Los zapatos de caña alta: 
45, los de corte bajo: 15 


No necesariamente. Puede 
haber cero, una o infinitas 
soluciones. Por ejemplo, 
(0, 0, 0) no es una solución 
al sistema que está a 
continuación, pero eso no 
significa que no tenga 
solución. 


2х + Зу—бс = 1 
—4x—6y + 12c = -2 
x+2y+5z=10 


Sí 


11. 


17. 


2З. 


29. 


З5. 


41. 


47. 


5З. 


59. 


65. 


71. 


77. 


5. 


11. 


El, 2) 


No existe una solución. 


(-2 10) 


Consistente con una 
solución 


(—3,08, 4,91) 


(тт. я) 
А-В’ А-В 
(1,250, 100, 000) 


790 estudiantes de 
segundo año, 805 
estudiantes de primer año 


Swan Peak: 750.000 
dólares, Riverside: 350.000 
dólares. 


Infinitas soluciones. 
Necesitamos más 
información. 


Todo sistema de ecuaciones 
se puede resolver 
gráficamente, por 
sustitución y por adición. Sin 
embargo, los sistemas de 
tres ecuaciones se vuelven 
muy complejos de resolver 
gráficamente, por lo que se 
suelen preferir otros 
métodos. 


E1, 4, 2) 
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13. 


19. 


25. 


31. 


37. 


4З. 


49. 


55. 


61. 


67. 


(07 107107) 


(x, £(65-16x), 2228) 


(0, 0, 0) 
(6, 2, 1) 
(10, 10, 10) 
(2,0, 0) 


(6,—1, 0) 


Su parte era de 19,95 
dólares, la de Shani de 40 
dólares y la de su otro 
compañero de piso de 
22,05 dólares. 


El BMW costaba 49.636 
dólares, el jeep 42.636 
dólares y el Toyota 47.727 
dólares. 


Arabia Saudita importó el 
16,8 %, Canadá el 15,1 % y 
México el 15,0 %. 


15. 


27. 


33. 


39. 


45. 


51. 


57. 


63. 


69. 


9.3 Ejercicios de sección 


1. 


Un sistema no lineal podría 
ser representativo de dos 
círculos que se superponen 
y se intersecan en dos 
lugares, por lo tanto, dos 
soluciones. Un sistema no 
lineal podría ser 
representativo de una 
parábola y un círculo, donde 
el vértice de la parábola se 
encuentra con el círculo y las 
ramas también se 
intersecan con el círculo, por 
lo tanto, tres soluciones. 
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3. 


(1,1,1) 


24, 36, 48 


Hay infinitas soluciones; 
necesitamos más 
información 


400.000 dólares en la 
cuenta que paga el 3 % de 
interés, 500.000 dólares en 
la cuenta que paga el 3 % 
de interés y 100.000 
dólares en la cuenta que 
paga el 3 % de interés. 


Las aves representan el 
19,3 %, los peces el 18,6 % 
y los mamíferos el 17,1 % 
de las especies en peligro. 


No es necesario que haya 
una región factible. 
Consideremos un sistema 
delimitado por dos líneas 
paralelas. Una inecuación 
representa la región por 
encima de la línea superior; 
la otra representa la región 
por debajo de la línea 
inferior. En este caso, ningún 
punto del plano está 
ubicado en ambas regiones; 
por lo tanto, no hay ninguna 
región factible. 


17. 


23. 


29. 


35. 


41. 


47. 


53. 


59. 


65. 


5. 


(4,-6, 1) 
No existen soluciones 
(7,20, 16) 


(—5,—5,—5) 


(357° 337357) 


70 abuelos, 140 padres, 
190 niños 


500 de estudiantes, 225 de 
niños y 450 de adultos 


Estados Unidos consumió 

el 26,3 %, Japón el 7,1 % y 

China el 6,4 % del petróleo 
mundial. 


Elija cualquier número entre 
cada solución y conéctelo a 
C(x) y R(x). Si C(x) < R(x), 
entonces hay ganancias. 


1477 


7. (0,-3),(3,0) 9. ( 238) (28, з 11. (3,0),(3,0) 
13. (4-28). (4.48) 15. (E), (у. 17. (0,2),(1,3) 


1. (-ү+(у5-1).4(@- У5)).(ү(у5-1),4(1-м5)) 21. во 


23. (0,0) 25. (3,0) 27. No existen soluciones 


2 * 2 


29. No existen soluciones 31. ( v2 -%).( у? ES w) 


33. (2,0) 35. (=v7,-3), (v7.3). (7,3), (v7.3) 


з. (1-5), 41-18) (y3VB-5).4(1-vB)) зә i 


4 
10+ 
El 
6! 
al Ч 
, 
/ 2 ` 
=— + + +- =х 
5-4 82-10 ШР, 4 5 
1 “ 
i ИІ \ 
Н 76 \ 
i `8] 
, 10) ` 
t 
41. y 43. y 45. y 
24; А \ 10+ 10 
(42 — 1, 2/2 - 1] 5 X 8 y 
E EEN (530) © (EŻ) к 
¿A . a ҖЕ ЖУ, 
Po A A Я AMECA ¿(jas far 
з 2. Е 2т EA Vw 130) gde (1 10” 110) 
/ 
di? -4 OO yo БЕ ШЕЕ л т^ E] 
E = “1078 -6 54 9 1 416 810 6 6-4 21 2468 
f 4 CEI -21 h 24... 
г Ne > (Jm an E RECAE] 
А 5} та м E 
(71 42, -21:+ (2) 6; A -61 (85-37 6 
-84 / 8 -N 
104 P 0 ` 


47. 


70 35 70 35 70 35 70 35 
49. (2 222/3) (2/22/38) (2/22 21/3) (2/22 ЕЭ) 


51. No existe ninguna solución 53. х= 0, у> 0у 55. 12.288 
О<х< 1, у/х<у< 1 
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57. Ое 2а 20 computadoras 


9.4 Ejercicios de sección 


1. No, un cociente de 


polinomios solo se puede 


descomponer si el 

denominador se puede 

factorizar. Por ejemplo, 
1 


——— no se puede 
x2+1 Р 


descomponer porque el 


denominador no se puede 


factorizar. 
BE EA 
x+3 x-8 


Н ЗОНЕ 


2(х+3) © 2(х—3) 
19. 5-5 
25. Е 7 
31. “з 5 


372—428. 


x24x+1  Х-1 

1 1 4х 
43. = + 

x х+6 х2-6х+36 
49. =— 3х 


х2+3х+25 (х2+зх+25)7 


1 2 5 
55. + 
х+1 (an? (ars 
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3. 


15. 


21. 


27. 


33. 


39. 


45. 


51. 


57. 


Haga un gráfico de ambos 5. Si elegimos x =-—1, 
lados y asegúrese de que entonces el término B 
son iguales. desaparece, dejándonos 
saber inmediatamente que 
A = 3. También podríamos 
introducir x = -3, lo que 
nos da un valor B de —2. 
1 9 3 4 
eso] Mata 
3 3 9 11 
х+ К х—2 17. mati 
1 2 6 3 
-> ta 23. — 
х—2 (х—2)2 4х+5 (4x+5)2 
C `$ 7 29. + 22 B 7 
х — 2+) T зо ESE даву 
4-3x 1 2х-1 2 
+ = 35. =—— + 2 
1243x+8 Х-1 х2+6х+1 +3 
2 3 1 1 
= 4. -=-———_+ 
x2—3x+9 143 4x2+6x+9 2х-3 
x+6 4х+3 47 х+1 2х+3 
x241 (2241) x+2 (х+2)2 
1 х 10-х 16 9 16 7 
5 + ——— 53. -=2- + —= 
8х  8(x244) 2(х2+4)? xX x2 xl (х-1)2 
5 3 7 5 5 11 Б) 
хз 7 1060) + +8 — 1008) 29: 45 — 260) + н) + Җх+® 


9.5 Ejercicios de sección 


1. No, deben tener las mismas 3. 
dimensiones. Un ejemplo 
sería el de dos matrices de 
diferentes dimensiones. No 
se pueden sumar las dos 
matrices siguientes porque 
la primera es una matriz 
2 x 2 y la segunda es una 
matriz 2 x 3. 
|; A К 5 :] 

+ no 
34 321 


tiene suma. 


7. | 15 94 9. 
13. 
19. 


25. Es indefinido; las 


dimensiones no coinciden. 


-350 1,050 
31. 
350 350 


В 332,500 927, 500 
` |—227,500 87, 500 


43. == 292] 45. 
—27 -3 1 
0 16 

49. 51. 
9 =] 


63 36 15. 
Е | 
21. 


27. 


33. 


39. 


Sí, si las dimensiones de А 
son m X n y las dimensiones 
де B son n x m, ambos 
productos se definirán. 


E 


—64 -12 -28 -72 
-360 -20 -12 —116 
60 41 2 

—16 120 —216 

-8 41 -3 

40 —15 —14 

4 27 42 


Es Indefinido; las 
dimensiones interiores no 
coinciden. 


490, 000 0 
0 490, 000 
3 -2 -2 
-28 59 46 
—4 16 7 


2 24 -45 
12 32 —9 
—8 64 61 


5. 


11. 


23. 


29. 


35. 


41. 


47. 


53. 
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No necesariamente. Рага 
hallar AB, multiplicamos la 
primera fila de A por la 
primera columna de B para 
obtener la primera entrada 
de AB. Para calcular BA, 
multiplicamos la primera fila 
de B por la primera 
columna de A para obtener 
la primera entrada de BA. 
Por lo tanto, si estos no son 
iguales, entonces la 
multiplicación de matrices 
no es conmutativa. 


No identificado; las 
dimensiones no coinciden 


1,800 1,200 1,300 


| 17. | 800 1,400 600 


700 400 2,100 
—68 24 136 
-54 -12 64 
-57 30 128 


840 650 -530 
330 360 250 
-10 900 110 


1,400 700 
—1,400 700 


234 
=7 9 =7 
1 —18 


—198 505 
—72 126 


—9 
369 
91 


0,5 3 0,5 
2 1 2 
10 7 10 
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55. 


O O н 
Ono 
Royo 


57. 


9.6 Ejercicios de sección 


1. Sí. Para cada fila, se escriben 
los coeficientes de las 
variables a lo largo de la fila 
correspondiente y se coloca 
una barra vertical; a 
continuación, se colocan las 
constantes a la derecha de 
la barra vertical. 


3x+2y=3 
13. —-x-9y+4z=-1 
8х + 5у +72 = 8 


19. (-1,-2) 
as. (4,4) 
з. (4É $) 


37. (218, 5,35) 


43. (125, -25, 0) 


31 Зх 1 
49. (х ат 


МЭВ (-7x-3)) 


55. El 4 % para la cuenta 1 y el 
6 % para la cuenta 2 


61. 100 almendras, 200 
anacardos y 600 pistachos 
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3. 


15. 


21. 


27. 


33. 


39. 


45. 


51. 


57. 


о о н 
о н о 
- о о 


No, existen numerosos 
métodos correctos para 
utilizar las operaciones de 
fila en una matriz. Dos 
posibles formas son las 
siguientes: (1) Intercambie 
las filas 1 y 2. Luego 

Ra = R2—9R¡. (2) 

R, = R¡—9R). Luego, 
divida la fila 1 entre 9. 


4x + 5у—2с = 12 
y +58c = 2 
8x + 7y-3c = —5 


(6,7) 

(х, (5х + 1)) 
(31,—42,87) 

(x, y, }(1—2х-3у)) 
(8, 1,—2) 


No existe una solución. 


126 dólares 


59. 


5. 


11. 


17. 


23. 


29. 


35. 


41. 


47. 


53. 


59. 


100 
0 1 Of, n par, 
в" = 001 
100 
0 0 1], n impar. 
010 
No. Una matriz con O 


entradas para toda una fila 
tendría cero o infinitas 
soluciones. 


—2х+5у=5 
6x—18y = 26 


No son soluciones. 


(1,2,3) 


860 de red velvet y 1.340 
de chocolate 


Banana fue del 3 %, 
calabaza del 7 % y rocky 
road del 2 % 
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9.7 Ejercicios de sección 


1 
1. Si AT! es la inversa de А, 3. No, porque ad y bc son 5. Sí. Considere la matriz |" Е 
entonces АА! = І, Іа ambos 0, рог lo que | | 1 0] 
matriz identidad. Dado que ad — bc = 0), lo que nos е despeja con el siguiente 
A es también la inversa de obliga a dividir entre O en la cálculo: 0 | 0-1 
ATL, АТА = I. También fórmula. А-1 = а | a | = | | 
puede comprobarlo -1 0 1 0 
probando esto para una 
matriz 2 x 2. 
100 
1 0 1 0 
7. AB= BA= o 1 = І 9. АВ = ВА = dd =I 11. АВ= BA=|0 1 0 |=1 
001 
13:1. 72 5h Fa. 17. No tiene inversa 
90-13 9-3 | 
05 15 -5 5 —3 47 -57 69 
4 > > 1 1 
19. Ё PA 21. 47| 20 -3 12 23. 509] 10 19 -12 
? 1-1 4 —24 38 -13 
18 60 —168 
25. | -56 —140 448 27. (—5,6) 29. (2,0) 
40 80 280 
1 5 2 11 11 
31. (3-3) зз. (-5.-5) 35. (7,5,5) 
37. (5,0,1) 39. 4.(—35, 97, —154) 41. 765, 1.136, —229) 
2 1-1-1 
0 1 1-1 
37 8 1 2 1 
аз. (-<h,35) 45. (70.,-1,2) aloi i i 
0 1—1 1 
1 ооо 00 
3 2 1 -7 отоо оо 
49. 5 е 51. EAT ON 53. Soluciones infinitas. 
24 -36 21 9 o 0 0O 1 00 
—9 46 -16 -5 0o 0 0 0 10 
—1 —1 -1 -1 —1 1 
55. 50 % naranjas, 25 % 57. 10 sombreros de paja, 50 59. Micah se comió 6, Joe 3 y 
plátanos, 20 % manzanas gorros, 40 sombreros de Albert 3. 
vaquero 


61. 124 naranjas, 10 limones, 8 
granadas 
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9.8 Ejercicios de sección 


1. Un determinante es la suma 


y el producto de las 


entradas de la matriz, por lo 


que siempre se puede 
evaluar ese producto, 
aunque acabe siendo 0. 


13. -—7,990,7 

19. 224 

25. (1,1) 

31. (-1,-1) 

37. (—1,0, 3) 

43. Soluciones infinitas 


49. Sí; 18, 38 


55. 120 niños, 1.080 adultos 


61. Fresas 18 %, naranjas 9 %, 
kiwi 10 % 


Ejercicios de repaso 
1. No 


7. No existe una solución. 


13. No existe una solución. 


19. 11,17 y33 
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3. Lainversa no existe. 


15. 3 
21. 15 
27. (4.4) 
33. (15,12) 
39. (1,1,2) 
45. 24 


51. Sí; 33, 36, 37 


57. 4 galones de amarillo, 6 
galones de azul 


63. 100 para la película 1, 230 
para la película 2, 312 para 
la película 3 


3. (2,3) 
9. (300, 60, 000) 
15. (-1,-2,3) 


21. (2,-3),(3,2) 


11. 0 
17. —1 

23. —17,03 
29. (2,5) 
35. (1,3,2) 
41. (2,1,4) 
47. 1 


53. 7.000 dólares en la primera 
cuenta, 3.000 en la 
segunda. 


59. 13tomates verdes, 17 
tomates rojos 


65. 300 almendras, 400 
arándanos, 300 anacardos 


5. (4,—1) 
11. Soluciones infinitas 


23. No hay solución 


25. 


31. —=— 


37. 


4З. 


49. 


55. 


61. 


67. 


7З. 


79. 


No hay solución 


2 —4 
х+2° x+1 
x—4 5x+3 


(х2 —2) i (х2 > 


indefinido; las dimensiones 
interiores no coinciden 


indefinido; las dimensiones 
interiores no coinciden 


1 0 3/12 
-1 4 0 

0 1 2|-7 
1|2 7 
8161 
(—1, 0,2, 0,3) 
6 

1 

(0.0,-5) 


Examen de práctica 


1. 


Sí 


27. 


33. 


39. 


45. 


54. 


57. 


63. 


69. 


75. 


х-32= 7 
y+2z= -5 
soluciones 


con infinitas 


No existe una solución. 


No existe ningún inverso. 


17 % naranjas, 34 % 
plátanos, 39 % manzanas 


3. No existe una solución. 


35. 


41. 


47. 


53. 


59. 


65. 


71. 


77. 


29. 


> 
Tex 


C И. 


- 


—4x+1 


ca 
х—5° 245x425 


indefinido; las dimensiones 
no coinciden 


-127 —74 176 
2 11 40 
28 77 38 

=2 2 1/7 
2 -8 50 
19 —10 22[|3 


No existe una solución. 


(=20, 40) 


(х, 5х + 3) 


1 
5. 2,(10,5,4) 


9. 24/2, 17), (=2v2, v17) | (2V2,-v17) ‚ (2v2, v17) 


Nt 
1 
Е 
ду w 
+ 
e 
mi 
w 
ar 
mn 
е 


A 
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17 51 
5 2х+3 
11. 13. == 15. 
МАР > Зх+1  (3х+1)2 Е | 
Шы 
5-2- a. 
7 
5.170974 ШШ" 
1 
24. 
3+ 
а 
12 20 14 —2 13 |140 
17. | е. | 19. -4 21. | -2 3 —6 | -1 
1-5 12 11 
23. No existe una solución. 25. (100,90) 27. (75:0) 
29. 32 о más teléfonos móviles 
al día 
Capítulo 10 
Inténtelo 
10.1 La elipse 
2 2 _з\2 
1. x? + Te =1 2. Lo + YA =1 3. centro: (0, 0); vértices: (+6, 0); 


covértices: (0, +2,2) ; focos: 


(+42.0) 


2 _з\2 2 
4. Forma estándar: Te + A =1; 5. Centro: (4,2); vértices: (-2,2)y 6. ез + e =1; 
centro: (0, 0) ; vértices: (0, +7); (10, 2) ; covértices: centro: (3, —1); vértices: 
covértices: (+4, 0) ; focos: (4, 2— 25) у (4, 2+ 25) ° (3,—5) у (3,3); covértices: 
(0, +4 33) focos: (0, 2) y (8, 2) (1, —1)y (5, —1) ; focos: 


| ; (3,1 -21/3) y 
| | (3, 14243) 
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7. x2 у2 = 
© 57,600 + 25,600 — 1 
Las personas están de 
pie a 358 pies de distancia. 


10.2 La hipérbola 
2 2 _з\2 ТУ 
idas ; | у ЯЕ (3) GDA _ 

1. Vértices: (+3, 0); Focos: 2. E Y =1 3. = ta =1 
(+v34.0) 

4. vértices: (+12, 0) ; covértices: 5. centro: (3, —4) ; vértices: 6. Los lados de la torre se pueden 
(0, +9); focos: (+15, 0); (3, —14) y (3, 6); covértices: modelar mediante la ecuación 
asíntotas: y = +2x; (=5, -4) ; y (11, -4); focos: hiperbólica. 

m —-4-21/ x2 y 22 х2 y pes 
! ” (3, sea 41) y 200 — 360 = 19 32 — 52 1 
, (3,-4+2y/41) ; asíntotas: 
ai е у= +3(х 3) –4 
4 

10.3 La parábola 
1. Foco: (-4, 0); Directriz: х = 4; 2. Foco: (0, 2); Directriz: у = —2; 3. х2 = 14у. 

Puntos finales del latus rectum: Puntos finales del latus rectum: 

(4, +8) (+4, 2). 
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4. Vértice (8,—1); Eje de simetría: 5. Vértice (—2,3); Eje de simetría: 6. Ф у? = 1280х 


y = – 1; Foco: (9, – 1) ; Directriz: х = —2; Foco: (2,2); La profundidad de la 
x = 7; Puntos finales del latus Directriz: y = 8; Puntos finales cocina es de 500 mm 
rectum: (9, —3) y (9, 1). del latus rectum: (-12, —2) y 

y (8, —2). 


10.4 Rotación de ejes 


1. (A) hipérbola elipse 2. = + 57 = 1 3. (A) hipérbola elipse 


10.5 Secciones cónicas en coordenadas polares 


1 


1. elipse;e=>; x=-2 2. 


3? y 1—соз 0 
0.75: 
үл 
0757 
4. 4-8x+3x2-y=0 
10.1 Ejercicios de sección 
1. Una elipse es el conjunto de 3. Este caso especial sería un 5. Es simétrico respecto al eje 
todos los puntos del plano círculo. x, al eje y y al origen. 


cuya suma de distancias a 
dos puntos fijos, llamados 
focos, es una constante. 
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2 2 2 Э, 2 2 
7. 56 +5 = 1 9. s; —— + =1 11. 542% = 1; Puntos 
32 22 (2) (| 22 72 
2 3 finales del eje mayor (0, 7) 
y (0, —7) . Puntos finales 
del eje menor (2, 0) y 
(2, 0). Focos en 
(0,34/5) (o, -зу5) | 
2 2 _9у2 _д\2 2 m2 
13. ~ + —— = 1; Puntos 15. 27 AE 1; Puntos 17. PEE y ODE 1; Puntos 
(1)2 (тү 72 52 22 32 
| 37 finales del eje mayor finales del eje mayor 
finales del eje mayor (1, 0) (9,4), (=5, 4). Puntos finales (=5, 10), (25, 4) . Puntos 
y (1,0). Puntos finales del eje menor (2, 9),(2,—1). finales del eje menor 
del Өе pan Focos en (—3, 7), (—7, 7) . Focos en 
(0, 3), (0,—=3) - Focos en (2+246,4), (2-24/6,4). (=5,7+ v5). (-57-у5). 
24/2 0 2V2 o 
таче AT з ж ру 
2 an? СТУЛ 52 2 a) 
19. EX „97 1, 21. EAU 23. 5 + 22 - 1; Puntos 
32 22 2 (5)2 о)? 


Puntos finales del eje 
mayor (4,4), (2,4). 
Puntos finales del eje 
menor (1, 6), (1, 2). Focos 


(а) (43 


Puntos finales del eje mayor 


(3+342,5), (3 -34/2,5). 


Puntos finales del eje menor 


finales del eje mayor 

(0,2), (10, 2). Puntos finales 
del eje menor (—5, 4), (-5, 0). 
Focos en 


en 


ХЕТ) Ста) (а-та) 


(3,5 + v2); (3,5 - v2). 


Focos en (7,5),(—1,5). 


(х+3)2 ‚ (у+4)2 
(5)2 о)? 
del eje mayor (2, -4), (-8,-4). 

Puntos finales del eje menor 


(3, -2), (3, —6) . Focos en 


(-3 + V21, -4), (-3- V21,-4). 


25. 27. Focos 


(=3,-1+ VIT). (-3.-1- уп) 


= 1; Puntos finales 


29. Foco (0,0) 33. Centro (0, 0), Vértices 


(4,0), 4,0), (0, 3), (0, —3), 
Focos (v7.0) , (-v7,0) 


y 
4 
4 


31. Focos 
(-10, 30), (—10, —30) 


1488 


35. Centro (0, 0), Vértices 37. Centro (-3, 3), Vértices 
1 1 1 Т 
(4.0), (-4,0), (0,4), (0-4), @ TA 
осо (—3, 
Focos С $) А (o, E) 
Observe que esta elipse es un 
y círculo. El círculo solo tiene un 
«21 foco, que coincide con el 


centro. 
киш E РЕ 
P a Ме з 


—— - - - -ex 
-10 -7.5 -5 -2.5 9 25 5 75 10 
25; 


N 

+ 

м [ч 

л 

T Ф. 


39. Centro (1, 1), Vértices 41. Centro (-4, 5), Vértices 43. Centro (-2, 1), Vértices 
(5, 1),(—3,1),(1,3),(1,—1), (—2,5),(—6,4),(—4, 6),(—4,4), (0, 1),(—4,1),(—2,5),(—2,—3), 
Focos Focos Focos 
(1,1+243),(1,1-243) (-4+ v3.5), (-4- 13,5) (-2,1 +23), (22,1 - 2v3) 

y y y 
st 10? 
44 75+ 
== 
25+ 
5 tos $ 250 25” 
-2.54 5; 
Я 
a 
al 
wii 
2 2 _д\2 532 

45. Centro (-2, —2) , Vértices 47. 2 + 3 =1 49. с +2 2 = 1 
(0, —2) > (4, -2) > E 2; 0) > E 2, —4) > 
Foco (-2, —2) 

y 
1} 
+3, 04? _ 2,9 _ к+)? | a? _ 

51. у +-—у—=1 53. т + ар =1 55. а-ар El 

57. Агеа = 12л unidades al cuadrado 59. Агеа = 2\/5х unidades 61. Área = 9л unidades 

cuadradas. cuadradas. 

вз. 22 а =] 65, E 2 1.0 ia= 67. Aproximad 51,96 

3. їр“ - 300 + тад = 1: Distancia = 7 proxima amente 51, 
17,32 pies pies 
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10.2 Ejercicios de sección 


1. Unahipérbola es el conjunto 3. Los focos deben estar en el 5. El centro debe ser el punto 
de puntos de un plano cuya eje transversal y en el medio del segmento de 
diferencia de distancias a interior de la hipérbola. línea que une los focos. 


dos puntos fijos (focos) es 
una constante positiva. 


„52. 2 2 2 2 2 А 
7. рее 9. > 11. 5-5 = l; vértices: 


(5,0), (—5, 0) ; focos: 
(v61,0) , (=v61,0) ; 


asíntotas: 


6 6 
IF GAY) ZW DG 


2 ay? A оү 2 
13. Г ЖЕ 1; vértices: 15. E 0-29 — 1; vértices: 17. E 0 - |. vértices: 
22 92 32 42 72 72 
(0, 2), (0, —2) ; focos: (4,2), 2,2); focos: (9, -7),(=5,—7); focos: 


(o, , 85) | (o, ЕГ 85) . (6,2) (4,2); asíntotas: (2 +74/2, -7) , e 2:730, -7) ; 
= Hx-1)+2,y=-Í(-1)+2 

asíntotas: T E т asíntotas: y = x — 9, y = -x – 5 
у= 2x y= -x 


CN ор 0-02 _ ay 


19. 5 z = 1; vértices: 5 z = 1; vértices: 
3 3 2 4 
(0, 3), (6, 3); focos: (3,6), (3, 2); focos: 
(-3+3у2,1),(-3-3у2,1); (3.4+2у5), (3,425); 
asíntotas: y = х + 6, у = –х asíntotas: 
у= H(x—3)+4,y= -Ha—3)+4 
2. 2 2 2 
23, E E 1; vértices: 25, EA „Оу 1; vértices: 
72 702 52 22 
(—1, 2), E1, -12); focos: (2,4), (8,4); focos: 
(-1, -5 + 7/101) : (—1, -5 — 1/101) ; (= + 12,4) (= z 12,4) ; 
asíntotas: asíntotas: 
у= зр (х+1)—5,у= —+цу(х+1)—5 у= 2(х+3) +4,у= –2(х+3) +4 


27. y=Hx-3)-4,y=-%(x-3)-4 29. у= (х1) +1,у= –3(х-1) +1 


31. 
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37. А 39. 41. 


Vértica (3, 0) Ñ Vértice (3, Б) 5 ` 15 20 
2 Г] 7 f 6 24 =>” 5/ uk 2) 
104 
2 2 SAS 1 
es GO _ 0-2 _ 
са ul мёгіс (5 15) е 9 z 16 ® 1 ЗА 25 11 Е | 
/ 
16+ 4 00 
в 
ШЇ =, [© [в 16 
Еос 5) 
84 
\ 
16| Vértic (5, –5) 
-24{ 
2 _2у2 2 2 2 2 
9% _ 09 _ У ж. Y D _ 
49. 25 2 = л 51. 16 5 =1 5З. 9 9 = 1 
2 2. 
55. кш = ш) = 1 57. у(х) = Зүх2 +1, у(х) = -3үх2 +1 
У 
10} 
2+ 
2 y 
59. у(х) =1+2үх2 +4х+5,у(х) = 1-2үх2 +4х+5 61. 3 – з= = 1 
y y 
151 
104 
Fuente 
e + + X + tex 
54 
-104 
asl 
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2 2 2 
х ў _ 2 
63. = й! 67. 4(x1)"y2* = 16 
A 
24+ 
16} Fuente 
e / 
/ +— +> 
740-732724 16 8 7 8 16004 32 40 
716} 
24; 
69. 
10.3 Ejercicios de sección 
1. Una parábola es el conjunto 3. El gráfico se abrirá hacia 5. La distancia entre el foco y 
de puntos del plano que abajo. la directriz aumentará. 
equidistan de un punto fijo, 
el foco, y de una línea fija, la 
directriz. 
7. six? = 4(-Е)у 9. sí(y-3? = 4(2)(х—2) 


1. 9 =5x,V:000:F:(2,0):d:x=-% 13. х2 = -1у, И: (0.0); Е: (0,-L):d:y=Í 


= 


15. y? = $x, V : (0,0); F : (1,,0):d:x=-3 17. (х-1)5=4(у—1),/:(1,1);Е:(1,2);4:у=0 


19. (у 4) =2(x +3), V : (3,4); Е: (-3,4):d:x=- 


nia 


21. (х+4)2 =24(y+ D,V :(—4,—1); Е: (—4,5);d : y = -7 
23. (y-3? = -12 (x+ 1), V : (-1,3); F : (—4,3);d :x=2 
25. (х-– 5)? = f +3), И: (5,-3); Е: (5, -L):d:y=-L 


27. (x-2? =-2(y-5),V : (2,5); Е: (2,2);d:y= 4 
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29. (у- 1)2 = 1(х- 5), И: (5,1); Е: (1,1);а:х= + 31. 


Росо (2, 0) 
Xx 
25 5 75 


33. 


39. 


45. х2 =-16y 47. (y-2)? =4y2(x-2) 49. (v+ vay = 42 (x = ү) 


Lx +2) 55. (х= м3), Е. (++ 13) 


51. x? =y 53. (y - 2)2 


57. y? =-8x 59. (у+ 1)? = 12(х +3) 61. (0, 1) 

63. En el punto 2,25 pies рог 65. 0,5625 pies 67. x? = —125 (y — 20), la 
encima del vértice. altura es de 7,2 pies 

69. 2.304 pies 
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10.4 Ejercicios de sección 


1. Eltérmino xy hace que se 3. La sección cónica es una 5. Dael ángulo de rotación de 
produzca una rotación del hipérbola. los ejes para eliminar el 
gráfico. término xy. 

7. AB=0, parábola 9. AB=-4<0, hipérbola 11. AB = 6 > 0, elipse 


13. B? – ДАС = 0, parábola 15. B? — ААС = 0, parábola 17. B? —4AC = —96 < 0, 
elipse 


19. 7x1? +9y?-4=0 21. 32 +2 у – 5/2 +1= 0 
23. 0=60,11x'? — y? + үЗх' +y! —4=0 25. 0= 150°, 21х/? +9y? +4x' -4/3y -6=0 


27. 0 36,9°,125х'? + бх! – 42у +10=0 29. 0 = 45°,3х/? – y? – \/2х' + V2y' +1 = 0 


31. 


37. 
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41. 45. 
— ¿LU Ke 
езд 
y?) | 
6 
47. 49. y 51. 0=45° 
10 
B 
6 = 63 
A ЭШЕ» тк ех 
6 4 277 6 8 10121416" ы + 
a. 
Е: 
аі 
10 
53. 0 = 60° 55. 0 x 36,9 57. 46 <k < 44/6 
y y 
e 3t > 
А 2 SA a 
ts Ма ЕЕ. 
ЕЕЕЕЕТ ТЕНИ ЕЕЕ Е ЕРИ 
Lol -2| 
f l-al al % 
t t 
59. k=2 
10.5 Ejercicios de sección 
1. Sila excentricidad es menor 3. La directriz será paralela al 5. Uno de los focos se situará 
que 1, es una elipse. Si la eje polar. en el origen. 
excentricidad es igual a 1, es 
una parábola. Si la 
excentricidad es mayor que 
1, es una hipérbola. 
7. Parábola cone = 1y 9. Hipérbola con e = 2y 11. Parábola сопе = 1 у 
directriz ¿ unidades por directriz 5 unidades рог directriz + unidades a la 
debajo del polo. encima del polo. derecha del polo. 
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13. Elipse con e = 5 y directriz 15. Hipérbola con e = 5 у 


2 unidades a la derecha del 
polo. 


directriz 11 unidades por 


5 
encima del polo. 


19. 25x? + 16y? -12y-4=0 21. 21x? — 4y? -30x+9=0 


25. 96y? — 25x? +110y+25=0 27. 3х2 +4y? – 2х-1=0 


. Hipérbola con e = 3 у 
directriz $ unidades a la 
derecha del polo. 


23. 64y? = 48x +9 


29. 5х2 +9y? -24x-36=0 


31. y 33. y 35. y 
st 161 
Vértice (—5, о) 61142 (71,67, 2,89) 144 
\ со (0, 0) 12+ ( j 
5 _30 40 Vértice (0, 10 
| 1,0) a vértice ( 2,2) kolo ®) s 
7,5 5 7,5 ? 20 
Vértice ai о 
vértice (—1,67, 2,89) кеу 9) 
`5; Еосо (0 
+ + + + + + +=X 
-10 -8 -6 Ко 4 6 810 
=4 vértice((0,- 2) 
sl 
37. 39. ӯ 41. у 
16! 75+ 
144 Vértice (0, 6) i р 
+=X Vértce (-2,68, 2.4) vértice (2,68, 2,4) 
5 Foco (0. 0) 
- ЫБ мү Эв | % Pas 25 ЖЕШ 
y 2 Foco (0, 0)| 20) vérticalo, — 5] 
-34 и И БЕВ а 8 25: 5) 
т 16-14-12-10 -8 -6 -4 -2 El 416 8 10 e 25; | 
7144 
чы] 
= 4 = 4 ВЕ 1 
Дат 45. r= o 2 1D 
Е 7 = 12 _ 15 
49. r= з созд 51. r= 33sen 53. r= 050 
= 3 Z 2 = 2 
55. r= 3—3 cos 0 57. г= + /T+sen 0 соз Ө 59. r= tT cos 0+3 sen 0 
Ejercicios de repaso 
2 2 
х Y ad: à . 
52 + та 1; centro: (0, 0); 
vértices: 
(5,0), (55, 0), (0, 8), (0, —8); 
focos: 


и) (0-9) 


1495 
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з (+32 | 0-22 _ 
cop 32 o 
5. centro: (0,0); vértices: 


(6, 0) , (6,0), (0,3), (0, —3); 


focos: (3v3, о) Я (=43, 0) 


11. Aproximadamente 35,71 
pies. 
17. 
у 
15+ 
| 
мёпісе (1. 8) Me (—1, 8,28) 
54 
X 


=== === 
720 15-10 5 0 5 10 15 20 


Vértice (—1, -6) —MFoco (—1, -5,28) 
о} 
15) 
, 


23. (х+2) = Hy-1); 
vértice: (2, 1); foco: 
(2, 2) ; directriz: y = 


2 
8 


29. 
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7. centro: (-2,-2); vértices: 
(2, -2) , (6, -2) , (2, 6), (2,10) 
focos: 


1 (3,2% (2,2), (—4, 2), (=3, 5), (23, 1); (=3,2+24/2), (-3,2- 242) 


(2, 2+4, ) (2, -2-44/3) 


+ + He, 
$ 10 15 20 ^ 


0+1) sy? 


13. = 1; centro: 
42 62 
(4,—1) ; vértices: (4, 3), (4, —5); 
focos: 
(4, -1+ 24/13) , (4, ls 21/13) 
19. 
y 
1517 
|у 
104 
Sfvértice (0, 6,46) 
Vértice (0, -0,46)| 


25. (x+5) =(y+2); vértice: 27. 
(=5, –2) ; foco: (=5, 1); 


directriz: y = — 


Apo 


31. œ -2° = (2) (у- 1) 


2 y 
(х—2)2 _ 0+3 |, 
2 75l; 
(243) 
centro: (2, —3) ; vértices: 
(4, -3), (0, —3) ; focos: 
(6, -3), (2, -3) 
Es? _ 07? _ 
21. TR - 5 = 1 
E 
з 


\ | 
\ = 
Vértice (—3, + 


зз. B? – ДАС = 0, parábola 


35. B? - ДАС = –31 < 0, 
elipse 


41. Hipérbola cone = 5 у 
directriz 2 unidades a la 
izquierda del polo. 


47. 


37. 0=45,x24+3y?-12=0 39. 0=45 


Examen de práctica 
> y | ; А 
1. 35 + Z275 1; centro: (0,0); 
vértices: 
(3, 0), (—3, 0) , (0, 2), (0, -2) ; 


focos: (v5.0) i (-v5.0) 


a 
2 
ав 
Шы. эх з 4 
| 
| 
А 
al 
43. Elipse con e = 2 y directriz 45. 
1 unidad por encima del Ye 
7547 
polo. | 
= 3 
49. r= тус» 9 
ЗЕ cn, aa 
3. centro: (3,2); vértices: 5. зе t = 1 
(11,2), (=5,2),(3, 8), (3,4); 
focos: 
(3 +24/1,2) ,(3-247,2) 
y 
151 
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2 2 
11. 0-3 _ 08-02 


2 2 
х > = 1; centro: (0,0); 9. centro: (3, —3) ; vértices: 1 3 


7. 
72 . 3 
vértices (7, 0), (7, 0); (8,—3), (—2, —3); focos: 
focos: (3 + y26, -3) А € — y 26, -3) i 
( 130,0), (- 130,0); asíntotas: y = +1(х —3)-3 
asíntotas: y = +3x y 
10: 
5 
+ 5 y 07" 
НЫ 
-i уаш -3) 
- 10508110 13, 3 
13. (x-2?= 20 +1); 15. 17. Aproximadamente 8,49 
y pies 


vértice: (2, —1); foco: 


23. Hipérbola con e = 3, у 


directriz 2 unidades a Іа 


derecha del polo. 


19. parábola; 0 = 63,4* 


25. 


Capítulo 11 
Inténtelo 


11.1 Secuencias y sus notaciones 
1. Los cinco primeros términos 2. Los cinco primeros términos 3. Los seis primeros términos 
son 


son (1,6, 11, 16, 21}. son 
[-2, 2, =>, 1, – $ (2, 5, 54, 10, 250, 15). 


Acceso gratis en openstax.org 


п 
4. an =(—1)"+!9" 5. an = –3— 
5 17 
7. {2, 5, 11, 23, 47} 8. {0, 1, 1, 1, 2, 3, 2, Y). 


11.2 Secuencias aritméticas 


1. La secuencia es aritmética. 2. La secuencia no es 
La diferencia común es – 2. aritmética porque 
3-146-3, 
ај = 25 
4. а = 2 5. “l 


An = аһ +12, paran > 2 


7. Нау 11 términos en Іа 8. 1а їбгтиіаеѕ Т, = 10 + 4n, 
ѕесиепсіа. y le llevará 42 minutos. 


11.3 Secuencias geométricas 


1. La secuencia no es 2. Lasecuencia es geométrica. 
geométrica porque La razón común es 1. 
10 4 15 
5 10” 
a] = 2 
4. 5. ав = 16, 384 


аһ = 24,1 paran > 2 


7. (А Р„ = 293. 1,026a” 
El número de visitas será 
de unas 333. 


11.4 Series y sus notaciones 


1. 38 2. 260,4 

4. —280 5. $2.025 

7. 9.840 8. $275.513,31 

10. La suma de las series 11. La suma de la serie infinita 
infinitas está definida. está definida. 


13. La serie no es geométrica. 14. + 


hn 


6. ар =€ 


n-3 


9. Los cinco primeros términos 


son (1, 5, 4, 15, 72). 


3. (1,6, 11, 16, 21) 


6. an = 53 – Зп 


з. (18,6,2,5,5) 


6. an = (3)! 


3. 328 
6. = 2, 000,00 
9. La suma по está definida. 


12. 3 


15. $32.775,87 


1499 


1500 


11.5 Principios de conteo 


1. 7 2. Нау 60 desayunos 3. 120 
especiales posibles. 


4. 60 5. 12 6. Р(7,7) = 5,040 
7. Р(7,5) = 2,520 8. С(10,3) = 120 9. 64 helados 
10. 840 


11.6 Teorema del binomio 

1. A 35 ® 330 2.0 3. –10,206х4у? 
х5 – 5x%y + 10x? y? — 10x? y? +5xy* — y 
8х3 + 60x? y + 150xy? + 125y? 


11.7 Probabilidad 
1 я : = 
Resultado Probabilidad 
1 
Cara 5 
1 
Сги2 Т 
2 5 1. 5. 86 
4. 5 5. = 6 а. әү; b. т: с. 9] 
11.1 Ejercicios de sección 
1. Una secuencia es una lista 3. Sí, ambos conjuntos 5. Un factorial es el producto de un entero 
ordenada de números que continúan indefinidamente, positivo por todos los enteros positivos 
puede ser finita o infinita. por lo que ambos son inferiores a él. Se utiliza un signo de 
Cuando una secuencia finita secuencias infinitas. exclamación para indicar la operación. Las 
está definida por una respuestas pueden variar. Un ejemplo de la 
fórmula, su dominio es un ventaja de utilizar la notación factorial es 
subconjunto de los enteros cuando se indica el producto. Es mucho 
no negativos. Cuando una más fácil de escribir que 
secuencia infinita está 13.12-11.10-9.8-7-6:5:-4-3-2-1. 
definida por una fórmula, su 
dominio es todos los 
enteros positivos o todos los 
enteros no negativos. 
7. Los cuatro primeros 9. Los cuatro primeros 11. Los cuatro primeros 
términos: términos: 2, 1, 5, 1. términos: 
8, 6 4, 16 1,25, —5, 20, – 80. 


3” 3 
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13. 


19. 


23. 


29. 


33. 


39. 


45. 


51. 


57. 


63. 


Los cuatro primeros 15. 
términos: 4, 4, 2, 16 
“97 57: т фе 


—0,6, —3, —15, 20, —375, —80, —9375, —320 21. an = п? +3 


_ 2n gn 
an = с 0 25. 
Los cinco primeros 31. 
términos: 
2 9 27 891 
1, 1, 9, 11 > 5 


2, 10, 12, 4, 4, 2, 10, 12 


720 41 


Los cuatro primeros 47. 


6 24 


términos: —1, 2, 31 


01234567 


Los cinco primeros 59. 


árminos: 22, 152 716 
términos: 37" 111" 333" 
3188 13724 
999 * 2997 


Los seis primeros términos: 65. 


0,042, 0,146, 0,875, 2,385, 
4,708 


А 1 4 9 
Los cuatro primeros Tao T> 31, 44, 59 
términos: 
—4, 4, -20, 100 
1 
ап = (-4)” 27. Los cinco primeros 
términos: 
3, —9, 27, —81, 243 
1 у 3 9 81 2187 53144 
24° CLP 2° 4° 4° g? 16 


35. ај = —8, an = аһу +п 


665, 280 43. 


Ed 


Los cinco primeros 61. 


términos: 2, 3, 5, 17, 65537 


Los cuatro primeros 67. 


términos: 5,975, 2,765, 
185,743, 1057,25, 6023,521 


37. ај = 35,аһ = аһ +3 


Los cuatro primeros 
£rmi . 1 2 3 
términos: 1, 213+2 
49. an 
4 
3 
(1.2) 
Ten an 


“a (50 
-n 
012345 


55. ај =6, an = 2а, – 5 


410 = Ye 257, 600 


Si los valores de a, = -421 
es un término de la 
secuencia, entonces se 
resuelve la ecuación 

-421 = —6 — 8n para n 
dará un número entero no 
negativo. Sin embargo, si 
—421 = —6 — 8n, entonces 
n = 51,875 por lo que 

an = —421 no es un 
término de la secuencia. 


1501 


1502 


(п+2)! _ (0+2)-(0+1)-(и):(и—1):...:3:2:1 


69. ај = l,a = 0, an = an1 — аә 71. aD = aD 32i = п(п + (п +2) =n +3n? +2n 


11.2 Ejercicios de sección 


Hallamos si la diferencia 5. Tanto las secuencias 


1. Una secuencia en la que 3. 


cada término sucesivo de la 
secuencia aumenta (о 
disminuye) en un valor 
constante. 


entre todos los términos 
consecutivos es la misma. 
Esto es lo mismo que decir 
que la secuencia tiene una 


aritméticas como las 
funciones lineales tienen 
una tasa de cambio 
constante. Son diferentes 


diferencia común. porque sus dominios no son 
los mismos, las funciones 
lineales se definen para 
todos los números reales y 
las secuencias aritméticas se 
definen para los números 
naturales o un subconjunto 


de los números naturales. 


7. La diferencia común es 4 9. La secuencia no es 11. 0, Z, 4, Ze 5 
aritmética porque 
16-4 # 64 – 16. 
13. 0, –5, –10, –15, –20 15. а4 = 19 17. а6 = 41 
19. ар = 2 21. ај = 5 23. ар = 6 
25. а] = –13,5 27. 19, 20,4, —21,8, 23,2, 24,6 29. ај = 17; an = а +9 п> 2 
31. а = 12; an = арр +5 n>2 33. ај = 8,9; an = an1 +14 п> 2 
35. ар = 1; аа = а + n>2 37. = 1; а= а 2 п> 2 


39. ар = 4; an = а, +7; ајд = 95 41. Los cinco primeros 43. ар = 1+ 2п 


términos: 20, 16, 12, 8, 4. 


45. аһ = —105 + 100n 47. a, = 1,8п 49. an = 13,1 + 2,7n 


51. аһ = in 1 53. Hay 10 términos en la 55. Hay 6 términos en la 
secuencia. secuencia. 
57. El gráfico no representa 59. ч 61. 1,4,7,10,13,16, 19 
una secuencia aritmética. 01 ¿42 


- + (2. Dd, A+ +n 

-0.5 0) 05115 2 25 3 35 4 45 5 55 
5 

(3, –11) 

. 


(4, -21) 
. 


-3H ¿e -31) 
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63. & 

м (5, 13) 
13 е 
124 

иу (4, 10) 
10 ° 

9 

87 (3,7) 

7 è 

6 

5 (2.4) 

4 . 

3 

21 an 

1} % 


69. aj; = —17a + 38b 


65. 


ET EZ TT TR VA 
012345 6 


71. Lasecuencia comienza а 
tener valores negativos еп 
el 13.2 término, а1з = -4 


11.3 Ejercicios de sección 


1. Una secuencia en la que la 
razón entre dos términos 
consecutivos cualesquiera 
es constante. 


7. La razón común es —2 


13. La secuencia es 
geométrica. La razón 
común es de 5. 


19. ад = -4 


3. Dividir cada término de una 
secuencia entre el término 
anterior. Si los cocientes 
resultantes son iguales, la 
secuencia es geométrica. 


9. La secuencia es geométrica. 
La razón común es de 2. 


11 L 
15. 5,1, $, 35> 135 


2 
21. ат = — 729 


п 


73. 


11. 


17. 


23. 


67. Las respuestas variarán. 


Ejemplos: a, = 20,6n y 
An = 2 + 20,4n. 


Las respuestas variarán. 
Compruebe que la 
secuencia es aritmética. 
Ejemplo: Fórmula 
recursiva: 

ај =3,4n = аһ – 3. 
Primeros 4 términos: 

3, 0, —3, —6 азу = —87 


Tanto las secuencias 
geométricas como las 
funciones exponenciales 
tienen una razón constante. 
Sin embargo, sus dominios 
no son los mismos. Las 
funciones exponenciales se 
definen para todos los 
números reales, y las 
secuencias geométricas se 
definen solo para los 
enteros positivos. Otra 
diferencia es que la base de 
una secuencia geométrica 
(la razón común) puede ser 
negativa, pero la base de 
una función exponencial 
debe ser positiva. 


La secuencia es 
geométrica. La razón 
común es de 2. 


800, 400, 200, 100, 50 


7, 1,4, 0,28, 0,056, 0,0112 


1503 


1504 


25. a¡=-32, аһ = ак 27. ај = 10, an =—0,3а, 1 29. а = 5, аһ = la; 
31. ар = Lan =—4a 33. 12,-6,3,-2,2 35. an n= 3"! 
ld 1 512? п n—1 Ыы > yA 2° 4 Ы п 
E n-1 n-1 
37. an = 0,8 - (2571 39. an =-(%) 41. а п= 3: (1) 
43. ајә = + 45. Hay 12 términos en la 47. El gráfico no representa 
| secuencia. una secuencia geométrica. 

49. ¿2 51. Las respuestas variarán. 53. as = 256b 

aad (5. 48), Ejemplos: 

36 4 ај = 800, an =0,5a y у 

34) @. 24), ај = 12,5, ар = 4а, 

P (3, 12) 

12 (1,3) (2, ө) е 


PR: ртр Р ү МА, зар атт 
-0.50 0.5 1 15225335445555 
-14 


55. La secuencia supera el 100 57. ад = -2 es el primer 59. Las respuestas variarán. 
en el 14.° término, valor no entero Ejemplo: Fórmula explícita con 
ауд = 107. una razón común decimal: 
an = 400 - 0,571; Primeros 4 
términos: 


400, 200, 100,50; ag = 3,125 


11.4 Ejercicios de sección 


1. Una suma parcial a la 3. Una serie geométrica es la 5. Una anualidad es una serie 
nenésimo es la suma de los suma de los términos de de pagos regulares iguales 
primeros n de una una secuencia geométrica. que ganan un interés 
secuencia. compuesto constante. 

4 5 20 

7. Y 5n 9. Уд п. Y 8k+2 

n= k=1 k=1 
ЕІ 7 
s (242 

13. 55 = ел 2. z) 15. 53 = 1202120 17. Y 8.05 

k=1 


5 
J) 121 64(1-02!!) 781,249,984 

19. S5 T = < x 13,44 21. 51 = 102 = 7765625 = 80 

3 
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23. La serie está definida. 25. La serie está definida. 27. y 
ES = =l 2000 А 
S= 1—0,8 5 = 1-(-4) 2 1750 г 
2 $ 1500 К 
3 1250 =: 
2 1000 . 
3 750 . 
Е 500 a * 
2 250 q 
01224667 5 0001117" 
Мез 
29. Ejemplo de respuesta: El 31. 49 33. 254 
gráfico de S, parece 
acercarse al 1. Esto tiene 
sentido porque = 
porque У (3) 
k=1 
es una serie geométrica 
infinita definida con 
1 
S= — =l. 
1 
(3) 
35. 57 = 147 37. 51 = 5 39. S7 = 5208,4 
— _ 1.023 ——® = 
41. Sip = 256 43. 5 =-3 45. 5 = 9,2 
47. $ 3.705,42 49. $ 695.823,97 51. ак = 30 – k 
53. 9términos 55. r= 5 57. 400 dólares al mes 
59. 420 pies 61. 12 pies 
11.5 Ejercicios de sección 
1. Нау т + n maneras para 3. El principio de adición se 5. Una combinación; 
que ocurra tanto el evento aplica para determinar el С(п, ғ) = тл 
А como el evento В. total de resultados posibles Е 
de cualquiera de los dos 
eventos. El principio de 
multiplicación se aplica para 
determinar el total de 
resultados posibles de que 
se produzcan ambos 
eventos. La palabra "o" suele 
implicar un problema de 
adición. La palabra "y" suele 
implicar un problema de 
multiplicación. 
7. 4+2=6 9. 5+4+7 = 16 11. 2х6 = 12 


13. 10% = 1.000 15. P(5,2) = 20 17. Р(3,3) =6 


1506 


19. P(11,5) = 55,440 21. C(12,4) = 495 23. C(7,6)=7 

25. 210 = 1.024 27. 22 = 4096 29. 2? = 512 

31. & = 6720 33. +9257 35. 9 

37. Sí, para los casos triviales 39. 6 х4! = 8640 41. 6-3+8-3=8 
r=0yr=1.Sir=0, | 
entonces 


С(п, ғ) = P(n,r)=1. Si 
r = 1, епіопсеѕ ғ = 1, 
С(п, ғ) = Р(п, ғ) = п. 


43. 4х2х5 = 40 45. 4х 12х3 = 144 47. Р(15,9) = 1,816, 214,400 
49. С(10,3) х С(6,5) х С(5,2) = 7,200 51. 21! = 2.048 53. те = 116,396, 280 


11.6 Ejercicios de sección 


1. Un coeficiente binomial es 3. El teorema del binomio se 5. 15 
una forma alternativa de define como 
denotar la combinación п п 
п _ п-к. k 
C(n,r ). Se define como (х+у) = y 
k=0 
n 
н ) = С(п,ғ) = TEET А у ѕе риеде иѕаг рага 


expandir cualquier binomio. 
7. 35 9. 10 11. 12.376 
13. 64a? — 48a?b+ 12ab? — b? 15. 27a? + 54a?b+ 36ab? + 8? 


17. 1.024х5 +2.560x* y + 2.560x? y? + 1280x? у? + 320xy% + 32у? 


19. 1.024x% — 3840x y + 5760x? y? — 4320x? y? + 1620xy* — 243% 21. + $ + 20 + 25 + 
х х?у 


23. al” + 17а) + 1360152 25. aló – З0а\4Ь + 420a1? b? 


27. 3,486, 784, 401420 + 23,245, 229, 340a1?b + 73,609,892, 910a18p2 29. х24 — 8x?! ,/y + 28x!8y 


31. —720x? y? 33. 220,812,466, 875, 000y” 35. 35х?у? 
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2 
37. 1,082, 565a3b!6 39, 1527 41. р(х) = xt + 12х3 
х 
us er ES] 
43. р(х) = xf + 12x? + 54х2 + 108x 45. 590,625x7 y? 47. k-1 


49. La expresión 
3 2 5 

(x? +2y* – z) nose 
puede expandir utilizando 
el teorema del binomio 
porque no se puede 
reescribir como un 
binomio. 


1508 


11.7 Ejercicios de sección 


1. 


13. 


19. 


25. 


31. 


probabilidad; la 
probabilidad de un evento 


3. Un experimento es una 
actividad con un resultado 


se restringe a valores entre observable. 
Оу 1, incluso 0 y 1. 
1 5 
2. 9. $. 
3 1 
3: 15. 4: 
3 1 
A 21. =. 
5 1 
z 27. 15: 
12 
сту 33. 
_ оро га 
1 [ (1,1) (1, 2) [(1, 3) 
2 3 4 
2 | (2,1) | (2,2) | (2, 3) 
Е 4 5 
З | (3, 1) | (3, 2) | (3, 3) 
4 5 6 
4 (4,1) (4,2) (4,3) 
5 6 7 
5 (5,1) (5,2) (5,3) 
6 7 8 
6 | (6, 1) | (6, 2) | (6, 3) 
7 8 9 
5 
б: 37. 0. 
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(1, 4) 


(2, 4) 
6 


(3, 4) 
7 


(4, 4) 
8 


(5, 4) 
9 


(6, 4) 
10 


5. La probabilidad de que se 
produzca la unión de dos 
eventos es un número que 
describe la posibilidad de 
que se produzca, al menos, 
uno de los eventos de un 
modelo de probabilidades. 
En una unión de conjuntos 
A y Byunaunión de 
eventos A y B, la unión 
incluye Ao Во ambos. La 
diferencia es que una unión 
de conjuntos da como 
resultado otro conjunto, 
mientras que la unión de 
eventos es una 
probabilidad, por lo que 
siempre es un valor 
numérico entre 0 y 1. 


1 
11. 7: 


17. 


Alu 


23. 


29. 


(1,5) 


(1, 6) 


(2, 5) 
7 


(2, 6) 
8 


(3,5) 
8 


(3, 6) 
9 


(4, 5) 
9 


(4, 6) 
10 


(5, 5) 
10 


(5, 6) 
11 


(6, 5) 
11 


(6, 6) 
12 


39. 


sola 
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1 5 8 
41. І. 43. 5 45. тз 
сал) _ 1 С(12,3)С(36,2) _ 175 С(20,3)С(60,17) _, 
47. са85) = 216 49. — Cass) T 216 51. 98020) 12,49% 


С(20,5)С(60,15) _ Е 
53. 908020)  * 23,33% 55. 20,50 + 23,33 — 12,49 = 31,34% 


С(40.000.000,1)С(277.000.000,4) _ 36.78% 59 С(40.000.000,4)С(277.000.000,1) _ 0,11% 


dd C(317.000.000,5) C(317.000.000,5) 


Ejercicios de repaso 


1. 2,4,7,11 3. 13,103,1.003, 10.003 5. La secuencia es aritmética. 
La diferencia común es 
а= 2 
>. 
7. 18,10,2,=6, 14 9. ay=-20, an =p +10 М. а = 1п+ È 
13. r=2 15. 4,16, 64, 256, 1.024 17. 3, 12, 48, 192, 768 
n-1 ә 1 
19. ап=—+-(+%) 21. £ (х” +5). 23. Sı; = 110 
т= 0,0 
25. Sy % 23,95 27. 5 = 15 29. 5.617,61 dólares. 
31.6 33. 10% = 10.000 35. P(18,4) = 73,440 
37. С(15,6) = 5005 39. 250 = 1,13 x 101 41. 407 = 3360 
43. 490,314 45. 131,072а!7+1,114,112а!60+4,456,448а!5 p? 
1 5 
47. 49. 5 51. 2 


55, 1— ©@5®®9 одд 57. ©@5®039)СӨ50,5) „56% 


ЭЗ. —C(500,8) С(500,8) 


ES 
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Examen de práctica 


1. -14,-6,-2,0 3. La secuencia es aritmética. 5. ар =-2, an = а — 3; da =- 
La diferencia común es 
d=0,9. 
15 5 
7. La secuencia es geométrica. 9. ај = 1, аһ = -4 - An-1 11. > (зе Е е) 
La razón común es r = 2. k=-3 
13. S7 = -2.604,2 15. Total en la cuenta: 17. 5x3x2x3x2= 180 
$140, 355,75; Intereses 
ganados: $14,355,75 
— iði _ 429x14 
19. C(15,3) = 455 21. ззат = 151,200 23. T 
4 5 C(14,3)C(26,4) _ 
25. 7 27. T 29. Can ~N 29,2% 
Capítulo 12 
Inténtelo 
12.1 Hallar los límites: enfoques numéricos y gráficos 
1. а = 5, f (x) = 2х2 —4 y 2. a.0;b.2;c. по existe; d. —2; 3. lím (205200) = 5 
L= 46. e. 0; Ё no existe; g. 4; h. 4; i. 410 


4 
E ” lí 20 sen {x} 
m) tn (eto) 


чл _— 


е |же 
0,001 4,9999992 5 
0,01 4,9999167 | 
, 20 зеп(х) 
өзел | а (2н 


4. по existe 


12.2 Hallar los límites: propiedades de los límites 


1. 26 2. 59 З. 10 
1 

4. -64 5. 3 6. -+ 

7. —} в. 24/3 9. —1 
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12.3 Continuidad 


1. © discontinuidad 
removible en x = 6; 
discontinuidad de salto 


enx=4 


4 х=6 
12.4 Derivadas 
1. з 
3 
4. 3 


7. (A) Después де cero 
segundos, se ha movido 0 
pies. 

Después de 10 
segundos, se ha movido 150 
pies al este. 

(© Después de 10 
segundos, se mueve hacia el 
este a una tasa de 15 ft/s. 
(Б) Después де 20 
segundos, se mueve hacia el 
oeste a una tasa de 10 ft/s. 
(E) Después de 40 
segundos, está a 100 pies al 
oeste de su punto de 
partida. 


10. -68 ft/s, está cayendo a la 
Tierra a una velocidad de 
68 ft/s. 


2. No. La función no es 
continua en x = 2 porque el 
límite izquierdo es 1 yel 
límite derecho es 6. 5. 


2. f'(a)=6a+7 


8. El gráfico de f es continuo 
en 


(-2,1)ua,3u (3,0). 


El gráfico de f es 
discontinuo en x = 1 y 
x = 3. El gráfico de f es 
diferenciable en 


(-2,1)ua,3u (3,0). 


El gráfico de f no es 
diferenciable en x = 1 y 
x=3. 


12.1 Ejercicios de sección 


1. El valor de la función, la 
salida, еп x = aes f (а). 


Cuando el lím f (x) se toma, 
x>a 


los valores de x se acercan 
infinitamente a a pero 
nunca son iguales a a. A 
medida que los valores de x 
se acercan a a desde la 
izquierda y desde la 
derecha, el límite es el valor 
al que se acerca la función. 


3. -4 
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3. No, la función no es 
continua en x = 3. Existe 
una discontinuidad 
removible en x = 3. 


3. / = -15 
Ў (а) (5а+4)2 

6. —2, 0, 0, –3 

9. у= 19х – 16 

5. -4 
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13. по existe 


17. Las respuestas variarán. 


20. Las respuestas variarán. 


25. 54,59815 


2 
31. lím (55) = 5 x 0,83 


37. Иш (==) no 

—1 \4х2+4х+1 

x> — 

2, 
existe. Los valores de la 
función disminuyen sin 
límite a medida que x se 
acerca a -0,5 desde la 


izquierda o desde la 


derecha. 
= г 
> e х2 
43. líme = 1,0 
x>0 
49. lím > no existe. Los 
x>0 © 
1—ех 


valores де la función se 


acercan a 5 por la izquierda 


y se acercan a 0 por la 
derecha. 
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9. по existe 


15. 


18. 


21. 


27. 


33. 


39. 


45. 


51. 


Las respuestas variarán. 
Las respuestas variarán. 
Las respuestas variarán. 


еб = 403,428794, 
е? м 1.096,633158, е" 


21 


lím ( 
x>1 х2-3х+2 


) = —2,00 


{па Тіапх _ 7 
үк: 


CEET 
0,001 2,33333411 


Error 
2,33333411 


0,001 
E 


eo Hl e 
ai a (ОЮУ СТ 
иш ЕШ eD] 


бше х+1 С (х+) 7 


ya que el límite derecho no 


es igual al límite izquierdo, 
[х-+Е1| 
х+1 


lím no existe. 


x>-1 


Mediante el examen de los 


11. 


16. 


19. 


23. 


29. 


35. 


postulados y la comprensión de 
la física relativista, a medida que 


v => с, т > 0. Lleve esto un 


paso más allá de la solución, 
А Ў т 

límm= lím 
рэс 


кес” 4/1 — (02/2) 


= 00 


Las respuestas variarán. 
Las respuestas variarán. 


7,38906 


Js= 


lím (2002) = 20,00 
хә1 x2-3x+2 í 


ea] 


lím 1 z no existe. La 
x>-1 (x+1) 

función aumenta sin límite 
a medida que x se acerca a 


—1 desde cualquier lado. 


12.2 Ejercicios de sección 


1. Si f es una función 3. 
polinómica, el límite de una 
función polinómica a 
medida que x se acerca a a 
siempre será f (a). 


7.6 9 
13. no existe 15. 
19. —108 21. 
25. 1 27. 
31. 6+ y5 33. 
37. -3 39. 


43. El límite no existe; el límite 45. 


se acerca al infinito. 


49 cos(x+h)—cos(x) 


2 
55. /(х) = 456 57 


12.3 Ejercicios de sección 


1. Informalmente, si una 3. 
función es continua en 
x = c, entonces no hay 
interrupción en el gráfico de 
la función en f (с), y f (с) 
está definida. 


7. Discontinua en a = 3; 9. 
lím f(x) = 3, pero f(3) = 6, 
== 


lo cual no es igual al límite. 


Puede significar (1) que los 
valores de la función 
aumentan o disminuyen sin 
límite a medida que x se 
acerca a с, о (2) los límites 
izquierdo y derecho no son 
iguales. 


uju 


no existe; el límite derecho 
no es el mismo que el 
límite izquierdo. 


4x+2h 


51. ——— 


. по existe 


discontinua en a = —3; 
/(—3) no existe 


lím f(x) no existe. 
x>2 


1513 


1.6 


17. — 


a 
оа 


23. 6 
29. no existe 
35. 0 


41. 2 


47. 2x+h+4 


5з. ——_ 


59. 52 


5. discontinuidad removible en 
a =-4; f(-4) no está 
definida 


11. lím /(х)=4; Иш (х) = 1. 


хэ17 x>1+ 
Por lo tanto, lím f(x) no 
x>1 


existe. 


1514 


13. 


19. 


25. 


31. 


37. 


4З. 


49. 


lím /(х)=5 # lím f(x)= 
x>1+ 


x>1” 


-1. 


Por lo tanto, lím f(x) no existe. 
x>1 


f (3) no está definido. 


Continua en (-00, оо) 


Continua en (О, оо) 


1, pero no 2ni3 


(0, 0) U (0, œ) 


La función es discontinua 
en x = 1 porque el límite 
cuando х se асегсаа 1 еѕ 5 


УЈ() = 2. 


21. 


27. 


33. 


39. 


45. 


12.4 Ejercicios de sección 


1. 


13. 


19. 


La pendiente de una función 


lineal se mantiene igual. La 
derivada de una función 
general varía según x. Tanto 
la pendiente de una línea 
como la derivada en un 
punto miden la tasa de 
cambio de la función. 
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3. 


15. lím f(x)=-6, 
x>o-37 

ím f&œ)=-} 
x>-3 


Por lo tanto, lím f(x) no 


x>- 


existe. 


/ (0) no está definido. 


Discontinua en x = 0 y 
x=2 


Continua en [4, оо) 


1 y 2, pero no 3 


A x = –1, el límite no 
existe. A x = 1, f (1) no 
existe. 


A x = 2, parece ser una 
asíntota vertical, y el límite 
no existe. 


La velocidad media es de 55 
millas por hora. La velocidad 
instantánea a las 2:30 p. m. 
es de 62 millas por hora. La 
velocidad instantánea mide 
la velocidad del auto en un 
instante de tiempo mientras 
que la velocidad media da la 
velocidad del auto a lo largo 
de un intervalo. 


Р(х) = 4х +1 


15. f'(x)=9x? —2х+2 


21. 


indefinida 


23. 


35. 


41. 


47. 


11. 


17. f(2)no está definido. 


Continua en (00, оо) 


. Discontinua en х = 0 


Continua en (—%, о). 


/ (0) es indefinida. 


х3 +6х2 —Tx 
(х+7)(х—1) 


La tasa media de cambio de 
la cantidad de agua en el 
tanque es de 45 galones por 
minuto. Si los valores de 

f Go) es la función que da la 
cantidad de agua en el 
tanque en cualquier tiempo 
t, entonces la tasa media de 
cambio de f (х) entre t = a 
yt=bes f(a) + 45(b-a). 


1 Z 1 
Хо) = ор 


17. /'(х)=0 


23. /'(х)=—6х—7 


25. /'(х)=9х? +4x+1 


31. Discontinua en x = —2 y 
x = 0. No es diferenciable 
en -2, 0,2. 


37. fQ)=-6 


43. f'(3)=9 


49. Alos 200 minutos después 
del mediodía, el volumen 
de galones en el tanque 
está cambiando a una tasa 
de 30 galones por minuto. 


55. La altura del proyectil es 
cero en т = 0 y de nuevo en 
t = 5. En otras palabras, el 
proyectil comienza en el 
suelo y vuelve a caer a la 
Tierra después de 5 
segundos. 


61. 21 dólares por unidad 


67. —t= 
(3-х)? 


Ejercicios de repaso 
1. 2 


7 ím fœ)=0 
`хә—2 


27. y=12x-15 


33. Discontinua en x = 5. No 
es diferenciable en -4, -2, 
0, 1,3, 4, 5. 


39. 3! (1) = 9 


45. Las respuestas varían. La 
pendiente de la línea 
tangente cerca de x = 1 es 
2. 


51. La altura del proyectil 
después de 2 segundos es 
de 96 pies. 


57. 367 


63. $36 dólares 


3. no existe 


9. No existe 


15. 6 


29. 


35. 


41. 


47. 


53. 


59. 


65. 


5. 


11. 


17. 
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k=-100k=2 
f0=-2 
Faya 


A las 12:30 p. m., la tasa de 
cambio del número de 
galones en el tanque es de 
-20 galones por minuto. Es 
decir, el tanque está 
perdiendo 20 galones por 
minuto. 


La altura del proyectil en 
t = 3 segundos son 96 
pies. 


50,00 dólares por unidad, 
que es la tasa instantánea 
de cambio de los ingresos 
cuando se venden 

exactamente 10 unidades. 


РО) = 10а -1 


Discontinua 
епх= –1( lím f(x) no 
х= q 


existe 
),x = 3 (discontinuidad de 
salto), 
yx=7 ( lím f(x)no 
хэ q 


existe). 


3 
5 


500 


1516 


19. 


Ja 


25. Discontinuidad removible 
епа= 9 


31. Discontinuidad removible 
en x =2, discontinuidad 
enx=5 


¿2x+2h 2х 


37. 7 


Examen de práctica 
1.3 


7. ím (х) =-žay 
x>2 
lím f(x) = 9 Por lo tanto, 
x>2+ 
el límite de la función a 
medida que x se acerca a 2 
no existe. 


14. Discontinuidad removible 
enx=3 


20. No es diferenciable еп 
x = 0 (sin límite) 


1 
26. 3 
30. x=1 
36. f'(x)=8x 


42. f'(x) = — 
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21. 


27. 


33. 


39. 


16. 


22. 


28. 


32. 


38. 


A x = 4, la función tiene 
una asíntota vertical. 


Discontinuidad removible 
enx=5 


10x3 


La altura del proyectil en 
t = 2 Segundos 


0 
у=—14х— 18 
f)=-> 


23. 


29. 


35. 


41. 


18. 


24. 


29. 


34. 


40. 


A x = 3, la función tiene 
una asíntota vertical. 


Discontinuidad removible 
en x =5, discontinuidad 
епх = 1 


1 
(х+1)(х+А+1) 


La función no sería 
diferenciable en 0, sin 
embargo, 0 no está en su 
dominio. Por lo tanto, es 
diferenciable en todo su 
dominio. 


Discontinua en -2, 0, no 
diferenciable en -2, 0, 2 


La velocidad media de 
t=11=2 


El gráfico no es 
diferenciable en x = 1 
(cúspide). 


Fo) = –3х2 
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teorema de Moivre 905 
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850, 927 
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359 

teorema del factor 353 
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Pitágoras 850 

término 1182, 1197 
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polinómica 301 

término principal 301 

tiempo de duplicación 530 
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transformaciones 194 
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triángulo rectángulo 709 
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